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Eine Voraussage von 1924

■ Im Jahre 1924 bat der junge, damals weitgehend unbekannte Physiker SATYENDRA NATH

BOSE den berühmten ALBERT EINSTEIN um Hilfe bei der Übersetzung und

Veröffentlichung seiner neuesten Arbeit in der Zeitschrift für Physik.

■ Einstein übersetzte das Manuskript ins Deutsche und sorgte für die Veröffentlichung für

Bose.

■ Er betonte, dass diese neue Methode geeignet sei, die Quantenmechanik des idealen (=

interaktionsfreien) Gases zu erklären. Er erweiterte die Idee auf Gasatome und sagte

1925 die Existenz eines neuen, bisher völlig unbekannten Zustands voraus, das nun

unter dem Namen Bose–Einstein-Kondensat bekannt ist.

ALBERT EINSTEIN (1879-1955) in 1921 SATYENDRA NATH BOSE (1894-1974) im Jahre 1925
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Boses Arbeit von 1924
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Einsteins Arbeit von 1925

https://www.lorentz.leidenuniv.nl/history/Einstein_archive/

Einstein_1925_publication/
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Einsteins Erklärung

Ende von Boses Arbeit:
Anmerkung des Übersetzers: Boses Ableitung des Planck’schen Formel bedeutet

nach meiner Meinung einen wichtigen Fortschritt. Die hier benutzte Methode liefert

auch die Quantentheorie des idealen Gases, wie ich an anderer Stelle ausführen will.

Seite 3 in der eigenen Arbeit:
Aus (18b) folgt demnach, dass die Zahl der Moleküle in einem solchen Gas bei ge-

gebenem Volumen V nicht größer sein kann als

n =
(2πmκT )3/2V

h3

∞∑
s

τ−3/2.

Seite 4:
Ich behaupte, daß [bei wachsender Dichte] eine mit der Gesamtdichte stets wachsen-

de Zahl von Molekülen in den I. Quantenzustand (Zustand ohne kinetische Energie)

übergeht, während sich die übrigen Moleküle gemäß dem Parameterwert λ = 1

verteilen.

...

Wir gewinnen also den Satz:

Nach der entwickelten Zustandsgleichung des idealen Gases gibt es bei jeder Tem-

peratur eine maximale Dichte in Agitation befindlicher Moleküle.
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Frühe Skeptik

Die Entartung des Bose–Einstein-Gases hat eher den Ruf, nur eine reine imaginäre

Existenz zu haben. (London 1938)

Die Dichten sind so hoch und die Temperaturen so niedrig, dass die Van-der-Waals-

Korrekturen sich mit den möglichen Auswirkungen von Degeneration zusammenfü-

gen müssen, und es gibt wenig Aussicht, jemals in der Lage zu sein, die beiden Arten

von Effekten zu trennen. (Schrödinger 1946)

Kann man mit mathematischer Strenge [...] beweisen, dass ein Gas bei gegebenen

intermolekularen Kräften kondensiert bei hinreichend niedriger Temperatur bei einer

scharf definierten Dichte [...]? Es mag jetzt seltsam erscheinen, dass Zweifel dar-

an bestehen, dass dies möglich wäre, aber [...] im Jahre 1937 war man sich nicht

so sicher und ich erinnere mich, dass Debye zum Beispiel es bezweifelte. Meiner

Meinung nach wurde das befreiende Wort von Kramers gesprochen. Er bemerkte,

ein Phasenübergang (wie z.B. Kondensation) könne mathematisch nur als Grenzei-

genschaft der Partitionsfunktion verstanden werden. Nur im Grenzbereich, wobei die

Anzahl der Moleküle N und das Volumen V gegen unendlich gehen, so dass N/V

endlich bleibt (man nennt dies nun den thermodynamischen Grenzwert) kann man

die beiden Diskontinuitäten erwarten [...]. (Uhlenbeck 1974))
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Bedeutung

■ Begründung der Quantenstatistik:

Beschreibung makroskopischer Systeme durch viele mikroskopische identische

(ununterscheidbare) Teilchen mit Hilfe von Aufenthaltswahrscheinlichkeiten (=⇒
Wellenfunktionen)

■ Quantenmechanische Besonderheiten durch Symmetriebedingungen: Bosonen (PAUL

DIRAC) (im Gegensatz zu Fermionen)

■ ”fünfter Aggregatzustand”: rein quantenmechanischer Phasenübergang, bei dem

Wechselwirkungen keine Rolle mehr spielen und alle Atome dieselben physikalischen

Eigenschaften haben. Kondensat als ”Superatom”.

■ Triebfeder zum praktischen

■ Realisieren tiefer Temperaturen (Kühlung durch Laser und durch Evaporation, d.h.

Herausnahme der energiereichsten Teilchen),

■ Einfangen von Atomgruppen durch eine magnetische Falle,

■ Behandeln winziger Atomgruppen.

Und für mich als Mathematiker:

■ Triebfeder für viele mathematische Ansätze
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Mathematik im 20. Jahrhundert

■ In den 1950ern führten BELJAVSKI, BOGOLJUBOV, GROSS, PITAEVSKI, HARTREE

vereinfachte Modelle für verdünnte interagierende Gase ein. Die Interaktion wurde durch

die Streulänge ausgedrückt, die freie Energie mit der BORN-Approximation angenähert.

■ Die Spur des N -Partikel-Hamiltonoperators (=⇒ später) wurde in den 1950ern durch

JEAN GINIBRE und RICHARD FEYNMAN in ein System von interagierenden Brown’schen

Bewegungen, der Feynman–Kac-Formel, umgeformt.

■ RICHARD FEYNMAN schlug 1953 vor, die durch die Symmetrisierung auftretenden

Brown’schen Zykel im Bosegas (=⇒ später) als wichtigen Ordnungsparameter

aufzufassen und auf ihre Beschränktheit hin zu untersuchen als Kriterium für BEK. Man

nennt sie nun Feynman-Zykel.

■ ANDRAS SÜTŐ zeigte 1993 und 2002, dass das Auftreten ”langer Feynman-Zykel” im

idealen Gas und in Mittelfeld-Approximationen charakteristisch ist für BEK.

■ Der einzige bekannte Beweis für BEK in einem interagierenden Modell nutzt ”harte”

Abstoßung und Symmetrie in einem Zd-System aus (FREEMAN DYSON et al. 1978).
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Experimente

■ Jagd nach experimenteller Realisierung ab 1985, als genügend tiefe Temperaturen in

Reichweite gelangten. 1992 wurden 10−6 Kelvin erreicht =⇒ Nobelpreis 1997.

■ Schwierigkeit: Bei so tiefen Temperaturen ist fast jeder Stoff fest (nicht gasförmig).

Lösung: stark verdünnen und schnell abkühlen, Partikel mit einer magnetischen Falle

zusammenhalten.

■ Der Gruppe von ERIC A. CORNELL und CARL E. WIEMAN gelang 1995 am Joint Institute

for Laboratory Astrophysics in Boulder (USA) die BEK in einem Gas mit etwa 2000

Rubidium-Atomen bei einer Temperatur von etwa 10−9 Kelvin (nach 15jähriger Suche).

Sie vermuteten, dass dieser Zustand von Natur aus nirgends im Universum existiert

haben kann.

■ Vier Monate später gelang das auch der Gruppe um WOLFGANG KETTERLE am

Massachusetts Institute of Technology mit Millionen Natriumatomen.

■ Alle drei Wissenschaftler wurden für diese Leistung im Jahre 2001 mit dem Nobelpreis für

Physik ausgezeichnet für die Erzeugung der Bose–Einstein-Kondensation in verdünnten

Gasen aus Alkaliatomen.
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Mathematische Beschreibung

Jedes Partikel hat drei Attribute:

■ eine kinetische Energie (in Form des Laplace operators ∆),

■ eine (weiche oder harte) Falle (z.B. in einer Box Λ im Rd),

■ Interaktionen mit jedem anderen Partikel.

Man beschreibt das System mit Hilfe eines Hamilton-Operators für N Partikel an den Orten

x1, . . . , xN in einer Box Λ ⊂ Rd, die paarweise über ein symmetrisches Paarpotential

v : Rd → [0,∞] interagieren:

H(Λ)

N = −
N∑
i=1

∆i +
∑

1≤i<j≤N

v
(
xi − xj

)
, x1, . . . , xN ∈ Λ.

■ H(Λ)

N wird angewendet auf Wellenfunktionen ϕ : ΛN → R.

■ |ϕ(x1, . . . , xN )|2 = Dichte der Wahrscheinlichkeit für N Partikel an den Orten

x1, . . . , xN .

■ |ϕ(x1, . . . , xN )|2 is symmetrisch (= permutationsinvariant).

■ Bosonen-System (Quantenmechanik!): Auch ϕ(x1, . . . , xN ) ist symmetrisch.
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Temperatur Null

■ Energie des Systems mit Verteilung |ϕ|2:

⟨ϕ,H(Λ)

N ϕ⟩ =
∫
ΛN

N∑
i=1

|∇iϕ(x)|2 dx+

∫
ΛN

∑
i<j

v(xi − xj)ϕ(x)
2 dx.

■

Grundzustandsenergie EN (Λ) = inf
ϕ∈H1(ΛN ) : ∥ϕ∥2=1

⟨ϕ,H(Λ)

N ϕ⟩;

die minimierenden Wellenfunktionen ϕ∗ heißen Grundzustände.

■ BEK: Kann man ϕ2
∗ für große N mit Hilfe einer Ein-Partikel-Wellenfunktion beschreiben?

■ Antwort Ja in einem verdünnten System (=⇒ 1995er Experimente) ⇐⇒ reskaliertes v

(Analysis 1998-2005 durch ELLIOTT LIEB, JAKOB YNGVASON, ROBERT SEIRINGER):

■ Konvergenz gegen Gross–Pitaevski-Formel in d = 3 (=⇒ 100 Prozent Kondensation):

lim
N→∞

1

N
EN (Λ) = inf

f∈H1([−1,1]3)

(
∥∇f∥22 + ∥f∥44

)
.

■ Minimierer sind von der Form

ϕ(x1, . . . , xN ) =

N∏
i=1

[
g
(
min
j<i

|xj − xi|
)
f(xi)

]
.

Das Bosegas im Lichte der W’Theorie · Lange Nacht der Wissenschaften, 17. Juni 2023 · Seite 11 (17)



Temperatur Null

■ Energie des Systems mit Verteilung |ϕ|2:

⟨ϕ,H(Λ)

N ϕ⟩ =
∫
ΛN

N∑
i=1

|∇iϕ(x)|2 dx+

∫
ΛN

∑
i<j

v(xi − xj)ϕ(x)
2 dx.

■

Grundzustandsenergie EN (Λ) = inf
ϕ∈H1(ΛN ) : ∥ϕ∥2=1

⟨ϕ,H(Λ)

N ϕ⟩;

die minimierenden Wellenfunktionen ϕ∗ heißen Grundzustände.

■ BEK: Kann man ϕ2
∗ für große N mit Hilfe einer Ein-Partikel-Wellenfunktion beschreiben?

■ Antwort Ja in einem verdünnten System (=⇒ 1995er Experimente) ⇐⇒ reskaliertes v

(Analysis 1998-2005 durch ELLIOTT LIEB, JAKOB YNGVASON, ROBERT SEIRINGER):

■ Konvergenz gegen Gross–Pitaevski-Formel in d = 3 (=⇒ 100 Prozent Kondensation):

lim
N→∞

1

N
EN (Λ) = inf

f∈H1([−1,1]3)

(
∥∇f∥22 + ∥f∥44

)
.

■ Minimierer sind von der Form

ϕ(x1, . . . , xN ) =

N∏
i=1

[
g
(
min
j<i

|xj − xi|
)
f(xi)

]
.

Das Bosegas im Lichte der W’Theorie · Lange Nacht der Wissenschaften, 17. Juni 2023 · Seite 11 (17)



Temperatur Null

■ Energie des Systems mit Verteilung |ϕ|2:

⟨ϕ,H(Λ)

N ϕ⟩ =
∫
ΛN

N∑
i=1

|∇iϕ(x)|2 dx+

∫
ΛN

∑
i<j

v(xi − xj)ϕ(x)
2 dx.

■

Grundzustandsenergie EN (Λ) = inf
ϕ∈H1(ΛN ) : ∥ϕ∥2=1

⟨ϕ,H(Λ)

N ϕ⟩;

die minimierenden Wellenfunktionen ϕ∗ heißen Grundzustände.

■ BEK: Kann man ϕ2
∗ für große N mit Hilfe einer Ein-Partikel-Wellenfunktion beschreiben?

■ Antwort Ja in einem verdünnten System (=⇒ 1995er Experimente) ⇐⇒ reskaliertes v

(Analysis 1998-2005 durch ELLIOTT LIEB, JAKOB YNGVASON, ROBERT SEIRINGER):

■ Konvergenz gegen Gross–Pitaevski-Formel in d = 3 (=⇒ 100 Prozent Kondensation):

lim
N→∞

1

N
EN (Λ) = inf

f∈H1([−1,1]3)

(
∥∇f∥22 + ∥f∥44

)
.

■ Minimierer sind von der Form

ϕ(x1, . . . , xN ) =
N∏
i=1

[
g
(
min
j<i

|xj − xi|
)
f(xi)

]
.
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Positive Temperatur 1/β

■ Hauptuntersuchungsobjekt:
symmetrisierte Spur ZN (β,Λ) = Tr+

(
exp{−βH(Λ)

N }
)
.

■ Physik ⇐⇒ Mathematik:

Temperatur ⇐⇒ 1/β

kinetische Energie ⇐⇒ eβ∆ ⇐⇒ Brown’sche Bewegung auf [0, β]

Interaktion ⇐⇒ e−v(xi−xj)

Mittelung über zufällige Teilchen ⇐⇒ Spur

Symmetrisierung ⇐⇒ zufällige Permutation

■ Feynman–Kac formula:

ZN (β,Λ) =

∫
Λ

dx1· · ·
∫
Λ

dxN︸ ︷︷ ︸
N Punkte inΛ

zufällige Permutation︷ ︸︸ ︷
1

N !

∑
σ∈SN

N⊗
i=1

µ(β)
xi,xσ(i)︸ ︷︷ ︸

N Brown’sche Brücken

[ Interaktion︷ ︸︸ ︷
e−

∑
1≤i<j≤N Vβ(B(i),B(j))

]
.

■ Freie Energie im thermodynamischen Grenzwert (d.h. |ΛN | = N/ρ):

f(β, ρ) = − lim
N→∞

1

|ΛN | logZN (β,ΛN ).
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Illustration

Ein Bosegas aus 14 Partikeln, aufgeteilt in drei Brown’sche Zykel,

angeheftet an drei Poisson’sche Punkte (dick).

Der rote Zykel enthält sechs Partikel, der grüne und der blaue je vier.
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Bemerkungen

■ Wir betrachten hier das kanonische Ensemble, wo die Zahl der Partikel N fest ist. Wenn

N zufällig und Poisson-verteilt ist, spricht man vom großkanonischen Ensemble.

■ Das interagierende Bosegas ist also ein Ensemble von interagierenden Brown’schen

Schlingen verschiedener Länge in einer großen Box. Eine Schlinge der Länge k (d. h. mit

Zeitinterval [0, βk]) hat genau k Partikel. Insgesamt gibt es N =
∑

k∈N kNk Partikel

(wenn Nk die Anzahl der Schlingen der Länge k ist).

■ Eine natürliche Formulierung ist als ein zufälliger Punktprozess mit interagierenden

Schlingen.

BEK-Frage: Liegt ein makroskopischer Teil der N Partikel in “langen” Schlingen?

Vermutete Antwort: Ja in drei oder mehr Dimensionen, nein in einer oder zwei Dimensionen.
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Illustration des Kondensat-Phasenübergangs

Subkritisches Bosegas

(kleine Partikeldichte)

ohne Kondensat

Superkritisches Bosegas

(große Partikeldichte)

mit zusätzlichem Kondensat (rot)
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Der freie (= nichtinteragierende) Fall v ≡ 0

■ Kein Raum, keine Box Λ.

■ Keine Positionen x1, . . . , xN der Partikel.

■ Keine Brown’sche Bewegungen.

■ Aber: Statistik der Zykellängen.

Referenz-Dichte der Zykellängen: qk = 1
k
(4πβk)−d/2.

Effektive Zykellängendichte: mk. Partikeldichte:
∑

k∈N kmk.

Entropie: H(m|q) =
∑

k(qk −mk +mk log
mk
qk

).

freie Energie: f(β, ρ) = inf
{
H(m|q) : m ∈ [0,∞)N,

∑
k∈N

kmk = ρ
}
,

BEK-Frage: Gibt es ein minimierendes (mk)k∈N?

Euler–Lagrange-Gleichung: mk = qke
αk für k ∈ N mit dem Lagrange-Multiplikator α ∈ R.

Kritische (= größte erreichbare) Partikeldichte:

ρc(β) =
∑
k∈N

kqk = (4πβ)−d/2
∑
k∈N

k−d/2

{
= ∞ if d ≤ 2,

< ∞ if d ≥ 3.

=⇒ Phasenübergang in d ≥ 3, aber nicht in d ≤ 2.
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Situation und Ausblick

■ Ein Beweis für den Phasenübergang ist weithin offen und wird als sehr tiefliegend

eingeschätzt.

■ Viele vereinfachte Modelle und Regimes konnten erfolgreich behandelt werden.

■ Die Feynman–Kac-Formel ist bei weitem nicht der einzige Ansatz.

■ Interagierende Brown’sche Zykel forderten viel probabilistsche Forschung heraus und

werden das auch weiterhin tun.

■ Experimentell konnte man bisher BEK nicht bei wesentlich höheren Temperaturen

erhalten, aber für viel mehr verschiedene Substanzen.

■ Anwendungen sind nicht in Sicht, aber BEK ist faszinierend!
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