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Vorwort

Die analytische Untersuchung des Bruches verformbarer Festkorper ist ein Teilgebiet der Me-
chanik und fiir die Ingenieurwissenschaften von Wichtigkeit.

Unter dem Bruch eines Korpers versteht man die vollstdndige oder teilweise Trennung eines
urspriinglich zusammenhéngenden Gesamtkorpers [5]. Ursache eines Bruchs sind meist Risse
im Korper, die bereits vor dem eigentlichen Zerstéren des Gesamtkorpers entstehen. Hervor-
gerufen werden Risse oftmals durch die Einwirkung duflerer Kréfte, an Stellen, wo es zu hohen
Spannungs- und Energiekonzentrationen kommt. Diese treten meist an Orten wechselnder
Rand- oder Materialbedingungen auf.

Um Risse und Rissausbreitung zu vermeiden sind bei der Konzeption von Bauteilen daher
unter Anderem folgende Aspekte von Interesse:

1. Kann unter gegebenen Belastungen in einem Bauteil eines bestimmten Materials ein
Riss entstehen oder fortschreiten?

2. In welche Richtung erfolgt der Rissfortschritt?
3. Welchen Einflufs haben ortsabhingige Stoffeigenschaften auf den Riss?

Mit der vorliegenden Diplomarbeit wurde ein erster Schritt unternommen, Antworten auf diese
Fragen auf analytischem Wege fiir einen Verbundkérper mit nichtlinearem, hyperelastischen
Werkstoffgesetz unter Mode-I11-Belastung zu finden.

So ist die Rissbildung in Verbundkérpern oftmals gerade am Interface festzustellen: Dort
sind zwei Teilkdrper mit unterschiedlichen Materialeigenschaften im unverformten Gesamt-
kérper kréftefrei miteinander verbunden. Bei einem Belastungsvorgang verformen sich beide
Teilkdrper, miissen aber lings des Interface die Stetigkeit des Verschiebungsvektors und des
Spannungsvektors einhalten, solange kein Riss vorhanden ist. Durch die unterschiedlichen
Materialeigenschaften, die am Interface aufeinandertreffen, kommt es dort zu héheren inneren
Kréaften als im Rest des Korperinneren, was vornehmlich am Interface zu einer erhohten Ge-
fahr der Rissbildung fiihrt.

Setzt man eine zeitlich und rdumlich konstante Mode-ITI-Belastung des Kérpers voraus, so ist
die Betrachtung eines stationéren Risses in einem zweidimensionalen Teilgebiet des Korpers
erlaubt.

Daher ist die Aufgabenstellung der vorliegenden Diplomarbeit beschrinkt auf die Behand-
lung eines stationéren Interfacerisses in einem zweidimensionalen Gebiet, bestehend aus zwei
Teilgebieten unterschiedlicher Materialeigenschaften. Diese sollen durch Werkstoffgesetze be-
schrieben werden, die auf Differentialoperatoren, dhnlich dem p-Laplace-Operator, fithren. Es
werden Belastungen vorausgesetzt, die zu Neumann-Bedingungen auf Teilstiicken des Randes
und zu (in-)homogenen Dirichlet-Bedingungen auf anderen Teilstiicken des Randes fiihren.
Die zum Versténdnis der Aufgabenstellung notigen Grundlagen aus der Mechanik sowie eine
Erlduterung der Problemstellung werden in Kapitel 1 bereitgestellt.

Das zu untersuchende Transmissions-Randwertproblem und dessen schwache Formulierung
sind aufgrund der vorgegebenen Differentialoperatoren nichtlinear. Daher sind Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen iiber die Theorie der monotonen Operatoren zu gewinnen [23]. Anders
als bei linearen Randwertproblemen erfordert die Nichtlinearitdt der Differentialoperatoren
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eine ausfiihrliche Behandlung des inhomogenen Dirichlet-Problems, da die Fortsetzung des
Verschiebungsfeldes vom Dirichlet-Rand ins Gebiet nicht -wie in der linearen Theorie iiblich-
aus dem Differentialoperator herausgeldst und auf die rechte Gleichungsseite iiberschoben wer-
den kann. Dies wird in Kapitel 2 zum Ausdruck kommen, wo die Existenz und Eindeutigkeit
schwacher Losungen fiir das vorgebene Problem ausfiihrlich behandelt werden.

Ziel der Diplomarbeit ist es, die Griffithsche Formel fiir den zweidimensionalen Materialver-
bund 7zu beweisen.

Sie ermdglicht die Berechnung der Energiefreisetzungsrate iiber Grofen, die aus der schwachen
Losung gewonnen werden konnen. Genauere Ausfithrungen hierzu sind in Kapitel 3 zu finden.

Die Energiefreisetzungsrate beschreibt die Energie, die bei einem infinitesimalen Rissfortschritt
frei wird. Daher erlaubt ihre Kenntnis Aussagen zur Rissausbreitung. So ist die Energiefrei-
setzungsrate in dem 1921 von A. A. Griffith formulierten Bruchkriterium mit einer fiir die
Rissausbreitung kritischen Energiegrofe verkniipft. Darauf wird bereits in Kapitel 1 genauer
eingegangen.

Man bezeichnet die Behandlung von Rissen mithilfe der Energiefreisetzungsrate und der Grif-
fithschen Formel auch als den energetischen Zugang® ("energy approach") zu Rissen [14]. Da-
her wird in Kapitel 2.4 der Zusammenhang zwischen der schwachen Losung des Transmissions-
Randwertproblems und den Energien des dadurch beschriebenen Systems erldutert.

In Kapitel 4 soll schlieflich das Verhalten der Energiefreisetzungsrate des zweidimensionalen
Verbunds unter Belastungen unter Verwendung der in Kapitel 3 bewiesenen Griffithschen For-
mel numerisch illustriert werden.
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Nichterklarte Symbole

Folgende Symbole werden in den nachfolgenden Kapiteln als bekannt vorausgesetzt:
R™™ Raum der Matrizen M : R" — R"

Rt Rf={z€eR,0<xz<o0}

R™ R ={zeR, —co<z<0}

Rf Ri={zeR 0<z<oc}

Ry, Ry ={z€eR, —oco<z<0}

Q] Q| =measQ = [1dx
Q

vil
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Kapitel 1

Elemente der Kontinuumsmechanik
fur verformbare Verbundkorper mit
Interfaceriss

Festkorper sind oft zeitlich konstanten oder sich nur sehr langsam verédndernden Einfliissen
durch duferere Krifte ausgesetzt. Die Verdnderungen am bzw. im Kérper sind dann stationér
oder verlaufen quasistatisch. Wahrend solcher Vorginge wird der Kérper durch innere Krifte
zusammengehalten, die als Folge seiner Verformungen entstehen und deren Ursache die dufe-
ren Kréfte sind.

Die Ermittlung der Verformungen und inneren Kréfte des stationdr oder quasistatisch bean-
spruchten Korpers fithrt zu Randwertaufgaben, die aus drei Gleichungsgruppen bestehen:

1. Feldgleichungen und Randbedingungen der Kinematik, die die Verformung des Korpers
beschreiben;

2. Feldgleichungen und Randbedingungen der Statik, die die Krafteverhéltnisse im Kérper
und auf dem Rand des Korpers erfassen;

3. den konstitutiven Beziehungen (Werkstoffgesetz), die problemorientierte Kinematikgro-
flen mit ihnen energetisch zugeordneten Statikgréfen verbinden.

Alle drei Gleichungsgruppen sind i. Allg. nichtlinear. Die Nichtlinearitit der ersten beiden
Gleichungsgruppen steht bei grofsen Verformungen im Vordergrund und wird als geometrische
Nichtlinearitit bezeichnet. Verhilt sich dagegen das Werkstoffgesetz nichtlinear in seinen Va-
riablen, so spricht man von physikalischer Nichtlinearitéat.

Ziel der vorliegenden Diplomarbeit sind Betrachtungen zu einem quasistatischen Deformati-
onsvorgang, fiir den die Anwendung der geometrisch linearisierten 1. und 2. Gleichungsgruppe
sinnvoll ist, der jedoch im Stoffgesetz physikalisch nichtlineare Einfliisse zu beachten verlangt.
Besondere Aufmerksamkeit verdienen materielle Punkte des belasteten Kérpers, in denen kri-
tische Energiekonzentrationen vorhanden sind, die eine Rissbildung einleiten kénnen.

Dazu werden in Abschnitt 1.1.4 zweckdienliche Energiefunktionale bereitgestellt und in Ab-
schnitt 1.2 notige Elemente zur Behandlung von Rissen erlautert.

Die Arbeit ist beschrinkt auf ebene Rissprobleme ldngs des Interface in Verbundkérpern.
Das Interface ist der geometrische Ort, hier Linie, an dem Materialparameter als Funktio-
nen des Ortes unstetig sind. Wir betrachten Verbundkorper, die aus zwei Teilkérpern jeweils
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unterschiedlicher Werkstoffe bestehen, deren Materialparameter innerhalb jedes Teilkdrpers
konstant sind.

1.1 Sachverhalte aus der Kontinuumsmechanik verformbarer
Korper

Dieser Abschnitt enthélt die bendtigten Grundlagen zur Beschreibung eines Korpers unter
dem Einfluss duflerer Kréfte. Hierru werden die Grundgleichungen der Kinematik und der
Statik formuliert und ein kurzer Uberblick iiber ausgewihlte Werkstofftypen gegeben. Zur
Charakterisierung des Zustandes eines Korpers kann es von Interesse sein, seine Energie zu
betrachten. Im Hinblick darauf werden Energiefunktionale vorgestellt.

1.1.1 Grundgleichungen der Kinematik

Eine Deformation ¢ setzt sich zusammen aus einer Starrkérperbewegung (Translation und
Rotation), sowie der Verformung des Korpers in sich. Da in dieser Arbeit der Rissvorgang
quasistatisch zu behandeln ist, wird ¢ zeitunabhéngig sein.

Ist x ein materieller Punkt des Koérpers in der Referenzkonfiguration Qg C R™, n =1,2,3, so
ist x¥ = p(x) sein Bild in der deformierten, oder aktuellen Konfiguration Q,, [3]. Die Abbildung
p:Qy— ﬁg, muss dabei bijektiv sein. Das zur Deformation ¢ gehérende Verschiebungsfeld
u : Qg — (), ergibt sich fiir jeden Punkt x € Qg als

n

u = u(x) = <u(j)(x))‘ AR (1.1)
]:

Eine derartige Darstellung des Verschiebungsfeldes wird als Lagrangesche Betrachtungsweise

bezeichnet. Diese ist in der Festkorpermechanik zweckmaéfig, weil die Konfiguration des un-

verformten Korpers bekannt, seine aktuelle Konfiguration jedoch unbekannt ist.

Das punktweise erklirte Verschiebungsfeld w ist allerdings ungeeignet zur Beschreibung des
Deformationsgeschehens in einer ganzen Umgebung eines Punktes x € Q. Notwendig ist die
Benutzung des Verschiebungsgradienten Vu, bzw. von daraus abgeleiteten Grofen, z.B. dem
Green-St. Venant-Verzerrungstensor

E:Qy—R", E(x)= % <(Vu(x))T + Vu(x) + (Vu(x)) " Vu(x)) . (1.2)

Ist der Verschiebungsgradient Vu sehr klein, d.h.

|[Vu|| = sup max &ciu(j)(x)‘ <1, (1.3)

XGQO Z?je{lv"'yn}

so ist das Produkt ((Vu(x))T Vu(x)) vernachliissighar klein gegeniiber Vu, (Vu)' und es

darf der linearisierte Verzerrungstensor

£: Q- R" | g(x)= 1 <(Vu(x))T + Vu(x)) =

5 (axju<i> (x) + axqu)(x)f (1.4)

1
2

eingefiihrt werden. Man bezeichnet



als linearisierte Feldgleichung der Kinematik. Die vollstdndige Beschreibung der Kinematik
erfordert Randbedingungen auf einem Teilstiick I'p des Randes 99 mit dem Maf [T'p| > 0 :

u=g auf I'p . (1.6)

1.1.2 Grundgleichungen der Statik

Der Punkt x¥ besitze ein umgebendes Flachenelement AA?(x¥) in der verformten Konfigu-
ration .. Die an diesem Fldchenelement angreifende Kraft AP¥(x¥) erzeugt den Grenzwert

tsO(XSO) — lim %
AAP(x#)—0 AA(x¥)
Dieser Grenzwert heiffit Spannungsvektor im Punkt x% der verformten Konfiguration. Seine
Existenz ist ein Axiom der Kontinuumsmechanik. Dem zu seiner Definition erforderlichen
Fléchenelement ist ein Normaleneinheitsvektor n(x¥) in x¥ zugeordnet. Cauchy‘s Theorem
postuliert die Existenz einer linearen Abbildung 7% (x¥) in x?, die dem Normaleneinheitsvek-
tor n(x¥) des Punktes x¥ den Spannungsvektor t(x¥) in x¥ zuordnet. Diese Abbildung ist
der sog. Cauchysche Spannungstensor T%(x%), der im verformten Korper definiert ist:

£9(x?) = T%(x*) n®(x?). (1.7)

Neben den vorgegebenen Krifteverteilungen h¥ : 'y, — R™ auf dem Oberflichenanteil T'%; ist
der zu untersuchende Korper noch der vorgegebenen Volumenkraftdichte f¥ : Q, — R™ ausge-
setzt. Befindet sich der in seiner Beweglichkeit im Raum unbehinderte Kérper im Ruhezustand
oder einer quasistatischen Bewegung, so ist er im Gleichgewicht. Dies ist eine Folgerung aus
dem Newtonschen Grundgesetz.

Mit dem Eulerschen Schnittprinzip folgt, dass sich ein infinitesimaler Wiirfel, der aus einem
sich im Gleichgewicht befindlichen Kérper herausgeschnitten wird, sich ebenfalls im Gleichge-
wicht befindet. Gleichgewichtsbetrachtungen an einem solchen infinitesimalen Wiirfel fiithren
auf die statischen Feldgleichungen:

—divT? = f¥ in Q) (1.8)
¢ =(T?)" i Q. (1.9)
Dabei beschreibt Gleichung (1.8) die Kriftegleichgewichtsbeziehung zwischen Spannungsten-

sor und Volumenkraftdichte. Die Symmetrie des Spannungstensors (1.9) resultiert aus der
Forderung, dass infinitesimaler Wiirfel und Korper sich im Ruhezustand nicht drehen diirfen.

Auf dem Oberflichenanteil F]f,, auf dem keine Verschiebung, sondern die Oberflichenkraft-
dichte h¥ vorgeschrieben ist, muss der Spannungsvektor t¥ die statischen Randbedingungen
erfiillen:

t? = h¥ auf I'%, . (1.10)
Die statischen Gleichungen lassen sich mit Hilfe der Piola-Transformation
T:Q, = R™, T(x)=(detVep(x)) T%(x?) (Ve(x))~" (1.11)
auf die Referenzkonfiguration iiberfiithren:
—divl =f in Qp , (1.12)
(V)T =T (V)™ " in Q , (1.13)
Tn =h auf T'y . (1.14)



Der Tensor T heiftt 1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor und ist i.Allg. unsymmetrisch.
Daher beniitzt man den symmetrischen 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor:

D10y — R, B(x) = (Vi) 'T(x) = (detVep(x)) (Vo) ' T%(x%) (Vep(x)) | . (1.15)

Bei kleinen Verschiebungsgradienten sind auch die Statikgleichungen linearisiert zu verwenden:

—dive = f in Qo , (1.16)
ol = o in Qo , (1.17)
cn = h auf I'y . (1.18)

Die Symmetrie des Spannungstensors o der linearisierten Theorie in Gleichung (1.17) resultiert
aus der Beziehung Ve = Vu + Id, wenn Vu vernachldssigbar klein gegeniiber Id ist. Die
Unterschiede zwischen Cauchyschem, 1. und 2. Piola-Kirchhoffschem Spannungstensor sowie
dem Spannungstensor ¢ sind dann klein von héherer Ordnung.

1.1.3 Kurzer Uberblick iiber Werkstoffeigenschaften
Ein Werkstoffgesetz besitzt die Form

S =300, (1.19)

wobei die Argumentliste (-,-,-,...) nach dem Prinzip der Aquipriisenz alle Zustandsgréfen
enthalten muss, die das Problem beschreiben [20]. Dabei versteht man unter Zustandsgréfen
die linear unabhéngigen Variablen des Problems, das sind z.B. der Ort x, die Zeit ¢, der Green-
St. Venant Verzerrungstensor E, die Temperatur T, die Deformationsgeschwindigkeit ¢, etc. .
Ein Werkstoffgesetz charakterisiert das Verhalten eines Materials und wird in den Werkstoff-
wissenschaften durch Experimente festgestellt.

Reale Werkstoffe zeigen i.Allg. Kombinationen der nachfolgend angefiihrten Verhaltensweisen:

1. Elastisches Verhalten ist gekennzeichnet durch eine eineindeutige Darstellung der Span-
nung durch Verzerrung und Ort:

=3 (x,E(x))

das bedeutet, dass in einem elastischen Material Deformationen reversibel sind [10].

Man unterscheidet zwischen linearer und nichtlinerarer Abhéngigkeit von E :

(a) Bei linear elastischen Materialien ist das Werkstoffgesetz durch das Hookesche Ge-
setz gegeben:
Y=CkxEX), C:Q¢p—R".

(b) Ein nichtlineares Material liegt z.B. im Falle eines Werkstoffgesetzes vom Potenztyp
vor:

Y = S(x, (E(x))P), p € (1,00).

(c) Linear und nichtlinear elastische Materialien heiffen hyperelastisch [3], wenn ein
Potential We; : Qg x R™"™ — R existiert, aus dem sich der Spannungstensor durch
Differentiation ergibt:

8I/Vel
x= oF

(x, F) mit F =E(x). (1.20)
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Das Potential W,; wird als Verzerrungsenergiedichte bezeichnet. Bei kleinen Ver-
schiebungsgradienten sind entsprechend den Ausfiihrungen in Abschnitt 1.1.1 und
1.1.2 die Tensoren E = ¢ und ¥ = o zu setzen.

Die Punkte (b) und (c¢) sind fiir die nachfolgenden Kapitel von Wichtigkeit.

2. Plastisches Materialverhalten liegt vor, wenn Deformationen zu irreversiblen Verdnde-
rungen fiithren, sodass bei Entlastung die Ausgangskonfiguration nicht mehr erreicht
wird.

3. Werkstoffe, die kein ausgeprigtes plastisches Verhalten zeigen und sich bis zum Bruch
weitgehend elastisch verhalten, nennt man spréde [5]. Ein solcher Werkstoff ist z.B. Glas.

4. Ein Werkstoff verhilt sich z&h, wenn er vor dem Bruch ein ausgeprégtes plastisches Ver-
halten zeigt, [5]. Solche Werkstoffe sind z.B. Aluminiumlegierungen und kohlenstoffarmer
Stahl.

Bemerkung 1.1.1
Ein Randwertproblem zur Bestimmung der Verschiebungsfeldes w bendtigt die Gleichungen

(1.2), (1.6), (1.7), (1.8), (1.9), (1.19) bzw.
(1.4), (1.6, (1.16), (1.17), (1.18), (1.19).

1.1.4 Energiefunktionale fiir hyperelastische Materialien

Der Energieinhalt eines hyperelastischen Korpers, gef. mit Riss, kann unter der Annahme
kleiner Verschiebungsgradienten durch folgende Energiefunktionale beschrieben werden:

e Elastische Verzerrungsenergie:
Aus 1.1.3 (c) ist bekannt, dass hyperelastische Materialien durch die Existenz einer Ver-
zerrungsenergiedichte We;(x,e(x)) charakterisiert sind. Die Integration iiber die Konfi-
guration (2 liefert die elastische Verzerrungsenergie

Je(Q, €) = /Wel(x,s(x)) dx . (1.21)
Q

o Arbeit der dukeren Krifte [10], S.121:
Fiir vorgegebene duflere Kréfte f, h und bekanntes Verschiebungsfeld w ist die Arbeit
der dufleren Krifte am Korper €2 definiert als die Anwendung der Krifte f, h auf das
Verschiebungsfeld w :

W(Q, u) = (f,u)q + <h,u>FN = —P(Q, u), (1.22)

wobei (-,-) als duale Paarung aufzufassen ist und P(£2) im Falle konservativer duferer
Krifte das Potential der dufieren Krifte ist.

e Potentielle Energie:
Die potentielle Energie einer Konfiguration {2 ist -konservative duftere Kréfte vorausgesetzt-
die Summe aus innerem und dufserem Potential:

EQ, e, u)=Jgq(Q, ) —W(Q, u) = Jq(Q, ) + P(Q, u) . (1.23)



e Dissipative Energie:
Bei der Behandlung eines Korpers 2 mit Riss spielt die dissipative Energie D(2) eine
wichtige Rolle. Sie umfasst den Energieanteil, der fiir irreversible Prozesse zur Verfiigung
steht. Dazu gehoren alle auf Mikroebene stattfindenden Vorgidnge, wie das Brechen von
Atombindungen, sowie die Schaffung einer neuen makroskopischen Rissoberfliche. Im
einfachsten Fall kann die dissipative Energie proportional zur Rissfortschrittslinge §
angesetzt werden [5]:

D(Q) =276 , (1.24)

wobei v eine Materialkonstante ist. Der Faktor 2 beriicksichtigt die Tatsache, dass bei
Rissfortschritt stets zwei neue Rissufer gebildet werden miissen.

e Totale Energie:
Die totale Energie eines Korpers 2 mit Riss ist die Summe aller oben aufgefiihrten
Energieanteile:

(Q, &, w) = E(Q, &, u) + D(Q) = Ju(Q, &) — W(Q, u) + D(Q) . (1.25)

1.2 Die Behandlung von Rissen

In dieser Diplomarbeit werden Risse aus kontinuumsmechanischer Sicht behandelt, daher ist
nur ihr makroskopisches Verhalten von Bedeutung. Ein Riss kann dabei als Schnitt in ei-
nem Korper aufgefasst werden [5]. Seine gegeniiberliegenden Berandungen bezeichnet man im
Dreidimesionalen als Rissoberflichen, welche in der zweidimensionalen Rissfront enden. Bei
zweidimensionaler Betrachtung eines Risses spricht man von den Rissufern und der Rissspitze.
Die Rissufer konnen als kriftefrei angesehen werden.

Bei der Rissbildung und -ausbreitung spielt die Prozesszone eine wichtige Rolle. Darunter
versteht man die Zone um die Rissspitze, in der es zu Atombindungsbriichen und zur Pla-
stifizierung des Materials kommt. Solche Vorgénge kénnen nur auf mikroskopischer Ebene
beschrieben werden. Daher ist es bei der kontinuumsmechanischen Behandlung von Rissen
notwendig, die Prozesszone als vernachléssigbar klein anzusehen [5]. Diese Annahme ist fiir
metallische Werkstoffe und sprode Materialien durchaus sinnvoll. Soll Plastifizierung ausge-
schlossen werden, so ist es notig, kleine Verschiebungsdnderungen vorauszusetzen. Dann kann
die in Abschnitt 1.1 beschriebene lineariserte Theorie verwendet werden.

1.2.1 Die Rissmodi

Fiir einen Korper mit Riss in der x1-z3-Ebene konnen drei verschieden Grundtypen der Riss-
offnung festgestellt werden, vgl. Abbildung 1.1, [5]:

e Mode I:
Darunter versteht man eine zur z;-x3-Ebene symmetrische Rissoffnung. Sie entsteht
durch Auseinanderziehen der Rissoberflichen in xs-Richtung.

e Mode II:
Dies ist eine antisymmetrische Separation der Rissoberflichen in der x1-x3-Ebene durch
Relativverschiebungen in x1-Richtung.



e Mode III:
Dabei erfolgt die Separation der Rissoberflichen in der xi-x3-Ebene durch Relativver-
schiebungen in z3-Richtung.

Ein realer Riss kann als Kombination dieser drei Grundtypen beschrieben werden.

Abb. 1.1: Kérper mit Mode- I-, Mode- II-, Mode- III-Riss (v.L.n.r.)

In Experimenten und Simulationen zeigt sich, dass Mode III von untergeordneter Bedeutung
ist. So sind nur Mode-I- und Mode-II-Risse in Reinform zu erzeugen. Verschiebungen, die zu
einem Mode-III-Riss fithren sollen, rufen beim Rissfortschritt i. Allg. Mode-I- und Mode-11-
Belastungen hervor. Damit ist ein Mode-III-Riss experimentell schlecht realisierbar.
Simulationen haben ergeben, [14], dass sich ein durch Mode-I1I-Belastung entstandener Riss
bei anschliefsender Entlastung wieder bis zu seinem Ausgangszustand schliefen wiirde. Bei
Mode-I- und Mode-II-Belastungen bleibt dagegen auch nach Entlastung ein Rissfortschritt
sichtbar.

1.2.2 Griffithsches Bruchkriterium und Energiefreisetzungsrate

Bei einem Koérper mit bestehendem Riss kann es von Interesse sein, einen eventuellen Rissfort-
schritt vorauszusagen. Hierzu wurde 1921 von A. A. Griffith ein geeignetes Kriterium formu-
liert.

Fiir einen Korper in der aktuellen Konfiguration {25, mit Riss Rj, der Lange dp lautet das
Griffithsche Bruchkriterium:

Definition 1.2.1 (Griffithsches Bruchkriterium, [10])

Der Riss Rg, ist stationér unter einer Kraft F, falls die totale Energie des Korpers I1(€5,) in
der aktuellen Konfiguration minimal ist im Vergleich zu jeder anderen benachbarten Konfigu-
ration.



Abb. 1.2: Andere benachbarte Konfigurationen

Unter anderen benachbarten Konfigurationen sind dabei Konfigurationen zu verstehen, in die
der Riss durch Fortschritt in eine beliebige Richtung um eine beliebige Lange gelangen konnte,
vgl. Abbildung 1.2.

In der Diplomarbeit sollen aussschlieflich Interfacerisse behandelt werden. In diesem Fall ist
die Rissfortschrittsrichtung eindeutig festgelegt und verschiedene Konfigurationen des Korpers
unterscheiden sich nur in der Risslénge.

Ist €25, eine Konfiguration mit dem lédngerem Riss Rs,, d.h. 9 < d1, so besagt das Griffithsche
Bruchkriterium:

Ist II(€25,) < II(€25,), so ist der Riss stationdr.
Unter Beachtung von Formel (1.25) ist dies dquivalent zu:
Ist E(Qs,) — E(Qs,) < D(Q2s,) — D(Qs,), so ist der Riss stationér.

Das bedeutet in Worten: Ein Riss ist stationér, falls die potentielle Energie, die bei einem
Rissfortschritt freigesetzt wiirde, kleiner ist als die zur Schaffung einer neuen Rissoberfliche
bendtigte Energie.

Dies motiviert die Definition der Energiefreisetzungsrate:

Definition 1.2.2 (Energiefreisetzungsrate, [10], [5])
Die Energiefreisetzungsrate ist die Energie, die bei infinitesimalem Rissfortschritt frei wird.

BRR(©s) = i E0) = E0310)
_ dE(Q(50+5)
dd

(1.26)

0=0 .
Die Energiefreisetzungsrate hat die Einheit einer Kraft: [2] = [N].

Das Griffithsche Bruchkriterium kann nun unter Verwendung der Energiefreisetzungsrate for-
muliert werden:

D(Q
Ist ERR(Q,) < dD(82s+5) , so ist der Riss stationér.
O P
D(Q
Ist ERR(Ss,) > W , so wachst der Riss.
6=0

Damit erweist sich die Energiefreisetzungsrate als geeignete Grofe, um Aussagen iiber das
Eintreten von Risswachstum zu machen.



1.3 Problemstellung

Gegeben sei ein Korper, der aus zwei physikalisch nichtlinearen Materialien M;, Ms zusam-
mengesetzt ist. Er weise entlang des Interface einen Riss auf, welcher im Folgenden stets in
der x1-z3-Ebene liege, siehe Abbildung 1.3.

Abb. 1.3: Kérper mit Mode-I1I-Interface-Riss

Die zu den beiden Materialien My, Ms gehorenden Werkstoffgesetze seien vom Potenztyp. Die
auf den Korper einwirkenden Kréfte seien zeitlich konstant. Das bei Rissausbreitung typische
plastische Materialverhalten soll nur in einer vernachldssighar kleinen Prozesszone um die
Rissspitze auftreten, sodass beide Materialien als hyperelastisch angenommen werden konnen.
Daher werden die folgenden elastischen Verzerrungsenergiedichten als gegeben vorausgesetzt:

. P
Werj(e(u)) = &(K,j + [P (w)P) T + cj(tr(e(u)))? fiir das Material M; . (1.27)
pj
Dabei sind p; € (1,00), pj € R, k; € [0,1],¢; € (0,00) fiir j = 1,2 Materialparameter und
eP(u) bezeichnet den deviatorische Anteil von £(u), vgl. (1.31)

Im Korper wird ein zweidimensionales Teilgebiet 25 um die Rifsspitze betrachtet, das entspre-
chend dem Mode ITI-Modellfall antiplanaren Schubspannungen, normal zu 5, ausgesetzt ist.
Siehe Abbildung 1.4.

T2

Abb. 1.4: 2D-Teilgebiet



Definition 1.3.1 (Zweidimensionales Gebiet mit Riss)

Das zweidimensionale Gebiet mit Riss ()5 liege in der xy-zo-Ebene. Das Interface I'r und
der Riss Rs der Lidnge § befinden sich auf der x1-Achse. Eine Rissausbreitung wiirde in x1-
Richtung stattfinden.

Weiter sei Qs C R? offen, zusammenhéingend und beschréinkt.

Es sei Q5 = Q1UQy und 9NNy = 0, wobei Q; aus dem Material M, und Q2 aus dem Material
Ms besteht. Q1 und )y seien ebenfalls offen und zusammenhéngend.

Die Rissufer seien definiert durch Rs; = 0§ N R fiir j = 1,2.

Wir setzen Q = int Qs und x = (x1,22) " € Qs.

Bemerkung 1.3.1
Weil ein Interface-Riss behandelt wird, sind die Teilgebiete €2y, (o unabhédngig von der Riss-
ldnge §.

Aufgrund der antiplanaren Schubspannungen ist das Verschiebungsfeld u auf Q5 gegeben durch

2 0

u(z1, 72) = ulg, (v1,22) + ulg, (z1,72) Z 0 (1.28)
j=1 U§~3)($1,$2)

wobei ugg) (x1,x9) = ugg) (z1,x2) auf dem Interface I'p gilt. (1.29)

Fiir j € {1,2} lautet der linearisierte Verzerrungstensor geméf Gleichung (1.4)

J
ew)=1| 0 0 La,ul | (1.30)
3 3
10put? 10, 0

Wegen tr(s(u)) = 0 ist der deviatorische Anteil des linearisierten Verzerrungstensors e (u)
gegeben durch:

D (u) = e(u) — étr(e(u))ld —c(u). (1.31)

In Vektorschreibweise ist

€11

€22

€33

2612

2e93 Oz, u
2e13 Ory

,je{1,2}. (1.32)
3)
(3)

::OOOO

®3)

Der linearisierte Verzerrungstensor enthilt also Vuj als einzigen Nicht-Nulleintrag. Somit
ergibt sich fiir j € {1,2} die elastische Verzerrungsenergiedichte

o
Weij(e(w)) = Wy (Vul?) = ’;J (k5 + [Vl (21, 29)2) 7 +0. (1.33)
j
Mit Formel (1.20) gilt fiir den Spannungstensor
8Wel /J/p pj72
%j(x, F) = == (%, F) = p—ﬁ(nj +|F|?) "2 2F (1.34)
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wobei F' = Vu(.g) ist. Daher ist
,®) 3) (3) oy 222 o (3)
Ej(x, Vu;” (x)) = DWe;(Vu;” (x)) = pj(k; + [Vu” (x)[7) 72 Vi, (x) . (1.35)
Damit die beiden Materialien am Interface I'r miteinander verbunden sind, miissen dort die

Verschiebungsfelder iibereinstimmen und sich die Spannungsvektoren auftheben. Auf I'r gelten
daher folgende Transmissionsbedingungen:

ugg) = ug?’) auf I'r (1.36)
DW,, (vuf’))-nu + DWy, (vug?’)) ‘ny =0 auf . (1.37)

Diese Bedingung sichert die Wohldefiniertheit von u® und DWel(Vu(?’)) im Verbund €.
Die Rissufer sollen nicht in Kontakt stehen und keine Kréfte aufeinander ausiiben. Daher sind
sie spannungsfrei und es sind hier homogene Neumanndaten vorzugeben.

Durch Einsetzen von DW,;(Vu) in die Gleichgewichtsbedingung (1.16), (1.18) kann fiir vor-
gegebene, skalare, geniigend glatte Kraftdichten f : Qs — R, h : 'y — R, sowie einer
Verschiebung g : I'p — R nun folgendes Transmissions-Randwert-Problem formuliert werden
(siehe hierzu Abbildung 1.5):

Definition 1.3.2 (Transmissions-Randwert-Problem)

Finde u® = u : Q5 — R mit u; = ula,, j € {1,2} fiir vorgegebene Funktionen
f:Qs =R, h: 'y — R mit hlryroo, = hj und g : I'p — R, sodass:

—pj div ((/{j + |Vuj|2)pj22Vuj> = f inQy, (1.38)

uy—uy = 0 aufl'p, (1.39)

w1 (k1 + |Vu1|2)p1772Vu1 ‘Mg + po (ko + |Vu2|2)p2772Vu2 ‘ng; = 0 aufl'p, (1.40)
u = g aufl'p, (1.41)

pj (kj + |VUj|2)pj—;2VUj ‘n; = hj aufTxyNOQYy, (1.42)

w (kj + |VUj|2)pj—;2VUj 'n; = 0 aufRs;. (1.43)

4"1

V.,

Abb. 1.5: Aufteilung des Randes von 24

Bemerkung 1.3.2
In Zukunft setzen wir Fﬁj =(CyN0Q;)URsj, 'y =T'n U Rs U Rsy und
h auf 'y,

hFﬁ_}th:{O anR(SlURJQ'

Bemerkung 1.3.3
Die Wahl von k; =0, j € {1,2}, fiihrt in Gleichung (1.38) zum p;-Laplace-Operator auf ;.
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Kapitel 2

Transmissions-Randwertprobleme

2.1 Herleitung einer schwachen Formulierung

Im Folgenden soll eine schwache Formulierung fiir das in Definition 1.3.2 eingefiihrte Transmis-
sions-Randwertproblem erstellt werden. Dazu miissen besondere Funktionenrdume eingefiihrt
werden, die das Verhalten von Funktionen angemessen widerspiegeln, die auf einem Gebiet mit
Riss Q5 definiert sind und auf Teilgebieten unterschiedlichen Operatorgleichungen geniigen. Da
die Losung des Transmissions-Randwertproblems und die Testfunktionen der schwachen For-
mulierung gewissen Randbedingungen geniigen miissen, wird ein Spursatz, sowie die Existenz
einer Fortsetzung des Dirichlet-Randdatums bendtigt. Dabei bringt der Riss einige Probleme
mit sich. Zum Einen liegt C°°(25) nicht dicht in einem Sobolev-Raum iiber dem Gebiet mit
Riss 5. Dies ist jedoch Voraussetzung fiir die Definition einer Spur auf dem Rand und fiir die
Definition einer Fortsetzung ins Gebiet. Zum Anderen ist ein Gebiet mit Riss kein Lipschitz-
Gebiet, eine Eigenschaft, die ebenfalls fiir einen Spursatz benétigt wird. Diese Schwierigkeiten
sollen in den folgenden beiden Abschnitten genauer erldutert und gelést werden.

2.1.1 Anforderungen an das Gebiet

Warum ein Gebiet mit Riss Qs C R? kein Lipschitz-Gebiet ist, auch wenn = intQ; ein
solches ist, 1t sich anhand der Definition des Lipschitz-Gebietes und der gleichméfigen Ke-
geleigenschaft leicht einsehen:

Definition 2.1.1 ((gleichmifiige) Kegeleigenschaft [21] S.45, Def.2.2, 2.3)

Ein Gebiet Q C R? hat die Kegeleigenschaft, falls fiir jedes x € 09 ein Kegel C' mit Spitze in
X existiert, sodass C in €} enthalten ist.

Das Gebiet ) hat die gleichméfige Kegeleigenschaft, falls fiir alle 'y in einer Umgebung U (x)
des Punktes x der selbe Kegel C' verwendet werden kann, ohne dass dieser gedreht werden
darf.

Ein Lipschitz-Gebiet ist dagegen wie folgt definiert:

Definition 2.1.2 (Lipschitz-Gebiet [17] S.92, Bemerkung)

Ein Gebiet Q C R? ist ein Lipschitz-Gebiet, falls fiir jeden Randpunkt x € 05) eine Umgebung
U(x) und eine Lipschitz-stetige, bijektive Funktion px existiert, sodass ox(Q2NU(x)) auf einer
Seite von @x (0 NU(x)) liegt.

13



Bemerkung 2.1.1
Der Rand eines Lipschitz-Gebietes kann lokal durch eine Lipschitz-stetige Funktion dargestellt
werden.

Der Zusammenhang zwischen Gebieten mit Kegeleigenschaft und Lipschitz-Gebieten ist in
einem Lemma formuliert.

Lemma 2.1.1 (vgl. [17] S.92)
Ein Gebiet Q C R? ist genau dann ein Lipschitz-Gebiet, wenn es die gleichméfige Kegeleigen-
schaft hat.

Anhand von Abbildung 2.1 sehen wir, dass fiir einen Punkt x € Rs mit Umgebung U(x) Punkte
y € U(x) existieren, in denen der verwendete Kegel C' den Riss schneidet. Weil C' dann nicht
vollstdndig in 25 enthalten ist, liegt keine gleichméfige Kegeleigenschaft vor und 25 ist nach
Lemma 2.1.1 kein Lipschitz-Gebiet. Darf man C in y jedoch drehen, so kann der gedrehte
Kegel in Qs enthalten sein. Daher weist ein beliebiges zweidimensionales Gebiet mit Riss
zumindest die Kegeleigenschaft auf, sofern 2 = int 25 diese besitzt. Die Kegeleigenschaft wird
genutzt, um spezielle Gebiete mit Riss zu definieren, auf denen sich eine schwache Formulierung
finden ldsst. Ein solches Gebiet wird als zuldssiges Gebiet bezeichnet.Die Forderungen fiir ein
zuldssiges Gebiet sind in Abbildung 2.2 veranschaulicht.

W

Abb. 2.1: Kegel in Qs Abb. 2.2: zuléissiges Gebiet

Definition 2.1.3 (zulidssiges Gebiet)
Ein Gebiet Qs mit Riss Rs und Interface I'r ist zulédssig, falls gilt:

1. Qs C R? ist offen und beschrinkt und hat die Kegeleigenschaft.
2. Q = int Qs, sowie Q und Qs sind offene, beschrinkte Lipschitz-Gebiete mit = Q; UQy.
3. 00 =TpUINURs, TIpNIy =0, TxnNR; =0, TpnRs=0.

4. die Réander 0€)1, 025 lassen sich in Lipschitz-stetige offene Teilstiicke I';, 1 = 1,... N,
unterteilen mit stetigen Normalenvektoren n;. Dabei soll gelten:
Rs1 =001 N Ry = Uézlfi, Rso = 0005 N R = U%l:l+1fi,
n; = —1n;4y, iZl,...,l,
T'rnoQy = Uf:2l+1fi, T'rnoQy = Uzgik—i-lfi?
n, =-Ngy, (=20+1,...,k,
I'nynoQy = UZ-”;%HPZ-, Ty NoQy = Uﬁ‘imﬂl“i,
fD NoNy = U?:M-i—lfi ?é @, fD N oy = Uf\;n—f—lfi # @,
wobel 1 <l <k<m<M<n<N und es sei measI'p > 0.

5. Fiir j = 1,2 ist 92 = Rs; U (D N 0Q;) U (Cy N O,) U (Tp N OQ).

14



Gemaif [13] S.59 Satz 3.26 und S.61 Bemerkung 3.3 gilt der Sobolevsche Einbettungssatz fiir
Gebiete mit Kegeleigenschaft. Die Forderungen 2. und 4. sichern fiir W1?i(Q;) die Existenz

1—L p.
einer Spurabbildung vag; : WPi(Q;) - W 7 P (0€25) , sowie von Spurabbildungen 4, auf
Teilstiicke I'; C 0€2;. Dies wird im néchsten Abschnitt von Nutzen sein.

2.1.2 Funktionenrdume und Spursatz

In diesem Abschnitt werden die Funktionenrdume eingefiihrt, die bei einer schwachen For-
mulierung erforderlich sind. Unter Verwendung eines zuldssigen Gebietes sind das spezielle
Sobolev-Réume fiir die ein Spursatz gilt. Mithilfe dessen werden die nétigen Spurrdume defi-
niert.

Fiir ein Problem der Form

~div (DWu(Vu)) = —div (u(/i + yw\?)%vu) — fauf QCR?, (2.1)
u = gaufI'p (2.2)
w(k + |Vu|2)%Vu-n = hauf 'y, (2.3)

iiber dem Lipschitz-Gebiet 2, werden folgende Funktionenrdume bei der schwachen Formulie-
rung bendtigt:

Definition 2.1.4
Sei p € (1,00) und Q C R? ein Lipschitz-Gebiet. Dann ist

LP(Q) = {u: Q=R : |ullpr) = </Q ]u\pdx>; < oo} , (2.4)

1
whe(Q) = {uem):||u||wl,p<m=(||u||fzp(m+||Vu||’zp(m)”<oo}, (2.5)
VI = {ueW'(Q) :ulr, =g} (2.6)

Die Ableitungen im Raum W1P(Q) und im affinen Raum V(I;)(Q) sind im Distributionensinn

zu verstehen. Fiir den Raum W1P(Q) lisst sich iiber einen Widerspruch zu den Sobolevschen
Einbettungssitzen die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung beweisen. Wir entnehmen diese aus
[18] Satz 7.8, S. 67.

Satz 2.1.1 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung fiir W1?(Q))
Sei Q C R? ein beschréiinktes Lipschitz-Gebiet. Weiter sei V. C W1P(Q) ein abgeschlossener
Unterraum mit der Eigenschaft:

Fiir alle v € V folgt aus Vv = 0, dass auch v = 0 ist.
Dann existiert eine Konstante cpp > 0, sodass fiir alle v € V' gilt:
[vllzr () < cprl|VolLe() -

Mithilfe der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung ldsst sich fiir den Raum V72

) (Q) folgende Norm-

dquivalenz nachweisen, vgl. [18], Satz 7.8, S.67.
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Satz 2.1.2 (Normiquivalenz)
Fiir u € V(%)(Q) gilt:
[Vullzr) < lullwir@) < cllVullze@) -

Die schwache Losung u von Problem (2.1)-(2.3) ist im Raum W1?(Q) zu finden. Daher wird die
schwache Lésung von Problem 1.3.2 iiber jedem Teilgebiet Q; ein Element aus W1Pi(Q;) fiir
J € {1,2} sein miissen. Ist p’'= (p1,p2) und pmin = min{py, p2}, so gilt auf beiden Teilgebieten
stets WLPi(Q;) € WhPmin(Q;), sowie LPi(Q;) C LPmin(Q;). Diese Tatsache wurde bereits von
W. B. Liu in [12] zur Definition von geeigneten Funktionenriumen verwendet. Entsprechend
definieren wir die folgenden Funktionenrdume.

Definition 2.1.5 (Funktionenriume)
Sei Qs ein zuldssiges Gebiet. Fiir p'= (p1,p2) und pmin = min{py, pa} ist

WP (Qs) = {ue WhPnin(Qs) : uj = ulg, € WHPI(Qy), j = 1,2} (2.7)

mit der Norm ||U||W1,ﬁ(95) = ||U1||W1»p1(91) + ||U2||W1»p2(92)a (2.8)
VE(©) = {ue W' (@) rpu=g} (2.9)
LP(Qs) = {ue LPmn(Qy) : uj = ulg, € LPI(y), j = 1,2} (2.10)

mit der Norm lull Lras) = llwall oo ) + U2l ez qy) - (2.11)

Dabei ist yr,, in Formel (2.9) der Spuroperator fiir den Dirichletrand im Sinne von Satz (2.1.4).

In [12], bzw. [4] sind die Eigenschaften dieser Rdume genauer ausgefiihrt.

Lemma 2.1.2 (|12], [4])

Sei Q5 C R? ein zulissiges Gebiet und p = (p1,p2) mit p; € (1,00) fiir j € {1,2}. Dann
sind die normierten Funktionenrdume <W1’ﬁ(95), H'|’W1»ﬁ(95)) ; <Lﬁ(Q5), ”’”LI?(Q(;)> , aus
Definition 2.1.5 separable, reflexive Banachriaume.

Die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung gilt auch im Raum W1HP(Qs):

Satz 2.1.3 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung fiir W17(Q;), [10] S. 27)

Sei Q5 C R? ein zulissiges Gebiet und V- C W1P(Qjs) ein abgeschlossener Unterraum fiir den
aus u € V, mit Vu = 01in g folgt, dass uw = 0 ist in Q.

Dann existiert eine Konstante cpr > 0, sodass die Abschétzung

||u||Lﬁ(Qé) <cpfr ||Vu||Lﬁ(Qé) fiir alleu € V

erfiillt ist.

Wir befassen uns nun eingehender mit dem Problem der Spurbildung fiir Funktionen aus dem
Raum W1P(Qs). Um einen Spursatz fiir W'P(Qs) zu formulieren, wire die Dichtheit von
C>(Qs) noétige Voraussetzung. Dass dies nicht der Fall ist, zeigt folgende Uberlegung: Eine
Funktion aus Wl’ﬁ(Q(;) darf auf den beiden Rissufern Rgsq, Rso verschiedene Werte annehmen,
d.h. u|gy, # u|Rs, ist zuldssig. Bildet man Qs, so ist der Riss R eine Teilmenge des Inneren
von (s, andererseits ist jedoch Q = int{)s # Qg. Deshalb nehmen Funktionen n € C*°()5) auf
den Rissufern keine unterschiedlichen Werte an, d.h. n|g;, = n|Rgs,. Nun ist leicht einzusehen,
dass C*°(Qs) nicht dicht in W1P(Q;) liegen kann.
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Da die Berandungen 05, 021 und 022 nach Voraussetzung aufgeteilt werden in Rissufer
Rs1, Rso, Interface I'r, sowie Dirichlet- und Neumannrand I'p, bzw. I'y geniigt es, einen
Spursatz auf Teile des Randes zu formulieren. Zul&ssige Unterteilungen sind aufgrund von
Definition 2.1.3 vorhanden. Wir orientieren uns bei der Formulierung des Spursatzes fiir ein
zuldssiges Gebiet an [9] Satz 2.5, S.6.

Satz 2.1.4 (Spursatz fiir ein zuldssiges Gebiet)
Sei Qs ein zuldssiges Gebiet und I' = Uil ein Teilstiick der Berandung, I C {1,...,N}.
Fiir j = 1,2 sei ferner 1 < p; < oo. Dann existiert genau eine lineare, stetige Abbildung

. __1 .
o Wl,p(Qé) N Wl Pmin 7pmln(r)

mit folgenden Figenschaften:
Fiir i € I ist I'; C 092; und daher
i

L Ar, = el : W) — W EP(D),

2. fiir alle u € C*(Q;) gilt:  ~r,(u) = ulr, .

Beweis

Es ist I' = U;erl; ein Teilstiick der Berandung eines zuldssigen Gebietes. Somit ist jedes
I';, ¢ € I nach Definition Lipschitz-stetig mit stetigem Normaleneinheitsvektor n;. Zudem
gilt I'; C 09,7 = 1,2 fiir alle ¢ € I, wobei Q; ein Lipschitz-Gebiet ist. Damit sind die
Voraussetzungen des Spursatzes 2.5, S.6 aus [9] erfiillt und folglich existiert genau eine lineare,
stetige Abbildung

1.
r, : Wij (Q]) R Wl P; \Dj (Fz‘),
die 2. erfiillt. Da fiir alle v € WP(Qs) insbesondere v € WhPmin () erfiillt ist, folgt
__1 .
’Y]:‘z . Wmein(Qj) N Wl Prmin 7pmm(ri) .
Setzt man yr = ..; 71, S0 gilt
1,9 1_#7pmin
v o WHP(Qs) — W Pain (T') und
1—L 5.
yrley = e, 0 W) - W (D).

Da nun ein Spursatz fiir ein beliebiges Teilstiick I' des Randes eines zulédssigen Gebietes {25
zur Verfiigung steht, lassen sich Spurrdume fiir W1?(Q;) iiber T' definieren.

Definition 2.1.6 (Spurriume)
Sei Qs ein zuléssiges Gebiet und I' = U;e 'y C 0%, mit I C {1,..., N}. Fiir p’= (p1, p2) und
Pmin = min{p1, pa} ist
Lp —
Wl_ﬁ‘vp(r) — {'LL € [Pmin (I‘) == Wl’p(95)7 ’YF,'& _ U‘Fi, ’YI"LAL _ u}

mit der Norm |ju]| ,_
w

.

,ﬁ(r) = infﬁefvy‘;zi(uﬂ&) |’aHW1’5(95) ’

’ﬁ(r) cJu e Wl_%’p(aQ(;) mit u|p = wund ﬁ‘aﬂ(g\f =0}

Byl

WP (D) = {u e W™

1

mit der Norm |ju|| _, 1 = HﬂHWk

b = infsewire, [llwrry) -

Yoy U=l

Y=

(09%)
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Es ist zu bemerken, dass die oben definierten Spurrdume nur solche Funktionen enthalten, fiir
die eine Fortsetzung ins Gebiet aus W1P(Qs) existiert.

Lemma 2.1.3 B
Der Funktionenraum V(’(’])(Q(;% H.”leﬁ(95)> aus Definition 2.1.5 ist ein separabler, reflexiver

Banachraum.

Beweis ~
Zuniéchst wird gezeigt, dass (V(Ié)(Qg), ||-||W1,5(QJ)) ein Banachraum ist.

Sei { fn }nen eine Cauchyfolge in (V(g)(Qg), H'HWW(Q;)) . Wegen V(‘g)(Qg) C WHP(Qs) existiert
ein Grenzwert f € W1P(Qs). Nun ist qr,, f = 0 zu zeigen.
Es ist

0< H’YFDf”Wlf%,ﬁ ) = ”fYFDf - ’YFDfn|’W17%'ﬁ(I‘D) = H’YFD(f - fn)le—%,

(I'p
= inf [ollwrss) < If = Fallwrsgyy — 0 filrn — oo,

veWwbP(Qs)
I p =T p (f=fn)

Daraus folgt v, f =0und f € V(Ig)(Qg).

Somit ist V(%)(Qg) ein beziiglich der W1P(Qs)-Norm abgeschlossener Unterraum des separa-
blen, reflexiven Banachraumes W1P(;).

Separabilitdt und Reflexivitdt von V(%) (Qs) folgen aus den Eigenschaften von W1P(Qs) [1] S.7,
Th.1.21. ]

Nun sind alle Grundlagen fiir eine schwache Formulierung von 1.3.2 bereitgestellt.

2.1.3 Schwache Formulierung

In diesem Abschnitt wird unter Beachtung der starken Formulierung des Transmissions-Rand-
wertproblems in Definition 1.3.2 eine schwache Formulierung hergeleitet und ermittelt, in
welchen Rdumen die auftretenden Funktionen zu finden sind.

Dazu werden die beiden Gleichungsseiten von (1.38) auf eine Testfunktion v € ‘/(Ig)(ﬂ(g),

vlo, = v; angewendet:

(div (DWer;(Vuy)) ,v5)q,
1

' = {f.0)g, (2.12)

2
Jj=

Unter der Annahme, dass f € L9(Q;) und h € L‘T(Fﬁ) ist, kann die duale Paarung durch
Integration ersetzt werden:

2 2
-3 /div (DWerj(Vuy)) vy dx = = | [div (DWe;(Vu;)v;) dx — /DWelj(vuj) - Voj dx
=19, =1 \g, Q;
(2.13)
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Auf den ersten Term wird der Satz von Gauss angewendet:

2

(2.13) = —Z / + / +/ DWe; (Vuy) - njv;ds

J=1 8QjﬂFD 8Qjﬂr1\] R(;j

2
—/ (DWe1 (Vur) - migvy + DWeyg (Vug) - majvg) ds + Z/DWelj (V) - Vo dx
I'r =g,

Unter Beachtung der Transmissionsbedingung (1.40) und vy = vy auf I'p, nach (1.39), ist

/ (DWell (Vul) - N12V1 + DWelg (V'LLQ) . nglvg) ds=0.
I'r

Dawv e ‘/(Ig)(Q(g) ist, gilt v|r, = 0 und somit folgt fiir j € {1,2}

/ DWelj (Vu]) sy vjds =0.
6QjﬂFD

Weil auf Rs; fiir j € {1,2} homogene Neumanndaten vorliegen, gilt

/ DWelj (Vuj) *V; ds=0.

Rs

Unter Beachtung der Randbedingung auf I'y und der Form von DW;; (Vu;) ergibt sich damit

2 2
(—divDW,y; (Vuj),vj>9j = —Z/,uj div ((Iij + |Vuj|2)p772Vuj) vjdx (2.14)
j:l jlej
2 pj*Z

— Z . . J2) T2 - . _

= /u] (kj + |Vu;|?) Vu; - Vo;jdx /hvds (2.15)
i=1Q; Ty

= /fq)dx = ( ’U>QJ i (216)
Qs

Wie wir in Satz 2.2.2 beweisen werden ist DWe; (Vu;) € (L‘T(Qj))2 fiir (Vu;) € (Lﬁ(Qj))z.

Damit sind die Integrale unter der Summe in Ausdruck (2.15) wohldefiniert. Fiir schlechtere
Dichten f, h kann die schwache Formulierung folglich vorgegeben werden durch:

pj—2

2
Z /,uj (k) + |Vuj|2)JT Vu; - Vojdx — <l~z,v>F = (f,v)q, - (2.17)
jzlgj

N
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Wir iiberlegen uns nun, welche Funktionenrdume in Gleichung (2.17) zu wihlen sind. Aus
(2.17), (2.15) erkennen wir, dass Vv; iiber Q; fiir j € {1, 2} integrierbar sein muss. Zusammen
mit (2.16) folgt v € WP(Qs) gemiR Definition 2.1.5. Da der Raum der Testfunktionen so ge-

/
wihlt wird, dass v|p, = 0ist, folgt v € V(p) nach Definition 2.1.5. Also ist f € ( )(Q(;)) . We-
gen v = 0 auf I'p liefert der Spursatz (yr v v) € Wl__’p( ['5). Also folgt fiir die Funktion aus

~ —~ — / N
der Neumannbedingung auf Neumannrand und Rissufern h € (Wl_%"’p(f‘ﬁ)) = W_%”’q(FN),

wegen 1 — pij = qij und j € {1,2}. Da die Losung v die Beziehung (yr,u) = g erfiillen muss,

folgt u € V(’Z)(Qg) C WHP(Qs). Fiir die Funktion g aus der Dirichletbedingung erhalten wir

1
daher mit dem Spursatz g € Wl_F(I‘D). Aufgrund der Definition dieses Spurraumes existiert
fiir g eine Fortsetzung g € W1P(Qs) in das Gebiet Q5. Setzen wir u = u® + § € WHP(Qs) bei
bekannter Fortsetzung g € leﬁ(Q(;) und ersetzen dies in (2.15), so kénnen wir uns darauf

beschriinken, die Funktion u" € V(’(’))(Q(;) zu suchen, die die Gleichung (2.17) erfiillt.

Wir definieren daher die folgende schwache Formulierung:

Definition 2.1.7 (Schwache Formulierung iiber I/(O)(Q5))
/

Finde u° € V(p)(Q(;) fiir gegebene Funktionen f € ( (0)(95)) ,he W_%”"T(FN)

fiir i + l =1,5=12und ge W _5”’p(FD) mit Fortsetzung § € WYP(Qs), sodass fiir alle

W0 € V(%)(Q(;) mit ’U? = UO|Q(5j gilt:
2 S -
Z / (5 + [V + Vg% 7 (Vad + Vg;) - Vol dx = (£,0%), + <h,»uo>F~ (2.18)
— N

Qs
mit p; € (1,00), u; € R, k; € [0,1] fiir j € {1,2}.
Zur weiteren Untersuchung der schwachen Formulierung wird ein Operator Ay zur linken Seite
von Gleichung (2.12) und eine Biform ay zur linken Seite von (2.18) definiert:
Definition 2.1.8 .
Sei pj € (1,00), p; € RY, k; € [0,1] mit j € {1,2}. Fiir festes g € Wl_ﬁ’p(I‘D) mit
Fortsetzung g € V(ﬁ)(Q(g) definieren wir einen Operator A; : V(’g)(Q(;) — <V(0)(Q(;)) mit
A; ]W1p]( ) = A] fiir j € {1,2} durch:

M)

0.0 _ 3,0 ,0
<Agu ) >Q§ = <Agu],v] >Q
J

1

<.
Il

I
e

(—divDWy; (Vi) + V), v} e,
1

<.
Il

fiir alle v° € V(Ig)(Qg) und u® € V(%)(Qg).
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Definition 2.1.9 L
Sei p; € (1,00), p; € RY, k; € [0,1] mit j € {1,2}. Fiir festes g € W “7P(T'p) mit
Fortsetzung ¢ € V(’Z)(Q(;) definieren wir eine Biform ag : V(O)(Q(;) ( s) — R mit

ag|W1,pj(Qj)XWI,pj(Qj)(', ) = a;, ( -) fiir j € {1,2}, durch:

pi—2
Za J’ ] Z /,UJ “J‘HVU +Vgg| ) = (Vu?—i—Vf]j)Vv?dx
Jj= 1963

fiir alle v° € ‘/(I(;)(Q(g) und u° € V(%)(Q(;).
Bemerkung 2.1.2 3 B
Wegen h = 0 auf (Rg; U Rgy) ist <h,v0>rﬁ = <h,v0>FN fiir alle v¥ € V(g)(Q(;).

Offensichtlich hdngen der Operator A; und die Biform ag von den Materialparametern j;, p;
und &; fir j € {1,2}, sowie von der Fortsetzung ¢ ab. Mit der soeben gefithrten Herleitung

1 =
ist klar, dass Ay und ay bei gegebenem h € W~ 79(€;) wie folgt zusammenhéngen:

(Agu %) = ay (1,0%) + (R 219)
= ag (u°,0°) + <h,v0>FN fiir alle u®,2° € V(%)(Q(;) .

Im folgenden Abschnitt wird ndher auf die funktionalanalytischen Eigenschaften der Menge
der Operatoren A; eingegangen.

2.2 Analysis der auftretenden Operatoren

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Operatoren A; im Hinblick auf Definitions- und
Wertebereich, Koerzitivitdt, Monotonie und Stetigkeit. Diese Eigenschaften sind hinreichend
zum Nachweis der Existenz einer eindeutigen Losung u° € V(I()))(Q(g) der Operatorgleichung

N ﬂ /
(Ag u’,v > =(f,v >Qs fiir alle v° € V(g)(Q(;) bei gegebenem f € (‘/(I(;)(Q(g))

Aus Formel (2.19) wissen wir, dass

(Agu, o) = ag (u0,0%) + (Roo®) - firalle 0 € V] (9%)

ist fiir gegebene Funktionen § € V(I;)(Qg), h e W_%“’[T(Fﬁ). Dabei ist <i~1,> ein von u"

unabhéngiger Operator. Wir sehen daher, dass es gleichbedeutend ist, die oben genannten Ei-
genschaften fiir die Biformem a; nachzuweisen. Zunéchst werden jedoch einige Ungleichungen
vorgestellt, die fiir die anschliefenden funktionalanalytischen Untersuchungen hilfreich sein
werden.
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2.2.1 Niitzliche Ungleichungen

Im Folgenden fithren wir niitzliche Schreibweisen ein und beweisen einige Ungleichungen, die in
den weiteren Untersuchungen, sowie zum Beweis der Griffithschen Formel verwendet werden.

Aus [1] S.23, ff ist die Holder-Ungleichung entnommen:

Satz 2.2.1 (Ho6lder-Ungleichung)
Sei Q2 ein Gebiet im R™, n € N.

1. Seil <p<ooundq= p%l. Ist u € LP(Q) und v € LY(Q), so ist (uv) € L1() und es
gilt

/ jwol dx < lull o ol oy - (2.20)
Q

2. Sei 0 <p<lundq= 35 <0. Firue LP(Q) und v € LI(Q) ist (uv) € LY(Q) und es
gilt

/ jwol dx > [[ull ey 0] ooy - (2.21)
Q

Aus [11] werden folgende Abschitzungen fiir Summen reeller Zahlen zitiert:

Satz 2.2.2 ([11], S. 25)
Fiirn e N, a; € R mit a; > 0 gilt fiir 1 <i<n

(Z ai) < pol (Z af‘) falls « > 1 und (2.22)
i=1

i=1
n <« n

(Z ai> > pol (Z af‘) falls 0 < a < 1 ist. (2.23)
i=1 i=1

Aus Kapitel 1.3 ist bekannt:

Definition 2.2.1
Fiir festgewiihlte Parameter p € (1,00),u € RT und € [0,1] ist die elastische Verzerrungs-
energiedichte gegeben durch die Funktion

We: R =R, € Lot g (2.24)
p
und die Spannung ist definiert durch die Ableitung
DWy : R? - R?, € (ki + €27 €. (2.25)
Die Funktion DW,; erfiillt die folgende Ungleichung:
Lemma 2.2.1
Sei DW,; wie oben definiert. Dann gilt fiir p > 2
IDWe (€)] < (1 + €))7 (2.26)
und fiir 1 < p < 2
IDWer (8)] < pl€lP~ . (2.27)
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Beweis
Zunéchst sei p > 2. Dann ergibt sich

DWe (€)= |u(s+ €% €| < u(1+ 1€)"F (1+ &) < (1 + €)™

Im Falle 1 < p < 2 gilt

23
(5 + [€[2) 2"

nl€l -
< 2—p M‘E‘p .
2

(0+1£%)

‘DWel (5)‘ =

Das néchste Lemma gibt Aufschlufs iiber den Bildraum von DW,;.

Lemma 2.2.2
Sei & = £(x) € (LP(Q))* mit Q C R? und 2 =1 Dann ist DW(€) € (L9(Q))*.

Bewelis
Es ist

IDWe (€)1} 0 = [ IDWer ()17 dx. (2.28)
Q

Mit p = (p — 1)q ergibt sich aus Lemma 2.2.1 im Falle p > 2 die Abschétzung

(2.22)
(2.28) < //ﬂ(1+ ]E!)(p_l)qu:/ﬂ/(l—k )P dx < /ﬂ2”‘1/(1+ 1€]7) dx < o0
Q Q Q

Fiir den Fall 1 < p < 2 folgt mit Lemma 2.2.1

(2.28) < /,ﬂ\g\(f’—nq dx = /ﬂ/ €7 dx < o0
Q Q

Fiir die Ableitung von DW,; ldsst sich folgende Abschétzung nachweisen:

Lemma 2.2.3
Die Ableitung von DWW, die gegeben ist durch

4
2

De(DWei (€)-m) - v = pu(p —2) (k + [€11)"2 (€-m) (€-v) + s+ €% (n-v) (2:29)

fiir €,m,v € R?, erfiillt fiir € = a und n = v = b folgende Bedingung:
Es existieren Konstanten ¢ > 0 und k € {0, 1}, sodass fiir alle a,b € R? mit a # 0 gilt:

p—4

_ ~ p—2
D(DW, (a)-b)-b = u(p— 2)( +[a*) T (a-b)? + u(i+ |af) = b > ¢ (k +[a] )" [bf,
) ) (2.30)
mit k=0 fiirp>2undk=1firl <p<2.
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Beweis »
Fiir p > 2 ist u(p — 2)(k + [a2) "z (a-b)? > 0 und mit x > 0 folgt sofort

D(DW,; (a) - b) - b > pu(k + [a2) "2 [b]2 > cla[?~?[b]? .

In diesem Fall ist also ¢ = p und k=0.
Im Falle 1 < p < 2 wird die rechte Seite von (2.30) zunéchst umgeformt zu

2(p—4)
c(1+ [al)" 2B = (1 + Ja]) "2 [b[* (1 +|a])* . (2.31)
Fiir die linke Seite von (2.30) ist wegen (p—2) < 0 und « € [0, 1] folgende Abschitzung giiltig:

D(DW,; (a) -b) -b > p(p — 2)|a’"*(a-b)? + u(x + |a*) "2 |b[>. (2.32)

2(p—4

Bei Division von Ausdruck (2.32) durch (1 + |a|) ™ 2 > erhlt man:

—2
lajp—1 K+ la®) T
plp—2) 2 (a2 g R
(1+laf) 2 (1+laf)
2
At o ()=
> pulp—2) alp (a-b)” + u(l+lal) CEE) [b|”. (2.33)
=1 >1

Wir schitzen die beiden unterklammerten Ausdriicke durch 1 nach unten ab und erhalten

(233) > u(p—2)(a-b)® + u(x+al)? bl
> ulp—2)lal’ b|* + p(x?[b” + 2x[al [b* + [a]*[b[?)
= n(le—Dlal* + 2xfal + £?) [b]?
> min{u(p — 1), pr, pr’} (Jaf* + 2Ja] + 1) [b|?
= c(l+[a)?[b* > c(1+[a))P~*[bf.
wegen (14 |a]) > 1 und p—2<0. ]

Aus [19], Formel(2.20) stammt folgender niitzliche Trick:
Lemma 2.2.4
Fiir a,b € R? mit |b| > |a| und t € [0, 1] gilt:

[b+t(a—b)[ > 2 (Ja]+[b]) . (2.34)

] =

Diese Abschitzung wird zum Beweis des folgenden Lemmas verwendet.

Lemma 2.2.5
Seien W,; : R? — R und DW,; : R? — R? wie oben definiert. Dann existieren Konstanten

¢> 0 und k € {0,1}, sodass fiir alle a,b € R? gilt:

We(a) — We(b) > DW, (b) - (a—b) + c¢(k + |b| + |a])P2la—b[%. (2.35)
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Beweis
Fiir t € [0,1] und a,b € R? setzen wir

W(t) = Wg(b+t(a—Db)) und
w(t) = DWg(b+tla—Db)).

Wir nehmen zunéchst an, dass (b +t(a — b)) # 0 ist fiir jedes ¢ € [0, 1].
In diesem Fall ist

1
Wala) - Wa(b) = W@—W@=W@+Awwmvww

1

— DW.(b)-(a—b)+ [ (1—t)D¢(DW, (b+t(a—b))-(a—b)) (a—b)dt

> DWg(b)-(a—b) +

/
(2.30) /1
0

(= t)e(k+Ib+ia—b))" Ja— bl

Fir 1 <p < 2ist

|a—b|?
(1+1](1 —t)b +ta])2-»
|a—b|?
1+ [b| +[a])27P

Wel(a) — Wel(b) > DWel (b) . (a — b) + C/Ol(l — t)

1
> DWa(b)-(a=b) + ¢ [ (1)
1

1
= DW (b)-(a—b) + c(1 + |b| +a|)’?|la—b[? [t - 51;2}
0

= DW. (b)-(a—b) + 5 (1+[b|+|a])"*ja—bf*.

Fiir p > 2 ist
1
waw—wnm»szaww@»4»+cA(1—ww+¢m—bm%ﬂa—w%ﬂ (2.36)

Sei zunéchst |b| > |a|, dann ergibt sich durch Anwendung von Lemma 2.2.4:

p—2

Wy(a) — Wy(b) > DW, (b)-(a—b) + c/oz(l —1) (i(\a\ - ]b\)) la — b|*dt

N,

Cc

1
—2 2 2
> DWa(b)(a ) + 5 (al b Zla— b [t 3¢

0

= DW,(b)-(a—b) + la| + |b|)P%|a — b|%.

C
922p+1 (

Falls |a| > |b|, wird eine Variablentransformation im Integral von (2.36) durchgefiihrt, sodass
s=(1—-1t),alsot=1-—s, dt = —ds ist. Damit ergibt sich

1
Wo(a) — Wa(b) = DW, (b)-(a—b) + c/o s (+]sb + (1 — s)alP~2) a — b|2ds

=

v

DW, (b)-(a—b) + c/o s (+|sb + (1 — s)a])P"%|a—b|?ds .
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Mit Lemma 2.2.4 folgt:

1 .13
We(a) = Wea(b) = DWe (b)-(a—b) + 4,%2 (la] + [b])?~?a — b|? [5 32}
0
C J—
= DWe (b)-(a—b) + 5oy (lal + [b[)” ’la—b*.

Falls ein ¢y € [0, 1] existiert, sodass (b 4 to(a — b)) = 0 ist, so wihlen wir einen von b linear
unabhingigen Vektor z € R? und setzen a. = a + £z mit £ > 0. Dann ist (b +t(a. — b)) # 0
fiir alle ¢ € [0, 1] und der Beweis kann fiir b und a. wie oben gefiihrt werden. Mit £ — 0 erhélt
man schlieflich die Ungleichung (2.35) fiir b und a. [

Mithilfe des Lemmas 2.2.5 1dsst sich eine weitere Abschitzung fiir DW,; beweisen.

Lemma 2.2.6 ~
Sei DW,; : R? — R? wie oben definiert. Dann existieren Konstanten ¢ > 0 und k € {0,1},
sodass fiir alle a,b € R? gilt:

(DWe; (2) = DW, (b)) - (a — b) > &(k + |b| + [a])P*|a — b|? (2.37)
mit k=0 firp>2undk=1firl<p<2.
Beweis
Fiir a,b € R? ergibt sich aus Lemma 2.2.5
Wea(a) — We(b) > DWy (b) - (a—b) + c(k+ |b| + |a])P?|a — b|?
sowie durch Vertauschung von a und b
We(b) — We(a) > DW, (a) - (b —a) + c(k + |b| + [a])**la— b|*.
Die Addition dieser beiden Ungleichungen liefert
(DW,; (a) = DWe; (b)) - (a — b) > 2¢ (k + [b] + [a])’*|a — b|®

und mit ¢ = 2¢ folgt die Behauptung. |
Aus [6] S.39 wird verwendet:

Satz 2.2.3

Sind x und y positiv und ungleich, dann ist:
ra" e —y) >a" —y" >ry" e —y) fiirr < 0 oder r > 1, sowie (2.38)
ra” o —y) <a” —y" <ry" Nz —y) fiir0 <r < 1. (2.39)

Damit ldsst sich folgende Abschétzung beweisen.

Satz 2.2.4
Seien a,b € R2.
Fiir p > 2 ist

Wei(a +b) — We(a) = DWe (a) - b < c(1+[a] + [b])P|b|? (2.40)
und fiir 1 < p < 2 ist
Wey(a+b) —Wy(a) — DW, (a)-b < cla]P~2|b|* . (2.41)

26



Bewelis
Es ist

P P
2 2

~ (s + [a)f — plx+ a?)"Ta- b)

(2.42)

Wa(a+b) — Wy(a) — DW, (a) - b = % ((n +la+bf?)

Nun wird Satz 2.2.3 angewendet mit z = (k + |a+ b[?), y = (k + |a?) und r = 5.

p>2:
Fiir p > 2 gilt mit (2.38)

(et la+b) (Ja+ b —[a]?) — p(s + [a*) T a-b)

= L (505t [l 2@ B) +bI) T (2a-b) + o) ~ pls + ) T a-b) (243)

(242) < %(

ew) = 7 (B0 + lal + 2@ b) + [b]) =" b2

+p (5 +[a]? +2(a - b) + [b[2) "2 — (n + |af)T" ) a-b)

A
_ k(P 2 o(a. 20252 12
- p<2(ﬁ+]a] +2(a-b) + b)) b2+ 4)
< L(1+[al+ b)) b + 24
p
Ist 0 < p—;z < 1, so folgt mit (2.39)
-9 .
A< parb) (2720 1) (2la-b) + o)
plp—2 P-4
< P02 ()" (2l + (a-b)bl?)
p(p —2) 254
<= —(n+al*) T (2(s+ [al*)[b* + (1 + Ja] + [b])*[b]*)

IN

—9 _ 3 -2
P22 (o0 4 1a2) "5 b + (1 + Jal + (b2 b2) < L2 (0 4 ja 4 ol -2pp.

Im Falle ])%2 > 1ist p—4 > 0 und es ergibt sich mit (2.38)

A < pa )P 2 (4 jal +2(a-b) + [b2) T (2a- b) +[b?)

P82 (1 ¢ Jaf + bl (a - b)(2(a-b) + b

p(pz_ 2 (1 + Ja] + P~ (2(1 + Jal + [b])?b[* + (a- b)[b[?)

-2
PP 2 (14 Jaf bl (21 +fal + [B)BP + (1+ [al + B])?b])
-2
- 737’@2 L (1 + Ja] + b2

IN

IN

IA
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Also ist
We(a+b) — We(a) —DWy (a) - b < c(1+ [a] + [b])?*|b|?

mit ¢ = 5(3p — 5).
l<p<2:
Im Falle 1 < p <2 erhélt man durch Anwendung von (2.39)

(242) < %(73(;-@+|a|2)"2;2(|a+b|2—|a|2)_p(m+|a|2)¥a.b)

2
2 (G +1aP) T (2a-b) +[bP) ~pls + |a*) T a-b)

IN

—2
= S+ [a®) b < ZlaP bl

Hier ist ¢ =

=

2.2.2 Definitions-und Wertebereich

Aus der schwachen Formulierung in Definition 2.1.7 folgt, dass der Raum V% (Q5) iiber dem
zulédssigen Gebiet (25 der Definitionsbereich der Operatoren A; ist. Der folgende Satz gibt
Aufschluss iiber deren Bildraum.

Satz 2.2.5
Fiir pij + qij =1 mit j € {1,2} und das zuléssige Gebiet Qs gilt:

N ﬂ /
Ay VB (Qs) — (1/(15)(95)) . (2.44)
Beweis ,
Fiir u° € V(%)(Q(;) ist zu zeigen, dass (Azu) € (V(%)(Q(;)> , dem Dualraum von V(’(’))(Qg), ist.
Wegen h : Iy - R, %€ V(%)(Q(;) sowie

pj—2

J
DWe; (Vud) - Vi) = (uj (kj + |Vud?) 2 vug-vu;]) e R fiir j € {1,2}

ist <Agu0,fu0>Q
tréigt sich diese Eigenschaft auf (A;u®). Daher ist die Anwendung von (Agu®) auf eine Funktion

00 € V(Zg)(Q(;) linear. Die Stetigkeit von (AguY) ist deshalb fdquivalent zur Beschrinktheit. Un-
ter Beachtung von Definition 2.1.6 ist

, € R. Da Gradientenbildung und Integration lineare Abbildungen sind, iiber-

_ : B 0 B
Py UEVJ?§<95) lollwisa,) < % llwsy -

— 20 —
vlp _=v v =0
FN |1"N BQJ\FN

-
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Damit lasst sich nun die Beschrénktheit von (Aguo) nachweisen:

Agd®| /. 5 = sup Ayu®, v’
4 H(‘/(%)(Q‘S))/ ||”0||W1,ﬁ(05):1< i)

2
= sup X Z/DWelj (Vu(; + Vg}j)Vv? dx + <l~z,v>F~

0 = X
||’U ”Wl'ﬁ(ﬂé)_ ]:191 N

2
(2.20) R
< sup Z [DWe; (Vi + Vi)l Lo (Qj)HVU?HLPj (©5)

0 = X
||’U ”Wl,ﬁ(ﬂa)_l ]:1

0
+||v0|| o (”hnwé"?m) I HWl%ﬁ(Fm)

wli(Qg) ™ N

= <”DWez (Va® + V) | Lo, + ”hnwéﬁ(m) (L MEETRREE
N

—

/
Somit ist (Azu’) linear und stetig und daher ein Element aus <V£)(Q5)> : m

2.2.3 Koerzitivitit

Die Koerzitivitit von Operatoren A : X — X’ die von einem Banachraum X in dessen Dual-
raum X' abbilden, ist eine Verallgemeinerung der Koerzitivitit von Funktionen F': R — R.
So wird eine Funktion F' : R — R als koerzitiv bezeichnet, falls F(z) — 4oo fiir x — +o0.
Analog dazu lautet die Definition der Koerzitivitit fiir Operatoren, vgl. [16] S.56:

Definition 2.2.2
Ein Operator A : X — X', u > Au ist koerzitiv, falls

(Au, u)

fiir ||lul|x — oo. (2.45)
lullx

Im Folgenden weisen wir diese Eigenschaft fiir die Menge der Operatoren A; nach auf dem
Banachraum V(Ié)(Qg).

Satz 2.2.6 )
Die Operatoren Ay sind koerzitiv auf V(’(’])(Q(;).

Beweis
Die Operatoren Ay sind genau dann koerzitiv, wenn fiir jede Folge {ul},en C V(Ié)(Qg) mit

Hu — oo fiir n — 0o nachgewiesen werden kann, dass

971HW1vﬁ(Q5)

Agzud . ud
M — 00 fiir n — oo.
||un||wl,ﬁ(95)

Dabei ist

Iy

<A§UO,UO> ag(ug,ug) + <;:L,'LL9L>

||U9L||W1,ﬁ(95) a ||u%||wl,ﬁ(95)
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Wir greifen auf diese Darstellung zuriick und iiberlegen uns zunéchst, dass es ausreicht, die
Koerzitivitat der Biformen ag 7zu zeigen.

Damit gliedert sich der Beweis der Koerzitivitdt in folgende Schritte:
1. Schritt: Nachweis der Aquivalenz der Koerzitivitit von Operator und Biform.
2. Schritt: Beweis zweier Lemmata zur Abschétzung der Biformen nach unten und oben.

3. Schritt: Untersuchung der Biformen auf Koerzitivitat.

Wir fithren nun den 1. Schritt aus.

1. Schritt: Nachweis der Aquivalenz der Koerzitivitit von Operator und Biform

Satz 2.2.7
Die Operatoren Ay sind genau dann koerzitiv, wenn die Biformen ay es sind.

Beweis
Es sei daran erinnert, dass nach Definition 2.1.6
HUQHWP%,,; = inf Hv”wl,ﬁ(gé) < HugLHWI,ﬁ(Qé) (2.46)

(Fﬁ) UOEWLﬁ(Q(S)
~= ~ =0
vir g =unlr g v\agé\rN

w0 4,0
ist. Damit 1afst sich ”<0”97"’u"> in beide Richtungen abschétzen.
wbP(Qs)

Unter Beriicksichtigung von (2.46) wird zunéchst die Abschétzung nach unten durchgefiihrt:

IRl 1 1
(Agudup)  ag(ud,ud)  lwa A
||U9L||W1,ﬁ(95) B ||Ug||wl,ﬁ(96) ||un||W17P(Q6)
~ bz Wy
nllwie(Qys) Tx)
Ebenso lésst sich mit (2.46) eine Abschétzung nach oben finden:
(12— H nlli-is
(Agup,up) __ag(up),up) W "y
||u97,||W175(Q(5) B ||U91||W1,ﬁ(96) ||un||W17P(Qé)
ag(ul,ud)
T wrman e,
nllwir(Qy) T'x)
Damit ist die Aquivalenz bewiesen. [ ]

Die Biformen a; sind nach Definition (2.1.9) darstellbar durch:

2

7=1

Um ihre Koerzitivitdt nachzuweisen, ist es daher nétig, die beiden Summanden geeignet nach
oben und unten abzuschétzen.
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Die folgenden beiden Lemmata enthalten diese Abschitzungen.

Schritt 2: Beweis zweier Lemmata zur Abschétzung der Biformen

Lemma 2.2.7 (Abschitzung nach unten)
Sei u® € V(%)(Q(;) und u = (u’ + §) € V(I;)(Q(;) mit ulg, = u; = ug + g; fiir j € {1,2}.
Fiir p; > 2 ist
_ _ —1 .
ah () = g1y (1Yl g, = 2272 (1417 + 19w 00 ) ) VGl o)) (247)

und fiir 1 < p; < 2 gilt

P]‘* 1
al (uf,uf) > <(2 —D)jey| +27 ||Vug||ij(Q — VU550, 1 V93l 223
(2.48)
Zusammenfassend gilt fiir p; € (1,00) :
aJ( ul, ]) > k:lj||Vuj||ij(Q —k; ||Vu]||ij -K;. (2.49)
Beweis
Es ist
a;(ug,u?) = /DWelj (Vuy) - Vui dx
£
9\ P2 .
= /Mj(/fjHVUjl )77 Vuy - V(uj — g;) dx
£
P2 .
= [ pi(kj + |Vuyl? ) \Vu 1> dx — /uj(ﬁj + |Vu;[?) "2 V- Vg, dx .
£ £
(2.50)
pj = 2
Ist p; > 2, so folgt wegen ; € [0,1] :
250) > u / Vaildx— [ (14 [Fu) 90|V dx
Qj Q;
> 5 | IVl )~ [ (1 90?204 Vg Vgl | - 25D
Q;

J

Auf das Integral in (2.51) wird die Holder-Ungleichung (2.20) angewendet und wir erhalten

@51) = w5 IVl g, = 11+ V9155 b0, 19311, )
pi— .
s (10 = (19514 190512 0)) 19830153

L L —1
5 (103150 ) = 2272 (15127 + 19005 b0 ) VG55 )

v

Y
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wobei im letzten Schritt (2.22) angewendet wurde.
Also ergibt sich fiir p; > 2:

a () = g1y (1Yl ) = 2272 (1407 + 1900, ) 193105 0 )

1<p; <2
Im Falle 1 < p; < 2 erhalten wir

|2 ) 4
(2.50) > p; / Vuil” - wdx
12 |V [#7Pi
(1+ [Vu,[?) ;
Vu;l?2+1 . R 1
= U, / (V| 221)3_ dx—/\Vuj\pJ 1]ng\dx—/ 7=, dx . (2.52)
(1+ |Vu2) =" o, o, (L4 [Vu,[?)7=2"

Wieder wird die Holder-Ungleichung (2.20) auf das zweite Integral angewendet:

Py i—1
(2.52) > /(1+|VUj|2)2dX—HVug\%pg Vil es ;) — 191
£

Pi_q —1 .
> | [2F 0 V) ax = 19w V0 )~ 19
&
pj—2 pj—2 pi—1
= w27 ] +2” HVU]HLPJ = IVl s 0 IVl Lo @y ) -
Folglich ist im Falle 1 < p; < 2:
L .
o) 2 s (27 = 1) 1142 19018, )~ V05157, 1050 )
Ungleichung (2.49) folgt aus den Abschétzungen (2.47) und (2.48). [

Lemma 2.2.8 (Abschiétzung nach oben)
Sei u® € V(%)(Q(;) und u = (u’ + §) € V(I;)(Q(;) mit ulg, = u; = ug + g; fiir j € {1,2}.
Fiir p; € (1,00) ist

a;(ug,u]) < k1(p; Huoupjlpj(gj) + kg(pj)Hu?HWij @) " K3(pj) - (2.53)

Beweis
Es ist

@l (W, ud) = /DWelj (Vuy) - Vu? dx .
Q;

Nun sind die Félle p; > 2 und 1 < p; < 2 zu unterscheiden.
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pj = 2

Hierfiir wenden wir die Abschitzung (2.26) aus Lemma 2.2.1 an. Durch Ausnutzung der
Holder-Ungleichung (2.20) und der Ungleichung (2.22) erhalten wir unter Beachtung der Norm-
dquivalenz 2.1.2:

ah(uud) < [+ Val) vl dx

Jd
< gl sl 19 e

< 2725 (114 1995135 o, I VS s + 199515 )
< 21’1“%- (HuQH”%pJ I+ V3l o, !!VUO\\Wlmgzj))
< ki(pj HuoHpjlpj(Qj)_‘_kﬁ pj Hujuwl'pj(fzj)'

1<pj<22

In diesem Fall wenden wir zunéchst Abschétzung (2.27) aus Lemma 2.2.1 an. Ebenso folgt
mithilfe der Holder-Ungleichung (2.20) unter Ausnutzung der Norméquivalenz 2.1.2:

auhad) < [Vl vl dx

Q;

N i—1
< [ (914197 (7l dx

Q;
vl
< g{w (IVul| + [Vg;1)™ M}ﬁdx
< 27 (V) ) + 19,150, o)
< 2 (1, + V351 )
= ki(pj H“?Hiél’f’j(gj) +Kg(pj)'

Nun kann die Koerzitivitat der Biformen ay bewiesen werden.

3. Schritt: Untersuchung der Biformen auf Koerzitivitat

Sei {ul}nen C V(’g)(Q(;) eine Folge mit HUE)LHWW(Q(;) — oo fiir n — oo und u, = ud + g fiir

festes g € V(I;)(Qg). Wegen

0 — 1,0 0
Hunle»ﬁ(Qs) = Huanwl,mmw + HumHlepz(QQz) — 0
folgt, dass mindestens eine der beiden Normen gegen oo streben muss.
Daher untersuchen wir die Fille:

1. Fall: < k < oo fiir alle n € N, wobei j entweder 1 oder 2 ist.

1P (Q)

_ — oo fiir n — oo, wobei j sowohl 1 als auch 2 ist.
whPi (Q;)
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1. Fall:

Mit Abschitzung (2.53) aus Lemma 2.2.8 folgt sofort fiir alle p; € (1,00) :
g(ugj,ugj) 1(pj) {|un,
||u97,||W175(Q§)

+ kg(pj)‘ ud) + K4(py)

||U9L||W1,ﬁ(95)
k1(pj)kP + ky(pj)k + Ky(py)

< 5 —0 firn— oco.
”un”Wl)ﬁ(Qg)

a liw i 0;) Tlwvi @)

2. Fall:

In diesem Fall soll der Ausdruck a’, (ugj, u%j) nach unten abgeschatzt werden. Unter Verwen-
dung von Abschitzung (2.49) aus Lemma 2.2.7 und Ausnutzung der Norméquivalenz erhélt
man:

aj(uo ) > k JHVun]|

g\Unj, U HVun]‘ LpJ _Kj

pi
) —k:@(HVugj

1275 (@)

LP3(Q;)

pj—1
=1Vl 73 0, + H‘7ﬁszxv<nj>> —Ki

0
u. .
H "I LPi(9;)

~ 1 0 by A pj—1
> By sy ~ 9| ([ * 100y =
(2.54)
Wegen ‘ ugj . — oo existiert ein Index ng € N, sodass fiir alle n > ng
WP (Q;)
0 . .
‘unj W) > 2chngHij(Qj) ist . (2.55)
Damit ist ||V g;l| @) % ugj Wieiq) und es folgt fiir alle n > ng :
J
Lo Lo .
EL”WM ~ ¥4l 173 0 —gmuwmw—wmmm)
Lo Lo
> = , - . 2.56
e ‘ iy ©)  2¢; I llw P (qy) (2:56)
Lo
T2 Unj Wwhei(q;)
Daher ist
];71' Pj ~ 1 pj—1 pj—1
54) > I |10, - — ‘ 0 K.
(254) = (2¢;)Pi g yrp; () ka (1 * 2cj> g || yrr; () !
Pj Pj—l
- /ﬁ]( ] . oy~ i (2.57)
Weil ] Whei ) — 00 strebt, existiert ein Index mg > ng, sodass fiir alle n > my
J
k " o [P S e (2.58)
1‘]‘ 17’] (Q ) - g‘ un] lepJ(Q]) 1ST . .
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Wir setzen a,, = max{Hu%HWl,pl (@)’ Hu%szl,pz(Qz)} , dann ist fiir alle n > my:
(20 /0 ‘ w0 |~ ‘ o |17
@y (un Uy ;) > ky "llwriy) . "llwri ) K; (2.59)
||u%||wl,ﬁ(96) 2an I ||U9L||W1,ﬁ(95) ||U9L||W1,ﬁ(95)

Setzt man nun b,, = min{”u%lelypl (@) Hugzuwl,pz (92)} , so ist ersichtlich, dass
ag(up, up)

||U9L||W1,ﬁ(95)

Plon Plon, -1
bn[b ] _ Jlon) bn[b ] K(p17p2)

k[ﬂn] p 1 p _9
Z 1 an[lln] _ k[an] [an] + k:[[bn] 5 5 5 _ 5
HunHWl)ﬁ(Q(;) HunHWLﬁ(Q(;) Hun”vvl,ﬁ(ga)

2 g n

An By Cy
ist. Dabei strebt A,, — oo und C),, — 0 fiir n — oo. Wegen b, — oo fiir n — oo gilt sicherlich
B, >0 fiir grofe n .
Insgesamt folgt nun:
M >A,+B,—C, — oo firn—oco.
[[ud L1 70

Also sind die Biformen ay koerzitiv und damit auch die Operatoren Ag. [ ]

2.2.4 Monotonie

Analog zur Definition der Monotonie fiir Funktionen ist die Monotonie fiir Operatoren
A: X — X' auf reellen, reflexiven Banachrdumen X definiert, vgl. [23] S.500, Def.25.2:

Definition 2.2.3
Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und sei

A X - X
ein Operator. Dann heifst A

1. monoton, wenn fiir alle u,v € X gilt:

(Au— Av,u —v) > 0. (2.60)
2. streng monoton, falls fiir alle u,v € X mit u # v gilt:

(Au — Av,u —v)y > 0. (2.61)
3. gleichmégRig monoton,wenn fiir alle u,v € X

(Au — Av,u —v) > b(Jlu —v|lx) |lu—v|x (2.62)

erfiillt wird. Dabei ist b : (0,00] — R™T eine streng monoton wachsende, stetige Funktion
mit der Eigenschaft
b(0) =0 undb(t) — oo fiirt — oo.
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4. stark monoton, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass fiir alle u,v € X die folgende
Beziehung erfiillt ist:

(Au— Av,u — )y > cllu —v|/% . (2.63)
Nun soll die Menge der Operatoren A; auf obige Monotonie-Begriffe untersucht werden.

Satz 2.2.8
Fiir p; € (1,00) mit j € {1,2} sind die Operatoren Ay streng monoton. Fiir py = py > 2 ist
Ay gleichméfkig monoton und fiir p1 = pa = 2 sogar stark monoton auf V(Ig)(Qg).

Beweis B B
Seien u = (u® + §) und v = (v° + §) aus dem Raum V(I;)(Qg) mit u®,00 € V(%)(Q(;) und

s V(I;)(Qg). Es ist
<Agu0 — Agvo, ul — UO>
= ag (uo,uo - vo) + <l~z,u0 - v0> - (ag (vo,uo - vo) + <1~1,u0 — v0> >
I'y I'y
= ag (uo,uo - vo) —ag (UO,UO - UO) .
Daher 1aft sich <Agu0 — Ay, ul — v0> mit Lemma 2.2.6 wie folgt nach unten abschétzen:

<Agu0 — Agvo, u’ — v0>

2

= > / (DWer; (Vuj) — DWe; (Vy)) - V(uf + g5 — (vf + §5)) dx
Jj=1 Qj
2

= ) /(DWelj (Vuj) — DWey; (V) - (Vuy — V) dx

1
J Q;

—
=
¥
¥
=)

=

2

2

~ p_2
Z/éj (F+ 19 + Vgl + 1900+ 95]) " [Ved = Vol dx > 0.
jzlﬂj

Ist <Agu0 — Agvo, ul — v0> = 0, so ist ersichtlich, dass Vu? = Vv?, fiir j = 1, 2 sein muss. Mit
der Norméquivalenz 2.1.2 auf Q; folgt

2 2
14 = Pl = 318 = o < 2 ll908 = T8l =0
i=1 J=t

also u® = 00 in V(Ig)(Qg). Damit ist A; streng monoton auf V(g)(Q(;).
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Mit der Dreiecksungleichung gilt fiir p; > 2, j € {1,2}:

Y

>

(Satz 2.1.2)

<Au

Z/c] k+|VuJ+VgJ|+|Vv]+VgJ|)

]1Q

0
AQ’U

UO—’U

Pj—2

|Vu2 - Vv?|2 dx

Z/c] IV — VolP dx > G ZHW A oS

]1Q
2

Emin §

j=1

1
cj

T

i1l

len

ZHU _UOHPJ“’J ?

lpj(

wobel épin = min{éy, éa} und cpax = max{cy, ca}.

Ist p1 = pp = 2, dann ist A; sogar stark monoton:
0 Emin o 0.0 2% Cmin 1 - 0
(Agu” = Age®,u® =) > - Z 45 _UjHWL?(QJ) ) Z Hu UjHWL?(Qj)
ax Ty ax j=1
= Gmin Lo O L mitg=(2,2)7.
Cmax 2 WP(Q2s) 7
Im Falle p; = py = p > 2 ist A; gleichméfig monoton:
(Agu® — A 00 o) > S Z 7 = 05100
P
¢
> Z [RRCr]
Cmi 1
= ci;i T A (PP
wobei b(t) = s::; 55T Hu — vonlp(Q ) und p= (p,p)" zu setzen ist. [

2.2.5 Stetigkeit

Die Stetigkeit von Operatoren A : X — Y, iiber den Banachriumen X und Y ist auf dhnliche
Weise definiert, wie die Stetigkeit von Funktionen F': R — R.

Definition 2.2.4 (Stetigkeit von Operatoren, [23] S.597)
Seien X,Y Banachridume iiber R. Ein Operator A : X — Y ist stetig genau dann, wenn aus

Uy — U

inX auch Au, — Au

inY folgt. (2.64)

Die Eigenschaft (2.64) ist fiir nichtlineare Operatoren auf direktem Wege jedoch oftmals schwer
nachzuweisen. Man bedient sich daher des Umwegs iiber Nemyckii-Operatoren.
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Definition 2.2.5 (Nemyckii-Operator, [23] S.561)
Ein Nemyckii-Operator F' wird definiert durch die Beziehung

(Fu)(x) = f (x,u(x)) mitu € R" undx € R™. (2.65)
Dabei muss die Funktion f: Q x R® — R fiir Q C R™ folgende Bedingungen erfiillen:

1. Caratheodory-Bedingung:

fG,u) : x+— f(x,u) ist messhar auf () fiir alleu € R™, (2.66)
f(x,5) :uw— f(x,u) ist stetig auf R" fiir fast alle x € Q. (2.67)

2. Wachstumsbedingung:
fiir alle (x,u) € 2 x R" gilt:

n
o
1fxw)] < Ja(x)] +0> w7 mith > Ounda € LI(€) (2.68)
j=1
fiir ¢ > 1 und p; < oo fiir alle j € {1,...n}.

Kann man fiir einen Operator nachweisen, dass er ein Nemyckii-Operator ist, so erhdlt man
seine Stetigkeit durch folgendes Lemma.

Lemma 2.2.9 (|23] Prop. 26.6)
Unter der Voraussetzung der Bedingungen 1 und 2 ist der Nemyckii-Operator

F: [ — L9 (2.69)
j=1
stetig und beschriankt durch
" Pj
|Full o) < e { lallzaoy + 3 lujll oy | mite> 0. (2.70)
j=1

Unter Ausnutzung dieses Lemmas weisen wir nun die Stetigkeit der Operatoren Ay nach.

Satz 2.2.9 )
Die Operatoren Ay sind stetig auf V(%)(Qg).

Beweis
Sei z = (21,2)" € R? ein konstanter, fest gewihlter Vektor mit zj # 0 fiir j € {1,2} und
|z| = 1. Fiir j € {1,2} definieren wir den Operator

N (LPi)* - R, N7 (Vu(;(x)) = (DWe, (Vu? + V) -2z) = f; (%, Vu(;(x))

und zeigen, dass dieser ein Nemyckii-Operator ist. Dazu weisen wir fiir die Funktion f; zu-
néchst die Bedingungen 1 und 2 aus Definition 2.2.5 nach.

Zu 1.:
Nach Voraussetzung ist V(ug +g;) € (LPi (Qj))z. Aus Lemma 2.2.2 wissen wir, dass
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DWy; : (LPi () — (L9 (9;))? gilt. Also ist <DWel] <Vu +Vg]) z) € L%(Q;) und da-
pi—2

mit messbar. Da <DWelj <Vu2 + V%) -z) — (Nj(’fj + |Vu? + V§j|2)JT(Vu? + ng) ) z)

eine Verkniipfung stetiger Operationen ist, folgt die Stetigkeit beziiglich Vug.

Zu 2.:
Es ist
|£5(x, Vud(x))] < [DWey; (Vud + V)| |z - (2.71)

Mit Lemma 2.2.1 und der Dreiecksungleichung ergibt sich im Falle p; > 2
(2.22)
(2.70) < (14 [Vuf + Vg DP 7 L < g 37721+ Vg 4 [V
Fiir 1 < p; < 2 ergibt sich unter Verwendung von Lemma 2.2.1 bei analoger Vorgehensweise
(V] + Vsl o 2551l + Vg, )
v+ Vel C T IV Vgl
< (Vg 4 Vg

(271) < p(IVug|+ Vg = py

Weiter gilt fiir a € R?

2 Db\ 2 2 9.
<2 a?) (2:22) pj—1 2 aipj pj—l 2 _ : Pl & B

= S <27 |5 <273 <Z a; 1)> <277 Y ayl

Z (122 Z a? =1 =1

i=1 =1
mit ¢; = p?il. Wir setzen

Mj(l + |VQJ| ) fiir p; > 2 i fiir p; > 2

Somit ist

| f5(x, Vu?(x))] < ap )+ by, Z T ]

und aus f Vg, |Pi—D4 dx = f |Vg;Pidx = ||Vg, < oo folgt ap, € L% (%) fiir

155 @)

alle p; € (1 o0) mit j € {1, 2} Daher ist V¥ ein Nemyckii-Operator und damit stetig und
beschrankt durch (2.70). Zum Nachweis der Stetigkeit der Operatoren A; wéhlen wir nun

eine Folge {ul},en C V(O)(Q(;) mit ud — u® € V(ﬁ)(Q(;) fiir n — oo. Insbesondere gilt dann

Vu — Vil e (LP(Qs % fiir n — oo. Ferner ist fiir alle 0 € V7 Qs
n (0)

Al — Azu o
|(Agun — Agu®,v°)

Z/ DWez] nj + ng) — DW,; (Vu? + ng)> .Vfu? dx + <<i~1,vo>r~ — <l~z,vo>r~
Jj= IQ

<Z/‘NZ Vi) — N (V)| [V2] dx
J= 1Q
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wobei N7 (ij(Qj))2 — (L% (Qj))2 fiir j € {1, 2} ein Nemyckii-Operator ist. Aufgrund seiner
Stetigkeit folgt deshalb
N?(Vup;) — N7 (Vug) fiirn — oo,

Also gilt mit der Hélderschen Ungleichung und der Norméquivalenz auf WhPi(Q;), j € {1,2}:

2
[(Agul — Agu®,0%)| < Z“N;(ngj)—N;(vug)(qumj)uvg?||wl,pj(ﬂj)
j=1

2
0 Z 0 Z 0
j=1
— 0 flirn — oo.
Somit gilt fiir die Operatornorm
Agud — A, ro= sup Agud — Agu’,v°
4gum = A5l ) e [(Agun — Agu®, )]
||vollwl,ﬁ(96):1
2
z 0 z 0
< ; | N2 (Tus,) - NE(VD)| o)
— 0 fiirn — o0
und Ay : V(’g)(Q(;) — V(‘g)(Qg) ist stetig. ]

2.3 Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losungen

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass die schwache Formulierung aus Definition 2.1.7

[ — ~
(Q(;)) NS W_é’q(Fﬁ), mit h = 0 auf R5; U Rso, und g €

fiir alle Funktionen f € (V(Ié)

1 > _
W' #P(I'p) unabhiingig von der gewiihlten Fortsetzung § € W1P(Qy) eine eindeutige Losung
u= (u’+g) € V(Z)(Q(g) besitzt. Dazu weisen wir zunéchst die Existenz einer eindeutigen

Losung u® € V(Ig)(Q(g) der schwachen Formulierung 2.1.7 nach. Hier ist die Fortsetzung ¢ der
Dirichlet-Bedingung g als gegeben anzusehen. Da die schwache Formulierung mit folgender
Operatorgleichung {ibereinstimmt

<A§u0,vo>9(s = <f, v0>96 fiir jedes 00 € 1%4

— /
(0)(95) und beliebiges f € (V(%)(Qg)) . (2.72)

ist es gleichbedeutend, die Existenz einer eindeutigen Losung u® € V(Ig)(Qg) dieser Operator-

—

/
gleichung fiir beliebiges f € <V(’(’])(Q(;)) zu zeigen. In der Theorie der linearen Operatoren

wire hierzu auf den Satz von Lax-Milgram zuriickzugreifen [22] S.68, Th. 18E. Fiir einen
nichtlinearen Operator A : X — X’ kann aus (Av,v)y jedoch keine Bilinearform gewon-
nen werden, sodass dieser Satz nicht giiltig ist. Um die Existenz einer eindeutigen Losung
fiir eine nichtlineare Operatorgleichung zu zeigen, kann haufig der Hauptsatz iiber monotone
Operatoren angewendet werden [23] Th. 26A, S.557:
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Satz 2.3.1 (Hauptsatz iiber monotone Operatoren von Browder und Minty 1963)
Es sei A : V. — V' ein monotoner, koerzitiver und stetiger Operator, V ein reeller, separa-
bler, reflexiver Banachraum mit Basis {w1,ws, ...} und V' sei der Dualraum von V. Fiir die
Operatorgleichung

Au=b (2.73)

und die Galerkingleichungen
a(upn, wy) = (Aup, wg) = (bywg) k=1,...,n; wu, €V, =span{wy,...,w,} (2.74)
gelten folgende Aussagen:

1. Galerkin-Methode:
Falls dim V' = oo, dann hat (2.74) eine Losung u, € V, fiir jedes n € N und {uy, }nen
besitzt eine schwach konvergente Teilfolge {u, }nren, sodass u,r — w in V fiir n’ — oo
und u ist Losung von (2.73).

2. Losungsmenge S = {u € V| Au = b} von (2.73):
Fiir jedes b € V' hat (2.73) eine Losung. S ist beschréinkt, konvex und abgeschlossen.

3. Eindeutigkeit:
Ist A streng monoton, so sind (2.73), (2.74) eindeutig losbar in V' bzw. V,,.

4. Inverser Operator:
Ist A streng monoton, so existiert A% : V' — V und A™! ist streng monoton und
beschrankt.
Ist A gleichméfig monoton, dann ist A~' stetig.
Ist A stark monoton, so ist A~! Lipschitz-stetig.

5. Starke Konvergenz der Galerkin-Methode:
Sei dim V' = oo.
Ist A streng monoton, so konvergiert die Folge {u, }nen der Galerkin-Losungen schwach
in V zur eindeutig bestimmten Losung u von (2.73).
Ist A gleichméfig monoton, so konvergiert {uy }nen stark in V' zu der eindeutig bestimm-
ten Losung u von (2.73).

6. Nichtseparable Riume:
Ist V nicht separabel, dann gelten 2., 3., 4. .

Wir wenden den Hauptsatz auf die Operatorgleichung (2.72) an. Aus Lemma 2.1.3 ist bekannt,
dass der Raum V’g (€25) mit der Norm ||-[[yy1.5q,) ein reflexiver, separabler Banachraum ist.
In Kapitel 2.2 wurden die Voraussetzungen des Hauptsatzes an die Operatoren A, iiberpriift.
Damit ldsst sich folgender Satz formulieren:

Satz 2.3.2 . ,
Sei Qs ein zuldssiges Gebiet. Fiir alle f € (V(’()))(Qg)) besitzt die Operatorgleichung

<Agu0,v>96 = (f,v>96 Yu € V(I()])(Qg)
eine eindeutige Losung u® € V(Jg)(Q(;).
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Wir untersuchen nun, ob die Funktion u = (u° + §) € V(Z;)(Qg) tatsdchlich von der Wahl der
Fortsetzung ¢ der Dirichlet-Bedingung g abhéngt.

Lemma 2.3.1 .
Seien §', g% € V(p)(Q(g) zwei verschiedene Fortsetzungen der Dirichlet-Bedingung g € W'~ % (FD)

und u®, u"? € V(%)(Q(;) die Lésungen der Operatorgleichungen

. - /
<Agku0’f 0>95 = (0%, fiir jedesv® € V7 (Q5) mit f € (xqg)(fz(;)) L (27)
Dann ist u* = u? in WHP(Qs), wobei u* = uO% + g* fiir k € {1,2}.

Bewelis

Aus Gleichung (2.75) folgt (Agiu® — Agzu02,v0>ﬂ =0 fiir alle v € V(O)(Q(;).

Wegen u” € V(’;)(Qg) ist (u! —u?) € V(g)(Q(;). Also gilt mit Lemma 2.2.6 insbesondere

0= <Ag1u01 - Agzu02 (u' — u2)>96

J J J

= Z/DWGU (Vu; ) DW; (Vu ))- (Vu — Vu; )dx+<h V(u —u?)—V(u _u2.)>r~

J= 1Q N
1 pi=2 1 2|2
> Z/c] /<; + | Vuj| + [V \) |Vuj — V3| dx . (2.76)
J= 1Q

Ist p; > 2, so erhalten wir mit k=0 und der Dreiecksungleichung

[ v+ (92 v - vizPax > [ (9l - vl ax
& &
= EjHVu Vu2HLpJ(Q
Im Falle 1 < p; < 2 ist k = 1. Hier wenden wir die Hélder-Ungleichung (2.21) fiir p < 1 an

mit p =% und ¢ = ) —32 und erhalten folgende Abschitzung:

[ (1 + |Vu]1| + ‘Vu?‘)pj_Q |Vu]1 — Vu?fdx

Q;
- 1 2||Pi—2 1 2
> g1+ [Vuy| + ‘VUJH‘LJPJ'(QJ-)HVUJ - vujHij(Qj) :
Wir setzen
pj—2
ng%—‘Vuh—‘Vu‘ firl <p; <2 - 2 firl<p; <2
s = ) o Py fiep > 2
Cj fiir p; > 2 J J =
. 2 Pj e . .
Dann ist 0 > (2.76) > > 7_; ¢p, Vul- - Vu? . > 0. Fiir j € {1,2} folgt somit
HVul» - Vuz‘ _ = 0 und mit der Norméquivalenz 2.1.2 ist ‘u — u2H _ = 0. Damit
J J LPJ (Q ) .7 J Wl’pj (Qj)
ergibt sich Hu1 — UZHWM;(Q(;) = 0. ]
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Wir kénnen nun eine allgemeinere schwache Formulierung des Transmissions-Randwertproblems
aus Definition 1.3.2 angeben:

Definition 2.3.1 (schwache Formulierung iiber W17(;)) L
Finde u € Wl’ﬁ(Q(;) mit ’pru = g fiir vorgegebene Funktionen g € Wl_ﬁ’p(FD),

fe <Vp (Qg)) hew™ "’q( &) mit ¢; = pfil und j € {1,2}, sodass fiir alle v° € V(Zg)(Q(;)

mit vj =0 ‘Qj gilt:

2
pi—2 ~
Z /,uj (kj + ]Vuj]2)JTVuj . Vv? dx = (f, vo>96 + <h,vo>r~ (2.77)
Jj=1 Q; N

mit p; € (1,00), uj € RT, k; € [0,1] fiir j € {1,2}.

Aufgrund des oben bewiesenen Lemmas 2.3.1 und Satz 2.3.2 ist nun folgender Satz giiltig:
Satz 2.3.3

Sei Q)5 ein zuldssiges Gebiet, d. h. insbesondere measI'p > 0. Fiir alle Funktionen

ge Wl_%’ﬁ(FD) fe (Vp (Q(;)) hew™ ~7Q( &) mit g¢; = pfil und j € {1,2} besitzt die

schwache Formulierung aus Definition 2.3.1 eine eindeutige Ldsung u € V(IZ)(Q(;) c WHP(Qs).

2.4 Ein aquivalentes Minimierungsproblem

Sei Qs ein zuldssiges Gebiet. Geméaf Formel (1.27) ist die elastische Verzerrungsenergiedichte
iber dem Teilgebiet €2, gegeben durch:

Wty (Vug) = T2+ V) 7 (2.78)
J

Nach Formel (1.21) lautet die elastische Verzerrungsenergie damit:

Jer(S2s, ) ZJel] Qj, u;) Z/Wel] Vu,) dx—zw/ K+ [Vug]?) Tdx. (2.79)

Unter Beachtung des Ausdrucks fiir die Arbeit der duferen Kréfte (1.22) ergibt sich mit Formel
(1.23) die folgende potentielle Energie:

EQs,u) = Jogq(Qs,u) — W(Qs,u)

- Hi ) V.Q%d_ Cap —{he ws 2.80
- Z ] (/{J+| u]| ) X <f]7u]>Q. iy Uy . ( . )
=1 \ Pi ! T,
j
Es ist unklar, wie die dissipative Energie D()s) fiir einen Verbund dargestellt werden kann. In
Korpern, die aus einem Material bestehen, geht man in einem einfachen Modell davon aus, dass
D(€s) proportional ist zur Bildung der neuen Rissoberfliche. Somit ist D()s) nur abhingig
von der Rissldnge sowie von einer Materialkonstanten. Analog dazu setzen wir voraus, dass
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die dissipative Energie eines Verbundes bei fester Risslange konstant ist und bezeichen die
dissipative Energie des Verbundes im Folgenden mit Dy (€s).

Nun erhalten wir mit Formel (1.25) die totale Energie in der Form

M(Qs,u) = Jai(Qs,u) — W(Qs,u) + Dy (Qs) = E(Qs,u) + Dy (Qs)
2

Nj

% [+ 1Vas % ax = (g, — (i), |+Dv(@s). (@281)
j P T

1 .
J

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass die schwache Losung u € V(I;)(Qg) aus Definition 2.3.1

gleichzeitig die totale Energie minimiert. Dazu wird folgendes Minimierungsproblem formu-

liert:

Definition 2.4.1 (Minimierungsproblem)

Finde u € V(I;)(Qg), sodass

T(Qs,u) <T(Q5,0)  fiir allev € VP () (2.82)
ist.

Um das Energieminimum 7zu erhalten, muss folglich die Funktion u € V(IZ)(Q(;) so bestimmt
werden, dass gilt:

(DII(Q2s,u),v) =0 fiir alle v € V(I;)(Qg).

Deshalb untersuchen wir im n#ichsten Abschnitt, ob II Fréchet-differenzierbar ist und wie die
Fréchet-Ableitungen der einzelnen Energieanteile aussehen.

2.4.1 Untersuchungen zur Differenzierbarkeit

Fiir Operatoren F' : Z C X — Y, die von einer Teilmenge Z eines normierten linearen
Raumes X in den normierten linearen Raum Y abbilden, ist die Fréchet-Differenzierbarkeit
die Verallgemeinerung der klassischen Differenzierbarkeit fiir Funktionen f: R — R.

Definition 2.4.2 (Fréchet-Differenzierbarkeit)

Seien X,Y normierte, lineare Raume und L(X,Y) = {A: X — Y, A ist linear und stetig}. Sei
F:7Z C X — Y ein Operator iiber einer Teilmenge Z C X. Dann ist F' Fréchet-differenzierbar,
falls ein Funktional DF € L(X,Y) existiert, sodass gilt:

F(a+h) = F(a) + (DF(a),h) + o(h) fiir alle h € X mit (a+ h) € Z. (2.83)

Dabei ist
o(h) = ||h]xe(h) mit lim e(h) = 0in Y. (2.84)

Wir wollen im Folgenden die Fréchet-Ableitung der totalen Energie des Verbunds mit Riss
II(Qs,u) = Jq(Qs,u) — W(Qs,u) + Dy (€s) ermitteln. Dazu untersuchen wir die Energien
Je1(Qs,u), W(Qs,u), Dy(€s) einzeln auf deren Fréchet-Differenzierbarkeit. Zunéchst zeigen
wir fiir die elastische Verzerrungsenergie:
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Satz 2.4.1 .

Sei ¢ = (€Y +9) € V(p)(Q(g) mit £0 € Vp)(Q(g) und g € ‘/(I;)(Qg).

Fiir die elastische Verzerrungsenergie des Verbundes J.(§s,£) aus Formel (2.79) ist die Fréchet-
Ableitung DJ(§2s,§) gegeben durch:

DIa(@s, - +9) V(@) — (VB (@) x WH(r),
2 2
(DJet(25,6),m) = Z<DJel] Q;,&5) 773 Z << Qj)ﬂ7j>ﬂ_ - <}~lj’77j>r~ )
=1 i=1 ’ N

I
M)

aé((f )sM;5) Z/DWel] (V&) - Vi; dx

1 ]19

<.
Il

(2.85)
fiir alle & € VP (Q5),n € V5 ().

Beweis .
Sei ¢ = (€Y +9) € V(p)(Q(g) mit &9 ¢ Vp)(Q(g) und g € ‘/(I;)(Qg).

Gemif Gleichung (2.19) ist
(A% m) g, = ag(€%m) + <7m7>F~ :

. 1z
Dabei gilt Ay : V(’(;)(Q(;) (V(I()))(Qa)) und h € W™ ir N)'

Wegen DJgi(Qs, ... +§) = Ay — h, folgt
— — l —

DJa(@s, - +8): V() — (Vi (@) x wH(rg).
Nach (2.19) kann D.J.; (s, -) nun definiert werden als

D561 = ag(€) = 3 [ PWas; (96) - V.

Jj= 1Q
Hierauf wenden wir Definition 2.4.2 an und zeigen
et (& +m5) = Jetj (Y, &) = (DJetj (R, €5),m;) = o) fidr m; — 0.

Es ist nach Definition (1.21) und (2.85):

| et (0, &5 + m5) — Jeij (25, €) — (DJer; (€5,€5),m5)|

< / (Werj(V(&5 +n5)) — We;(VE) — DWey; (VE5) - V| dx (2.86)

pj =2

Unter Anwendung des Satzes 2.2.4 erhélt man:

(2.86) < ¢ / 1+ V& + [V )P 2 (92 dx (2.87)
Q;
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Mithilfe der Hélder-Ungleichung (2.21) mit p = % und ¢ = (p?;2/)2_1 = p;-Di2 ergibt sich:
J J

—2
(2.87) < el L+ V& + V0 1oy 0, IV 03 0,y < @, I V511705 -

1<p;<2:
Ist 1 < p; <2, so gilt mit Satz 2.2.4

(2.86) < c/ |VE;|Pi2|Vn,|? dx . (2.88)
Q;

Wie oben wird die Holder-Ungleichung (2.21) angewendet:

—2
(2.88) < CHVQHI;JPJ ”V%HLPJ y < aPJHVT,]”LpJ ) -

ap; ”vrl]”LP] ;)

Wegen — 0 fiir ||Vl »; @) 0 fiir alle p; € (1,00) ist nach (2.84)

||V771||ij @)

Jetj (5,65 + 1) = Jerj (5, &5) — (DJetj (5, €5),m5) = o(ny)  fiir 1 — 0.
Summation iiber j € {1,2} ergibt

Je (25,6 + 1) — Ja(Qs5,€) — (DIt (Q2s,6),m) = o(n)  fiirn — 0.

Nun untersuchen wir die Arbeit der aufleren Krifte auf Fréchet-Differenzierbarkeit.

Satz 2.4.2 )
Sei £ = (50 +9) € V(‘Z)(Qg) mit 50 S Vp)(Qg) und g € V(I;)(Q(g)
Fiir die Arbeit der duferen Kréfte

2 2
W(S5,6) = > Wi(2.6) = > (f],@ +(hi&) )
Jj=1 j=1 Nj
ist die Fréchet-Ableitung DW (2s,£) gegeben durch
DW (Q, - +§) : Vi) (%) — (1/(0)(95)) x W),
2 ~
(DW(Q5,€),m) = > _ | (fini)q <hja77j>

7j=1 Fﬁj

fiir alle £ € VI (Q5),n € V5 ().

Beweis
Analog zu Definition 2.4.2 zeigen wir

W;(€, & +m5) — W;(Q;,&5) — DW;(Q;,€5) = o(n;)  fiirn; — 0.
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Es ist
Wi (Q5,&5 +m5) — Wi(82,€5) — DW;(Q5,6;)
< <<fj, (& +ni)lq, + <7lj, (& + 771)>F~>

N <<fj75j>ﬂj + <ﬁj’£j>rﬁ> - <<fj’nj>9f i <ﬁj’nj>%> -
fiir alle 7. -

Im Hinblick auf die dissipative Energie ist zu vermerken, dass diese unabhéngig von
€ e V(p)(Q(;) ist. Folglich ist (DDy (£2s),n) = 0 fiir alle n € V(%)(Q(;) Aus den vorausgehenden

Satzen schlieflen wir nun:

Satz 2.4.3
Fiir die totale Energie 11(Qs5,€&) und fiir die potentielle Energie E(Qs,&) sind die Fréchet-
Ableitungen DII(Qys, &), bzw. DE($s,&) gegeben durch
(DH(957€)777> = <DE(Q57€)777>
= <DJel(Q57€)7T,> - <DW(Q(57€)777>

2
S| [ oWy (98- 9nyax = (fme, — (i), (2.89)

=1 Qj J

= (DWea (VE) = fimq, — <}~lv77>F~

fiir alle € € V(Z;)(Qg),n € V(]g)
. 7 74T
(S, . +9) V() = (V) () x W #(T),

B, ... +5) V@) — (VE() x WHry).

<.

(Q5). Dabei gilt

»Qﬂ»—-

2.4.2 Energieminimierung und schwache Formulierung

Entsprechend dem Minimierungsproblem 2.4.1 wird zur Minimierung der totalen Energie
I1(£2s, ) eine Funktion u € V(’;)(Q(;) gesucht, sodass

(DII(Q5,u),v) =0 fiir alle v € ‘/(Ig)(Q(g).
Aus Satz 2.4.3 folgt somit
2
Z/DVV@U (Vuj) - Vojdx = Z ((fj,vj>9j - <hj’vj>r~ > fiir alle v € V(’(’])(Qg).
J= 1Q Jj=1 Nj
Dies entspricht der schwachen Formulierung 2.3.1. Also gilt folgender Satz:

Satz 2.4.4
Die Minimierung der totalen Energie geméf Definition 2.4.1 ist dquivalent zur Minimierung
der potentiellen Energie, sowie zum Ldsen der schwachen Formulierung 2.3.1.

Folglich minimiert die schwache Losung u € V(’Z)(Qg) gleichzeitig die totale Energie I1(Qs,-)
und die potentielle Energie E(Qs, -).
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Kapitel 3

Energiefreisetzungsrate und
Griffithsche Formel fiir den Verbund

Die Energiefreisetzungsrate kann nach Kapitel 1.2.1 zur Vorhersage von Risswachstum her-
angezogen werden. Sie ist iiber das Griffithsche Bruchkriterium mit der fiir Risswachstum
kritischen Grofe, der dissipativen Energie, verkniipft:

Ist ERR(Qs,) > % , so wéchst der Riss.

Die Berechnung der Energiefreisetzungsrate durch Grenzwertbildung

_ E(Q,) - E9Q
ERR(Qs,) = lim (s 5 Qa+5)

ist jedoch unpraktikabel. Eine Alternative hierzu stellt die Griffithsche Formel dar. Bei ihrer
Berechnung sind nur Groéfen zu verwenden, die nach dem Losen der schwachen Formulierung
bekannt sind: die schwache Losung, die Verzerrungsenergiedichte, die Spannungen, die Volu-
menkraftdichte. Auferdem geht die Rissfortschrittsrichtung explizit in die Griffithsche Formel
ein.

In diesem Kapitel soll die Griffithsche Formel fiir den Verbund aus Materialien vom Potenztyp
formuliert und bewiesen werden:

Satz 3.0.5 (Griffithsche Formel fiir den Verbund)

Sei Qs, ein zuldssiges Gebiet mit Riss Rs, C {x € s, : w2 = 0}, dessen Rissausbreitungsrich-
tung entlang des Richtungsvektors y = (1,0)" ist, und der Rissspitze Ss,. Sei 0 € C§°(Q) mit
0 =1in By und 0 = 0 in Q\ By. Dabei sei By, fiir k € {1,2} ein zusammenhéngendes Lipschitz-
Gebiet um Ss, mit By C By C intQs, = ). Fiir die schwache Losung Usy) € V(’;)(ng) des
Transmissions-Randwertproblems auf s, mit Volumenkraftdichte f € C*(Qs,) und Oberfli-
chenkraftdichte h € LI(T'y) lautet die Griffithsche Formel:

2
ERR(y,uz) = Y / DW,;; <Vu[50]j>8y1u[501j Vo dy

T 3.1
_Z/Welj(vu[émj)ayledy+Z/u[6o]jay1(fj9) dy .
j:lgj jlej

49



NN
W
.

7

.
/Q////

Abb. 3.1: Zur Griffithschen Formel

3.1 Beweis der Griffithschen Formel

Die Beweisidee zur Griffithschen Formel wurde zum ersten Mal 1999 von Khludnev und So-
kolowski fiir linear elastische Materialien angewendet [7], |8]. Frau Dr. Knees hat mit dieser
Beweismethode die Griffithsche Formel fiir Ramberg-Osgood-Materialien verifiziert [10].

Der Beweis der Griffithschen Formel ist sehr lang und technisch aufwindig. Wir skizzieren
zundchst die Vorgehensweise. Die einzelnen Schritte werden in den nachfolgenden Kapiteln
ausgefiihrt.

Beweisidee:

Fiir 0 € [0,a] wird ein Diffeomorphismus T : Q5,15 — €5, eingefiihrt, der die aktuelle Konfi-
guration Qs, 15 auf das Referenzgebiet s, {iberfithrt. Dadurch kann E($s,45, us,)) nach Qs
transformiert werden und der Grenziibergang

lim E(Qsy, uisg) — E(Qsg 165 Uisy10)

Lim 5 (3.2)

kann auf dem Referenzgebiet 25, durchgefiihrt werden. Der Beweis &£t sich in mehrere Schritte
unterteilen:

1. Schritt: Die Transformation Ty

e Definition von Ty
e Untersuchung der Eigenschaften von Ty

e Untersuchung der Eigenschaften der transformierten Funktionen

2. Schritt: Beschrianktheit und Konvergenz der transformierten Lésungen fiir § — 0

e Nachweis der gleichmékigen Beschrénktheit der Losungen w5 in Wl’ﬁ(Q5O+5), bzw.
der transformierten Losungen u/%0+% in W1P(Qy, )

e Nachweis der Konvergenz der Losungen in W1HP(Qs) fiir § — 0

3. Schritt: Durch Energieminimierung zur Griffithschen Formel

e Durchfithrung des Grenziibergangs 6 — 0 an Formel (3.2) unter Ausnutzung der Ener-
gieminimierungseigenschaften schwacher Losungen

Bemerkung 3.1.1
Im Folgenden ist Q = int Q5,45 fiir alle § € [0, a].
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3.1.1 Die Transformation 7j

Definition 3.1.1

Sei ¢ € [0, a]. Dabei sei a vorgegeben durch P, = Ss, + ay mit P, € Q und P, N9 = (). Sei
6 € C§°(Q) wie in Satz 3.0.5 gegeben. Siehe hierzu Abbildung 3.2. Dann definieren wir die
Abbildung

0
Ty - Qi — Qs x 10 y = Ty(x) =x—6< <g<>) - (3.3)
Die Jakobi-Matrix der Abbildung lautet
On, 1 Oz y1> <1 —00,,0(x) —00, 9(x)>

J = ! 2 = ! 2 3.4
Ts (X) <am1y2 am2y2 0 1 ( )

und die Jakobi-Determinante ergibt sich als
detJry(x) =1 —00,,0(x) . (3.5)

Abb. 3.2: Zur Transformation Ty

Nun ist zu iiberpriifen, dass T ein Diffeomorphismus ist.

Lemma 3.1.1
Ty ist ein Diffeomorphismus.

Beweis

Ts kann aufgefasst werden als Summe zweier C'°°-Funktionen. Soist Id : x — x € (C°° (5504_5))
und wegen 6 € C°°(Q5,.4) ist auch —4(6(x),0)T € (Cm(§50+5))2 . Damit ist Ty € (Cm(§50+5))2.
Wird a gentigend klein gewéhlt, so gilt fiir alle § € [0,a], dass detJg; > 0 ist. Gemak [21] S.
53 folgt daraus, dass Ty ein Diffeomorphismus ist. |

2

Wir berechnen jetzt die Darstellung der Ableitung einer {iber 5,15 definierten Funktion
Visg+s) * 259+s — R im Referenzgebiet (.

Definition 3.1.2
Sei x € Qsy4.5 und y € Q.. Fiir v, s : Q5,45 — R setzen wir

v (y) = sy 4 (Té_l(Y)) = Vpspra)(x)  fiiry € Qg . (3.6)
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Die Ableitung dieser transformierten Funktion berechnet sich wie folgt:

VxU[SOM] (Y) = va[50+5](T5_1(Y)) = (Vyv[%H] (Y))T Vxy
= (Vyol?o+) (y))T Jry = Vyuotl(y) — 60,00 (y)Vib(T; H(y))  (37)
= Vyol0 ™ (y) = 60, 010" (y) Vit () -

Nun untersuchen wir die Eigenschaften der transformierten Funktionen.

Lemma 3.1.2ﬂ

Sei us, 5 € V(’; )(ng+5) die schwache Lisung des Transmissions-Randwertproblems auf s, s,
wobel u; .5 = u%o_i_(ﬂ + Gisp+6) mit u([)50+5] € V(Ié)(ng_H;) und G545 € V(I;)(ng+5) ist. Dann
gilt fiir alle 6 € [0,a] :

S0+8] __ -1 P
Ul =y g0 Ty € Vigy(Qs0) -

Sei w5, € V(I; )(ng) die schwache Losung des Transmissions-Randwerproblems auf Qs,, wobei

Ugsy) = u%o] + §15) it u%o} € ‘Qg)(ng) und §s,) € V(’;)(ng). Dann gilt fiir alle 6 € [0,qa] :
Ugsg) © T5 € V(I;)(ng_,_(;) .

Beweis

Nach Voraussetzung ist w5 € WHP(Qsy46). Fiir jedes y € Qs ist T; '(y) € Qpp45 und
wegen w0+ (y) = w5 (T5 (y)) folgt ulot® € WHP(Qs,), zumal Ty ein Diffeomorphismus
ist. Da supp 0 N 0N = (), ist im speziellen suppd NT'p = @) und somit Ts(y) =y = Té_l(y) fiir
jedes y € I'p. Wegen w5 € V(I;)(Q(;OM) und w0t (y) = g, 5(y) = g(y) fir y € T'p ist

uto*o) e VP (Qy,).

Genauso lédsst sich u;, o T € V(g)(ngJr(;) zeigen. ]

3.1.2 Beschrianktheit und Konvergenz der Losungen

Wir weisen zunéchst die gleichmékige Beschranktheit der Losungen w5 in Wl’ﬁ(ng_,_(;) und
w09 in WP(Q4,) nach.

Lemma 3.1.3 )

Seien die Funktionen f, h wie in Satz 3.0.5 und g € Wl_ﬁ’ﬁ(FD) gegeben. Die schwache Lisung
des Transmissions-Randwertproblems auf dem aktuellen Gebiet Q5,44 Ist fiir alle § € [0, a
beschrankt durch eine Konstante ¢ > 0:

|‘u[60+5]HWl'73(950+5) <c. (3.8)

Fiir die auf das Referenzgebiet (s, transformierte schwache Lésung gilt ebenso:

HU[JOH]HWM?(Q(;O) <ec. (3.9)

Beweis
Wir machen zun#chst Aussagen iiber die Normen der vorgegebenen Funktionen f; h, g auf
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den Gebieten {25, und 25,45 mit den Rissldngen dp und dg + 0.
Die Differenz zweier Gebiete mit unterschiedlicher Risslinge besteht allein aus der Differenz
der beiden Interfaces:

Q5o \ Q46 = Trg \L'rse45) € 095 fiir j € {1,2}.

Daher ist fiir die Normen von f leicht einzusehen:

2
Hf”wl’ﬁ(ﬂé(ﬁé) = Z; ”fj”Wl’pj(Qj) = ”f”Wl’ﬁ(Q(;O)
‘]:

Da supph C 080, ist ||h[|7(p,) unabhéngig von der Risslénge, sowie von Ty.

I'p

% 77

Abb. 3.3: Zur Abschneidefunktion n

Im Hinblick auf die gleichméfige Beschrénktheit der Fortsetzungen von g stellen wir folgende
Uberlegungen an: Per Definition existiert fiir ¢ € Wl_%"ﬁ(FD) eine Fortsetzung g[*éo—i-é} €
WP(Q5,45) fiir § € [0,a]. Multipliziert man l5o4+6) Mit einer Funktion 7 € C>®(Q), so ist
(G505 € WLP(Q) mit supp (95045 = SUPP G5, 45 Nsuppn. Sei By = {x : [x = 5,| < a}.
Wihlt man 7 so, dass B, Nsuppn = (), n = 1 auf I'p, dann ist g = (Q[*(;0+5]17) eine zulissige
Fortsetzung fiir jedes § € [0, a]. Siehe hierzu Abbildung 3.3. Wie fiir die Funktion f gilt dann:

H£A7[50+5} leyﬁ(QJOH) g[%]HWLﬁ(Q(;O) :

Im Folgenden bezeichnet u® € V(’g)(ngJr(;) die schwache Losung des Transmissions-Randwert-
Problems auf s, fiir beliebiges ¢ € [0, a], also:

o_,0 _,,0 . _
Uy = Uso+e); = “[aom(ﬂ_ und Uy = Upsete); = u[ao+51|gj :
J

Es gilt Huijl,pj(Qj) < HU?HWWJ(Q-) + ngle,pj(Qj). Daher zeigen wir im Folgenden die
J

Beschrianktheit von HuQ

H . Wir gehen von der schwachen Formulierung mit u® als
Hlwtri(a;)
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spezielle Testfunktion aus:

2
pj—2
Zw/(@ IV + V%) (Vi + V3;) T dx (3.10)

2
Z /fjug dx + / hju? ds | . (3.11)
Jj=1 Q;

FNﬂaﬂj
Ausdruck (3.10) kann mit Lemma 2.2.7 nach unten abgeschétzt werden. Ausdruck (3.11) wird
nun nach oben abgeschéitzt.
Abschitzung von Ausdruck (3.11):
Fiir j € {1,2} erhalten wir durch Anwendung der Hoélder-Ungleichung (2.20)

/fjug dx + / hjug ds < Hfj”LQj(Qj)HU?HLPJ-(QJ_) + ”hj”w(eran)HU?”LPJ'(anan) .

FNﬂagj
(3.12)
Dabei ist HugH ‘ < HUOH . und nach Definition 2.1.6 gilt
L3 () Tt ;)
o < = i
HUJHLPJ(FNOan) B HUJH (0N n09;) U?EVVIRIf;j(Qj) HU]HWl *3(9)
”?|eran:“?|eran
< il -
Also ist
0 0
(3.12) < ||fj||LqJ‘(Qj)HUjHWImj(Qj) + ||hj||qu(eran)HU]‘HWLPJ-(QJ,) . (3.13)
Ausnutzung der Norméquivalenz aus Lemma 2.1.2 ergibt
(313) < (11l 91 (0 + Il o)) 985 s (3.14)
Abschitzung von Ausdruck (3.10):
Nun sollen die Integrale in Ausdruck (3.10) abgeschétzt werden. Es ist
NN .
,uj/ (kj + |Vu? +Vg,*) 2 (Vug + ng)Vu? dx = aﬁ(ug,ug) . (3.15)
&
pj 2 2:
Daher erhalten wir mit Abschitzung (2.47) aus Lemma 2.2.7 im Fall p; > 2:
_ _ —1
i (103150, g, = 2272 (14177 4+ 1905 b)) V5o ) 16

SOMMWW+WWWHWW)%W%M%)'
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£0

Dau® € V(Ig)(ngJﬂg) ist, folgt aus Vu? = 0 sofort u? = 0. Wir gehen also von HVU?‘ 173 (y)

aus und dividieren Ungleichung (3.16) durch HVU?‘

LP3 () :
o <||Vuj||§”é;(lm) <||vuj||ij(Qj) - 2pj_2||V§j||L”f(ﬂj)) B 2pj_2|Qj|pj_l”ng”L”j(Qj))
[:5)
< (Iillosay) + W5l orony ) ©

Mithilfe der Ungleichung (3.17) < (3.18) soll die Beschranktheit von || V||, »; () Machgewie-

sen werden. Dazu wird Ausdruck (3.17) genauer untersucht. Wir unterscheiden dabei die Fille
(19451121 0y) = 221985110, ) < 0> s0wie (V851155 0, = 252Vl 25 ) > 0

LP3(9)

Fall 1: (|’vuj“ij(Qj) - 2pj_2HV§7j”LPj(Qj)) <0

In diesem Fall ist || Vu;l|, »; @) < 20172V g; || 15 (;)- Wir wenden die Dreiecksungleichung an
und erhalten

Hvu(g)‘HLPj( ”Vg]”LpJ(Q < HVUJHLPJ Q) S 25 2HVg]”LpJ(Q N

Folglich ist

HVu (2pj_2 + 1) ”ngHij(Qj) . (3.19)

OHLPJ(Q)

Fall 2: (Ve 15, ,) — 2 21935151 ) 2 0

Dann ist || V||, »; @) =277 2”Vg]HLpJ o) und wir finden wir eine Konstante m € R{, sodass
IVuillpiq,) = (1 +m) 2pj_2”V§jHLPj(Qj) (3.20)

ist. Wir untersuchen nun die Fille 0 < m < 1, baw. m > 1.

Fall 2.1: 0<m <1

Fiir 0 < m < 1 sehen wir sofort, dass

IN

HVUOHLPJ(Q HVQJ'HLPJ‘(Q ||Vuj||L7’j(Qj) < 2pj_1‘|V§j||LPj(Qj) und

|’VU?“LPj(Qj) < (274 IVGill i) st (3.21)

A

Fall 2.2: m > 1

Hierfiir folgt aus (3.20), dass ||V§]j||ij(Qj
wie folgt ausdriicken:

(1+m IVl ppi o () 1st. Damit lisst sich (3.17)

Q.P'*l
. i (19505 oy (1995111 0y = Ty V312 0y ) = Sy 19 1))
' 0
HVU‘ L7 (9)
m Q|
uj((H—m)uwuw = BVl o))

(3.22)

LPi ()
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Wegen m > 1 ist 1+Lm > ﬂm = % und wir erhalten

5 (319517 0y = 121 1985 12 o, )

(3.22
]
1 " 1 0
o 5 (3198, = 1900 ca| = 1950 (|98, + 1905020 ) )
) ¥4
L3 (%)
(3.23)
Zum Einen kann hier
0 . .
HVujHij(Qj) < HngHij(Qj) sein . (3.24)
Ist HVU?‘ i@, > |Vl s () SO existiert eine Konstante b € R{, sodass
V5| o,y = L+ DIVEjl o o) st (3.25)
Jetzt sind die beiden Falle 0 < b < 1 und b > 1 zu untersuchen.
Fall 2.2.1: 0<b < 1
Fiir 0 < b < 1 folgt sofort
0 N
V5| s ) < 2Vl es 0y (3.26)

Fall 2.2.2: b > 1

Aus (3.25) erhalten wir ||V g;||», @) = %H)HVU?‘ . Deshalb folgt fiir Ausdruck (3.23):

LP3 ()
1 b\ P —1b+2
i (5 ()" [ P B8 )
(3.23) = J
\W(
LPj(Q.)
1 b 0 pi—1 b+ 2 -1
i (5 (15) IV6ta, - Pl 327
Mit b > 1 ist b+L1 > % und Zi? <1l+ b+1 < 2 und wir erhalten:
AN 0||pi—1 pj—1
(3.27) > p; 3 HVujHL,,j(Qj) — 2|03 (3.28)

Wegen (3.28) < (3.18) erhalten wir durch Auflésen nach HVU?HLP_(Q : und Ausnutzung der
7 (8L

Norméquivalenz 2.1.2:
1

Ci _ . pj—1
!!u?!!wl,pjmj)s@<(u—; (1515 ) + W5l ey ) + 210 1) 2%“)] . (3.29)

Damit ist ‘ uY

H _ fiir den Fall 2.2.2 nach oben beschrankt.
Hlwtri(9;)
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Um die Abschitzungen aus den {ibrigen Fillen zu beriicksichtigen, werden die Ungleichungen
(3.19), (3.21), (3.24), sowie (3.26) addiert:

o <o BT

0 A
]HWl’pj(Qj) < chVUjHij(Qj) SO Hng”ij(Qj) : (3.30)
Durch Addition der Ungleichungen (3.29), (3.30) werden nun alle Félle beriicksichtigt:
1

L N\
HU?HWLPJ'(QJ-) <2% ¢ <M_] (HfjHLQj(Qj) + ”hj”qu(erQj)) 200 1) J

3-2072 45 (3.31)
+ cjf\ngllw ()
=C (3. 151l s 0y 1 5 iy 19085 s, 12565 )
Damit sind die Untersuchungen fiir p; > 2 abgeschlossen. Wir widmen uns nun dem Fall
1<p; <2

1<p;j<2:

Die Vorgehensweise ist analog wie fiir p; > 2.
So erhalten wir fiir 1 < p; < 2 mithilfe von Abschétzung (2.48) aus Lemma 2.2.7:

pj=2 pj—2 ; —1 R
s (25 =) 1901+ 2 191 )~ 19031250 19351, )

(3.32)

< (il ) + sl (eymomy ) sl 95 s -

Durch Division von Ungleichung (3.32) durch HVU?‘ @) # 0 ergibt sich:
78
pj—2 pi—1 P;j=2 .
pi{ (272 1)1+ ”VUj‘ij(Qj) 2 Hvuj”ij(Qj) - ”ngHij(Qj)
(3.33)
g
LP3(9)

< ¢ (Il o) + Al rwmony) ) - (3.34)

Wieder untersuchen wir Ausdruck (3.33) genauer und unterscheiden dabei zunéchst die Fille

p;i—2 Pj—2
(2 1901~ 1935l ) < 0 wnd (27 950 )~ 198505, ) 20

pj—2 N
Fall 1: <2 3 ||Vuj||ij(Qj) — ||vgj||LPj(Qj)> <0

o
Hier ist ||Vu;l| @) <2 2 Vgl v (;) und durch Anwendung der Dreiecksungleichung

erhalten wir:

2-p; .
HVU?HLPJ'(QJ.) < <2 ? +1> Hng”LPj(Qj) . (3.35)

2 X
Fall 2: (25 195l )~ 19851y ) 20

pj—2
Dabei ist 272 INEAIES, @) = IV 3;ll ps (0,) nd es existiert eine Konstante k € RT, sodass

2-pj
2

IVujll ri,y = A+ E) 272 IVl 12 o) - (3.36)
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Nun sind die Falle 0 < £ < 1 und k£ > 1 zu unterscheiden.

Fall 2.1: 0 <k < 1

Fiir 0 <k < 1ist ||VujHLp] ) < 2 > HVg] | 175 (;) und wir ermitteln durch Anwendung der
Dreiecksungleichung:

i-p; .
Ve 1o ) < (2 >+ 1> IV3ill 12 ) - (3.37)

Fall 2.2: k > 1

pjf2

Aus (3.36) erhalten wir [[Vg;l| 1, q,) = - HVUJHLpJ(Q - Damit ist

D pi—2
1 <<QJT > 19| + ||VUJHLPJ <2 E <1+Lk) ||Vuj||ij(Qj)>>
[va5) |

Wegen k > 1, ist H_ik > % = % und es folgt

2
pj—2 pj—4
<2 p >]Q ]+2 HVu]HLpJ )

(3.33) = (3.38)

173 (0;)

i (
(3.38) >
vl
Pj—2 pj—4 0 R Dpj
i <<2 — 1) Q] + 27 HVuj‘ pacay ~ 1¥9lers, >
= - . (3.39)
[v]...
TP (ay)
Dabei kann
HVUO HLPJ ) < |IVGill v @) sein . (3.40)
9 +
Ist dagegen HVuj‘ iy 2 HVg]HLp] , so finden wir eine Konstante [ € R, sodass
0 _ .
HvujHLPj(Qj) = 1+ DIVl rs o, (3.41)

ist. Wie oben miissen nun die Félle 0 <[ < 1 und [ > 1 unterschieden werden.

Fall 2.2.1: 0<I[ <1

Hier folgt sofort

0 X
Fall 2.2.2: [ > 1:
Gemif (3.41) ist HVQJ-Hij(Q H_lHVu H i) und damit erhalten wir
pj—2
<2 2 —1> |QJ| py—4 l 0
(339) > u _ 425 ( > Vu . (343)
I (1—|—l)||ngHij(Qj) 1+1 | HLPJ(Q
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Wegen | > 1 gilt L_,_ % = % und es folgt

2~ > Q.
(3.43) > 1 ( B L e | (3.4
”v.ngij(Q (

Zumal (3.44) < (3.34) ist, erhalten wir durch Auflésen nach HVU H b und Ausnutzung

()
der Norméquivalenz aus Lemma 2.1.2:

1
=2 ?
pj+4 s < 2 > |QJ|
u <2%2¢; | (Il a0y + sl )+~

sl o, % | 5y Wil @) + 103l @y o) IV 35ll 124 )

(3.45)
Hiermit haben wir fiir u? ‘ 150, mit 1 < p; < 2im Fall 2.2.2 eine Abschétzung gefunden.

W>+Fs j

Zur Beriicksichtigung der anderen Félle addieren wir die Ungleichungen (3.35), (3.37), (3.40),
sowie (3.42) und erhalten die Abschétzung:

2-pj

3.2

2 +5, .
45 S CJ‘HV“(J)‘HLPJ‘(Qj) < cijngHij @) - (3.46)

0
le Pi ()
Addition der Ungleichungen (3.45) und (3.46) beriicksichtigt nun alle Fille:

e (o (
J

— c
Hu]HW1 P () <2 2;,3 ’ € M_j (HfjHqu(Qj) + ||hj||qu(FNﬂE)Qj)) +

1

=2 pj—1
; )|ﬂj|

2

27pj
3:-272 +5

8
=C (b3 11l 35 (0,2 WAl 9 002, 1V G5 s 0 12 )

+¢ ”vngij(Q )

(3.47)

Damit gilt fiir alle p; € (1,00) :

2
HUOHWLﬁ(Qé) < Z c <pj= ”fjHqu(Qj)7 ”thqu (TnNOQ;)» ”ng”LPj(Qj)a ‘Qj‘7cj> =c. (3.48)
Jj=1

Dabei sind die Konstanten ¢; aus der Norméaquivalenz 2.1.2 fiir j € {1, 2} gegeben durch
1

(1 + cPFJ) ki

WEeil wir einen Interfaceriss behandeln, sind die Konstanten cll)gj pj aus der Poincaré-Friedrichs-
Ungleichung 2.1.3 unabhéngig von der Risslinge § € [0, a]. Folglich ist auch die Konstante ¢
unabhéngig von der Rissldnge 4.
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Nun ist gezeigt, dass H fiir alle ¢ € [0, a] durch Gleichung (3.48) gleichmikig

v
[60+4] W15( Qs 16)

. . 0 A
nach oben beschriankt ist. Wegen Hu[50+5}HW175(950+5) < Hu[éow}le’ﬁ(Q& ) + ||g||W1,ﬁ(Q6O+6)
0

145t sich dies auf Hu[5o+5]HW1,ﬁ( iibertragen. Weil Ts ein Diffeomorphismus ist, gilt

Q60+5)
-1 _ do+0] -1 - 90+ _

T () = Q5. Wegen ulo0+] = s 0 Ty~ st Hu[ o+ ]|‘W1’5(960) = “u[50+5}“wl’5(960+6).

Daher sind die transformierten Lésungen ebenfalls gleichméfig beschriankt. n

Mithilfe des soeben bewiesenen Lemmas ldsst sich nun die Konvergenz der auf das Referenz-
gebiet g, transformierten schwachen Losung 0™ des Transmissions-Randwertproblems auf
Q5,45 gegen die schwache Losung s, des Transmissions-Randwertproblems auf {25, zeigen.

Satz 3.1.1

Ist w0 die auf das Referenzgebiet (s, transformierte schwache Lésung des Transmissions-
Randwertproblems auf {5, s und us, die schwache Losung des Transmissions-Randwertproblems
auf Qs,, so gilt:

[bo+d] _

[|u —0  fiird —0. (3.49)

| WLP(Qs,)

Beweis

In diesem Beweis wird wie folgt vorgegangen:
Wir stellen die schwachen Formulierungen auf 5,45 und €5, auf. Die schwache Formulierung
auf €s,4+5 wird nach Qgs, transformiert. Anschlieffend wird die Differenz beider Formulierun-
gen gebildet und die Funktion (ulo*? —w; 1) € V(Ig)(QgO) als spezielle Testfunktion eingesetzt.
Die rechte Gleichungsseite, die die Randbedingungen enthélt, wird nach oben abgeschitzt.
Die linke Seite wird so lange nach unten abgeschitzt, bis der Term Hu[50+5]

entsteht.

— Uisol Hleﬁ(ng)
Wir stellen also zunéchst die schwache Formulierung auf Q5,45 auf:
2 pj—2

2
Zﬂj/(ﬂj + ‘VU[50+5]J’(X)‘ )2 Vs s (X) - Vg g (%) dx
Jj=1 Q;

= Z /fj(x)v[50+5]j(x) dx + / hij (%) Vs 451 ;() ds fiir alle vj5,15 € V(Ig)(Q(;OM).
J=1 QJ FNO(’)Qj

Dabei gilt mit Formel (3.7):

Vatisgsa(x) = (Vyulo ) (y) T Vay = (Vyulor(y)) " Jr,

S ; (3.50)
= Vyuo*(y) — 00, ul® ™ (y) Vi 0°(y) = To(y) -

Nun léft sich die schwache Formulierung auf das Referenzgebiet (s, transformieren:
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2

pj—2 ‘3:?) y
S [ sy + IR T T X ay
=1 g € T(;(Y)
J
2 [ 5 [60+0] 1 [60+9] [60+0] 1
0+9] o+ o+ 0+
————d h: A —d
-3 / ) v [ A ) g ds
Qs T'nNoQ;
_ [50+5 [50+5} 1 d / s [60-+3] 1 d
Syl Vi@t | )
J= 1Q FNﬂaﬂj g

Die schwache Formulierung des Transmissions-Randwert-Problems auf €25, lautet:

2
pj—2
Zﬂj/ (rj + |Vyu[50]j(y)|2) 2 (Vyu[aon(Y)) *Vyisg);(¥) dy
- J

(3.52)
- Z/f] U[&o]] y)dy + / hj(Y)U[ao]j(y) ds .

i=1o; I nN0Q;

Nach Lemma 3.1.2 ist ul®*® V(’;)(Q(;O). Damit ist (w0t — w;,) ‘FD = 0. Also gilt

(w0l —u51) € V( )(Q(;O). Die Funktion (ul0**l — v ;) wird in den Gleichungen (3.51) und
(3.52) als Testfunktion eingesetzt. Wir bilden jetzt die Differenz der beiden Gleichungen. Dabei
lautet die rechte Seite von ((3.51) — (3.52)):

2 For (ulfor — )

J J %0l [50+9]
> — — £ (W =) | dy (3.53)
j—IQj Ts

mit det.J} (y) = 1 — 60,,6°(y).

Abschitzung von ((3.51) — (3.52)) nach oben:

Wir wollen nun (3.53) nach oben abschétzen. Dazu iiberlegen wir uns folgenden Trick:

A 57 A
sz B=A-B+1=57

(3.54)

Dies wenden wir auf (3.53) an

2
(353) = > / <u[6°+6 501]) (f Po+el fj) (3.55)

Jj= 19;
2
00 9 [ ] [ ]
3 [P (ot ) £y (3.56)
]—1Q Ts
J

Auf die Integrale in (3.55) wird die Holder-Ungleichung (2.20) angewendet. Wegen 6° &
Co(Q), ist (8,,0°) € C§°(Q) und (1 —8,,0°) € C>°(Q). Insbesondere gilt detJ%S > 0 fiir
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0 € ]0,a]. Also ist die Supremum-Norm

§ §
890105 = sup w =5<00. (3.57)
detJp, ||  yeq; |detJp (¥)

Wir ziehen die Supremum-Norm aus den Integralen in (3.56) heraus und wenden auch die
Holder-Ungleichung (2.20) an. Also ergibt sich:

(3.53) < [(3.55) + (3.56)|

2
[60+3]
= ZH%  Uisol;
=1

)+55Hf][-60+5]

LP3 () <Hfﬂ[§0+6] B fj‘ L% (Qj)>

L9 (9,

2
< [bo+d] _ ‘ H [bo+d] _ ‘ ) H [60+3]
- ;H% ol Wi () J; Ji qu(Qj)+ |l L% (Q;)
2
< Bo+2] H : ‘ :
- Z; <Huj Wl'pj(ﬂj)+ ool WP () (3.58)
‘]:
[60+9]
(7= il o) -
In Lemma 3.1.3 haben wir nachgewiesen, dass die Normen Hu[fs(ﬁa] _ s | Usg) 5 ‘ _

7 wtri(ey) CIllwtri ;)
gleichmiifig beschriinkt sind. Wegen f; € C1(£);), ist -wie wir spiiter noch genauer zeigen
werden, auch ‘ fj[»‘som — fj‘ L9) gleichméfig beschrénkt. Damit ist Ausdruck (3.58) endlich

7 (82

und gleichméafig beschréinkt fiir alle § € [0, a].

Abschitzung von Gleichung ((3.51) — (3.52)) nach unten:

Im Folgenden wollen wir Gleichung ((3.51) — (3.52)) nach unten abschétzen. Dazu setzen wir

D0, = Vyul o — 60, u0 TV 6° (3.59)
und
D5, = ulot — g (3.60)

Damit lautet die linke Seite von ((3.51) — (3.52)) fir j € {1,2} nach Division durch p;:

pj—2 V00 60, D V00
) S6_2 J Sé_' y Uj_ Y1 Uj d
[ P )

Q;

p e 5
—/ (H] + ‘VYU[(SO]]‘ ) 2 Vyu[5o]j . er}Duj dy
Q,

J
Pj—2

(kj +1%0,17) 7> pj=2
- /Vy@gj ' detjé ‘3:2], B (’{j + |vyu[50]j|2) 2 vyu[(‘o]j dy
Ts
Q;
60y, D V0 pj—2
- e LT Ty (3.61)
é

Q;
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Auf die Differenz in der Klammer unter dem ersten Integral wenden wir wieder Formel (3.54)
an und erhalten:

p;—2 p;—2
(3.61) = /Vyi’ij <(’fj + ‘SijP) T - (kj + ’Vyu[tio]j’2)J2vyu[60]j> dy

Q;
60,,6°
[ 00, o ) ay
QJ
80y, D5 V6
T 5‘5
/ v e CRICAVR

J
Pj*2

st i T, - (9yD3,0.,6° ~ 0,00, Vst') d
detJ5 Uj Yy Uj 1 Y1 U X y

= 11-1-12,

mit
5 5 22 s
no- [, ((nm%jr) 3

Q;

(kj + 5
L = / ik : sgj.(vyggjamm—aylz)gjvx95)dy
detJT(S
Q;

o\ Pi=2
— (l‘i] + ’VyU[(;O]]’ ) 2 VyU[(;O]j> dy und

J

Abschétzung von I :

Zunichst soll I, weiter nach unten abgeschétzt werden. Wir iiberlegen uns deshalb, dass

0y, 99,01, 0° — 8,99, 0, 0°
(vy@ijaxlecg 8y1©5 \V4 65) ( Y1 1 Y1 1 >

ay2©5 05,00 — 0, D%, %95

0

- (am@gjameé — aylz)gja@eé) (3.62)

0
0
(V 96(@52@65)) (o) =
X @ Uj

Dies nutzen wir zur weiteren Abschatzung von Is.
Sei a(y) der eingeschlossene Winkel zwischen den Vektoren Tij (y) und (O,Qlfbj (y))T. dann
gilt mit dem Cosinussatz und (3.62)

T, (0,2)7 = cosa(y)

> (-1) , (3.63)

(vx95( (vyz)gij

also ist
2 pj—2

)z

5

(k5 +
I, > -6
2 / detJ5
QJ

dy . (3.64)

4 4
V| |V, D5,
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pj =2
Ist p; > 2, so gilt:

2 -2
A+|%,|) = S S
> (3. > —
R e G I EA L
J
L+ |7, PPt 5
> -6 / ol ‘vxe ( (vy@uj dy . (3.65)

Jetzt wird die Holder-Ungleichung (2.20) angewendet und unter Beriicksichtigung der Drei-
ecksungleichung, sowie der Norméquivalenz 2.1.2 erhalten wir:

§||V8°
e CIR CY PY L

1— 602,60 o TN LPi ()
3 [|V<t°| AT
= _1—5||8x19‘5||oo< L”f(ﬂn) <Hujo WL”J‘(QJ-)JFHU[‘SO”‘W“’f(ﬂ») '
(3.66)

1<p;<2:

Im Falle 1 < p; < 2, folgt unter Anwendung von Hélder-Ungleichung (2.20), Dreiecksunglei-
chung, sowie der Norméaquivalenz:

p]—l
I, > (3.64) > — /‘detﬁ ‘Vxe‘s ‘vyzxij dy
5 V07| Pt 5
S 1w 2 Y e P oo
0[[Vx8° pj—1 [60+]
= _m‘ s es o) <H“J’O wlvpf(m)JFHu“O”‘W“’ij)) B

Abschétzung von Iy :

Im Folgenden wenden wir uns der Abschétzung nach unten von I7 zu. Unter Beriicksichtigung
von (3.59) und (3.60) ergibt sich:

L = / vy@;ij-<(nj+

J

= [ (= - Vo) (G 4]

Qj

/ 80y, ul* V6 - <(Hj+

Q;

= I3+ 14,

21)3

)2

Sé (,‘i] + ‘VYU[(SO]]

2 pj—2
)2 Vyus, )dy

2 pj—2

i)

2 S(S (,‘i] + ‘VyU[(;O]j

EN
)2 Vy“[601j> dy

21)]

)2

2 pj—2

) 2

Sé (,‘i] + ‘VYU[(SO]]-

Vy“[%];-) dy
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mit

5 5 |AH 2 0s 2 =2
_[3 = (Su] — Vyu[501j> . (H] + Su]‘ ) 2 Su]‘ - (H] + ‘VyU[(;O]j ) 2 Vyu[50]j dy und
Q;
2 pj—2 2 pj—2
Iy = /5ay1u;'60+6]vx96' <(Hj + (sz ) E (sz - (’%j + ‘Vyu[%]j )JQV}'UWOU) dy .
Q;

Abschétzung von I3:

Zunichst soll I3 weiter nach unten abgeschatzt werden. Wir wenden hierzu Lemma 2.2.6 an:

I 25/ <l§:+ )pj_2

Q;

2
T0, — Vytpy;| dy (3.69)

Uy

3:5

+ ‘vyu[%]j

J

pj =2

Im Falle p; > 2 ist k =0 und es folgt

- s P —||zs P
(3.69) = ¢ |Ty, — Vyupg; | dy = c‘ Ty, — Vyls); i@y
Q;
é [60+9] 6 P
> ¢ — 20 .
= ¢ (HVyQUj L7 (2) 5H6y1u9 Val ‘ij(ﬂj)> (3.70)
Beriicksichtigen wir fiir die erste Norm die Norméquivalenz 2.1.2, so ergibt sich:
L > (3.70)>¢ leﬁ —5Ha ulfotdy 95‘ " (3.71)
Pom e g 1Tl o)) n 7 lzri ) -
(Yoo 5 [50-+6] "
S R Y LA R W D T
c; IHlwhri(Q)) oo Il Wi (Q;)

Dabei ergibt sich die letzte Abschétzung aufgrund folgender Beziehung:

g

= |02 |[omug < [vat]|_ [l

LP3(9; ! LP3(9; ! LP3(2;)
< 5” H [60-+3] ‘
< Hvxe [
(3.73)
1< p; < 2:
Ist 1 <p; <2, 50 ist k=1 und es gilt
~ 5 Pim2 s 2
I3 Z C (1 + Suj + ‘VyU[(;O]j ) ‘Iuj - VyU[(gO]j dy . (374)

Q;
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Nun wenden wir die Hélder-Ungleichung (2.21) an mit p = % und ¢ = (p?;2/)2_1 = p?i2 <0:
J J

Pj—2 2
Pj pj
_ 5 g bs
(3.74) > ¢ (1+ T +( 50]]) dy T~ Vyuy,| dy
Q; $2j

_ - 5 pi=2 5 2

- C‘ 1 + Uj + ‘u[‘SO]‘] LPi (Q) ‘ Uj - Vyu[(go]j LPi (Q)

> |1+ [22 |+ |u pj_z — 6|8y, ul "IV . 0° 2 (3.75)

=z uj (50l LP3 () it LP3(9;) o

Bei der zweiten Norm beriicksichtigen wir die Norméiquivalenz und erhalten:

Is > (3.75)
2
3 5 pj—2 iH 5 H %0+ 5‘
> C‘ (Zuj- +‘U[5O]j L7 (Q,) (C‘ Quj 1pJ -9 8y Vx9 LP3 ()
2
5 Pj—2 5 [50-+3]
= |+ Je, me)( =2, whei (@ _5HV9H s W“’jmn) '

(3.76)

Hierfiir wurde wieder (3.73) verwendet.

Abschétzung von Iy:

Jetzt schitzen wir Iy weiter nach unten ab.
pj =2

Ist p; > 2, so gilt:

21)3

)2
<1+
<<1+

Auf (3.77) wenden wir die Holder-Ungleichung (2.20) an und erhalten

J

Ii1=0 / By, u TV - <(nj +

S(S (H] + ‘VyU[(;O]

pj—2
)

pj—1
uj ) + (1 + ‘VyU[(;O]j

e
. ) 2 va[5O]j> dy

2] et P e

+ <1 + ‘VYU[(SO]]-

]j)dy

)pj_1> dy . (3.77)

o] [l
/

07 5]k, <ul+ e el
5 [50-+3] pi—1 Pt

> 6HV 0 H H 0 WP (0 (‘ 73 (@y) <’Qj‘+Hul601j ‘lepj(Qj)> ) ’

(3.78)
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1<p;<2:
Im Falle 1 < p; < 2 erhalten wir:

0 Vs, -
[50+96] s uj Yy %150]
[4:5/y1]0+ve Jzﬁ_ ]227% dy
(l‘i] + ) 2 (H:] + ‘VyU[(;O]j ) 2
‘3:2 ‘Vyu[%]'
j
o e, (5 I
6
‘Iuj ‘ yu[50]j
pj—1 pj—1
> 5| vat?]| /‘ay 0:+4] < LI Ty )dy. (3.79)
Nun wenden wir die Holder—Unglelchung (2.20) auf (3.79) an und erhalten:
5 [60-+6] 5 [Pt pi—1
Y e A& I sl W (- [ 8 [
pi—1 pi—1
A g (B ol )
> —6|[vat A PO ] MR 350
Es gilt

1
L+I3+1, =01+ < ;(358)
j
Fiir p; > 2 erhalten wir daher die Ungleichung (3.66) + (3.72) + (3.78) < %j(3.58) wie folgt:

6 P—
RIS ) Pt Hu[§0+51 +Hu ‘
1 — (|8, 6% “illzes o) 7 Mwteigyy I lwres o))
Lns 5 [50+9] "
R P N s
c; INwhei () WP (Q;)
—1
_ 5| | 50+ Pl 1+ s "
5HV 0 H H W1,pj(Q <‘ LPj (Q) <|QJ| + u[60]j Wl'pj(Qj)

Solj

< (e hwj)OWM iy 10l 0) -
j (3.81)

Im Falle 1 < p; < 2 erhalten wir die Ungleichung (3.68) + (3.76) + (3.80) < uij(3.58) in der

Form:
(= .
TILPI(95) ! WP ()

2
(iH@g_ v T )
LPi(Q;) \ ¢ TIW P () WPi ()
pj—1 pj—1
W3 Q)

+55”fj”qu(Qj)> :
(3.82)

WP (Q;) L% ()

0 [Vt
T s

+ Hu .
Whei(Q;) (50l

u[50]j

+E‘

9
Wi (@) < “llzri(9;)

o) (175
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Jetzt werden die Ungleichungen (3.81), (3.82) nach H@ﬁ. i — Uy

HIwhei ()

— Hu[50+5]

‘Wl’pj Q)
aufgelost. Folglich erhalten wir im Fall p; > 2 :

HuéfsoH] — U] ‘Wl’pj @)
(2 2 (1 #Posln) (5=l #1500
+%< Szj L”j(Qj)>pj_1 <Hu§50+6} Wl'pj(ﬂj)—i_Hqu] ‘Wlpﬂ(ﬁﬂ)
N1 =
N O (TRt (RS Y N |

3|0y, uf V07

Im Falle 1 < p; < 2 lautet die Ungleichung wie folgt:

(3.83)

[60+3]
HUJO — u[60]j ‘ ij(Qj)
1
< (L [60+9] ‘ [bo+3] _ ¢ Ao
- <\f [l‘y <H whri(Q;) + Hu[‘s‘”ﬂ ‘lepj(nj)> <HfJ 1 L% () + 55Hf]HLqﬂ(Qj)>
n 8[|Vt ‘55 pi—1 Hu[fsom n H ’
1= 01105, 601 4 llzmi ey \ I Mlwrs ) ™ 17903 e o
1
5 [60+9] s ||Pi—t pi—1 2
+0 HVXH ‘ 0 Hu] WP () <‘ (Z“J‘ LP3(Q;) + Hu[% WP (Q >]
Hl s ‘ 2—pj
Uoolj || s (@)
é [60+94] )
+0 HVx9 ‘ . Hu] . (Qj)> cj -

(3.84)

Zur weiteren Vereinfachung der Ausdriicke (3.83) und (3.84) halten wir fest:

. . 1
1. Fur5—>0gllt0<w—>

2. Geméf der Ausfithrungen zu (3.57) ist s < oo fiir § € [0, al.

3. Es gilt.

1+ 12, 4l |

[50]] Wl,pj(Qj)

L3 () LP3 (%)

68



Dabei ist

5 _ [60+3] [80+3] g
‘(Zuy‘ Q) Hvyuj 00y, 15"V xb ‘Lpf(Qj)
< [60-+3] s [B0-+2]
- Hvyu] LP3 () o HVXG Hoo Hayluj L3 (;)
< (1496 H <0 ‘ H ool :
= ( oV oo> Uil )
. 6
Daher ist Hl + ’(ZUJ’ + ’u[‘sO]j LPj () < 00

4. Wegen f; € C*(2;) gilt mit dem nachfolgenden Lemma 3.1.4:

4a;j

| £ =5 dy

.
gy =0 Q/ '—aylfj <y—6t<5,y> (#°3).0) )05<y>

= dcy .

Bl
Also steht vor den ersten drei Summanden von Abschétzung (3.83) der Faktor 6%, vor dem

vierten Summanden sogar der Faktor d. X
Analog dazu finden wir in den ersten drei Summanden von Abschétzung (3.84) den Faktor 62
und vor dem vierten den Faktor 4.

Damit lassen sich die rechten Seiten der Audriicke (3.83), (3.84) fiir p; € (1,00) zusammen-

fassen als:
1 1

(3.83), (3.84) < 67 c(8' 77, pj) .
Setzen wir p = max{p1,p2} € (1,00), so folgt:

2
[60-+6] L -+ ‘
[ =], < DNUNES (3.:85)
Daher gilt
[60+9] ..
ot — g iy, 0 80 (3.86)
[
Wir tragen nun das im Beweis zitierte Lemma zur Abschidtzung von f nach.
Lemma 3.1.4
Sei f € C*(Qs,). Dann gilt iiber jedem der beiden Teilgebiete Q; mit j € {1,2} :
[60+9] 6 T 1)
fi3) = £ y) = =60, f5 (v = Otsy) (£°v),0) ) 0°(y) (3.87)
Beweis
Wir iiberlegen uns zunéchst, dass
y — Ty N y) = Ts(x) —x = —8(0°(y),0)"  fiir y € Qs X € Q16 (3.88)
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ist. Mit f € C1(Qg,) ist f; € CH(y) fiir j € {1,2}. Daher ldsst sich der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung anwenden und wir erhalten:

(L&) = £770) = (6 - £ 3))
= Vi (y- my<95<y>,o>T)-(y—Tgl<y>>
= =V f; (¥ = Sty (@ (3,07 ) - (6°(),0)"
= =00y, 15 (v~ 0ts) (0°3),0)7) (y) -

Mit dem zuvor bewiesenen Satz 3.1.1 haben wir die nétige Vorarbeit geleistet, um zeigen zu
kénnen, dass die Energiefreisetzungsrate der Referenzkonfiguration s, mit der Griffithschen
Formel ausgedriickt werden kann:

(Qé , Ug ]) _E(Q5 148, Uj ])
ERR(Q5O,U[5O]) = 11_1% 0 30 5 0 S0+6

9 Z / DW,,; vu% )ayluéo] -Vody

Jj= 1Q
_Z/Wel] Vuéo] 8y19dy+2/u[50 1 (f56)
Jj= 1Q = IQ

Diesen Zusammenhang wollen wir im folgenden Abschnitt beweisen.

3.1.3 Durch Energieminimierung zur Griffithschen Formel

In diesem Abschnitt fiihren wir den Grenziibergang fiir § — 0 im Ausdruck

E(Q50 ) u[tio]) - E(Qéo—i-&y u[60+6])

5 durch.

Dies soll jedoch nicht auf direktem Wege geschehen, sondern wir wollen hierzu die in Abschnitt
2.4.2 erlduterten Energieminimierungseigenschaften der schwachen Losungen ausnutzen. Aus
Satz 2.4.4 wissen wir, dass die Losung der schwachen Formulierung 2.3.1 zugleich auch die
potentielle Energie minimiert. Deshalb stellen wir folgende Minimierungsprobleme auf:

Definition 3.1.3 (Minimierungsproblem auf Q;,)
Finde g, € WHP(Qs,), sodass:

E(Qsy,u) < E(Qsy,v)  fiir allev € WHP(Qg,) .

Definition 3.1.4 (Minimierunsproblem auf ;)
Finde w5 € WHP(Q4s,45), sodass:

E(Qpyt6: Ugsgrs) < E(Qsgrs,v)  fiir allev € WH(Qyy46) -
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Bemerkung 3.1.2
Nach Lemma 3.1.2 ist

59+6 -1 1,9
ul = g 0 Ty € WHP( Q)

W= uggo Ty € W)
Dabei sind die schwachen Lisungen w5 iiber dem Gebiet (2s,, s nach Satz 2.3.3 eindeutig
fiir alle § € [0, a]. Im Speziellen ist us, die eindeutige schwache Lésung auf dem Referenzgebiet
Qs,-
Daher kann die nach Qs, transformierte schwache Lisung von s, 45, ulo™) nicht die Losung
des Minimierungsproblems 3.1.3 sein. Also ist

E(Q507u[50]) < FE <Q§0,U‘[j60+6]) .

Ebenso ist die nach §s,s transformierte schwache Lésung auf Qs,, ul®, nicht die Lésung des
Minimierungsproblems 3.1.4. Deshalb ist

E(Q50+57u[60+5]) < F (Q50+57u[50]) )

Aufgrund dieser Uberlegungen lift sich folgender Zusammenhang herstellen:

1
g (E(Q507u[50]) - E(Q(50+57u[60])) (389)
1

< s (E(Q%vu[é(ﬂ) - E(Qéo+6,u[50+5])) (3.90)
1

< 5 (E(Q5ovu[60+6]) - E(Q50+5’u[60+6])) : (3.91)

Dabei ist

. .1
ERR(Qsy, wisq)) = lim (3.90) = lim (B Q505 wise) — E (o455 Uiy 1a1))
der zu berechnende Ausdruck. Wir berechnen jedoch stattdessen den Limes Inferior von Aus-
druck (3.89) und den Limes Superior von (3.91) und zeigen, dass diese Ausdriicke beschréinkt
sind und {ibereinstimmen:

lim E(Qsy, wisy) — E(Qsg+5, ul’’) Tm E(Qs, u) — E(Qsy1.5, Usg+5)) '
50 B 60 g (3.92)
> —00 < 0

Wir beginnen mit der Berechnung des Limes Superior.

Dazu muss E(£25,+5, U(s,+s) zunichst auf die Referenzkonfiguration s, transformiert werden.
Es ist

E(Q50+5vu[50+5]) = Jel(Q5o+5’u[5o+5]) - W(Q5o+5vu[5o+5])

2
1y 24
= Z p—]/ (H] + ‘vu[60+6]j ) 2 dx — /fju[50+5]j dx — / h]u[50]] ds .
j=1*7 O,
J

Qj FNﬂaﬂj
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Wir transformieren vom aktuellen Gebiet {1s,5 auf das Referenzgebiet {15, und erhalten:
2

'u/] 2 P] 1
Esy151(Qsg, ul*) — ADE 5 dy
0 ]Ez:l p] det.Jg,
J
[60+4]
1 hiu;
[60+36], [60+4] J7g
— 0Ty 0T dy — ——ds
/f] J detJ%S Y / 1
Q; T'nNoQ;

=E(Qsy+6, Usgrs)) -
Ausdruck (3.91) lautet nun:

E(Qs,, ul®™) — E(Qs, 45, sy 15) =E(Qs, u?0H) — Eis45(Qs,, ul0™)

2 i 2y
. ; 2
I L A R A | R
D) ! J det.J2
j=1 ]Qj Ts
[50-+3], [S0-+0]
[ (g Y
7 detJ2.
Q; 0
h,u[§o+5]
L Bo+sl 7]
- / (h]ujo 1 ds
FNO(’)Qj
2
j=1 i
Betrachtung von (I1;/0) :
Fiir j € {1,2} konnen wir Integral I1; mithilfe des Tricks (3.54) umformen:
Pj Pj pj
—L —L 5 —L
o ﬁ ' [50+5]2 2_ ' 62 2 _& 589519 ' 2\ 2
L; = Py </£J + ‘Vuj > Kj + Tuj dy > detJ% Kj + | %y, dy
) Q. s
J J
— ,[3] - [4] .

Betrachtung von (I3;/0) :

Durch Anwendung des Tricks (3.54) auf I, erhalten wir fiir j € {1,2} :

60y, 0°

[60+2] [60+6]  [60+0] 1 [60+3]  [60+9]

L, = /(f] R e T >dy_/detj5 [0 dy
Ts

Qj Q;

= Is; —Is; .
Betrachtung von (I3;/0) :

Im Folgenden untersuchen wir das Integral I3; genauer. Wir stellen fest, dass

Pj Pj
j 2\ 2 2\ 3
Iy; = % </£j + ‘Vu;.éo”] > — </£j + ‘Vugso”] - 68y1u;§0+6lvx65‘ ) dy
i,
= Jerj (5, ufO) — Jop (9,50 (3.93)
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ist. Aus Satz 2.4.1 wissen wir, dass J¢; Frechét-differenzierbar ist. Wir konnen daher den
Mittelwertsatz fiir Frechét-differenzierbare Funktionale anwenden:

Satz 3.1.2 (Mittelwertsatz fiir Fréchet-differenzierbare Funktionale, [10] S.169)
Sei X ein Banachraum und I : X — R ein Fréchet-differenzierbares Funktional mit Ableitung
DI € X'. Fiir jedes u und jedes h aus X existiert eine Konstante ty = to(u—h) € [0, 1], sodass

I(u+h) —I(u) = (DI(u+ toh),h) . (3.94)
Durch Anwendung dieses Satzes erhalten wir mit Formel (2.85) aus Satz 2.4.1:

ﬁ _ <DJelj(Vu;f‘o+6] _ 5t58y1u;§o+6]vx95)7(5ay1u;§o+ava95)> )

] 0

pj

—2
[6p+4] [6p+4] 012 [6p+9] [6p+9] 1 [6p+4] 0
,u]/(/fj + ]Vujo+ — <5t5(9y1uj0+ V«0°]%) 2 (Vujo+ - 6t58y1uj0+ Vb )((‘9y1uj0+ Vx0°)dy

Q;
Dabei ist (aylugf‘0+5lvxe5> € (LPi(Q))? mit V% € (C(0))2. Bs folgt mit Satz 3.1.1 fiir
6—0:

(00, 0x8°) = Byis Uy in (D7)

Ebenso folgt Vu;-‘SOH] — Vg, in (L (Q,))? . Weil DJe;(-) stetig ist, gilt:

I3, pj—2 ..
=3 ,uj/ (kj + |Vu[50]j|2) E Vugsg; (Oy, sy ; Vy0) dy fird — 0. (3.95)

Betrachtung von (Iy;/0) :

Zur Grenzwertbetrachtung von

Ly _p [ 0u8°
1) ij detj%s

J

(/{j + ‘Vu;.éoﬂi] . 68y1u;§0+6lvx96‘2)% dy (3.96)

stellen wir folgende Uberlegungen an: Wegen 6° € C$°(Q) gilt fiir 6 — 0

Or, 6° . Oy, 0
detJ% 1
)

in(C™(Q,))? und Vi — Vy0 in(C®(9;))2.

.
Da Wy;(-) = (k; + - 12)7 stetig ist, gilt:

Werj (V™™ = 60,077V ,0%) — Werj (Vugsy ;) in L ().

Also ermitteln wir fiir 6 — 0:

o p—;/ayle(mj T Vs 9 dy (3.97)
Q.

J
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Betrachtung von (I5;/0) :

Zur Durchfithrung des Grenziiberganges fiir § — 0 fiir

. _ floota]
ﬁ — u[50+5] (f] f] ) d
5 )Y 5 Y
£
wenden wir Lemma 3.1.4 an, aus welchem folgt:
(£i) = £y
0

Mit Satz 3.1.1 gilt nun

I
TJ - _/u[%]j (aylfj)edy .

Q;

Betrachtung von (/g;/0) :

Zuletzt machen wir den Grenziibergang fiir § — 0 an

§

@ — 89”10 f[50+5]u[50+5] d

5 ) detsz it
Q; o

Aufgrund der vorausgehenden Untersuchungen wissen wir, dass:

000" 0,0

detJ% 1
5
u;‘sow — Uy in WhHPI(Qy)  fiir d — 0.

Also gilt
Iy
TJ - / (9y,0) Fits; dy -
Q;
Nun kénnen wir feststellen, dass
E(Q50 ) u;§0+6]) - E[50+5] (Q5o ) u;§0+6])>
0

_ Ea—mi ((I3j —1y) (I — IGj))

0 o

J=1

pj=2
= Zﬂj/(“jﬂvuwmﬂz) 7 Vs ;- (O, ugs, ;VO) dy

1
J Qj

ist.
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in C*(;) sowie f][.‘SOH]—»fj in C*(©;) und
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Um die Griffithsche Formel komplett zu beweisen, muss im Folgenden noch der Ausdruck

E(Q5O ) u[50]) - E(Qt50+5’ u[%])
5§—0 )

lim

berechnet berden. Dabei ist

2
. P
E(Qsors,u) = SB[ () + [Vu, %) F dy — /fjuj[%] dy — / hju;t*lds .
Qj Qj FNﬂaﬂj

Durch Ausfithrung der Transformation auf das Referenzgebiet erhalten wir:

2 512\
_Z &/ (l‘i] + ‘VU[(SO]] — 5ay1'l,b[50]jvx9 ’ ) 2 dy

detJ%s
/f[60+6]u[50]j / hju[%]j
— | ———dy - —ds
detJg, 1
Qj g FNﬂaﬂj
Ausdruck (3.89) lautet damit:

(E(Q507u[50]) - E(Q50+57 [O])) ( (950’ 50]) - E[%](Qfso7 50]))

7‘7
Ky vy (R Vs — 004,115, V<8 ?) 2
= — | (g + Vg )7 = 7 dy
j=1"7¢ A, etJp.
f[60+6 Us,, hju[5 5
it — ——5—2 | dy - / hjisyl; — ©J ) ds
detJg, 1
QJ s FNﬂan
2
= Y thj+1D;—0.
j=1 Pi

Das Integral Iy lakt sich aufteilen in:

Py Pj
By = (554 VP = G+ Vs — 000y 96") 7 ) dy
Q;

60,,0° Py
—/ detj]é (/i] + ’VU[(;O]J» — 58y1u[5o]jvx96\2) 2 d
Ts

= I3;,— 14

j .

Das Integral Io; unterteilen wir wie folgt:

60y, 0°
hj = /(fju[éo]j - fg['60+6]ulaolj> dy _/ a1 e dy

Q; Q;

== I5J—IGJ .
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Bei analoger Vorgehensweise konnen wir folgende Grenzwerte fiir § — 0 ermitteln:

I3; Hj pj—2
L= 2 (k4 [V, ;1) 72 Vg <6y1u[éoljvy9) dy
J
J

, » P
5 —7/8y19(,{j+|Vu[50]j|2)2 dy
p]Q_

J

I=
N e
&
Ie:
% - /(8y19)fjuléo]jdy'
Q;

Durch Vergleich dieser Grenzwerte mit denen, die bei der Berechnung des Limes Superior von
(3.91) entstehen, sehen wir, dass

li_mé O E(Q(SO,U[SO]) —5E(Q(50+5, ’LL[‘SO]) _ mé . E(Q&)’ u[60+6]) _5E(Q(50+5y u[60+6])

ist. Damit haben wir die Griffithsche Formel fiir die Energiefreisetzungsrate bewiesen:

B — E(Q
ERR(9607U[60]) :%1_{1’(1) ( 607u[50]) 5 ( 60+6,U[50+5])

2
_;%/ (55 + [V 1) ™2 Vttsg); - (O V) dy (3.100)

Q;

Hj 2%
_ ;/8%0(@ + ]Vu[%]j] )2 dy + /u[%]jc‘)yl(fﬂ) dy .
]Qj Qy

Bemerkung 3.1.3

Im Beweis der Griffithschen Formel ist die Funktion 6 € C§°(S2) beliebig, aber fest gewéhlt und
erscheint in der Formel durch die Anwendung des Diffeomorphismus Ts = Tys(6). Da fiir jede
Abschneidefunktion 0, welche die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, ein Diffeomorphismus
Tg(é) mit & € [0,a] existiert, lisst sich die Beziehung (3.100) fiir jedes 6 beweisen. Somit
ist der Satz bewiesen fiir alle Abschneidefunktionen 6 € C§°(2), welche die Voraussetzungen
erfiillen.
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Kapitel 4

Numerische Beispiele

Die Energiefreisetzungsrate eignet sich zu Aussagen iiber die Rissbildung bzw. den Rissfort-
schritt in Korpern mit bekannter dissipativer Energie. Daher ist es im Ingenieurwesen von
Interesse, die Energiefreisetzungsrate fiir Bauteile zu kennen. Thre Bestimmung kann experi-
mentell oder numerisch geschehen. Fiir numerische Rechnungen ist insbesondere die Griffith-
sche Formel anwendbar. Thre Auswertung ldsst sich leicht in das Postprocessing von Finiten-
Element-Programmen integrieren, da alle dafiir bendtigten Grofen, z.B. Verzerrungsenergie-
dichte und Spannungen, aus der berechneten Losung gewonnen werden konnen.

Fiir die nachstehenden Beispiele diente zur Berechnung der schwachen Losung der Randwert-
probleme das Programm MyFEM-++, welches von Dr. Thomas Merkle geschrieben wurde.
MyFEM++ basiert auf der h-Finiten-Elementmethode mit stiickweise linearen, stetigen Ba-
sisfunktionen. Zum Losen des dabei entstehenden nichtlinearen Gleichungssystems wird das
Newton-Verfahren angewendet.

Im Rahmen der Diplomarbeit war die Griffithsche Formel in den bereits vorhandenen Post-
processing-Code von MyFEM++ zu implementieren. Die numerische Integration wird mit der
Sieben-Punkte-Formel von Radon durchgefiihrt.

In diesem Kapitel soll das Verhalten der Energiefreisetzungsrate fiir Materialverbiinde vom
Potenztyp mit Mode-III-Riss numerisch studiert werden.

Da die Transmissions-Randwertprobleme in der vorliegenden Arbeit zweidimensional behan-
delt werden, sind keine Vergleichskurven aus Experimenten mit realen Korpern zu finden,
numerische Ergebnisse sind hauptsichlich fiir Mode-I- und Mode-II-Risse vorhanden. Eine
Vergleichsmoglichkeit der Ergebnisse dieser Arbeit bietet der unendlich lange Streifen unter
Mode-I1I-Belastung, der von Charoenphan in [2| behandelt wurde.

4.1 Unendlich langer Streifen unter Mode-111-Belastung

Die Hauptgedanken zur Behandlung eines unendlich langen Streifens unter Mode-111-Belastung
sind aus |2] entnommen. Zu betrachten ist ein unendlich langer Streifen eines linear elastischen
Materials von endlicher Breite 2h, der einen semi-infiniten Riss unter Mode-I1I-Belastung
enthalt, vgl. Abbildung 4.2. Es wird davon ausgegangen, dass der Riss sich in positiver xi-
Richtung mit konstanter Geschwindigkeit v ausbreitet.
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Iy
Abb. 4.1: Unendlich langer Streifen mit Riss

Auf beiden Réndern des Streifens werden konstante Verschiebungen in z3-Richtung vorgege-
ben, die eine Mode-I1I-Belastung hervorrufen:

u= w €Ry auf I'y | (4.1)
u=-—w €Ry auf I'y .

Die Energiefreisetzungsrate fiir einen Riss unter Mode-III-Belastung héngt von dem Span-
nungsintensitatsfaktor Ky wie folgt ab |2]:

1
2up

Dabei ist p eine Lamé-Konstante und § die charakteristische Rissgeschwindigkeit. Diese kann

berechnet werden durch [2]:
2
=122, (4.4)
p

Die Konstante p ist die Massendichte des Materials.
Die konstante Rissgeschwindigkeit v hat bei einem stationdren Riss den Wert v = 0 und es
folgt B = 1. In diesem Fall kann K5 ausgedriickt werden durch [15]:

2
K= Mw\/; : (4.5)

Unter Beachtung der Formeln (4.3), (4.5) ergibt sich daher:

ERR = K#; . (4.3)

ERR = ERR(w) = %wQ . (4.6)
Anhand von Formel (4.6) sollen mit MyFEM++ ermittelte Werte der Energiefreisetzungsrate
iberpriift werden. Die nachfolgenden Rechnungen werden auf dem Gebiet Q@ = [—5m, bm] X
[—0.5m, 0.5m] mit der Rissspitze in S = (Om,0m) durchgefiihrt.

I't

Iy

Ly
Abb. 4.2: Langer Streifen mit Riss
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Um das beschriebene Modell des unendlich langen Streifens moglichst gut wiederzugeben,
setzen wir folgendes Randwertproblem an:

—pdiv(Vu) = 0 in Q (4.7)
U= w auf I'y | (4.8)
u=—w auf FQ 5 (49)
uVu-n= 0 auf P'sUTy U Ry URs. (4.10)

Die von MyFEM++ eingesetzte Griffithsche Formel lautet hierfiir:
ERR(Q) = / (19 - 90— B s 1 170, 0) dy (4.11)

Q

mit k = 10~7. Fiir die Rechnungen wird wie in [2] der Lamé-Parameter von Aluminium

p = 26.5 GPa verwendet. Die Grofenordnung von w ist auch [2] entnommen.

ERR [Z]

0.4 T T T T T T T

0.35 - b

03 |

0.25 -

0.2

0.15 -

0.05 -

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

w [m]

Abb. 4.3: Energiefreisetzungsrate in Abhingigkeit von w, p = 2

An Abbildung 4.3 ist zu erkennen, dass die mit MyFEM++ numerisch berechneten Werte der
Energiefreisetzungsrate sehr gut mit dem nach Formel (4.6) analytisch berechneten Kurven-
verlauf der Energiefreisetzungsrate iibereinstimmen.

Die folgenden Bilder geben einen Eindruck vom Aussehen der Losung und der in die Griffith-
sche Formel eingehenden Komponenten bei einer Randverschiebung w = 0.05m :
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E(k+ |Vul?)

Abb. 4.4: Einige Feldwerte fiir w = 0.05m

Abbildung 4.5 zeigt das mit MyFEM++ errechnete Verhalten der Energiefreisetzungsrate fiir
Materialien mit p # 2, 4 = 26.5 GPa, k = 107"

ERR [Z]
1 T T T T T T T
p=1.6 5
p=1.7 Ko
p=2 g
p=2.5
p=3 hd
08 L 26.5-2-w? —
%
. F
06 | A
/// ,l¥/'l
04 . |
02 F
0 _,,_»—-"""—“»” Py S ,,,...”...r.--»—--»—--»—--'.-"""""""""'“-“-”‘7—?”-"””"”.
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

w [m]

Abb. 4.5: Energiefreisetzungsrate in Abhingigkeit von w fiir verschiedene p
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Die fiir Abbildung 4.5 zu l6senden Randwertprobleme lauten:

—pdiv ((m + |Vu|2)pT_2Vu> = 0 in Q (4.12)
u= w auf I'y, (4.13)

u=—w auf I'y, (4.14)

pk+ |Vu)’2Va-n= 0  aufT3UC UR; URs. (4.15)

Aus Abbildung 4.5 ist ersichtlich, dass die Kurven der Energiefreisetzungsrate fiir kleinere
Potenzen p steiler und fiir grofere Potenzen p flacher verlaufen, als das von Rice fiir linear
elastische Materialien ermittelte Verhalten der Energiefreisetzungsrate.

4.2 Das Verhalten der Energiefreisetzungsrate ERR

In diesem Abschnitt wird das Verhalten der Energiefreisetzungsrate eines Materialverbundes
vom Potenztyp in Abhéngigkeit verschiedener Gréfen, wie

Risslinge,

e Materialparameter pi, pa, t1, 2,
e Dirichlet-Bedingung,

o Gebietsgrofe

ermittelt.

4.2.1 ERR in Abhéngigkeit von der Risslinge

Im Folgenden wird die Abhéngigkeit der Energiefreisetzungsrate von der Risslinge unter-
sucht. Dazu werden Rechnungen auf dem Gebiet Q = (—5,5) x (—5,5) mit variabler Rissspit-
ze S, = (s1,0) durchgefiihrt. Die Koordinate s; nimmt dabei Werte aus folgender Menge
{—5,—4.5,—3,-2,~1.5,—1,0,1,2,3,4,4.5,4.7} an.

Abb. 4.6: Gebiet mit variabler Risslange

Auf Q sind hierzu folgende Transmissions-Randwertprobleme mit MyFEM-++ zu lésen fiir
Kj = 1077, p; = 1 GPa und verschiedenen p; fiir j = 1,2:
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Finde u :  — R mit ulg, = uj, j = 1,2, sodass:

bj

—2
—div ((/{j + |VU]|2)TVUJ> =0 in Qj,
2
(kj + Vuj)p]TVuj n; =0 auf (Txy NOQ;) U R,;,

—2x1 4+ 220+ 15 0= 5,11 € (—5, 5)
u(x) = 0 1 =5 auf I'p ,
2x1 + 10 — 15 To =D, € (—5,5)

mit Transmissionsbedingungen (1.39), (1.40) auf I'p .

Die Dirichlet-Bedingung ist so gewdhlt, dass die Mode-III-Belastung unterstiitzt wird.

ERR [10—‘3”%“}

% p1=p2=3
250 - T Ty p1=pa=2 — t— |
. . pl—pa—d ¥
* - p1=4,p2=2
X\ p1=2,pp=4 A
' p1=2,p2=3 e
; . Pp1=3, p2=2 B
200 | p1=3,pg=d A |

150 | -
100

50

z1-Koordinate der Rissspitze [um)]

Abb. 4.7: Energiefreisetzungsrate in Abhingigkeit von p1, p2

Die Energiefreisetzungsraten zeigen bei unterschiedlichen Parametern p1, ps den gleichen cha-
rakteristischen Verlauf. Dieser soll im Folgenden exemplarisch fiir p; = ps = 2 erldutert
werden.
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ERR [10—6‘%“}

35 T T T T T

p1=po=2 —

30 T

10 - —

0Lk | | 1
-4 -2 0 2 4

x1-Koordinate der Rissspitze [um)]
Abb. 4.8: Energiefreisetzungsrate in Abhéngigkeit von p; = py = 2

Liegt die Rissspitze in (—5,0), was einem Gebiet ohne Riss entspricht, so hat die Energie-
freisetzungsrate den Wert 0. Der Korper befindet sich hier im Gleichgewicht und es besteht
nicht die Gefahr einer Rissbildung. Bei kurzen Rissléngen steigt die Energiefreisetzungsrate
zunichst steil an, Abbildung 4.8, denn aufgrund der fiir kleine x; grofen Verschiebungen auf
dem Dirichlet-Rand, die auf den gegeniiberliegenden Randern entgegengesetzt gerichtet sind,
bilden sich an der Rissspitze grofe Spannungen aus. Ebenso ist die im Ko&rper gespeicherte
potentielle Energie fiir kurze Rissléngen sehr grofs.

An Abbildung 4.9 ist zu erkennen, dass die z1-Komponente des Verschiebungsgradienten bei
einer Rissverldngerung zunimmt. Der Betrag des Verschiebungsgradienten und die elastische
Verzerrungsenergiedichte erreichen jedoch in (—1.5,0) ihr Maximum. Danach fillt auch die
Energiefreisetungsrate wieder ab. Dies ist dadurch erkldrbar, dass die Rissufer bei ldngeren
Rissen unabhéngiger von einander werden und die im Ko6rper vorhandene potentielle Energie
wesentlich geringer ist, da fiir grofse z; die Unterschiede in den vorgegebenen Verschiebungen
abnehmen.

Die Grofsenordnung der Energiefreisetzungsrate ist abhéngig von den Parametern pi, ps. Die
niedrigste Kurve ergibt sich in Abbildung 4.7 fiir p; = ps = 2 und die héchste fiir p; = po = 4.
Fiir Kérper mit p; # py liegt die Kurve zwischen der Kurve mit p; = po = min{py, p2} und
der Kurve mit p1 = po = max{py,p2}.

Es ist auffiillig, dass die Kurven fiir p; # ps bei vertauschten py, ps libereinstimmen. Dies liegt
an der Symmetrie in der Dirichlet-Bedingung und an der Wahl von p; = pe = 1. Dadurch
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sind die in die Berechnung der Griffithschen Formel eingehenden Gréfen genau spiegelbildlich
und fiihren zu den gleichen Werten der Energiefreisetzungsrate, vgl. Abbildung 4.10.

ERR = [, Vud,,uVe — %(k + |Vu|?)d,, 0dx

Abb. 4.9: Komponenten aus der Griffithschen Formel

Sy = (—3,0) :

Sy = (—1.5,0) :

-
-
S, =(0,0): M

Pj
[Vul (rt V|2 )T\Vu pij(nﬂvuj\?)T

Abb. 4.10: Symmetrie der Komponenten bei vertauschten Parametern pq, po

n

P1=2,p2=

p1—4 p2—2 Sv— 00
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4.2.2 ERR in Abhéngigkeit von p

Zur Untersuchung der Abhéngigkeit der Energiefreisetzungsrate von den Parametern pi, po
werden Rechnungen auf dem Gebiet Q@ = (—=5,5) x (—5,5) mit der Rissspitze S in (0,0)
durchgefiihrt.

Abb. 4.11: Gebiet Q2

Fiir p11 = po = 1 GPa, k1 = k2 = 1077 und variable Parameter py, ps € (1,00) sind zu diesem
Zweck mit MyFEM-++ folgende Transmissions-Randwertprobleme zu 16sen:

Finde u :  — R mit ulg, = uj, j = 1,2 sodass:
2
—div ((Kj + |Vuj|2)p]TVuj) =0 in €y,
2
(kj + Vuj)p]TVuj ‘n; =0 auf (I'y N0Q;) U Ry,

214+ 22+ 15 30 =-5,11 € (—5, 5)
u(x) = 0 r1 =5 auf T'p ,
2rx1 +x9 — 15 To =5, € (—5, 5)
mit Transmissionsbedingungen (1.39), (1.40) auf ' .
Die Griffithsche Formel lautet daher:

2 2

pj—2 1 bj

ERR(Q) =" / (5 + V) 2 Vuoy,u, - Vody — / ;(mj +|Vu;[?)7 8,0 dy .

i=1g, i=1g, 7

Um die weitgehende Unabhéngigkeit der von MyFEM-++ errechneten Energiefreisetzungsra-

ten von der Abschneidefunktion # zu iiberpriifen, wird € mit variablen Radien angesetzt, siehe
hierzu Abbildung 4.12:

1 fir |x| < R4
0(jx*) = 0= Ax|® + B|x|* + C|x|2+ D fiir Ry <|x| <Ry ,
0 fiir [x| > Ro

wobei durch die Bedingungen
6(R}) =1, 0(R3) =0, 0'(R}) =0, 0'(R3) =0
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die Konstanten A, B, C, D bestimmt sind und die stetige Differenzierbarkeit von 6 erreicht
wird.

(=5,5) (5,5)

(—5,-5) (5,—5)

Abb. 4.12: Definitionsbereich von 6

Aus der nachfolgenden Abbildung 4.13 ist ersichtlich, dass die Energiefreisetzungsrate bei
festem p; mit ps wichst. Der Wert der Energiefreisetzungsrate hingt jedoch auch von der
Wahl von p; ab.

m

ERR [10—6%}

T T T T T T
p1=2, R1=0.1, Rg=0.45 -~~~
9000 - p1=1.6, R =0.1, Rg=0.45 ~— & ]
p1=4,R1=0.1,Rp=0.45 4
p1=2, R1=0.5, Rg=4.5 g
8000 p1=1.6, R1=0.5, Ro=4.5 %
p1=4,R1=0.5,Rg=4.5 —+—
p1=3,R1=0.5,Ro=4.5 --—@ -
7000
6000 [
5000
4000
3000
2000
1000 [
0 1 1 1 1 1 1
1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5

p2 auf dem Teilgebiet Qo

Abb. 4.13: Energiefreisetzungsrate in Abhéngigkeit von py mit verschiedenen 6

86



4.2.3 ERR in Abhingigkeit von u

Der Kurvenverlauf der Energiefreisetzungsrate wird in Abhéngigkeit von po untersucht. Die
Rechnungen dazu werden wieder auf dem Gebiet Q@ = (—5,5) x (—5,5) mit Rissspitze S in
(0,0) durchgefiihrt, vgl. Abbildung 4.11. Feste Parameter sind k1 = xo = 1077, p; = py = 2
und p; = 0.1 GPa, der Parameter ps bleibt variabel. Die Dirichlet-Bedingung wird wie in den
Kapiteln 4.2.1 und 4.2.2 vorgeschrieben.

ERR [10—6%]

m

1200 T T T T
p1=0.1, py=pa=2 —

P
1000

800

600

400

200

ol I I I I
0 20 40 60 80 100

p2 auf dem Teilgebiet Q2

Abb. 4.14: Energiefreisetzungsrate in Abhéngigkeit von uo

In Abbildung 4.15 wird zusétzlich die Risslinge analog Abschnitt 4.1.1 variiert. Es ergibt sich
der gleiche Kurvenverlauf wie in Abbildung 4.7. Die Kurven werden jedoch mit wachsendem
wa steiler.

In Abbildung 4.16 ist die Energiefreisetzungsrate in Abhéingigkeit von der Rissldnge fiir ver-
schiedene Parameter ui, po, p1, po aufgetragen. Man sieht, dass das Vertauschen der Para-
meter p1, o bei p1 # py zu unterschiedlichen Werten der Energiefreisetzungsrate fiihrt. Das
gleiche Resultat wiirde man beim Festhalten von p; # pe und Vertauschen von p; # po
erhalten.
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Abb. 4.15: Energiefreisetzungsrate in Abhéngigkeit von Rissldnge und uo
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Abb. 4.16: Energiefreisetzungsrate in Abhéngigkeit von Risslénge, p1, pa, p1, p2
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4.2.4 ERR in Abhingigkeit von der Dirichlet-Bedingung

Zunachst wird der Einfluss der Dirichlet-Randbedingung auf die Energiefreisetzungsrate stu-
diert. Die Rechnungen werden wieder auf dem in Abbildung 4.11 gezeigten Gebiet Q@ =
(=5,5) x (—=5,5) mit Rissspitze S in (0,0) gefithrt. In den Transmissions-Randwertproblemen
sind k1 = kg = 1077, p; = po = 2 und w1 = po = 1 GPa fest gewdhlt, nur die Steigung in der
Dirichlet-Randbedingung variiert:

—ax1+x2+ (ba+5) xz9=-5,x1 € (—5,5)
u(x) = 0 x1 =5 auf I'p .
ar1 +x2 — (ba+5)  xe=5,x1 € (—5,5)

Aus diesen Festlegungen ergibt sich der in Abbildung 4.17 dargestellte Verlauf der Energie-
freisetzungsate.
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Abb. 4.17: Energiefreisetzungsrate in Abhangigkeit von der Steigung a

In Abbildung 4.18 ist die Energiefreisetzungsrate in Abhéingigkeit von der Rissldnge fiir ver-
schiedene Steigungen a in der Dirichlet-Bedingung aufgetragen. Der typische Kurvenverlauf
von Abbildung 4.8 bleibt erhalten, die Wahl von a beeinflusst jedoch den Wert der Energie-
freisetzungsrate. Je grofer a ist, desto grofer sind die Verschiebungen auf dem Dirichlet-Rand.
Der Korper erfihrt fiir grofere a wesentlich stirkere Verformungen, wodurch die im Kérper
gespeicherte Energie vergroffert wird. Dies fiihrt zu groferen Werten der Energiefreisetzungs-
rate.
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Abb. 4.18: Energiefreisetzungsrate in Abhéngigkeit von Rissldnge und Steigung a

4.2.5 ERR in Abhingigkeit von der Gebietsgrosse

Die Abhéngigkeit der Energiefreisetzungsrate von der Gebietsgrofe wird fiir Gebiete
Qn = (=5,5) x (=h,0.5) mit h € {0.5, 1, 2.5, 5, 7.5} untersucht. Die Rissspitze S liegt dabei
stets in (0,0), vgl. Abbildung 4.19.

Abb. 4.19: Gebiete €y,

Die mit MyFEM++ zu 16senden Transmissions-Randwertprobleme fiir k1 = ko = 1077, g =
2 = 1 GPa sind wie in Abschnitt 4.2.2 formuliert. Allerdings muss die Dirichlet-Bedingung
der Gebietsgrofe angepasst werden:
—2r1 4+ 224+ (104+h) zo = —h,x1 € (—5,5)
u(x) = 0 x1 =5 auf I'p .
2rx1 +x9 — 15 To =05H,11 € (—5, 5)
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Abb. 4.20: Energiefreisetzungsrate in Abhéngigkeit von Gebietsgrofe und py, po
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An Abbildung 4.20 ist im Vergleich mit Abbildung 4.17 zu erkennen, dass ein Wachsen des
Gebietes bei gleichbleibender Dirichlet-Bedingung einen vergleichbaren Einfluss auf die Ener-
giefreisetzungsrate ausiibt wie das Abnehmen der Steigung der Dirichlet-Bedingung auf un-
verdndertem Gebiet.

In Abbildung 4.21 ist das Verhalten der in die Griffithsche Formel eingehenden Grofen fiir
p1 = p2 = 2 gezeigt. Man sieht deutlich, dass die Intensitdt der Singularitdten an der Rissspitze
bei zunehmender Gebietsgrofe abnimmt. Fiir unsymmetrische Gebiete weisen die Singulari-

titen Unsymmetrie auf. Ist p; # po, so ist diese Unsymmetrie noch deutlicher ausgeprigt,
Abbildung 4.22.

. .
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r‘—--
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Abb. 4.21: Komponenten der Griffithschen Formel fiir verschiedene Gebiete 2p
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Abb. 4.22: verstarkte Unsymmetrie bei p; # ps auf dem Gebiet
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