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Pythagoraische Tripel

Der Satz des Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck ist
die Summe der Kathetenquadrate
gleich dem Hypotenusenquadrat.

2 =a* + b?
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Beispiele

» Ganzzahlige Losungen von a® + b* = c2.

v

Pythagor"aische Tripel (a,b, c)

» Beispiel: 32 4 42 = 52. Weitere Beispiele durch probieren?

» Beispiel: 62 + 8% = 102, 92 + 122 = 152, ... (dhnliche Dreiecke)
» Teilerfremde Losungen! g¢T(a,b,¢c) =1

» — g ungerade, b gerade, ¢ ungerade




Pythagoraische Tripel 4

Losung der diophantischen Gleichung a* + b* = c?

P=c—a*=(cta)c—a) = (20)(2y)
ct+a = 2x = c=x+y
c—a = 2y = a=x—y
@wT(xy) = 1 = x=u, y=1°

» Losung: u > v; u, v nicht beide ungerade, ggT (u,v) =1
— 22
= 2uv
c = u*+70?
» Probe (Umkehrung) a? + b? = ¢2?

(u2 — 02)2 + (2uv)2 = (u2 + vz)z
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Parametrische Losung

(a,b,¢) ergeben sich aus zwei Parametern u und v:

a2 + b? = c?
(u2—02)2 + (2uv)2 = (142—1—02)2

» Fir alle # und v mit
29T (u,v) =1, u > v; u, v nicht beide ungerade
erhilt man alle “undhnlichen” rechtwinkligen Dreiecke.

» Was haben u und v fiir Einheiten? a = u?2 2

Wurzel aus einer Lange?

— U




Pythagoraische Tripel

ulola=uw>-? | b=2uw | c=u*-v « B
2|1 3 4 5 53.1301° | 36.8699°
312 5 12 13 67.3801° | 22.6199°
4|1 15 8 17 28.0725° | 61.9275°
413 7 24 25 73.7398° | 16.2602°
512 21 20 29 43.6028° | 46.3972°
5|4 9 40 41 77.3196° | 12.6804°
611 35 12 37 18.9246° | 71.0754°
6|5 11 60 61 79.6111° | 10.3889°
712 45 28 53 31.8908° | 58.1092°
7|4 33 56 65 59.4898° | 30.5102°
716 13 84 85 81.2026° | 8.79741°
8|1 63 16 65 14.25° 75.75°
8|3 55 48 73 41.1121° | 48.8879°
815 39 80 89 64.0108° | 25.9892°
817 15 112 113 82.3719° | 7.62815°




Pythagoraische Tripel

Weitere ganzzahlige Grofien

1. Kathete

2. Kathete
Hypothenuse
Flacheninhalt
Halber Umfang
Umbkreisdurchmesser
Inkreisradius

= o T X

2

t =

2uv

u? —v* = (u+0)(u—0)

u? +o?

uo(u? — v?) = uo(u + v)(u — v)
u(u+v)

u? + v?

v(u — o)

» Alle Langen hingen quadratisch von u und v ab.

» Zusammenhinge? 2R = ¢ (Satz des Thales), S=p -, ...

» Winkel? Rationale sin, cos, tan?




Pythagoraische Tripel

Rationale GrofSen

oS

[SURSY

ur—v?

w402
2uv

M2 +UZ

2uv

a=u%—v% b=2uv, c=u®+*
Winkel: % = cosa =sinf =
% = sina =cosf =
% = tana =cotf =

Sy

22
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Additionstheoreme
, 2uv u? — o2 . 2uv
sino = ———, cosqa = =, tana = ——
u? 4 v2 u? 402 u? — o2
Additionstheoreme:
. 2uv
- ® sine 242 2uv v
2 1l4cosa =2 22 oy
1 + M2+712
2 2
. u=—u
¢ B sin W12 u? — 02 U—7u
an — = g g et
2 1+ cosp 1_|_u22f;2 w+v2+2uv u+v

Gute Idee: Tangens des halben Winkel ist rational. Und umgekehrt:

o sinw ) 2tan § 1—tan® 4
tans = — = sina=_—5,, cosa = ————
2 1+ cosw 1+ tan 7 1+ tan 5
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» Allgemeine Dreiecke mit ganzahligen Seitenldngen?

> Allgemeine Dreiecke mit ganzahligen Seitenldngen und
ganzahligem Flacheninhalt?

> Beispiel: a = 13, b = 14, ¢ = 15 (beinahe gleichseitig!)

» Berechnung des Flacheninhaltes mit Heronscher Formel:

S = %\/(a—kb—kc)(—a—i—b—kc)(a—b+c)(a+b—c)

(Daher der Name: Heronische Dreiecke)

» Im Beispiel:
S=1V42-16-14-12=1V72.62-42.22=7.6-2 =84
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2 rechtwinklige Dreiecke = 1 allgemeines Dreieck

54122 = 13°
3244 = 52 — (3-3)24+(3-42=(3-5)% 92 +122=15°

13 12 |3-4 15=3-5

14
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Die Gaufische Idee

X v S
Ansatz: tan- = —, tané = -,
2 u 2 t

Ist auch tan 7 rational?
180° — o —
tan% = tanztx’B:tan<90°—a—;ﬁ>:
cot? —cot?
_ Cot(“+):22:
22 1+cot%cot§
Y- su—to
- =
14-%.g tu 4 sv
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Wann sind die Seiten ganzzahlig?

Wenn der Tangens von allen halben Winkeln rational ist, dann sind
auch die Sinuswerte der Winkel rational.

tang*E tané*§ tanzfsuitv
2w 2t 2 tu+so
2uv , 2st , 2(tu + sv)(su — tv)

sina =

Zr P e Y = gy T )

a b c
Sinussatz: - = — = — =2R
sinag  sinf  sinvy

a=2Rsina, b=2Rsinf, c¢=2Rsiny

= Die Seiten sind ganzzahlig bei geeignetem Umkreisradius R.
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Die Gaufische parametrische Losung

a=2Rsing, b=2Rsinf, c=2Rsiny

2uv sin B 2st , 2(tu + sv)(su — tv)
u? 402’

i = Tare T @)+

Wenn: 4R = (s2 + %) (u? + v?) dann

a = uv(s?+1?)
st(u® + %)
(tu + sv)(su — tv)

c

Ist auch der Flacheninhalt ganzzahlig?
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Der Flicheninhalt ist ganzzahlig

s _ \/a—i—b—f—c —a+b+c a—b+c at+b—c
n 2 2 2 2
a=uv(s® +12), b=st(u® +v%), c = (tu+sv)(su — tv)
p = a+g+c = su

pa = “Hbie = = stu® — FPuv

a—b+c 2 2

) = stu?+sPuv

)
pp = = so(su—tv) = s*uv—stv

)

pc = otb=c to(tu + sv

S = VP PaPpPc=
\/(su tu + sv)) (tu(su — tv)) (so(su — tv)) (fo(tu + sv)) =

= 2uv + stv?

= \/(stuv)z(tu +50)2(su — tv)2 = stuv(tu + sv) (su — tv)
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Die Gaufische parametrische Losung. Zusammenfassung

» Parametrisierung mit vier

a = uv(s2 + tz) Parametern u, v, s, t.
= st(u® +?) » Was ist der Unterschied

¢ = (tu+sv)(su—to) zwischen drei Strecken und
AR — (52 " tz) (uz I Uz) einem Dreieck?

S = stuv(tu+sv)(su — tv) > Einheiten: Sﬁt - (Al wv =B

Linge = [A°B7]

p = su(tu+sv) Jede neu gefundene Linge

pa = tu(su—tv muf die Einheit [A2B?] haben.

( )
pp = so(su—to) » Einfache Methode zum Beweis
( )

pc = to(tu+sv von Formeln im Dreieck.

S setzt sich aus Produkten zusammen, z.B.

S = stuv(tu + sv)(su — tv) = (su(tu + sv)) (tv(su - tv)) =p-r
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Formeln fiir den Flicheninhalt

r — Radius des Inkreises

ra, B, *c — Radii des Ankreises
p — halber Umfang

pA. PB. pc — Seitenabschnitte

A PA Ic B B pc Ag
S = pr = para = pptp = pcrc
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Herleitung von Formeln

= uo(s* +1?)
b = st(u*+0?)
c = (tu+sv)(su—tv)
4R = (> + ) (u*+0%)
S = stuv(tu + sv)(su — tv)

» 4RS = abc

» the =S/c = stuv
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Weitere Formeln

S = pr =para = pprs = pcrc

S = stuv(tu+ sv)(su — tv)

p = su(tu + sv) = r = to(su—tv)
pa = tu(su — tv) = 14 = sov(tu+sv)
pp = so(su — to) — rg = tu(tu+sv)
pc = tu(tu + sv) = rc = su(su—tv)

[A%B%]: su? = stuv+ (su® —stuv) = Lhc+rc
2o? = stuv— (*0? —stuv) = Lhc—r
202 = (s20% +stuv) —stuv = rp— shc
Pu? = (Pu+stuv) —stuv = rp— the

ra+rp+rc —r = s2u? + 120 + 5207 + Put = (s + £2)(u® + %) = 4R
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Drei frei gewiihle Winkel?

» 1 Winkel + Umkreisradius = rechwinkliges Dreieck

o v . 2uv
tan- = - =— sina =

B R
2 u u2 + 02’ Wt

» 2 Winkel + Umkreisradius = allgemeines Dreieck

an? =2 @nf - ; 4R = (S + ) (1? + %) =

2 u' 2
» 3 Winkel + Umkreisradius = ???
Yoo % ot an®Y
tan2 = tan2 S tan2 p
4R = (> + ) +0*)(x®+v?)

Welches Objekt hat drei frei wahlbare Winkel und einen
Umkreis? Das Sehnenviereck. Aber was sind die drei Winkel?




Ganzahlige Sehnenvierecke
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4

tan —
2

4R

t
, tan -
s

an? =
2

R\Q

o _
2

v
(s2 + ) (u® + *) (22 4+ v?)

Sinussatz im Sehnenviereck mit drei (???) Diagonalene, f, ¢

2R =

e

f
8

f 8

sing sing sinf

(2 + ) uv(x® + y?)
(52 + tz)(u2 + vz)xy
st(u? +?) (¥ + )

Flacheninhalt ist ganzzahlig? Ja! S = efg/(4R)

S =

st(s? + 2 uv(u® + v*)xy(x* +y?)
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Verschiedene Sehnenvierecke

Aus vier Strecken 4, b, ¢, d kann man drei nichtkongruente
Sehnenvierecke mit gleichem Flacheninhalt bilden. Jedes dieser drei
Sehnenvierecke besitzt zwei von drei Diagonalen ¢, f, g, die sich
unter einem der Winkel ¢, 0, 1 schneiden.
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Ganzahlige Quader?

> Gibt es Quader mit ganzahligen Seitenldngen 4, b, c,
ganzahligen Flachendiagonalen d,, dj, d.
und ganzahliger Raumdiagonalen D?
Oder: Gibt es ganzahlige Losungen (a,b,c,dgy, dy, de, D) des

Gleichungssystems:
4 = P+
i = *+a
2 = 2+
D* = &+ +c

» Nein! Bis jetzt noch nicht. Auch kein Gegenbeweis!
» Quader mit ganzahliger Raumdiagonalen D gibt es nat"urlich:

3 +47+122 =52+ 122 =137
Aber /4% + 122 und /32 + 122 sind nicht ganz.




Verallgemeinerungen III

Ganzahlige Parallelepipede?

24
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