HuMBOLDT-UNIVERSITAT ZU BERLIN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE FAKULTAT
INSTITUT FUR MATHEMATIK

Zur Druckrobustheit und Adaptivitat
einer Virtuellen-Elemente-Methode
fiir das Stokes-Problem

Masterarbeit

zur Erlangung des akademischen Grades

Master of Science (M. Sc.)

von
Herrn Derk Frerichs
geboren am 02.08.1992 in Kiel

Gutachter:

1. Prof. Dr. Carsten Carstensen
2. Dr. Christian Merdon

Eingereicht am Institut fiir Mathematik der
Humboldt-Universitat zu Berlin am:

20. August 2019






Abstract

This work tackles a virtual element method for an approximation of the two-dimensional
Stokes problem.

In a first step, the virtual element method from da Veiga et al. is motivated and an
a-priori erroranalysis is examined [dLV17].

Coming from that, a computable residual-based error estimator is constructed and its
reliability is shown. In contrast to finite element methods, the main difficulty is to build
the error estimator in such a way that it consists only of variables that can be computed
from the virtual element solution. Local contributions of this error estimator are used
as refinement indicators in an adaptive mesh refinement algorithm.

The focus of this work lies in the construction of a pressure-robust right-hand side
discretization. Pressure-robustness means that changes in the continuous right-hand
side, which influence only the pressure, also on the discrete level leave the velocity
unchanged. Even though the original virtual element method is exactly divergence-free,
it is not pressure-robust. It uses an L?-projection to approximate the right-hand side
which does not preserve the divergence in general. This leads to a velocity error scaling
with the inverse of the viscosity constant v and resulting in large errors in the case
of small v. To recover a divergence-free approximation an interpolation into Raviart-
Thomas spaces of order k£ — 1 is used. This interpolation is possible on both triangles
and slightly more involved on general polygons.

Furthermore, a comparison between this virtual element method and a finite element
method of the same order and with the same number of degrees of freedom is drawn. It
points out similarities, differences and difficulties of virtual element methods.

Another focus lies on the implementation of the method that is theoretically discussed
for an arbitrary order and practically implemented for the lowest order case kK = 2. The
computations presented in this work and the provided softwarepackage give bricks for
an implementation of the virtual element method of higher order and of more cunning
methods.

Numerical experiments at the end of the chapters confirm the theoretical statements.
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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit einer Virtuellen-Elemente-Methode zur Approximation des
zweidimensionalen Stokes-Problems.

Im ersten Schritt wird die Virtuelle-Elemente-Methode von da Veiga et al. motiviert
und einer a-priori Fehleranalyse unterzogen [dLV17].

Ausgehend davon wird ein berechenbarer residuumbasierter Fehlerschitzer konstruiert
und dessen Verlasslichkeit bewiesen. Im Unterschied zu den Finiten-Elemente-Methoden
ist die Hauptschwierigkeit dabei, den Fehlerschatzer ausschlieflich aus Grofen bestehen
zu lassen, die mit der Virtuellen-Elemente-Losung berechenbar sind. Die lokalen Bei-
trage dieses Fehlerschitzers werden als Verfeinerungsindikatoren in einem adaptiven
Gitterverfeinerungsalgorithmus genutzt.

Der Fokus der Arbeit liegt in der Konstruktion einer druckrobusten Diskretisierung der
rechten Seite. Druckrobust meint, dass Anderungen der kontinuierlichen rechten Seite,
die im Kontinuierlichen nur den Druck beeinflussen, auch im Diskreten die Geschwindig-
keit unverdndert lassen. Die urspriingliche Virtuelle-Elemente-Methode ist zwar exakt
divergenzfrei dennoch aber nicht druckrobust. Sie verwendet zur Approximation der
rechten Seite eine L2-Projektion, die im Allgemeinen die Divergenzfreiheit nicht erhélt.
Dies fithrt zu einem Geschwindigkeitsfehler, der mit dem Inversen der Viskositét v ska-
liert, woraus grofle Fehler fiir kleine v resultieren. Zur Wiederherstellung der Divergenz-
freiheit wird eine Interpolation in Raviart-Thomas-Rdume der Ordnung k& — 1 genutzt.
Die Interpolation ist sowohl auf Dreiecken als auch etwas komplizierter auf allgemeinen
Polygonen moglich.

Auflerdem wird ein Vergleich zwischen einer Finiten-Elemente-Methode von gleicher
Ordnung und mit der gleichen Anzahl an Freiheitsgraden und der Virtuellen-Elemente-
Methode gezogen. Er zeigt Gemeinsamkeiten, Unterschiede und Schwierigkeiten bei den
Virtuellen-Elemente-Methoden auf.

Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit liegt auf der Implementierung der Methode, die
theoretisch fiir beliebige Ordnungen diskutiert und praktisch fiir die kleinste Ordnung
k = 2 durchgefiihrt wird. Die hier vorgefiithrten Berechnungen und das Softwarepaket
bieten damit Bausteine zur Implementierung der Virtuellen-Elemente-Methode hoherer
Ordnung oder zur Implementierung komplizierterer Methoden.

Numerische Experimente am Ende der Kapitel bestétigen die theoretischen Aussagen.

Schlagworter:
Numerische Mathematik, Virtuelle-Elemente-Methode, Druckrobustheit, Adaptivitét
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1. Einleitung

Viele Probleme in der Physik und den Ingenieurswissenschaften werden in Form von Dif-
ferentialgleichungen formuliert, deren LOésungen ein beobachtbares Verhalten beschrei-
ben. So stellen beispielsweise die Maxwell-Gleichungen die grundlegende Beschreibung
des Elektromagnetismus dar, die Materialgesetze die Beschreibung der Verformungen
von Festkérpern und die Navier-Stokes-Gleichungen die der Strémungsmechanik.

Die enorme Relevanz der Navier-Stokes-Gleichungen zeigt sich insbesondere auch dar-
in, dass die Existenz eindeutiger Losungen zu den sieben Milleniumsproblemen gehort.
Die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben das Verhalten viskoser newtonscher Fliis-
sigkeiten und Gase und sind daher unter anderem fiir den aerodynamischen Bau von
Autos, Flugzeugen oder Zugen von grofler Bedeutung [GDN9S8]. In Fillen, bei denen
die Tragheitskrifte gegeniiber den Reibungskréiften vernachlissigbar sind, reicht es be-
reits aus, eine Vereinfachung dieser Gleichungen, die sogenannten Stokes-Gleichungen,
zu 16sen [Bes06], mit denen sich auch diese Arbeit beschéftigt. Das Verstdndnis der
Stokes-Gleichungen ist daher eine wesentliche Voraussetzung fiir die Analyse der weitaus
komplizierteren Navier-Stokes-Gleichungen.

Doch selbst fiir diese Vereinfachung lassen sich nur in wenigen Féllen explizite Lo-
sungen angeben, weswegen auf Ndherungslosungen zuriickgegriffen werden muss. Seit
den 1950er Jahren erfreuen sich beispielsweise die mittlerweile gut bekannten Finiten-
Elemente-Methoden (FEM) grofier Beliebtheit, die vor allen Dingen in den Ingenieurs-
wissenschaften ein grundlegendes Hilfsmittel sind [Clo04]. Dafiir wird das betrachtete
Gebiet tiblicherweise in Dreiecke, manchmal auch in Rechtecke (in 2D) oder in Tetra-
eder, manchmal Hexaeder (in 3D) zerlegt. Die Losung wird dann in einem endlich di-
mensionalen Finiten-Elemente-Raum bestehend aus Polynomen eines gewissen Grades
berechnet [BS02].

Es gibt allerdings auch einige Probleme, bei denen flexiblere Zerlegungen des Gebiets
in Polygone beziehungsweise Polyeder von Vorteil sind. Dazu zéhlen zum Beispiel die
Analyse von Rissausbreitungen in Materialien, Topologieoptimierungen, Fluid-Festkor-
perwechselwirkungen oder auch Zwei-Phasen-Fliisse, s. [Brel4] und die dortigen Refe-
renzen. Polygone im Zweidimensionalen beziehungsweise Polyeder im Dreidimensionalen
erlauben unter anderem einfachere Zerlegungen des Gebiets, eine effizientere Verfeine-
rung und sind robuster gegeniiber Verdrehungen oder Verzerrungen des Gebiets. Ne-
ben anderen Methoden wie beispielsweise der hybriden dPG- oder Mimetischen-Finite-
Differenzen-Methode eignen sich vor allen Dingen die Virtuellen-Elemente-Methoden
(VEM) fiir flexible Zerlegungen, s. [dIBMR14c| und die dortigen Referenzen.

Die erste Virtuelle-Elemente-Methode ist 2013 von da Veiga et al. als Entwicklung der
Mimetischen-Finite-Differenzen-Methoden entstanden und kann als eine Erweiterungen
von Finiten-Elemente-Methoden auf polygonale beziehungsweise polyhedrale Zerlegun-
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gen und nicht-polynomielle Ansatzfunktionen gesehen werden [dBCT13]. Im Gegensatz
zu den Finiten-Elemente-Methoden kann das Gebiet dabei in nahezu beliebige Polygo-
ne zerlegt werden. Die Losungen werden zwar auch auf endlich dimensionalen Rdumen
errechnet, die bei den Virtuellen-Elemente-Methoden allerdings aus Polynomen und wei-
teren (virtuellen) nicht-Polynomen bestehen. Das hat zur Folge, dass die Basisfunktionen
nicht mehr explizit sondern nur implizit zur Verfiigung stehen, woher auch der Name
herriihrt [dBCT13].

Seit ihrer Entdeckung besteht grofles Interesse an den Virtuellen-Elemente-Methoden.
Diese werden auf die verschiedensten Probleme angewandt, darunter lineare Elastizi-
tats-Probleme, magnetostatische Probleme oder auch gemischte Probleme wie das oben
angesprochene Stokes-Problem, s. [dLV17] und die dortigen Referenzen. Mit dem zuletzt
genannten Problem beschéftigt sich diese Arbeit als Vorbereitung auf das umfangreichere
Navier-Stokes-Problem.

Das Stokes-Problem modelliert den Fluss viskoser newtonscher Fluide unter Einwir-
kung duferer Kréfte f in einem Gebiet {2 und sucht dabei ein geniigend glattes Paar
(u,p), so dass

—vAu+ Vp = f,
dive = 0,
ujpn =0,

wobei v fur die Viskositat des Mediums steht [Bar16]. Die Losung der Stokes-Gleichung-
en ist ein Paar aus Geschwindigkeit w4 und Druck p des Fluids in dem bestimmten Gebiet.
FEine fundamentale Eigenschaft dieser Losung ist, dass die Geschwindigkeit unabhéngig
von beliebigen Gradientenfeldern Vq als Komponente in den &ufleren Kraften ist; sie
bleibt unbeeinflusst [JLMT17]. Wegen der Divergenzfreiheit und den Nullranddaten folgt
namlich aus dem Gauflschen-Integralsatz, dass

/u-quQ:—/divuqu+/ u-ngq ds =0,
Q Q a0

wobei n der duflere Normalenvektor ist. Mit anderen Worten steht die Geschwindigkeit
also insbesondere L?-orthogonal auf Gradientenfelder.

Zur Sicherstellung der Konvergenz numerischer Methoden zur Néherung des Stokes-
Problems muss die sogenannte inf-sup-Stabilitdt erfillt werden, die tiberpriift, ob die
diskreten Rdume zusammen genutzt werden kénnen. Um dies zu erreichen, wird oft
die fundamentale Invarianz der Stokes-Gleichung verletzt, da die Divergenzfreiheit zum
Erfiillen der inf-sup-Bedingung nur diskret gefordert wird [JLMT17]. Diese nur diskret
divergenzfreien Funktionen stehen nicht mehr orthogonal auf beliebige Gradientenfel-
der, wodurch die diskrete Geschwindigkeit durch diese Gradientenfelder beeinflusst wird.
Dieses Verhalten wird im Folgenden gemeint, wenn von fehlender Druckrobustheit ge-
sprochen wird. Eine Methode wird druckrobust genannt, wenn Anderungen des Drucks,
die im Kontinuierlichen die Geschwindigkeit nicht beeinflussen, auch im Diskreten keinen
Einfluss auf die Geschwindigkeit haben. Fehlende Druckrobustheit macht insbesondere
bei Fluiden mit kleinen Viskositdten v Probleme, denn es ldsst sich zeigen, dass der Ge-
schwindigkeitsfehler nicht exakt divergenzfreier Methoden mit v~! skaliert [JLM*17].
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Um fiir kleine Viskositdten dennoch zufriedenstellende Ergebnisse erzielen zu kénnen,
muss daher ein erheblicher Rechenaufwand betrieben werden.

Eine Moglichkeit, den Einfluss des Drucks auf die Geschwindigkeit zu verringen, ist die
sogenannte grad-div-Stabilisierung. Durch Einfiigen eines parameterabhéingigen Terms,
der im Kontinuierlichen Null und im Diskreten verschieden von Null ist, wird zwar der
Einfluss vermindert, verhindert ihn aber nicht vollstindig [JLM*17]. Eine Moglichkeit
zum vollstdndigen Herstellen der exakten Divergenzfreiheit auch im Diskreten und da-
mit zur Herstellung der kompletten Druckrobustheit ist vor wenigen Jahren in [Lin14]
vorgestellt worden. Wahrend fiir Finite-Elemente-Methoden die fehlende Divergenzfrei-
heit mit Hilfe von Rekonstruktionsoperatoren repariert werden kann [JLM™17], gibt es
noch keine druckrobusten Virtuellen-Elemente-Methoden.

Selbst die vielversprechende exakt divergenzfreie Virtuelle-Elemente-Methode von da
Veiga, Lovadina und Vacca wird diesem Problem nicht Herr [dLV17]. Dadurch, dass die
virtuellen Basisfunktionen nicht explizit zur Verfiigung stehen, muss zur Berechnung
der rechten Seite eine Projektion benutzt werden. Dort wird die L2-Projektion Pj,_, be-
nutzt, die im Allgemeinen die Divergenzfreiheit nicht erhélt, denn es gilt fiir die diskrete
Geschwindigkeit up

/ Vq - Pr_oupdQ # 0.
Q

Daraus resultiert ein Fehler zwischen der kontinuierlichen Geschwindigkeit w und der
diskreten Geschwindigkeit uy,, der sich unter Annahme geniigender Regularitat durch

[ — wnl 2 () S (PGl s o) + v R F s o)

beschrinken lasst, wobei hy die lokale Gitterweite, 2 < k € N die Ordnung der Metho-
de und || - ||g1(q) beziehungsweise | - |gr—1(q) die H'-Norm beziehungsweise die H*~!-
Seminorm ist [dLV17]. Der zweite Term ist der Konsistenzfehler der rechten Seite, der
auch vom exakten Druck abhangt. Die Virtuelle-Elemente-Methode ist also, auch wenn
die Ansatzfunktionen exakt divergenzfrei sind, nicht druckrobust.

In dieser Arbeit wird aufbauend auf der oben genannten Virtuellen-Elemente-Metho-
de eine druckrobuste Variante von beliebiger Ordnung entwickelt, analysiert und an-
hand numerischer Beispiele verifiziert. Dafiir wird zunéchst eine erweiterte Virtuelle-
Elemente-Methode vorgestellt, die zwar die Konvergenzordnung verbessert, allerdings
nicht vollstdndig druckrobust ist. Die fehlende Druckrobustheit wird daraufhin mit Hilfe
einer H (div)-konformen Interpolation Igy in Raviart-Thomas-Réaume wieder hergestellt,
welche die exakte Divergenzfreiheit der virtuellen Funktionen erhélt. Fir sie gilt dann
ndmlich fiir alle geniigend glatten Gradienten Vg, dass

/ V(] . IRTuh dQ = 0.
Q

Es wird sich herausstellen, dass sich der Fehler zwischen der kontinuierlichen Geschwin-
digkeit w4 und der diskreten Geschwindigkeit u; unter Annahme geniigender Regularitét
durch

[ — w10y S Il e ) + (A i1 q)
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abschétzen lasst. Die Konvergenz der Methode ist damit unabhangig von der Viskositét
und insbesondere auch von Gradientenfeldern in den zu balancierenden Kréften.

Da die Basisfunktionen der Virtuellen-Elemente-Methoden nur implizit vorliegen, ist
die Implementierung dieser Methode nicht trivial. Daher liegt ein weiterer Fokus dieser
Arbeit auf der Implementierung dieser Virtuellen-Elemente-Methode. Es werden die
grundlegenden Matrizen zur Berechnung der Virtuellen-Elemente-Losung schrittweise
aufgebaut, mit denen die Methode implementiert wird. Die Implementierung beruht im
Wesentlichen auf Projektionen in Polynomraume, die nur mit Hilfe der Freiheitsgrade
explizit berechnet werden kénnen. Mit Hilfe dieser Bausteine lésst sich der Aufbau dieser
Methode aber auch anderer Virtueller-Elemente-Methoden einfach nachvollziehen.

Losungen, die Singularitdten enthalten, kdnnen im Allgemeinen nicht mit der op-
timalen Konvergenzordnung approximiert werden [BS02]. Deshalb beschéftigt sich ein
weiterer Teil der Arbeit mit der Konstruktion eines verlasslichen Fehlerschétzers, mit
dem adaptive Verfeinerungen moglich sind. Eine grofie Schwierigkeit dabei ist, die Terme
des Fehlerschéitzers nur aus berechenbaren Anteilen bestehen zu lassen. Dafiir werden
die Stabilisierungsbilinearform der Methode und erneut Projektionen in Polynomraume
genutzt. Der Fehlerschétzer in Zusammenarbeit mit einem vorgestellten Verfeinerungs-
algorithmus lassen dann eine adaptive Approximation zu, die auch auf nicht-konvexen
Gebieten die optimale Ordnung wieder herstellt.

Die oben genannten Hauptpunkte werden dabei sowohl ausfiihrlich theoretisch ana-
lysiert als auch implementiert. Es wird ein Softwarepaket mit dem Namen AVEM, an-
gelehnt an das Paket AFEM aus [CGKT10], zur Verfiigung gestellt, mit dem alle in
dieser Arbeit genannten numerischen Beispiele nachvollziehbar sind. Das Paket ist eine
Realisierung der Virtuellen-Elemente-Methode der niedrigsten Ordnung k£ = 2 fiir das
Stokes-Problem in MATLAB und bietet viele grundlegende Funktionen, die bendtigt
werden, um auch andere Virtuelle-Elemente-Methoden zu implementieren. Aufbauend
auf diesem Paket lassen sich mit einigen Erweiterungen auch kompliziertere Probleme
wie beispielsweise die Navier-Stokes-Gleichungen simulieren.

Die Arbeit gliedert sich dabei wie folgt: Nachdem im zweiten Kapitel die funktional-
analytischen Grundlagen zur Behandlung des Stokes-Problems gelegt wurden, beschreibt
das dritte Kapitel den Aufbau der exakt divergenzfreien Virtuellen-Elemente-Methode
von da Veiga, Lovadina und Vacca aus [dLV17]. Das dabei entstehende diskrete Problem
wird auf eindeutige Losbarkeit untersucht und a-priori Fehlerabschatzungen aufgestellt
sowie bewiesen.

Darauf folgt Kapitel 4 iiber die Implementierung, in dem der Aufbau der grundle-
genden Projektionen und Matrizen vorgestellt wird. Durch numerische Experimente am
Ende des Abschnitts wird die Wirksamkeit der Methode aber auch die fehlende Druck-
robustheit dokumentiert.

Das Kapitel 5 widmet sich der Konstruktion und dem Beweis der Verlasslichkeit des
berechenbaren Fehlerschétzers. Dartiiber hinaus wird auch der Verfeinerungsalgorithmus
besprochen, mit dem adaptive Verfeinerungen moglich sind. Numerische Experimente
am Ende des Kapitels belegen das Potential des Fehlerschétzers.

Kapitel 6 befasst sich dann mit der Herstellung der Druckrobustheit. Dafiir werden zu-
erst die erweiterten Virtuellen-Elemente-Réume vorgestellt und einige Bemerkungen zu
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deren Implementierung gemacht. Anschlieffend behandelt das Kapitel der Rekonstrukti-
on in Raviart-Thomas-Réume fiir Dreiecke und der Verallgemeinerung fiir Polygone, mit
dessen Hilfe eine druckrobuste Methode geschaffen wird. Die numerischen Experimente
belegen die theoretischen Uberlegungen beziiglich der Druckrobustheit.

Das Kapitel 7 schlagt eine Briicke zu den Finiten-Elemente-Methoden und vergleicht
die implementierte Virtuelle-Elemente- mit einer Finiten-Elemente-Methode mit gleicher
Ordnung und mit der gleichen Anzahl an Freiheitsgraden. Es werden Vor- und Nachteile
abgewédgt und anhand numerischer Beispiele verifiziert.

Die Arbeit endet mit einem Ausblick noch offener Fragestellungen und zeigt Probleme
auf, die es in Zukunft zu lésen gilt. Der Ausblick gibt dariiber hinaus die Idee, wie die
druckrobuste Form auch auf das kompliziertere Navier-Stokes-Problem anzuwenden ist.






2. Theoretische Grundlagen

Diese Arbeit beginnt damit, einige theoretische Grundlagen zu geben, die benétigt
werden, um die Arbeit zu verstehen. Aus Platzgriinden werden nur die fiir das Ver-
standnis wichtigsten Resultate aus der Funktionalanalysis beziehungsweise der Theorie
flir die Numerik partieller Differentialgleichungen ohne Beweise aufgelistet. Die Inhal-
te sowie die Beweise lassen sich in klassischen Biichern iiber Funktionalanalysis bezie-
hungsweise Numerik von Differentialgleichungen nachschlagen. Dazu zdhlen zum Bei-
spiel [Eval0,Bar16,BS02], aus denen die Inhalte dieses Kapitels entnommen wurden.

Begonnen wird mit den funktionalanalytischen Grundlagen, die benétigt werden, um
die Losung partieller Differentialgleichungen zu beschreiben. Abschliefend wird das
Stokes-Problem eingefiihrt und auf seine Losbarkeit untersucht.

2.1. Funktionalanalytische Grundlagen

Die Losungen vieler Differentialgleichungen sind nicht mehr zwingend geniigend oft ste-
tig differenzierbar und koénnen beispielsweise Knicke enthalten. Deshalb werden hier
zunachst die bendtigten Rdume, die Sobolovrdume, eingefithrt, in denen spéter die Lo-
sung des Stokes-Problems liegt. Anschlielend folgen noch Rechenregeln fiir partielle
Integration in diesen Rdumen und einige wichtige Abschétzungen.

2.1.1. Schwache Ableitungen und Sobolevraume

Um nicht mehr nur stetig differenzierbare Losungen zuzulassen, werden sogenannte
schwache Ableitungen eingefiihrt. Die Definition der schwachen Ableitung benétigt unter
anderem die Lebesgue-Raume.

Definition 2.1 (Lebesgue-Raum). Sei @ C R™, n € N, und p € (0,00). Dann ist der
Raum der p-fach integrierbaren Funktionen durch

LP(Q) := {f :Q — R : fist messbar und || f||r(q) < oo}

definiert, wobei die LP-Norm fiir eine messbare Funktion f : Q0 — R durch

P = PdQ
151y = [, 1

gegeben ist.

Bemerkung 2.2. (i) Es kann mit Hilfe des wesentlichen Supremums auch der Raum
L definiert werden.
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(ii) Sei f € LP(R2). Dann ist f € L1(Q) fur alle p < q.

(iii) Um genau zu sein, bestehen die LP-Riume aus Aquivalenzklassen. Zwei Funktionen
f,g € LP(Q) sind dquivalent, wenn sie sich nur auf einer Menge mit Lebesgue-Maf
Null unterscheiden. Daher sind die eigentlichen LP-Rdume die Faktorisierung der
obigen Definition nach den Aquivalenzklassen.

Definition 2.3. Der Raum L{ () besteht aus allen Funktionen, die in L!(w) sind fiir
alle kompakten w C €.

Nun kénnen die schwachen Ableitungen definiert werden, deren Definition aus der
Formel fiir partielle Integration motiviert ist.

Definition 2.4 (Schwache Ableitung). Sei ein Multiindex a = (a1, a2,...,a,) € N?
gegeben und |af := @y + a2 + ..., +ay,. Eine Funktion g € Ll () heiBt a-te schwache
Ableitung von f € Li (Q), bezelchnet mit D*f := g, wenn

Hlel
/ o $dQ = (—1)l /QggZ)dQ fiir alle ¢ € CX(9),

110x5* ... dxpn

wobei CZ der Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kompak-
tem Trager ist.

Lemma 2.5 (Eigenschaften schwacher Ableitungen). (i) Fir alle stetig differenzier-
baren Funktionen stimmen klassiche und schwache Ableitung iiberein.

(i) Hat eine Funktion eine schwache Ableitung, dann ist sie eindeutiq.

Der Raum der Sobolevfunktionen besteht aus allen LP-Funktionen, die schwache Ab-
leitungen bis zu einem gewissen Grad haben.

Definition 2.6 (Sobolevraum). Seien k& € N und p € [1, o0] gegeben. Der Sobolevraum
WkP(Q) ist durch

WkP(Q) := {f € LP(Q) : Fir alle a € N, |a| <k, existiert die schwache
Ableitung D*f und D*f € LP(Q) }

definiert. Fiir k = 0 ist WOP(Q) := LP(9).

Lemma 2.7 (Eigenschaften von W*P(Q)). Ausgestattet mit der Norm

£ iy = D ID*flTny fiir alle f € W"P(9)
la|<k
ist (WHFP(Q), ]| - lwrr(q)) ein Banachraum, das heift ein vollstindig normierter Raum,

fir alle k € N, p € [1,00].
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Bemerkung 2.8. Die Seminorm | - |yyxp () ist fiir alle f € WHP(Q) durch
|f|€[/k,p(Q) = Z ”DafHIip(Q)
la|=k
definiert.

Definition 2.9 (Sobolevraum mit Nullranddaten). Der Sobolevraum mit Nullranddaten
ist durch

WP (@) = Gt
gegeben, das heift der Abschluss aller C2°-Funktionen beziiglich der Sobolevnorm.

Bemerkung 2.10. (i) Die Funktionen f € I/VéC P(Q) sind also Grenzwerte von Folgen
unendlich oft stetig differenzierbarer Funktionen, die auf dem Rand 92 identisch
zur Null sind. Dafiir wird auch fjsn = 0 geschrieben, obwohl im rigorosen Sinne
die Funktionen nicht zwingend auf dem Rand definiert sind und der sogenannte
Spur-Operator benotigt wird (s. [Eval0] Abschnitt 5.5).

(ii) Allgemein konnen mit Hilfe des Spur-Operators auch andere Randdaten zugelassen
werden, in dem fiir eine vorgegebene Funktion fp : 02 — R

HY = {f € HYQ) : f = fp entlang aQ}

definiert wird.

Von besonderem Interesse sind auBerdem die Sobolevriume H*(Q) := W*2(Q) und
HE(Q) := WE2(Q) fiir k € N,

Lemma 2.11. Die Sobolevridume (H*(Q), |- | v () beziehungsweise (HE(Q),]|- v )
sind Hilbertrdume.

Aulerdem wird fiir die spéter eingefithrte Helmholtz-Zerlegung der Raum der Funk-
tionen mit schwacher Divergenz benotigt.

Definition 2.12. (i) Wenn fiir eine Funktion f € [LP(2)]" eine Funktion g € L{ .(Q)
existiert, so dass

—/f-ngdQ:/ggbdQ fiir alle ¢ € C
Q Q

gilt, dann heiflit g schwache Divergenz, geschrieben divf = g, von f.

(ii) Der Raum der Vektorfelder mit schwacher Divergenz ist durch
H(div, % R") := { f € [L(Q)]" : divf € L*() }

definiert, wobei die Divergenz im schwachen Sinne zu verstehen ist.
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2.1.2. Partielle Integration und wichtige Abschatzungen

In den klassischen Funktionenrdumen mit stetig differenzierbaren Funktionen gelten
die aus der Analysis bekannten Regeln fiir die partielle Integration. Dadurch, dass die
unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen dicht in den Sobolevraumen liegen,
iibertragen sich die Regeln auch auf die Sobolevraume.

Satz 2.13 (Partielle Integration / Satz von GauB). Fir alle f € H(div,;R"™) und
g € HY(Q) gelten die folgenden Regeln fiir partielle Integration:

(4) /divfdQ:/ £ -nds
Q 9
(i) /divfng—i—/f'ngQ:/ f-ngds
Q Q o0
Hierbei ist n der duflere Einheits-Normalenvektor zu 0f2.

Bemerkung 2.14. (i) Die obigen Randintegrale miissen im Spursinne verstanden wer-
den.

(ii) Die obige Formel kann als Motivation fiir die Definition der schwachen Divergenz
gesehen werden.

Abschlielend folgen noch einige wichtige Ungleichungen.

Lemma 2.15 (Wichtige Ungleichungen). Sei Q C R™, n € N, ein beschranktes Lip-
schitz-Gebiet, das heifst der Rand OS2 ist lokal der Graph einer Lipschitz-stetigen Funk-
tion. Dann gelten fiir alle f € WP(Q) die folgenden Ungleichungen.:

(1) Poincaré-Ungleichung:
1
I =y . £ 4zr@) < CrID oo

wobei 0 < Cp < 0o vom Durchmesser von §2 und p abhdngt.
(i) Payne- Weinberger-Ungleichung:
hao |
i

1
If - ‘Q’/Qfdmm(n) < —|IDfllzr (),

wobei hg = diam( := sup,, ,cq |z — y| ist.

(iii) Friedrichs-Ungleichung: Hat T'p C 092 ein positives n — 1 dimensionales Fldchen-
maf und ist f € WB,% = {f c Whr(Q) : firp = 0}, dann gilt

[ fllzr) < CrlDfllLr (o),
wobei 0 < Cg < 00 von 2, I'p und p abhdngt.

Bemerkung 2.16. Wegen der Friedrichs-Ungleichung gilt, dass

Il ) =~ [l @) fiir alle f € H(€).

10
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2.2. Kontinuierliches Stokes-Problem

Nach der Einfithrung der Sobolevraume kann mit der Vorstellung des Stokes-Problems
und seiner Losungstheorie begonnen werden.

Das Stokes-Problem ist eine Vereinfachung des Navier-Stokes-Problems und beschreibt
das Verhalten beziehungsweise die Bewegung von inkompressiblen newtonschen Fluiden
wie beispielsweise Wasser, Silikonol oder auch Luftstromungen [GDNO98|. Die gesuchten
Groflen sind dabei die Geschwindigkeit und der Druck des Fluids.

2.2.1. Beschreibung des Stokes-Problems

Sei 2 C R™, n € N, ein polygonal umrandetes Lipschitz-Gebiet. Fiir eine vektorwertige
Kraft f € [L%(Q)]" und eine auf 2 konstante Viskositit v € Py(2) liest sich das inhomo-
gene Stokes-Problem wie folgt: Finde ein Paar (u, p) bestehend aus einer Geschwindigkeit
u und einem skalaren Druck p, so dass

—vAu+Vp=f in €, (2.1a)
dive =0 in €, (2.1b)
u =0 entlang 02 (2.1¢)

gelten. Der Laplaceoperator A in Gleichung (2.1a) muss dabei vektorwertig verstanden
werden, das heiffit angewandt auf jede Komponente von u.

Im Allgemeinen ist es nicht moglich, eine starke Losung zu finden, das heift eine genti-
gend oft stetig differenzierbares Paar, das die obigen Gleichungen erfiillt. Der benétigte
Losungsbegriff sind die schwachen Losungen, die in Sobolevrdumen liegen.

Um die schwache Formulierung zu erhalten, werden Gleichungen (2.1a) und (2.1b)
mit einer Testfunktion

v eV = [Hj(Q)]" bzw.
1eQi=I}®) = {ge @) s [ fan—o]
multipliziert und iiber das Gebiet €2 integriert. Daraus ergibt sich
—/Ql/Au-v%—Vp-'de:/wade,

/ diva ¢dQ) =0,
Q

was wegen v € V nun in jeder Komponente nach Satz 2.13 partiell integriert werden
kann. Unter Ausnutzung von Gleichung (2.1c) fiir den Randterm folgt

/yDu:Dv—divvde:/f-de,
Q Q

/ divu ¢gd2 =0,
Q

11
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wobei D die Jacobi-Matrix ist und der Doppelpunkt : das die Frobeniusnorm induzie-
rende Skalarprodukt in R™*" bezeichnet. Das heifit

n
A:B:= Z A i Bj g fiir zwei Matrizen A, B € R"*".
k=1

Damit ergibt sich die schwache Form des Stokes-Problems: Finde (u,p) € V x @, so
dass

a(u,v) + b(v,p) =(f,v)r2(q) fir alle v e V, (2.2a)
b(u,q) =0 fir alle ¢ € Q (2.2b)

gelten.
Hierbei ist (-, -)72(q) das gewdhnliche L2-Skalarprodukt. AuBerdem sind die Bilinear-
formen a(-,-) und b(-,-) fiir alle v, w € V und alle ¢ € () mittels

a(v,w) ::/ vDv : Dw dQ (2.3a)
Q
b(v,q) = —/ dive ¢dQ2 (2.3b)
)

definiert.

Bemerkung 2.17. Es konnen auch inhomogene Dirichletrandbedingungen zugelassen wer-
den, das heifit

U =up entlang 052

fiir eine Funktion up : 2 — R™. In diesem Fall wird ein w € [H,(Q2)]" gesucht, so dass
die obige schwache Formulierung fiir alle v € [H} ()" gilt.

2.2.2. Wohldefiniertheit des kontinuierlichen Problems

Die obige schwache Formulierung ist ein Standardbeispiel fiir ein gemischtes Problem.
Ein gemischtes Problem sucht ein Paar (z1,y1) € X x Y, so dass

a(xi,x2) + b(xa,y1) = F(22) fir alle zo € X,
b(z1,92) = G(y2) fiir alle 3, €Y,

wobeil F' € V* und G € Q* Elemente der jeweiligen Dualrdume sind. Im Kontext des
Stokes-Problems sind X =V, Y = Q, F := (f,:), G = 0 und af(-,-) sowie b(-,-) aus
Gleichungen (2.3a) und (2.3b).

Die Eindeutigkeit schwacher Losungen folgt aus dem folgenden Satz.

Satz 2.18 (Brezzis Zerlegungssatz). Seien (X, | - ||x), (Y, - |ly) zwei Hilbertraume,
a: X x X — R eine symmetrische, beschrankte und positiv semidefinite Bilinearform

12
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und b: X XY — R eine beschrinkte Bilinearform. Der Operator L : X xY — X* x Y*
definiert durch

(a:,y) = (a(x, 'X) + b('Xv?J)? b(xa Y)) ’

wobei -x beziehungsweise -y Platzhalter fiir Argumente aus X beziehungsweise Y sind,
ist ein Isomorphismus genau dann, wenn die zwei folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Es ezistiert ein 0 < o, so dass

a(z,z) > alz)|% firalexe Z :={xe X : bz, )=0€Y"},
(ii) b erfillt die inf-sup-Bedingung, das heif§t es existiert ein 0 < 3, so dass

8 < inf sup M
ye\{0} zex\(o} 2l xllylly

Beweis. Siehe [BF91] in Kapitel II, Abschnitt 1.2 oder [Bar16] auf Seite 265. O

Um die eindeutige Existenz einer schwachen Losung fiir das Stokes-Problem nachzu-
weisen, miissen somit die Voraussetzung aus dem vorherigen Satz iiberpriift werden. Die
Herausforderung ist der Nachweis der inf-sup-Bedingung (ii). Zum Beweis der inf-sup-
Bedingung wird der folgende Satz benttigt.

Satz 2.19 (Ladyzhenskaya). Fiir ein beschranktes Lipschitz-Gebiet Q) existiert eine Kon-
stante C(S2), so dass fiir alle ¢ € LE(Q) ein vy € [H(Q)]" existiert, dass

divog = ¢ und gl 1) < C)llall 2
erfillt.
Beweis. Siehe zum Beispiel Korolar 2.4 2°) in [GR86] auf Seite 24. O
Der obige Satz kann nun auf das Stokes-Problem angewendet werden.

Satz 2.20. Fiir die schwache Formulierung des Stokes-Problems existiert eine eindeutige
Lésung.

Beweis. Es werden die Voraussetzung aus Satz 2.18 gepriift. Dafiir sind wie oben an-
gesprochen X =V, Y = Q, F := (f,:), G = 0 und a(-,-) sowie b(-,-) aus Gleichun-
gen (2.3a) und (2.3Db).

Die Bilinearform a(-,-) ist nach Definition symmetrisch und positiv semidefinit. Die
Beschranktheit folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und u,v € V.

Wegen der Norméquivalenz von || - ||; und || - |2 in R™ folgt fiir alle v € V/, dass

[divel|72q) :/ (Z ng) A5 / Z (a%) s </Q Z (gx)

= [IDv[|Z20) < IlEn ().

13
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womit mit einer erneuten Cauchy-Schwarz-Ungleichung auch die Beschrénktheit von
b(-,-) gefolgert werden kann.

Die Elliptizitét (i) folgt aus der Friedrichs-Ungleichung.

Zum Nachweis der inf-sup-Bedingung (ii) sei ein g € @ fixiert. Aus Satz 2.19 folgt nun
die Existenz einer Funktion v, € V', so dass divoy = —q und [|[vgl[ 10y < C(Q) gl r2(0)-
Damit lasst sich

sup — [o dive ¢dQ2 — Jo divog gd©2 S Jo?d
veV\{0} ”U||H1(Q)HQHL2(Q) N HUqHHl(Q)HQHL2(Q) ~ HQH%Q(Q)

folgern. Da ¢ € Q beliebig war, gilt die obige Uberlegung auch fiir das Infimum.
Damit sind alle Voraussetzung aus Satz 2.19 erfiillt und das Stokes-Problem besitzt
eine eindeutige Losung (u,p) € V x Q.
O

Da nur in wenigen Féllen, das heif3t fiir ,einfache“ rechte Seiten die exakte schwache
Losung wu,p analytisch bestimmt werden kann, gilt es, eine Ndherungslésung zu fin-
den, welche die Losung moglichst gut approximiert. Mit einer méglichen Methode dafiir
und der Qualitdt der daraus resultierenden Approximation beschéftigt sich das folgende
Kapitel.

14



3. Die Virtuelle-Elemente-Methode fiir das
Stokes-Problem

In diesem Kapitel wird die in dieser Arbeit untersuchte Virtuelle-Elemente-Methode
zur Approximation des Stokes-Problems in R? beschrieben. Diese Methode sowie die
a-priori Fehleranalyse beruhen auf der Veroffentlichung von da Veiga, Lovadina und
Vacca [dLV17]. Daher basiert auch dieses Kapitel und ein Grofiteil der Beweise auf der
vorher genannten Referenz. Dafiir werden zuerst die Virtuellen-Elemente-Réume und das
diskrete Problem eingefiihrt, welches dann auf eine eindeutige Lésung untersucht wird.
Anschlieflend folgt ein Abschnitt iiber die Implementierung der Virtuellen-Elemente-
Methode und einige numerische Beispiele.

3.1. Voraussetzungen zur Formulierung der
Virtuellen-Elemente-Methode

Um zu einer diskreten Formulierung zu gelangen, muss eine endliche Teilmenge der
Riaume V und @ gewihlt werden. Dafiir wird zunichst das Gebiet  C R? selbst dis-
kretisiert, das heiflt in eine endliche Zahl kleinerer Bereiche unterteilt. Im Kontext der
Finiten-Elemente-Methoden sind diese kleineren Strukturen in der Regel Dreiecke oder
auch Rechtecke [BS02]. Ein Hauptvorteil der Virtuellen-Elemente-Methoden liegt darin,
andere nahezu beliebige Polygone zuzulassen.

3.1.1. Formregularitat des Gebiets

Sei von nun an (73 ), eine Folge endlicher Zerlegungen von €2 in Polygone T mit posi-
tivem Flacheninhalt, so dass

U 7-0
T;€Th

gilt. Der Ubersichtlichkeit wegen wird der Index j in Zukunft fiir die Polygone weggelas-
sen, wenn keine Verwechslung auftreten kann. Fiir das Polygon T € T}, wird mit hp € R
der Durchmesser bezeichnet, also

hr = sup |z —y|.
z,ycT

Die Groflen h € R beziehungsweise h1 € Py(7T,) werden mittels

h := sup hr bzw. hT|T = hp
TeTh

15
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definiert. Hierbei ist
Py(Ts) := {¢s € L*(Q) : ¢/ ist ein Polynom vom Grad maximal s fiir alle T' € Tj, }

fir ein s € N. Auflerdem soll mit @7 und |T'| der Schwerpunkt beziehungsweise der
Flacheninhalt, also das Maf3 des Polygons betitelt werden.

Leider kann nicht jegliche Art von Polygonen zur Diskretisierung genutzt werden. Fiir
die Konvergenz der Methode muss vorausgesetzt werden, dass das Gitter formregulér
(engl. “shape regular®) ist, was im Folgenden definiert wird.

Definition 3.1 (Formregularitdt). Eine Folge endlicher Zerlegungen (73, )5, des Gebiets
Q heifit formregulér, wenn zwei positive Konstanten v und ¢ existieren, so dass fiir alle
h und jedes T € Tj die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(A1) T ist ein einfaches Polygon, das heifit eine offene, einfach zusammenhéngende Men-
ge, deren Rand eine nicht sich selbst schneidende Linie ist, die aus einer endlichen
Anzahl von Strecken besteht,

(A2) T ist eine sternférmige Menge in Bezug auf einen Ball mit einem Radius, der grofier
oder gleich vhyp ist,

(A3) der Abstand zwischen zwei verschiedenen Knoten von T ist grofier oder gleich chy.

Bemerkung 3.2. Im Gegensatz zu Finiten-Elemente-Methoden, in denen hdngende Kno-
ten, das heifit Knoten mit einem Innenwinkel von 180°, verboten sind, sind solche Knoten
bei den Virtuellen-Elemente-Methoden gestattet. Ein Polygon in Form eines Dreiecks mit
einem hingenden Knoten wird formal als Viereck betrachtet. Aulerdem sind auch nicht-
konvexe Polygone moglich. Beides zusammen erlaubt also eine viel flexiblere Zerlegung
des Gebiets als es bei den meisten Finiten-Elemente-Methoden der Fall ist [dBCT13].

Eine Illustration solcher sternférmiger Mengen ist bspw. in [BS02] in Abschnitt 4.2
zu finden. Weiterhin werden die iiblichen Bezeichnungen fiir die Bestandteile einer Tri-
angulierung genutzt. Mit £ wird die Menge aller Kanten und mit A" die Menge aller
Knoten der Zerlegung bezeichnet. Analog ist fiir ein Polygon T € 7}, die Menge seiner
Kanten durch £(T') und die Menge seiner Knoten durch N (7") gegeben.

3.1.2. Benotigte Polynomraume und eine Zerlegung

Um die lokalen Rdume zu definieren werden einige andere Réume benétigt. Sei dafiir
T € Ty, wieder ein beliebiges aber festes Polygon. Es werden mit

e P, (T) der Raum aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich s € N,

o By(T) := {v € C%IT) : vjp € Py(E)fir alle Kanten E € £(T) } der Raum der
Polynome auf dem Rand,

e Gi(T) := VP 1(T) C [Ps(T)]? der Gradientenraum der Polynome vom Grad
kleiner oder gleich s und mit

16
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o ICs(T) := {k eP(T)? : k= ( xi )ps—1 fiir ein ps—1 € Ps_1(7T) }C [Ps(T))? ein
—T
zu Gs(T) komplementéarer Unterraum

bezeichnet. Fiir die beiden letzten Radume gilt, dass sie eine Zerlegung des ersten Raums
sind, das heifit es gilt

wobei @ die direkte Summe bezeichnet [DV19].

Es werden noch einige weitere Bezeichnungen beziehungsweise Definitionen bendtigt.
Sei mit 75 := dimPs(R?) = (s + 1)(s + 2)/2, s € N, die Dimension des Vektorraums
der Polynome vom Grad kleiner oder gleich s auf R? bezeichnet. Fiir einen beliebigen
Multiindex o := (a1, a2) € N? wird der Betrag || := aj +az und fiir € R? die Potenz
x® =z 25? festgelegt.

Mit dieser Notation kann nun der Raum der skalierten Monome eingefiihrt werden.

Definition 3.3 (Raum der skalierten Monome). Sei 7 das Baryzentrum von 1" € Ty,
und hp der Durchmesser. Mit
(m — .'ET)O‘
Me =
a hT

ist der Raum der skalierten Monome vom Grad kleiner oder gleich s € N durch

M (T) :={ma €Ps(T) : 0< || < s}
gegeben.

Bemerkung 3.4. Der Raum der skalierten Monome vom Grad kleiner oder gleich s ist
eine Basis fiir P4(T).

Beweis. Dies folgt genau wie fiir den Fall der Standardbasis des Polynomraums. Eine
Linearkombination der skalierten Monome ist ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich
s und kann daher nur s Nullstellen haben.

Soll die Kombination aber mehr als s Nullstellen haben, dann muss das Polynom
selbst schon das Null-Polynom gewesen sein und daher sind die Koeffizienten der Line-
arkombination gleich Null. Somit sind die skalierten Monome linear unabhéngig.

Das Zahlen der Anzahl der skalierten Monome und Vergleich mit der Dimension von
Ps(T) beenden den Beweis. O

Fiir die spéter beschriebene Implementierung lohnt es sich, die Elemente anzuordnen.
Dafiir wird die folgende Korrespondenz zwischen eindimensionalen und zweidimensiona-
len Indizes benutzt:

14 (0,0), 2+ (1,0), 3 (0,1), 44 (2,0), 5 (1,1), 6+ (0,2), ...
(3.2)
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3. Die Virtuelle-Elemente-Methode fiir das Stokes-Problem

Tabelle 3.1.: Zusammengefasst sind die verschiedenen Schreibweisen fiir die skalier-
ten Monome.

my - die skalare, konstante 0

Ma - skalarwertiges skaliertes Monom mit Multiindex o

m; - das j-te skalarwertige skalierte Monom

mag - vektorwertiges skaliertes Monom mit Multiindices o, 3
m; - das j-te vektorwertige skalierte Monom

Damit konnen die skalierten Monome auch als
M(T) = {m; € Py(T) : 1<j<my}

geschrieben werden. Dariiber hinaus kénnen auflerdem vektorwertige Monome definiert
werden. Seien dafir a = (a1, 2) und B = (S, B2) zwei Multiindices. Das daraus resul-
tierende vektorwértige skalierte Monom ergibt sich dann durch

m
Ma,g = (mC;) :

Mit der erweiterten Definition my := 0 kann
[MS(T)]2 ={muy :0<|a|<s}U{myg:0<[B]<s}

eingefiihrt werden. Dies ist dann wegen Bemerkung 3.4 eine Basis fiir [Ps(7)]2. Auch die
Elemente der Menge [M(7)]? miissen spéter durchnummeriert werden. Dafiir wird die
obige Korrespondenz fiir vektorwertige Monome erweitert:

Lo (1L0), 26 0,1), 3o 20, 4602, .. (3.3)
Damit ergibt sich
Ms(T)]? = {m; : 1 <j<2m}.

Es wird zwar sowohl im skalaren als auch im vektorwertigen Fall der Index j benutzt, um
die Monome anzuordnen, allerdings ist im zweiten Fall das vektorwertige Monom m; fett
geschrieben. Das geschieht im ersten Fall nicht. Ist der Index auch fett gedruckt, dann
handelt es sich um einen Multiindex, was allerdings nur fiir skalare Monome auftreten
kann. Die unterschiedlichen Schreibweisen sind in Tabelle 3.1 zusammengefasst.

Fir die nun folgende Zerlegung wird aulerdem noch

mt — [ oD

~Y(1,0)
benotigt. Wie in Gleichung (3.1) schon geschrieben, lésst sich ndmlich jedes Polynom
p, € [Ps(T)]? eindeutig in die Summe eines Elements aus G4(7') und eines Elements aus
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3.2. Virtuelle-Elemente-Riaume und das diskrete Problem

Ks(T) zerlegen, das heifit es existiert genau ein g, € Gs(T) und genau ein kg € K4(T),
so dass

ps:gs+k8

gilt. Aquivalent dazu ist, dass genau ein Polynom psi; € Psy1(T)/R und genau ein
ps—1 € Ps_1(T") existieren, so dass

X
Ds = VPS—I—I + ( 2 >ps—1-

Im Allgemeinen lésst sich die Zerlegung nicht so einfach bestimmen, aber mit Hilfe
der skalierten Monome lésst sich wie in [DV19] eine einfach Formel angeben. Da sie
eine Basis fiir [P4(7)]? bilden wird die folgende Zerlegung nur fiir die Basisfunktionen
aufgeschrieben.

Lemma 3.5. Die Basisfunktionen der vektorwertigen skalierten Monome mg g und
my g mit a = (o1, a2) € N? und 8 = (81, B2) € N? lassen sich eindeutig in

hr a2 1
Mg = \% —m _ 3.4
a,l ‘Oé|+1 m(a1+1,o¢2)+ ’O[’+]. m(oq,az 1)» ( )
hr b1 1
myg=—"--Vm - ——m mgz, _ 3.5
0,8 18]+ 1 (B1,B82+1) 18+ 1 (B1—1,82) (3.5)

zerlegen.

Beweis. Ausnutzen der Definition der skalierten Monome und einfaches Nachrechnen
zeigen die Behauptung. O

Bemerkung 3.6. Das zeigt im Ubrigen auch die Zerlegung aus Gleichung (3.1).

3.2. Virtuelle-Elemente-Raume und das diskrete Problem

In diesem Abschnitt sollen die Virtuellen-Elemente-Raume und die diskreten Bilinear-
formen definiert werden, um ein diskretes Problem festlegen zu kénnen.

3.2.1. Formulierung des diskreten Problems in den
Virtuellen-Elemente-Raumen

Im vorherigen Abschnitt wurden alle R&ume eingefiihrt, die bendtigt werden, um die
Virtuellen-Elemente-Radume zu definieren. Dafiir wird ein k € N fixiert, das spéater die
Ordnung der Konvergenz der Methode sein wird.

Definition 3.7 (Lokale Rdume). Die lokalen Réume fiir ein Polygon T' € 7T}, werden
durch

vlE.= {fuh e [HY(T)]? : Vplor € [B1(T)]?, —vAwvy, + Vs € Ky_o(T) fiir ein s € L*(T),

divwuy, € Pkfl(T)}
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3. Die Virtuelle-Elemente-Methode fiir das Stokes-Problem

und
Qi =Pr_1(T)
definiert.

Es ist wichtig an dieser Stelle zu betonen, dass die in der obigen Definition auftauchen-
den Operatoren und Gleichungen in schwacher Form zu verstehen sind. Ebenfalls kann
bemerkt werden, dass [Pr(T)]?> C V7 gilt, was spiter die richtige Konvergenzordung
sichern wird.

Seien die Polynome f, € B;(T), g € Py—1 und k € K_o(T") gegeben, so dass

/ng:/ fy-nds
T or

mit dem &dufleren Normalenvektor n gilt. In [dLV17] wird detailliert begriindet, dass es
eine injektive Abbildung von einem Datensatz (f,g,k) € [Bs(T)]? x Px_1 x Kp_o(T)
nach v € VI gibt, wobei (v,s) € VI x L?(T)/R die eindeutige Losung zu

—vAv+Vs=k in T, (3.6)
divo = ¢ in T, (3.7)
v=Ff, auf OT (3.8)

ist. Dies beruht im Wesentlichen darauf, dass der Rotationsoperator rot : Kp_o — Pj_3
ein Isomorphismus ist [IBMR14a].
Die Dimensionen sind daher

dim V] =dim [By(T)]? + dim Ky_o(T) + dim Py_1(T) — 1
(k—nw—2y+w+1m

=2|N(T)|k + : .

-1

und
k(k+1)
5
wobei |N(T)] fir die Anzahl der Knoten des Polygons T steht.
Nun kénnen die folgenden lokalen Freiheitsgrade gewéhlt werden.

dim QF = dimPy,_(T) =

Definition 3.8 (Lokale Freiheitsgrade). Fiir vj, € V1 werden
° Dj‘\,/ : die Werte von v, an den Knoten,

° D“g, : die Werte von vy, an k — 1 paarweise verschiedenen Punkten auf jeder Kante
E € £(T), zum Beispiel die inneren Punkte der Gaufi-Lobatto Integrationsformel
mit k 4+ 1 Punkten,

° D(\,/h : die Momente fiir 1 < j < mp_3

1 1
m/th-m m; dT,
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3.2. Virtuelle-Elemente-Riaume und das diskrete Problem

° D{\,AQ : die Momente fiir 2 < j < m_1
hr / .
— [ divvpm;dT
T
als lokale Freiheitsgrade definiert.

Als lokale Freiheitsgrade fiir g, € QF werden

° Dg : die Koeffizienten y; € R fiir 1 < j < m,_; der Zerlegung in die skalierten
Monome My,_1(T")

Tk—1

=Y yjm
=1

gewdhlt.

Alternativ hétten auch die Freiheitsgrade D(‘,Al wie in [dLV17] durch die Momente

/ Up - gk{QdT
T

fiir alle g3 , € Gr_o(T)*t := { h € [Pr_2(T))? : (g, h) 2y = 0 fiir alle g € Gy o(T) }
ersetzt werden konnen. Eine Visualisierung der Freiheitsgrade fiir die Geschwindigkeit
fiir k = 2,3 findet sich in Abbildung 3.1.

Satz 3.9. Die lokalen Freiheitsgrade sind unisolvent fiir die jeweiligen Rdume.

Beweis. Der Beweis folgt der Idee aus [dLV17]. Da die Anzahl der Freiheitsgrade genau
der Dimension von V;‘g entspricht, reicht es zu zeigen, dass wenn fiir eine Funktion
v € V% alle Freiheitsgrade gleich Null sind, dann v;, = 0 gelten muss.

Sei also vj, € VI mit DY (vy) = 0, D§(vy) = 0, D(‘,Al(vh) =0 und Dé’b(vh) =0.
Da die Funktion auf dem Rand ein Polynom vom Grade maximal k ist, folgt aus den
Bedingungen DY (v;) = 0, D% (v) = 0, dass vpp = 0 fiir alle Kanten £ € £(T).
Deshalb ist v;, € [H}(T)]? und durch partielle Integration folgt

Vu/nI)Uh 2I)UhAjzj:: —-Vh/ilxvh ~Uh(j11
T T

Aus der Definition von V{ folgt, dass es ein s € L2(T) und ein pj_3 € P;_3(T) gibt, so

dass —vAv, = —Vs+ :E;? pr_3 gilt. Eingesetzt in die obige Gleichung folgt damit
-1

I//D’Uh:D’Uth:/ <—VS+<:U2)]?]€3> -'vth:—/Vs-vth,
T T -1 T

wobei im letzten Schritt D{‘,/ll(vh) = 0 ausgenutzt wurde. Erneute partielle Integration
unter Beriicksichtigung, dass v, € [H}(T))?, fiihrt zu

u/Dvh:Dvth:—/Vs-vth:/divvhsdT.
T T T
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3. Die Virtuelle-Elemente-Methode fiir das Stokes-Problem

(a) k =2 (b) k=3

Abbildung 3.1.: Visualisiert sind die Freiheitsgrade fiir den diskreten Geschwindig-
keitsraum V7 fiir (a) k = 2 und (b) k = 3. Rote Kreise gehoren zu D, blaue
Ellipsen zu Dé, orange Quadrate zu D{\,/l ! und griine Rechtecke zu D{\,AQ.

Da v, € V;‘g ist, existiert ein py_1 € Pr_1(T) mit divop, = pr_1, so dass wegen
Dy (vy) = 0

/ (divvh)2 dT = / diV’Uhpk_l dT'=0
T T
folgt. Deshalb ist divv, = 0, weshalb
1// Dwy, : Dvp,dT =0
T

gilt. Daher muss v, konstant sein und da die Funktion Null auf dem Rand ist, folgt
sofort, dass vy, = 0.
Dass die Anzahl der Freiheitsgrade Dg mit der Dimension von Q{ iibereinstimmt

und dass g5, = 0 fir eine Funktion ¢ € Qf mit Dg(qh) = 0 gilt, ist sofort ersichtlich,
wodurch auch die Unisolvenz der Freiheitsgrade fiir Q{ folgt. O

Da die lokalen Raume nun definiert sind, kénnen die globalen Rdume definiert werden.
Das sind lose gesprochen alle Funktionen, die auf jedem Polygon in den lokalen Rdumen
sind und dariiberhinaus global noch weitere hinreichende Bedingungen wie schwache
Differenzierbarkeit beziehungsweise Integrierbarkeit erfiillen. Insbesondere soll fiir die
Geschwindigkeit eine H}(Q2)-konforme Methode benutzt werden.

Definition 3.10 (Globale Rdume). Die globalen Rédume sind durch
Vi = {vy, € [Hy(Q)]* : vyp € Vi fir alle T € Ty, } (3.9a)
und
Qr={an € L§(Q) : qur € Q} fir alle T € Ty, } (3.9b)

gegeben.

22



3.2. Virtuelle-Elemente-Riaume und das diskrete Problem

An dieser Stelle kann bereits beobachtet werden, dass
divVy C Qp (3.10)

gilt, was spéter fir die Druckrobustheit von Vorteil ist.

Ferner bendétigen auch die globalen Rdume Freiheitsgrade. Diese werden aus der
Sammlung der lokalen Freiheitsgrade gebildet. Da die Funktionen fiir die Geschwin-
digkeit global in H¢ () liegen, wird die Stetigkeit entlang der Polygongrenzen, das heifit
der Kanten bendétigt. Dafiir reicht es aber die Stetigkeit in den zwei Endpunkten und
den k—1 inneren Punkten jeder Kante zu fordern, da entlang der Kanten die Funktionen
Polynome vom Grad kleiner oder gleich & sind. Die Druckfunktionen sind dahingegen
nur stiickweise Polynome, weshalb hier keine Stetigkeit entlang der Kanten gefordert
werden muss.

Definition 3.11 (Globale Freiheitsgrade). Fiir vy, € V', werden als Freiheitsgrade

° GD(\,[ : die Werte von vy, an den Knoten aller Polygone,

° GD€, : die Werte von vy, an k — 1 paarweise verschiedenen Punkten auf jeder
Kante E € £(T') aller Polygone (zum Beispiel innere Punkte der GauB-Lobatto
Integrationsformel mit k£ 4+ 1 Punkten),

e GD3" : die Momente fiir alle Polygone und fiir 1 < j < m;_3
1 1
— Vp =M my dT7
] /T " !

. GDQ/I2 : die Momente fiir alle Polygone und fiir 2 < j < 71
hr / .

— | divopm;dT
T

gewéihlt.
Fiir g, € Qi werden

) GDC)?] : die Koeffizienten yj(-T) fir 1 < j < m_q der Zerlegung in skalierte Monome

M1 (7)) fir alle Polygone T

Tk—1

T
Gr =) yj( )mj
j=1

als Freiheitsgrade festgelegt.

Aus der Dimensionsiiberlegung fiir die lokalen Rdume und der Definition der globalen
Réume folgt sofort die Dimension der globalen Réume. Es ist

dim Vi =2+ (N[ + (k= DIE]) + |7 (W_HMQU{_D)’
dim Qp, = ITIW —1,
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3. Die Virtuelle-Elemente-Methode fiir das Stokes-Problem

wobei [N, |€| beziehungsweise |T| die Anzahl der Knoten, die Anzahl der Kanten be-
ziehungsweise die Anzahl der Polygone der Zerlegung sind.

Satz 3.12. Die globalen Freiheitsgrade sind unisolvent fiir die globalen Rdume

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition der Freiheitsgrade und Satz 3.9. Eine Funk-
tion, deren globale Freiheitsgrade Null sind, ist wegen der lokalen Unisolvenz element-
weise gleich Null und damit auf dem ganzen Gebiet ) gleich Null. Erneutes Zahlen der
Freiheitsgrade und Vergleichen mit der Dimensionen vollendet den Beweis. O

Jetzt miissen noch die diskreten Bilinearformen definiert werden. Das Ganze ist durch
die Zerlegung der kontinuierlichen Bilinearformen

a(v,w) = Z ol (v, w) und b(v,q) = Z vl (v,q) (3.11)
TeT TeT

inspiriert, was fiir alle v, w € V und alle q € @ gilt. Dabei ist
ol (v, w) ::/ vDv : DwdT,
T

v!(v, q) ::/TdivquT

der jeweilige lokale Anteil an der globalen Bilinearform. Es werden daher zuerst lokale
diskrete Bilinearformen definiert, die dann iiber alle Polygone T € 7; aufsummiert
werden, um die globale diskrete Bilinearform zu erhalten.

Wie fiir Virtuelle-Elemente-Methoden iiblich (zum Beispiel in [dBC*13,dLV17]) muss
die diskrete lokale Bilinearform a} : V} x VI — R zwei Bedingungen erfiillen:

e k-Konsistenz: Fiir alle qx € [Px(7)]? und v, € VI gilt
ay, (@i, vi) = a’ (gy, vn); (3.12)

e Stabilitat: Es existieren zwei positive Konstanten «,, «*, unabhénig von h und
T, so dass fur alle vy, € Vf

aal (v, vy) < al (v, vp) < a*al (vy,vp) (3.13)
gilt.
Diese Bedingungen werden spéter benotigt, um sowohl die Existenz eindeutiger Losun-

gen als auch eine hinreichenende Konvergenzgeschwindigkeit zu garantieren.

Bemerkung 3.13. Die Stabilitdtsbedingung und die Symmetrie von af liefern zusammen
mit der Stetigkeit von a” die Stetigkeit von af, denn es gilt

af (vp, wy) < af (vy,vy)2af (wp, wy)

= va'|vp| gy |wnlm(r)

12 < a*a (vp, vp) 20" (wp, wy) V2

fiir alle vy, wy, € V.
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Im Kontext Virtueller-Elemente-Methoden wird fiir vy, € VZ die lokale Bestapproxi-
mation HZ’T : VI — [Pi(T))? beziiglich des Energieskalarprodukts a benétigt, die als
Losung von

a®(vy, q,) = o (1) "wp, qp,) fiir alle g, € [P(T))%, (3.14)

Plv, = Py, (3.15)

definiert ist. Dabei ist fiir v, € V' die Projektion durch
Plvy, := 1 / vpdT

gegeben. Das Interessante an der Definition ist, dass die Projektion auschliefilich mittels
der Freiheitsgrade berechnet werden kann.

Auf der rechten Seite stehen, da HZ’th € [Px(T))?, Integrale von Polynomen iiber
Polygone, deren Auswertung vorausgesetzt werden kann.

Die linke Seite von Gleichung (3.14) kann mittels partieller Integration zu

al(vn, qp) = / vDvy, : Dq, dT = —/ vv - Ag, dT —{—/ vv-Dg;nds (3.16)
T T or

umgeformt werden. Da Ag,, € [Py,_2(T)]? ein Polynom ist, kann es nach Gleichung (3.1)

eindeutig in einen Gradientenanteil Vrj_; und einen orthogonalen Anteil m='rj_s mit

Polynomen ry_1 € Py_1(T), rk—3 € Pr_3(T") zerlegt werden, so dass

Aq), = Vri_1 + mJ‘Tk,;),

gilt. Eingesetzt in (3.16) ergibt sich damit mit erneuter partieller Integration

al (vp, q) = —/TV’U cmtry_g dT+/Tydivv rp—1 dT + /8TV'U - (Dgpn — rg_1n)ds.

Alle drei Terme kénnen mit Hilfe der Freiheitsgrade berechnet werden. Fiir das Randin-
tegral reichen die Freiheitsgrade D% und D‘g,, da der Integrand ein Polynom vom Grad
maximal 2k — 1 ist. Die ersten beiden Integrale werden mit den Freiheitsgraden Dé/ll
beziehungsweise D{\,AQ berechnet.

Auch die linke Seite von Gleichung (3.15) kann mit Hilfe der Freiheitsgrade berechnet
werden. Dafiir wird die linke Seite durch

1 Jron-

dT
i/ v,dT = — Ly <fT U VM2 dT)
T Jr T

4T T \ JpvnVmgdT

_ o O =

Jron-

(3.17)

_ hr (= [pdivopmy dT + [y vp - nmadT
T\ = [pdivo, me dT + [y vp - nms dT
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umgeformt, wobei im letzten Schritt partielle Integration angewendet wird. Die Rand-
integrale konnen erneut mittels D(\,—[ und D“s/ und die Volumenintegrale mittels DQAQ
ausgewertet werden.

Dadurch koénnte jetzt die diskrete lokale Bilinearform fir alle vy, wj, € Vg als

v,T v, T
af(vh,wh) = aT(Hk’ vy, I " wy,)

gewdhlt werden. Allerdings ist damit nur die k-Konsistenz Bedingung (3.12) erfiillt und
die Stabilitatsbedingung (3.13) wiirde im Allgemeinen nicht gelten. Daher wird noch
eine sogenannte Stabilitdtsbilinearform S(-,-) addiert. Hier wird die gewohnliche Stabi-
lisierung, beispielsweise beschrieben in [DV19], genutzt die fiir alle vy, wy, € V{ durch
dim V{
ST (vn,wp) = Y Dv,j(vs)Dyj(wp) (3.18)
j=1

definiert ist. Es werden nun die folgenden Bilinearformen gewéhlt.

Definition 3.14 (Lokale diskrete Bilinearformen). Fiir alle vy, wy, € V% und ¢qp € Qf
werden die lokalen diskreten Bilinearformen

af (v, wy) == a’ (Hkv’T'uh, HZ’T'wh) +vST ((I - HZ’T)vh, (I — HkV’T)'wh) (3.19a)
und

bj, (vn, qn) = b" (vn, qn) (3.19D)
definiert.

Damit die Definitionen zielfithrend sind, muss noch geklart werden, ob auch die Bi-
linearform b(vy, qp) fiir alle vy, € V;;.F und g, € Qf berechnet werden kann. Das folgt
allerdings leicht aus der Definition der Freiheitsgrade. Es gilt ndmlich

Jorvn -mds =1,

. (3.20)
JpdivopmedT €=2,3,... 7

bT (v, my) :/ divoy, m,dT = {
T

fir my € Mj_1. Im ersten Fall kann das Integral mittels der Randfreiheitsgrade D(\,/ und
Df, berechnet werden. Der andere Fall wird mit Hilfe von D{\,AQ berechnet.

Die gewéhlten diskreten Bilinearformen sind also wohldefiniert und mittels der Frei-
heitsgrade berechenbar. Dartiber hinaus gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.15. Die diskrete lokale Bilinearform a} : Vi x VL erfillt die k-Konsistenz
Bedingung (3.12) und die Stabilitatsbedingung (3.13).

Beweis. Der Beweis skizziert die Idee aus [dBCT13,dBMR14b].

Sei fiir die k-Konsistenz Bedingung ein q, € [Py(T)]? gegeben. Dann folgt sofort, dass
(I — HZ’T)qk = 0, woraus S”(qy,vy) = 0 fiir alle v, € VL folgt. Daraus folt instantan
wegen der Definition der Projektion HZ’T

ag(qu ’Uh) = aT(qka ’Uh)
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2. Virtuelle-Elemente-Riaume und das diskrete Problem

fiir alle vy, € V],
Zum Nachweis der Stabilitdtsbedingung reicht es aus, zu zeigen, dass S7(-,-) eine
symmetrische, positiv definite Bilinearform ist, die

a® (v, vp,) = vST (v, vp) fiir alle v, € VI mit Hkv’th =0 (3.21)

erfiillt. Einfaches Nachrechnen fithrt dann zur Stabilitdtsbedingung.

Die Symmetrie und die positive Definitheit folgen sofort aus der Definition von ST (-, )
aus Gleichung (3.18). Zur Motivation von Gleichung (3.21) wird eine Funktion ¢ € V1
betrachtet, die auf einem Gebiet T € T}, entweder

m :I:T (0’1) a
hr &r — T i
V QO - |T| / SO o fET)(l’O) (hT ) dr'=1

T

fiir ein a € N? mit 0 < |a| < k — 3 oder

8
DYy / di ( $T> AT =1
|T\ ivp(x Iy

fiir ein 1 < [B] < k — 1 erfiillt. Auch hier zeigt sich durch einfaches Nachrechnen, dass
auf dem Gebiet T := hT fiir ein positives h € R durch ¢(x) = ¢(&) = @(hx) auch

Tz~ (0.1)
1 PPN < h?T) 5/1\3 — mf @ ~
= /? 5(3) - aF =1

~

und

h~

~ 8
h [ — T — T ~
—L [ divp(z) L) ar=1
T|JT 7

folgen. Die Basisfunktionen skalieren somit durch die Wahl der Freiheitsgrade und der
skalierten Monome auf dem Gebiet wie 1. Dies tut aber auch a’(-,-), denn es gilt mit
selbigen Uberlegungen wie vorher

a’(p, ) = v

Die obige Wahl von S7'(-,) erfiillt also Gleichung (3.21), so dass die gewihlte Bilinear-
form die Stabilitdtsbedingung erfiillt. O

Bemerkung 3.16. (i) Ein rigoroser Stabilitatsbeweis findet sich auch in [dLR17] fiir
die oben definierte Stabilitdtsform als auch fiir eine Alternative.

(ii) Der obige Beweis kann auch als Motivation fiir die Wahl der Freiheitsgrade und
der skalierten Monome verstanden werden.
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Nun, da die lokalen diskreten Bilinearformen definiert sind, kénnen auch die globalen
diskreten Bilinearformen festgelegt werden. Dies sind die Summen der lokalen Bilinear-
formen, um das Verhalten der kontinuierlichen Bilinearformen (3.11) zu spiegeln.

Definition 3.17 (Globale diskrete Bilinearformen). Als globale diskrete Bilinearformen
werden fur alle vy, wy, € Vi und g € Qy,

ap (vp, wy) == Z al (vp,wp) (3.22a)
T€eTh
und
bh(Vh,qn) =Y _ by (vh,qn) (3.22D)
TeTh
gewahlt.

Das Einzige, was noch fiir das diskrete Problem fehlt ist eine Diskretisierung der rech-
ten Seite. Wie in den meisten Fallen (zum Beispiel [dBCT13,dLV17]) wird als diskrete
rechte Seite f, die stiickweise L?-Projektion von f auf die Polynome [Py_o(T)]? ge-
wéahlt. Diese Projektion muss durchgefiihrt werden, da die Basisfunktionen nur implizit
zur Verfiigung stehen, womit (f, ;) r2(9), J = 1,2,...,dim Vi, nicht explizit berechnet
werden kann.

Definition 3.18 (Standarddiskretisierung der rechten Seite). Sei fj; = T L f die
stiickweise L2-Projektion von f auf Polynome vom Grad kleiner oder gleich k — 2. Die
Standarddiskretisierung der rechten Seite ist fiir alle vy € Vi durch

(Frovn) L2
gegeben.

Schon hier darf vorweggegriffen werden, dass die Diskretisierung der rechten Seite
grofle Auswirkungen auf die Druckrobustheit hat. Darauf wird in Kapitel 6 ndher ein-
gegangen. Hier wird nun zuerst diese Diskretisierung gewahlt.

Es muss ebenfalls iiberpriift werden, ob die Diskretisierung der rechten Seite mit
Hilfe der Freiheitsgrade berechnet werden kann. Sei dafiir vy, € V. gegeben. Aus der
Definition der L?-Projektion folgt

(Frovn)re = Y. (Plof o)z = > (£ B ovn) 2(r)-
TeT), TeT,

Dies ist berechenbar, da PkT_th mit Hilfe der Freiheitsgrade berechnet werden kann,
wie nun gezeigt wird. Fiir alle g;,_, € [Px_2(7T)] gilt wegen Gleichung (3.1) und Lemma
3.5

/TPkT—zvh Qo dT = /T Vp - Qo dT = /T v - (Vg1 +mbq,_3)dT,
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fiir geeignete g1 € Py_y(1) und g3 € P_3(T"). Deshalb folgt

/ Pl vy qy_pdT = —/ divvy, gr—1 dT+/ vy - N Qi1 ds +/ v - mEq_3dT,
T T oT T
(3.23)

was mittels der Freiheitsgrade berechnet werden kann.

Bemerkung 3.19. Bereits an dieser Stelle kann festgestellt werden, dass die volle L?-
Projektion nur auf Polynome vom Grad kleiner oder gleich k — 2 zur Verfiigung steht.
Dies ist der maximale Grad, der mit den Freiheitsgraden berechnet werden kann.

Nun sind alle Ingredenzien vorhanden, um das diskrete Problem zu definieren.

Definition 3.20 (Diskretes Problem). Das diskrete Problem liest sich wie folgt: Finde
(un,prn) € Vi X Q, so dass

an(Wn, vp) + bn(vn, pr) hy Uh)L2(Q) fiir alle vy, € Vi, (3.24a)

= (
b(up,qn) =0 fur alle ¢, € Qp (3.24b)
gelten.

An dieser Stelle muss noch betont werden, dass durch Gleichung (3.24b) zusam-
men mit der Eigenschaft aus Gleichung (3.10) folgt, dass die diskrete Geschwindig-
keit up € V', exakt divergenzfrei ist. Das ist in vielen klassischen Finiten-Elemente-
Methoden wie beispielsweise bei der Taylor-Hood Familie, dem MINI-Element oder dem
Bernardi-Raugel-Element nicht der Fall [JLM*17] und ist eine gute Voraussetzung fiir
eine druckrobuste Diskretisierung. Mehr dazu in Kapitel 6.

3.2.2. Wohldefiniertheit des diskreten Problems

Die Theorie zur Existenz eindeutiger Losungen fiir das diskrete Problem folgt der Sat-
telpunktstheorie fiir gemischte Probleme. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Theorie
inklusive Beweisen findet sich beispielsweise in [Bar16]. Hier soll der Fokus aber auf der
Konstruktion des Fortin-Operators liegen, weshalb im Folgenden nur kurz die wichtig-
sten Inhalte der Sattelpunktstheorie zusammengefasst werden.

Die Existenz eindeutiger Losungen folgt im kontinuierlichen Fall aus Satz 2.18, der
unter anderem die inf-sup Stabilitédt fiir b : X x Y — R voraussetzt. Er gilt ebenfalls
fiir abgeschlossene lineare Unterrdume X; C X und Y, C Y zweier Hilbertrdume X
und Y. Allerdings folgt im Allgemeinen aus der kontinuierlichen inf-sup Stabilitat der
Bilinearform nicht die inf-sup Stabilitdt von b : X5 x Y, — R. Daher wird jetzt die
diskrete inf-sup Stabilitdt oder auch LBB-Bedingung, benannt nach Ladyzhenskaya,
Babuska und Brezzi, definiert.

Definition 3.21 (LBB-Bedingung). Die Bilinearform erfiillt die diskrete inf-sup Stabi-
litdt oder auch LBB-Bedingung auf X, x Y, C X XY, wenn es eine positive Konstante
0 < Bh, € R gibt, so dass

up o\ FheYh) (3.25)
un €Y \{0} o ex,\ {0y [1Znllxllynlly
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gilt.
Hieraus ergibt sich nun die folgende Proposition.

Proposition 3.22 (Babuska-Brezzi-Bedingung). Seien die Voraussetzungen aus Satz
2.18 fiir zwei Hilbertrdume X wund Y wund zwei Bilinearformen ap : X x X — R und
b: X xY — R erfillt. Seien ferner X;, C X und Yy, C Y zwei abgeschlossene lineare
Unterraume. Auflerdem erfille b die LBB-Bedingung und fir jedes y, € Y \{0} existiere
ein xp € Xy, so dass b(zp,yn) # 0. Wenn dariber hinaus ay, elliptisch auf dem diskreten
Kernraum

Ly = {th e Xy, : b(:ch,yh) =0 fiir alle yp, € Yh}
ist, dann ezistiert ein eindeutiges Paar (xp,yn) € Xp X Yy, so dass

an(xn, vp) + b(vn, yn) =F(vn) fiir alle v, € X,
b(zn, qn) =G(qn) fir alle g, € Yy,
fiir gegebene Funktionale F € X* und G € Y* gelten.

Generell kann es schwierig sein, die LBB-Bedingung direkt zu zeigen. Gliicklicherweise
gibt es aber eine dquivalente Bedingung, ndmlich die Existenz eines Fortin-Operators.

Satz 3.23 (Fortin-Kriterium). Sei vorausgesetzt, dass b die kontinuierliche inf-sup Be-
dingung mit Konstante B erfillt. Genau dann erfillt b die LBB-Bedingung mit Konstante
By, = C’Elﬁ, wenn ein linearer, nicht-trivialer Operator Ip : X — X}, existiert, so dass

b(x — Ipz,yp) =0 fir alle y, € Yy, (3.26a)
Hrx||x < Crllz|x fiir alle x € X (3.26b)

gelten. Dabei ist Cr die Operatornorm des sogenannten Fortin-Operators Ip.

Es kann nun gezeigt werden, dass solch ein Fortin-Operator auch fiir die diskreten
Unterrdume Vi, C V und Qi C @ der Hilbertraume V und @ aus (3.9a) und (3.9b)
sowie die Bilinearformen a; und by aus (3.22a) und (3.22b) existiert. Ein wichtiger
Bestandteil dafiir ist die Existenz eines Quasi-Interpolators J : V' — Vi mit sogenannten
Approximationseigenschaften erster Ordnung

|v — Jv|[L2(py + hr|v — Jv|gipy < Chrlvlgie,) firalleveVund T eT,

wobei mit wp der ,Diamant* von T' € T bezeichnet wird. Dies ist die Menge aller Poly-
gone, deren Schnitt mit T" nicht leer ist. Die Existenz solcher Operatoren auf Polygonen
wurden beispielsweise in Lemma 5 und Proposition 1 aus [Weil7] oder in Proposition 4.1
aus [dLV17] auf verschiedene Weise nachgewiesen. Im ersten Fall werden die Koeffizienten
der Basisfunktionen durch das Integralmittel der angrenzenden Polygone beziehungswei-
se Kanten gewéahlt. Im zweiten Fall wird im Wesentlichen eine Clément-Interpolation auf
einer Subtriangulierung des Polygons durchgefiihrt, mit dessen Hilfe dann implizit eine
Interpolation als Losung eines Stokes-Problems festgelegt werden kann. Fiir die Zwecke
dieser Arbeit kann also folgendes Lemma vorausgesetzt werden, welches inklusive des
Beweises in [dLV17] zu finden ist.
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Lemma 3.24 (Quasi-Interpolator nach [dLV17]). Unter der Voraussetzung eines form-
reguliren Gitters existiert fiir jedes 0 < s < k und jedes v € VN[H*1(Q)]? ein Jv € V,
so dass

|lv — J'UHLQ(T) + hplv — J’U’Hl(T) < Ch?—l”l)’HsH(wT), (3.27)
wobei die Konstante C unabhdnig von hp ist.
Diesen Interpolator vorausgesetzt, kann jetzt der folgende Satz bewiesen werden.

Satz 3.25 (Fortin-Operator). Fir die diskreten Unterrdéume Vi, CV und Q C Q aus
(3.9a) und (3.9b) sowie die Bilinearformen ap und b, aus (3.22a) und (3.22b) existiert
ein Fortin-Interpolator, das heifit ein linearer Operator Ip : V. — V', der fiir allev € V

b(v— Ipv,qn) =0 fiir alle qn, € Qy, (3.28)
[ {rv|| i) < Crllv|lai Q) =~ DYl 22 @) (3.29)
erfillt.

Beweis. Sei v € V. Wegen der Unisolvenz der Freiheitsgrade (Satz 3.12) reicht es,
die Freiheitsgrade von vy := Ipv festzulegen, um eine wohldefinierte Abbildung zu
definieren.

Fiir ein Polygon T' € T werden die Freiheitsgrade der Divergenzmomente

DY (vy) = DY (v)
einfach als Freiheitsgrade der Momente von v gesetzt. Die Freiheitsgrade
DM (vy,) = DY (Jw) und DY (vp,) := DY (Jv)

werden mit Hilfe des Quasi-Interpolators J aus Lemma 3.24 festgelegt. Auf jeder Kante
E € &(T) mit Endpunkten Pf und P§ werden als Werte von vj, an k — 2 inneren
Punkten PjE , 7 =3,4,...,k ebenfalls die Werte von Jv an den Punkten festgesetzt, das
heifit

vy (PF) = Jv (PF)

fir alle j = 3,4, ..., k. Bleibt noch die Punktauswertung am verbleibenden Punkt Pﬁ_l.
Diese wird durch

1
Uh (P’Erl) B e (/E(U —Jv)-ng dE) — Jv-ng(Pf)
1 k
= npdE — (v, - PE
o [Ev ng ];ou(’vh nE)( i ) :
1
(Pt = ([ (o= J0) - tpaB) - o tn(PE)
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festgelegt, wobei ng der d&uflere Normalenvektor von T" entlang F, tg ein Tangentialvek-
tor im Punkt PIE‘,—I ist und o das zum Punkt PJE, 7=1,2,...,k+1, gehorende Gewicht
der Gaufl-Lobatto Integrationsformel mit k£ + 1 Punkten.

Dann gilt fir alle my € My_;(T) \ {1} wegen der Definition der Freiheitsgrade

T T
/divvhmng: uD(W(vh) | ‘DM2 ):/divvmng
T hp hp T
und fir 1 € My_(7T)
k+1
/diV’Uth: Z /’Uh nEdE— Z Za] ’Uh ng (PE>
T Ee&(T EE&(T) j=
= Z /'u ngdFE
Ec&(T
:/divvdT,
T

wobei im ersten Schritt partielle Integration angewandt und im zweiten Schritt die Gauf3-
Lobatto Integrationsformel mit k4 1 Punkten ausgenutzt wurde. Da Mj_1(T) eine Basis
fir Pp_1(T) = Q{ und T € T}, beliebig war, folgt also

b(v— Ipv,qn) =0

fiir alle ¢, € Q-
Des Weiteren folgt aus der Eigenschaft des Quasi-Interpolators unter der Bedingung
hr <1

1/2
[Jv =vllmi@y= Y IJv=vlgimy = > (||JU—U||%2(T)+|JU—U’%{1(T)>

T€Th T€ETh
<Ci Z ”U’Hl(wT) < C’101"Jberlapp Z |U|H1(T) < ClCUberlappHU”Hl(Q)
TETh TeTh
= Ci|vl (o)

mit einer Konstante 0 < Cyypeplap, € R und € := élCUberlapp' Durch die Regularitét
der Zerlegung des Gebiets gilt, dass die Uberlapp-Konstante beschrankt ist, da nur
endlich viele Polygone benachbart sein kénnen. Sei fiir den Beweis eine Nummerierung
der lokalen Freiheitsgrade in der Reihenfolge DY , D%, DQAI, D{}AQ und eine lokale Basis
vj, 7 =1,2,...,dim V% dadurch gegeben, dass

Dy o(#5) = bje
fiir alle j,£ = 1,2,...,dim Vf gilt. Mit Hilfe dessen kann v;, — Jv in eine Summe aus
Koeffizienten 3; multipliziert mit der Basisfunktion ¢; fir j = 1,2,...,dim V;;F zerlegt

werden. Die Koeffizienten sind genau die Freiheitsgrade von vy, — Jv, weshalb 3; = 0 fiir
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alle Basisfunktionen, die zu den Knoten beziehungsweise den ersten Momenten geho-
ren. Seien e, §€ =1,2,...,2-|N(T)| die Basisfunktionen, die zu den Kanten gehéren
und @;my, M =1,2,...,(k + 1)k/2 — 1 die Basisfunktionen, die zu den Divergenz-
momenten gehoren. Aus Skalierungsargumenten (s. zum Beispiel [Weil7, dBMR14b))
und den Eigenschaften des Interpolators J folgt |8;¢| = [Dy je (v — Jv)| S |[v| g1(1),

81| = |Djay (v = J)| S 0]l gy und |9l gy S 1, woraus
2W(T)| (k+1)(R) /21
v = Joll ) < ; Hﬁjwﬁ ma) T 2 HBJMl‘pJ’Ml H\(T)
j€=1 jM1=1
2N (T)| (k+1)(k)/2—1
= SZ: ‘5j£ ‘@jg HY(T) + Z ‘/BJMl ‘SOJMl HY(T)
jé=1 Mi=1

< Col|v|gier

geschlussfolgert werden kann.
Zusammen folgt nun mit Hilfe der Dreieicksungleichung und Cr := C; 4+ Cs + 1

[ rvl[ 1) < [|Jv = vl g1) + [IFv — Jollg1) + 10l 1) < ORIl 10,
was den Beweis abschlief3t. ]

Als Konsequenz des vorherigen Satzes folgt die eindeutige Existenz einer diskreten
Losung.

Proposition 3.26. Fir das diskrete Problem aus Gleichungen (3.24a) und (3.24b) exi-
stiert eine eindeutige Losung.

Beweis. Fir X =V, Y = Q, X, = Vi, Yy = Qk, ap und b aus Gleichungen (3.22a)
und (3.22b), F = (f},:) und G = 0 sind alle Voraussetzungen aus Proposition 3.22
erfiillt.

Der vorherige Satz zeigt wegen des Fortin-Kriteriums, dass die LBB-Bedingung erfiillt
ist. AuBlerdem folgt sofort aus der Stabilitdtseigenschaft (3.13) der Bilinearform ay,, dass
die Bilinearform elliptisch auf Zj, = {vj, € Vi, : b(vp, q) = 0 fiir alle g, € Qy, } ist. Zu
guter Letzt existiert nach Satz 2.19 fiir jedes gy € Qi ein v € V| so dass divv = qp,.
Daher wird nun vy, := Ipv mit dem Fortin-Operator aus vorherigem Satz gewéhlt,
woraus wegen qp 7%= 0

b(vh, qn) = b(v,qn) = th”%Q(Q) >0
folgt. O

Es kann an dieser Stelle ebenfalls wegen der diskreten inf-sup Bedingung (3.25) und
wegen Gleichung (3.10) gefolgert werden, dass

divVy = Q.
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3.2.3. A-priori Konvergenztheorie fiir die Virtuelle-Elemente-Methode

Nun, da Existenz und Eindeutigkeit der Losung des diskreten Problems (3.24a), (3.24b)
gezeigt sind, stellt sich die Frage, ob die diskrete Losung gegen die kontinuierliche Losung
von (2.2a), (2.2b) fiir h — 0 konvergiert und gegebenenfalls mit welcher Potenz von h.

Neben der Existenz des Quasi-Interpolators aus Lemma 3.24 wird ebenfalls eine In-
terpolation als Polynom vom Grade maximal &k benétigt. Basierend auf [BS02, S. 106 f.]
wird in [dLV17] ein Interpolator mit folgenden Eigenschaften angegeben.

Lemma 3.27 (Polynomielle Approximation nach Scott-Dupont). Sei T' € Ty,. Fiir alle
v € [HTHT)]? mit 0 < s < k existiert ein Polynom Iyv € [Px(T)]?, so dass

HU — Iﬂ-’UHLz(T) + hT|'U — Iﬂ-’v‘Hl(T) < Ch%+1‘v’Hs+1(T). (3.30)

Mit Hilfe des Quasi-Interpolators und des polynomiellen Interpolators lassen sich eini-
ge kleinere Ungleichungen beweisen, die dann fiir die a-priori Fehlerabschétzung benotigt
werden.

Lemma 3.28. Sei ht € Po(Ty) definiert durch hyp := hy fir alle T € Ty,. Fir alle
v € [H*1(Q))? und fiir alle q € [H*(Q)]? gelten

vhlg‘f,k lv = vnll 1 () < RG] i (qy (3.31)

und
inf — < C|hk . 3.32
S - lg — anlz2@) < Clhralgr o) (3.32)

Beweis. Aus der Eigenschaft des Infimums, dem Interpolator J und seiner Fehlerab-
schiatzung aus Lemma 3.24 folgt mit hp < 1 fir alle T € Ty,

1/2
1 2
o0 v =il @) < llv = Jvllmie) T%;h (h:r v = Joll7o ) + |v U|H1(T)>
~ k
< ClCUberlapp’hT’U‘Hk+1(Q)
< ColWyvl s o),
wobei C7 := élCUberlapp wegen der Regularitdt der Zerlegung eine beschrénkte Kon-
stante ist.
Analog folgt auch die zweite Aussage, wobei statt des Quasi-Interpolators der poly-
nomielle Interpolator aus Lemma 3.27 benutzt wird. 0

Es kann auflerdem noch bemerkt werden, dass wenn u € V' die Geschwindigkeitslo-
sung des kontinuierlichen Problems (2.2a)-(2.2b) ist, dann ist w auch ein Element von

Z:={veV :bvg) =0firaleqge @}
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und 16st daher auch
a(u,v) = (f,v)r2q) fir alle v € Z. (3.33)
Analog gilt fiir die diskrete Geschwindigkeitslosung uy, € V', dass sie ein Element von
Zy = {vp € Vi : b(vp,q) =0 fir alle ¢, € Qi }
ist und daher
an(un,vn) = (Fr,v0)r2(0) fir alle vy, € Zj, (3.34)

16st.
Nun lasst sich zeigen, dass sich die Konvergenzordnungen fiir den diskreten Raum Vi,
auf den Raum Zj, iibertragen.

Lemma 3.29 (Konvergenzordnung fiir Riume mit Nebenbedingungen). Fir alle z € Z
gilt

inf — <C inf - .
Jnf N1z = 2znllme) =€ inf 2 —vnlm g

Beweis. Sei wy, € V. Dann gilt mit dem Fortin-Operator Ir, dass Ipw; = wp und
aus der Beschrinktheit des Fortin-Operators folgt mit der Dreiecksungleichung fiir alle
zeZ

12 = Irz|m@q) < |z = wallm@) + [1r(wh — 2)|[m@) < 1+ Cp)llz — whl @)
Da wy, € Vi, beliebig war, gilt obige Gleichung auch fiir das Infimum, woraus
Iz = Ipz|lmi) < 1+ Cr) inf |z —vnllg
vRLEV L

folgt. Dariiber hinaus gilt fiir alle z € Z wegen der Definition des Fortin-Operators und
z € Z, dass fur alle g, € Qp,

b(Irz,qn) = b(Irz — 2z,qn) + b(2,q,) =04+ 0=0

ist, woraus Irpz € Zj, gefolgert werden kann.
Zusammenfassend gilt also

nf 2= zllme) <z = Irzllm@ < (1+ Cp) inf |12 = oalmq),

was den Beweis beendet. O

Es bleibt fiir den Beweis der a-priori Fehlerabschédtzung nur noch offen, wie sich der
Fehler in der Diskretisierung der rechten Seite verhélt. Dies beschreibt folgendes Lemma.
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Lemma 3.30 (Diskretisierungsfehler der rechten Seite). Sei F, die kleinste positive
Zahl, so dass fiir die kontinuierliche rechte Seite f € [L?(2)]? des Problems (2.2a)-(2.2b)
und die diskrete rechte Seite f;, € [Pr_2(Q)])? des diskreten Problems (3.24a)-(5.24b)

[(Fn = Frvn) 2| < Fulvnlm o fir alle v, € Vi,

gilt.
Ist f € [H*1(Q)]?, dann gilt

T S5 L1 ()

Beweis. Der Beweis folgt dem Beweis aus [dBCT13]. Durch Approximationsabschétzun-
gen auf sternférmigen Gebieten und L?-Orthogonalitéit folgt fiir alle vy, € V7,

(1= Foonial = X [ (PLaf ~ frondl = 30 [ (PLof = Pon— Flv)ar

TeTh TeT

S D0 BN ey hr vl = Ihr e o)l onla o)
TeT,

was die Behauptung zeigt. O

Nun sind alle Voriiberlegungen abgeschlossen, um die Fehlerabschétzung fiir die Ge-
schwindigkeit zu beweisen.

Satz 3.31 (A-priori Geschwindigkeitsfehler). Seien w € Z die Lésung von Problem
(3.33) und uy, € Zy, die Lésung des diskreten Problems (3.34). Dann ldsst sich der
Geschwindigkeitsfehler durch

. . 1
lw = unllgro) S wllg‘f/k lw = vnllge) + i llu—vxlly o)+ Fn (3.35)

v €[Pr(Th)]?

abschitzen, wobei die gebrochene H'-Norm fiir alle stiickweisen H'(T;,) Funktionen vy,
durch

@) = Y. llvnllmr
T,

v

definiert ist.

Beweis. Sei wy, € Z, die Bestapproximation beziiglich der |- || g1 (q)-Norm von w in Zj.
Dann folgt wegen der Orthogonalitdt von u — wy, auf Zj, dass

[ = unl|F ) = lu = whllfn ) + lwn — wnlF o), (3.36)

was es jetzt einzeln abzuschétzen gilt.
Fiir den ersten Term ergibt sich

lw —wnll@) = inf llu—znlm@ < ol llu—vilme), (3.37)
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was aus der Definition der Bestapproximation und Lemma 3.29 folgt.
Fiir den zweiten Teil wird ¢ := wp, — uy, definiert. Dann gilt mit der Konstante «, aus
Gleichung (3.13) und der Aquivalenz der H'-Norm und -seminorm, dass

v 83y ~ v eldfs ) = @ual(6,8) < an(6,8) = an(wn, 8) — (F48) 20,

wobei im letzten Schritt Gleichung (3.34) ausgenutzt wird. Durch Aufspaltung der Bili-
nearform in die jeweiligen lokalen Beitrdge, Addition und Subtraktion einer stiickweisen
[Py (T))2-Funktion @, € [Px(73)]? und u folgt dann

an(wn, 8) = (Fnr0) 2y = Y. (ah (wh — @, 8) + af (1, 9)) = (1 0) 1200
TeTh

= > (af (wn = @, 0) + a” (r — w,0)) + (f = F1,0)12(0):
TeTh

was sich durch die k-Konsistenz Bedingung (3.12) und Gleichung (3.33) sowie der Li-
nearitit der Bilinearformen wie auch des L2-Skalarprodukts ergibt. Die Terme auf der
rechten Seite konnen jetzt sowohl durch die Stetigkeit der kontinuierlichen als auch der
diskreten Bilinearform (Bemerkung 3.13) abgeschitzt werden, woraus mit einer Drei-
ecksungleichung

vadlslfng S Y2 (af (wn =i, 8) + a (r — w,6)) + (f = f1, )20y
TeT,

<v ( > (‘wh — Ur| () + [Ur — u|H1(T))) 6] 1. () + Frld| (o)
T

<v | Y (Iwn = ulmry + 20r —wlm) | 18] @ + Faldla o)
TeTh
=v (’(’wh —ulgi Q) + 2ur — u’h,Hl(Q)) 0]z () + Faldl (o)
folgt. Da . € [P(75)]? beliebig war, gilt obige Gleichung ebenfalls fiir das Infimum.

Auf den ersten Summanden kann jetzt Gleichung (3.37) angewandt werden, womit nach
Teilung durch [6]1(q) ~ ||| g1(o) und v

1
_ < inf — inf — v, —Fn (3.38
|wh —upll ) S vhlng v —vall 10 +vﬁe[ﬁ>r,:(m}2 lw —vzllp a1 Q) + o h (3.38)

folgt. Die Gleichungen (3.37) und (3.38) angewandt auf Gleichung (3.36) beenden damit
den Beweis des Satzes. O

Die gleiche Konvergenzordnung gilt auch fiir den diskreten Druck, was im Folgenden
gezeigt wird.
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3. Die Virtuelle-Elemente-Methode fiir das Stokes-Problem

Satz 3.32 (A-priori Druckfehler). Seien (u,p) € V xQ die Losung des kontinuierlichen
Problems (2.2a)-(2.2b) und (wp,pn) € Vi X Qi die Losung des diskreten Problems
(8.24a)-(3.24b). Dann ldsst sich der Fehler des Drucks durch

— <y inf |[[lu—w +v inf u—v
”p thL2(Q) SV eV H hHHl(Q) wnclPa (T2 ” TI'Hh,Hl(Q)

+ inf — + F
€O Ip QhHL2(Q) h
abschdtzen.

Beweis. Der Beweis kann wie folgt in [dLV17] gefunden werden. Sei g5, € Q. Dann folgt
aus der diskreten inf-sup Bedingung (3.25)

b(v ) - b(v ; - + b(v ,Pp—
Bullpn — anllz2) < sup bonon =) _ sup (08,21 — ) + 50k, — 1)
vR,eVE\{0} HUhHHl(Q) v, eVE\{0} thHHl(Q)

9

was in zwei Teilen abgeschitzt werden soll.

Es wird mit dem ersten Summanden begonnen. Da (u,p) Gleichung (2.2a) fur alle
v € V 16st, 16st das Paar die Gleichung insbesondere auch fiir alle vy, € Vi, C V. Daher
folgt

b(vn,pn — p)| = [(fr, — Frvn) + (a(u,v) — ap(up, vy)) |
< Fullvnllmrq) + la(w, vi) — an(wn, i),

wobei im letzten Schritt die Definition von F}, aus Lemma 3.30 benutzt wird. Fir die bei-
den a-Terme, werden die k-Konsistenz Bedingung (3.12), die Stetigkeit der Bilinearform
ap, und eine Dreiecksungleichung ausgenutzt, um

a(u,vp) — ap(up, vp) = Z (aT(u,vh) - az(uh,vh»
TeT,

= > (GT(U — U, vp) — ap, (u — u+ up — U, vh))
TeT

<v Y <|U — Ur| () + |8 — Ur +up — u|H1(T)) [VR| (1)
TeT,

<v <2|U — Ug| () + U — Uh\Hl(T)) [Vn] ()
TET;,

Sv (\U — Ur|p, () +|u — uh|H1(Q)) VRl ()

zu erhalten, wobei 4, eine stiickweise Approximation von w in [Py (73)]? ist. Da .
beliebig war, gilt obige Abschitzung auch fiir das Infimum, wodurch mit Satz 3.31

b(wnpn—p)| <v | inf [u— inf _n
b(vh,pn — )| SV (vhlngHu Uh\|H1(Q)+vWE[[1P};(Th)P||U v Hh,Hl(Q)> VRl ()

+ Fulvn| g
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3.2. Virtuelle-Elemente-Riaume und das diskrete Problem

folgt.
Fiir den zweiten Summanden gilt

[b(vh, p = an)| < llp = anll 2@ lvnllm @)
wodurch mit vorheriger Abschétzung

Ipn — anllz2@) Sv inf [[u—wvpllgi) +v | = vl m1Q) + Fn
vRLEV

inf
v €[Py(Th)]?
+ llp = anll 2
ergibt. Mit der Dreieicksungleichung lésst sich damit
Ip = pullz2@) <P — anllz2@) + llan — pallz2 @)
<v inf ||lu—wv +v inf u—v + F
Sv, imf | rllE ) L S | wlln, a1 @) + Fn

+llp — anll 20

schlieflen.
Da ¢y, beliebig war, gilt die Abschétzung auch fiir das Infimum, wodurch die Behaup-
tung folgt. O

Ist die kontinuierliche Losung (u,p) glatt genug, ergibt sich daher mit Hilfe der In-
terpolationsoperatoren eine a-priori Abschatzung fir den Geschwindigkeits- und den
Druckfehler.

Korollar 3.33. Ist f € [H*=1(Q)]2, dann gelten die folgenden Aussagen.

i. Wenn u € [H*(Q))?, dann gilt
1
[ — wnl ) S [R5l g ) + > |5 £ L1 (00)-

ii. Sind (u,p) € [HF1(Q)]2 x H*(Q), folgt
Ip = pullr2) S 105 Flar-1q) + v Bl g o) + W5 plan o).

Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus einer Kombination von Lemma 3.28 und
Lemma 3.30 angewandt auf Satz 3.31. Werden auf Satz 3.32 die Argumente der ersten
Behauptung und Gleichung (3.32) angewendet, folgt auch die zweite Behauptung. [

Bemerkung 3.34. Schon hier kann erkannt werden, dass diese Virtuelle-Elemente-Dis-
kretisierung nicht druckrobust ist, da der Geschwindigkeitsfehler von f und damit auch
von rotationsfreien Anteilen wie Gradienten in f abhéngt.

39






4. Implementierung der
Virtuellen-Elemente-Methode

Grundlegend werden die Virtuellen-Elemente-Methoden wie die Finite-Elemente-Me-
thoden implementiert. Der grofile Unterschied besteht vor allen Dingen darin, dass die
Basisfunktionen nur implizit zur Verfiigung stehen. Das hat zur Folge, dass jegliche
Berechnungen auf die Freiheitsgrade der Basisfunktionen zuriickfithrbar sein miissen.

Im Folgenden werden zuerst die Datenstrukturen eingefiihrt, die zur Implementierung
der Virtuellen-Elemente-Methode bendtigt werden. Daraufhin wird gezeigt, wie die Stei-
figkeitsmatrix auszurechnen ist.

4.1. Benotigte Datenstrukturen fiir die Implementierung

Zunéchst besteht die Herausforderung in der Darstellung diskrete Zerlegungen des Ge-
biets 2 im Computer. Die Darstellung in dieser Arbeit orientiert sich an den Datenstruk-
turen der Finiten-Elemente-Methode aus [ACF99, CGK™10]. Dies geschieht in MATLAB
iiber die folgenden Angaben:

c4n ist ein Vektor der Dimension |N|x 2, wobei die j-te Zeile die z1- und die xo-
Koordinate des j-ten Punkts enthalten (analog zu AFEM).

n4e ist ein Cell-array der Dimension |7,| x 1. Eintrage sind Vektoren der Dimension
1 X N(T) mit den Nummern der Knoten der jeweiligen Elemente. Dies ist ein Cell-
array, da die Elemente im Allgemeinen unterschiedlich viele Eckpunkte haben.
Die Auflistung der Punkte muss entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgen, um einen
positiven Flacheninhalt zu erhalten (fiir Dreiecke d&hnlich zu AFEM).

n4sDb ist ein Vektor der Dimension Anzahl der Dirichletrandkanten x 2. Er enthalt
die Nummern der Knoten, die Eckpunkte einer Dirichletrandkante sind (analog zu
AFEM).

n4sNb ist ein Vektor der Dimension Anzahl der Neumannrandkanten x 2. Dieser Vek-
tor enthéilt die Nummern der Knoten, die Endpunkte einer Neumannrandkante
sind (analog zu AFEM).
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4. Implementierung der Virtuellen-Elemente-Methode

7 6 5
p11 3

84 0 4
§

1 2 3

Abbildung 4.1.: Gezeigt ist eine mogliche Zerlegung des Einheitsquadrats Q = (0,1)?
in finf Polygone mit zwolf Knoten. Hingende Knoten wie die Nummern neun,
zehn und elf sind genau wie ein Innenwinkel von 180° bei Knoten Nummer zehn
explizit erlaubt. Eine Zahl in einem kleinen Quadrat zeigt die Nummer des Ele-
ments.

Exemplarisch wird der Vektor c4n und das Cell-array nde fiir die Zerlegung des Ein-
heitsquadrats aus Abbildung 4.1 gezeigt:

0 0
05 0
L0 129 12 §]
105 :
11 2 3 410 9|
can=| 7 1| wd mee=2[4 5 6 11 10]
0 05 6 7 8 12 11]
0.5 0.25 ‘
0.5 05 9 10 11 1
0.5 0.75
0.25 0.5

Der j-te Knoten z; = (z;,y;) ist analog zur AFEM durch c4n(j, :)= (z;,y;) erreich-
bar.
Das j-te Element T = conv{z, z¢, ..., 2} ist durch die Indices (k,/,...,n) festgelegt
und durch n4e{j}=(k,?,...,n) gegeben. Damit sind die Koordinaten der Knoten des
j-ten Elements durch c4n(n4e{j},:) abrufbar.

Alle sich daraus ergebenden iiblichen Datenstrukturen sind analog zu AFEM. Der
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4.2. Implementierung der Bilinearformen und Projektoren

Unterschied besteht darin, dass solche Angaben, die von der Anzahl der Knoten bezie-
hungsweise Kanten in einem Element abhéngen, in Cell-arrays gespeichert werden, um
die unterschiedlichen Langen zu handhaben.

4.2. Implementierung der Bilinearformen und Projektoren

Um eine diskrete Losung berechnen zu kénnen, miissen sowohl lokale als auch globale
Basen gewéhlt werden. Diese konnen leider nicht explizit angegeben werden, was aller-
dings auch nicht notwendig ist. Es reicht fiir die Berechnung aus, sie implizit iiber ihre
Freiheitsgrade zu definieren.

4.2.1. Implizite Basen und Berechnug der Bilinearformen

Zuerst soll eine Basis fiir die lokalen Rdume angegeben werden. Das wird iiber die Frei-
heitsgrade geschehen, weswegen die lokalen Freiheitsgrade nummeriert werden miissen.
Dafiir sei nDof” := dim V% die Anzahl der Freiheitsgrade auf einem Polygon T € Tp,.
T

?iolf
geschieht in der Reihenfolge DY, D%, D(\,/ll, D{\,@. Das heift die ersten 2 |N(T")| Stiick
sind die Freiheitsgrade an den Knoten, danach die an den Kanten und analog geht
es weiter. Die Reihenfolge der Knoten, der Kanten und der Momente orientiert sich
dabei sinnvollerweise an der durch nd4e beziehungsweise durch die Korrespondenz aus
Gleichung (3.2) implizierte Ordnung. Die Knoten werden nach der Position in n4e num-
meriert und die Kanten so, dass zuerst die lokalen Kanten des ersten Elements, dann die
des zweiten Elements usw. aufgelistet werden. Lokal liegt dabei die j-te Kante zwischen
dem j-ten und dem (j + 1)-ten Knoten.

Mit Hilfe der lokalen Freiheitsgrade kann nun implizit eine Basis von V;;F angegeben
werden.

*
Dann koénnen die Freiheitsgrade mittels (Dy:;) - {Vﬂ nummeriert werden. Dies

Definition 4.1 (Kanonische Basis von V{) Implizit ist die kanonische Lagrange-Basis

(cpj)?D:"lfT c VI von VI durch die Gleichungen

Dy j(¢e) = 6j0 flr j,EzLQ,...,nDofT
definiert.

Diese Nummerierung der Freiheitsgrade und die Definition der Basen kann auch global
durchgefithrt werden. Seien dafiir nDof := dim V', die Anzahl aller Freiheitsgrade des
Geschwindigkeitraums. Die Freiheitsgrade werden dann durch

(GDy )32 C [V
nummeriert, wobei dies wieder der Reihenfolge GDY, GD%,, GD{\,/“, GD{\,/‘2 folgt.

Auch hiermit kann jetzt eine implizite globale Basis angegeben werden.
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4. Implementierung der Virtuellen-Elemente-Methode

Definition 4.2 (Kanonische Basis von V). Durch die Gleichungen

GDVJ'((I)@) =0j¢ fir j,£=1,2,...,nDof

ist implizit die kanonische Basis (<I>j)?D:°1f C Vi von Vi, definiert.

Bemerkung 4.3. Im Gegensatz zu den Ansatzfunktionen bei Finiten-Elemente-Methoden
sind die Basisfunktionen nicht explizit bekannt. Entlang des Randes sehen die Basisfunk-
tionen, die zu den Randfreiheitsgraden D5 und Df, gehoren, aus wie die Basisfunktionen
der Finiten-Elemente-Methoden. Allerdings sind es im Allgemeinen auch auf Dreiecken
nicht die gleichen Funktionen, da diese nicht zwingend divergenzfrei sind.

4.2.2. Berechnung der lokalen Matrizen

Um die Losung von Gleichungen (3.24a) und (3.24b) berechnen zu kénnen, miissen zu-
erst die lokalen Bilinearformen fiir die lokalen Basisfunktionen berechnet werden. Damit
und mit der Verbindung von lokalen und globalen Basisfunktionen kann ein globales li-
neares Gleichungssystem gebildet werden, was die globale Losung charakterisiert. Zuerst
soll also Gleichung (3.19a) fiir alle Basisfunktionen ¢;, ¢, € V%, j, 0 =1,2,...,nDof”
berechnet werden, das heif3t

nDof T

v v, v, v,
a (p5,00) = a” (I T3, T 00 ) 4+ v 3 Dy (=TT i) Dy (1 = T T )gy).
n=1

(4.1)

Um das zu berechnen, wird die Projektion Hk,v’Tcpj aus Gleichungen (3.14) und (3.15) fir
alle j = 1,2,...,nDof” benétigt. Die Berechnung der Projektion wird jetzt allgemein
fiir alle vj, und damit insbesondere auch fiir die Basisfunktionen durchgefiihrt.

Zuerst kann dafiir in Gleichungé?).lll) qj, nur in [My,(T)]? variiert werden, da [My (7))
eine Basis fiir [Py(T)]? ist. Da I, T nach [P(T)]? abbildet, kann Hk,v’th in Basisele-
mente m; € [Mg(T)]? zerlegt werden. Somit kann HZ’TUh durch

27y,

Hk,v’T’Uh = Z 55M;, (4.2)
j=1

mit Koeffizienten s; € R fiir alle j dargestellt werden.
Wird die Darstellung aus Gleichung (4.2) nun in Gleichungen (3.14) und (3.15) ein-
gesetzt ergibt sich das dquivalente Gleichungssystem

27Tk
Z sja’ (mj,my) = a’ (v, my) fir alle £ =1,2,...,2m; (4.3)
j=1
2Ty
> siPim; = Pju. (4.4)
j=1
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4.2. Implementierung der Bilinearformen und Projektoren

Fir ¢ = 1,2 ist die erste Gleichung jeweils 0 = 0, da in beiden Féllen die auftretende
Jacobi-Matrix Dmy identisch zur Nullmatrix ist. Allerdings liefert die zweite Gleichung
zwei linear unabhéngige Gleichungen, so dass ein lineares Gleichungssystem in den Un-
bekannten s;, j = 1,2,...,2m,, mit 27, linear unabhangigen Gleichungen entsteht. In
Matrizenschreibweise ergibt sich dann

POTm1 P(,‘)TmQ P(;fmg PN POTTI’LQWIC S1 POTUh
0 0 al(mg,m3) ... af(ms,may,) s2 | a® (vy,, m3)
0 0 aT(mgﬂk, m3) . CLT (mgﬂ-k N mgﬂk) SQﬂ-/IC CLT(’Uh, mgﬂ-k)
———
=G =:s =c
(4.5)

oder kompakter dargestellt
Gs=c. (4.6)

Dass dieses Gleichungssystem iiberhaupt mit den Freiheitsgraden berechenbar ist, ist in
Abschnitt 3.2.1 begriindet.

Zur Berechnung der Projektion HZ’T@]- als Element von [Py (7)]? fiir alle Basisfunk-
tionen ¢; € V1 fiir j = 1,2,...,nDof” wird dafiir Gleichung (4.6) benutzt. Seien daher
fir j =1,2,...,nDof”

5%,) P p;

J T(p.

sU) .= 52. und ¢ = ! (%.’mg)
3(2]72[C a” (@5, Mar,)

die Koeffizienten der j-ten Basisfunktion beziiglich der Zerlegung in die Monombasis
Hkv’Tcpj = Z?i"lfT céj )mg beziehungsweise die rechte Seite zur Berechnung eben dieser
Koeffizienten. Werden

S* = (8(1) s@ s(nDofT)) ¢ R2mxuDof”

und die 27, x nDof’-dimensionale Matrix

C = (c(l) c?® .. c(nD°fT))
P o1 Py @2 - P§ PnpotT
_ aT(ﬁpla ms3) aT(<P2> m3) ... QT<90nDofT7 mg)
aT(Salv m27rk) aT(SD% m27rk) v aT((anofTv m27"k)

definiert, ergibt sich fiir die Berechnung der Matrixdarstellung S* des Operators Hkv’T
als Abbildung nach [Py (T)]?

S*=G71c, (4.7)
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4. Implementierung der Virtuellen-Elemente-Methode

wobei G € R?™*2™ aus Gleichung (4.5) benutzt wird. In der j-ten Spalte von S* stehen
also die Koeflizienten von HZ’Tgpj beziiglich der Monombasis.

Wie fiir Virtuelle-Elemente-Methoden tiblich wird ebenfalls die (Matrix-)Darstellung
des Operators HZ’T als Abbildung auf V7 selbst benétigt [dBCT13, DV19]. Das ist
moglich, da [II,(T)]? selbst eine Teilmenge von V7 ist. Dafiir wird Hkv’Tng in die Ba-
siselemente von V;‘g zerlegt. Es ergibt sich damit

nDof T

v, T ]
o= 3 7,

wobei wéj ) = Dv7g(Hkv’Tg0j) der /-te lokale Freiheitsgrad von HkV’T@j ist. Es gilt weiterhin

. 27y, ‘ 27y, ) nDof 7'
I sy, = > s\ > Dy(ma)er,
n=1 n=1 /=1
woraus folgt, dass
TI'
Z DV( mn (48)

Um diese Gleichung in Matrixform auszudriicken, wird jetzt die nDof” x 2mj-dimensi-
onale Matrix D als Dy, := Dyy(m,), £ = 1,2,...0DofT, n = 1,2,..., 27, definiert.
Somit gilt

Dyi(mi)  Dyi(ma) ...  Dyi(mag,)
b | Prelmi) Dva(ms) ... Dya(mon,)
DV,nDofT (ml) DV,nDofT s DV,nDofT (m2ﬂ'k)

Damit lasst sich Gleichung (4.8) schreiben als

S S (G*lc)w Dy = (DG'C)

e

£7j

3
Il
—

Sei jetzt S die Matrixdarstellung des Operators Hkv’T als Abbildung auf V;{. Dann ergibt
sich also

S =DG'C = DS*. (4.9)

Nun sind alle Voraussetzungen vorhanden, um Gleichung (4.1) zu lésen. Fiir den ersten
Teil ergibt sich wegen der Gleichung (4.7)

27 B
4 (Hkv’Tsoja Hkv’TSOE> = Z Sg)sg*)aT (mm mn*) = [S*tGS*L 0’
n,nx=1 ’
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4.2. Implementierung der Bilinearformen und Projektoren

wobei S*! die zu S* transponierte Matrix bezeichnet und G identisch zu G ist mit
Ausnahme der ersten beiden Zeilen, die tiberall zu 0 gesetzt werden. Fiir den zweiten
Teil folgt mittels der Gleichung (4.9) fir alle j, ¢ =1,2,... ,nDof” dass

nDof T nDof T
v, T v.T
> Dval(I =I5 )e) Dy =1 )pe) = 3 (I = 8);,, (L= 8),
n=1 n=1
=(I-9'I-9) . (4.10)
7.
Sei jetzt K,:f die lokale Steifigkeitsmatrix des Laplaceoperators, das heif3t
nDofT
Ki = (af (i), .,

Dann ergibt sich zusammenfassend fiir die Steifigkeitsmatrix, dass
KI'=8"GS* +v(I -8 (I-25). (4.11)

Ebenfalls muss noch Gleichung (3.19b) fiir alle ¢; € V%, j=1,2,...,nDof” und fiir
alle my, £ =1,2,...,m_1, berechnet werden. Es ergibt sich

bz(cpj,mg) = bT(goj,mg) = /Tdivcpj medT

| Jarejnds, fir =1
DY (py),  fir £=2,3,.. .1

wobei fiir £ = 1 die partielle Integration angewendet wird. Nun kann fir £ = 1 das letzte
Integral mit Hilfe der Randfreiheitsgrade ausgewertet werden, womit also beide Félle
nur mit Hilfe der Freiheitsgrade berechenbar sind.

Fiir die Bestimmung der rechten Seite wird PkT_ngj fir alle j = 1,2,...,nDof”
benotigt. Dafir wird PE_Q% in die skalierte Monombasis zerlegt und die Koeffizien-
ten mittels Gleichung (3.23) berechnet, wobei fir q,_, die skalierten Monome my,
{=1,2,...,2m_o, durchlaufen werden.

, (4.12)

4.2.3. Aufstellen der globalen Matrizen

Jetzt sind alle Berechnungen vorhanden, um das diskrete Problem (3.24a)-(3.24b) zu
l6sen. Dafiir werden die Geschwindigkeitslosung wy, als Linearkombination der globalen
Basiselemente und die Drucklésung pp, auf jedem Element als Linearkombination der
skalierten Monome

nDof Tk—1 )
up = Z ;P und PhlT = Z Yy my
j=1 =1

dargestellt. Die Koeffizientenvektoren

T = (3:1 Ty - anof>t und Yy = (y(l) y@ ... y(\szl))t
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4. Implementierung der Virtuellen-Elemente-Methode

. . , NNt
mit y) = (y%TJ),ygT’), ey ygﬂ) ) fir j =1,2,...,|7]| sind dabei die zu bestimmenden

Unbekannten des zum diskreten Problem gehérenden linearen Gleichungssystems. Mit
den Definitionen

0=1,...|Th| Tp—
K = (an(®;, ©5))2%, B := (b (®j,my)) =y ! und

nDof

Fp = ((fhv q)j)LQ(Q))j

ergibt sich das globale Gleichungssystem

=1

}(h B 0 xTr Iaz
| = , (4.13)
Bt 0 E y 0
0 E' [0 By 0
wobei
Eo— (eu) NO emu)t

mit el = (ij mq dT, ij modT, ..., ij Moy, dT)t fir j = 1,2,...,|7p|. Die letzte
Block-Zeile von Gleichung (4.13) ist zum Sicherstellen des globalen Integralmittels des
Drucks [, pd€? = 0 mit dem zugehérigen Lagrange Multiplikator A € R.

Um auch inhomogene Dirichletrandbedingungen zuzulassen, werden die Knotenwerte
an den Endpunkten der Dirichletrandkanten durch Auswerten der Dirichletrandbedin-
gung in diesen Punkten gesetzt. Analog geschieht dies auch fiir £ —2 innere Punkte jeder
Kante. Der letzte Punkt muss so gewédhlt werden, dass das Integralmittel entlang der
Kante erhalten bleibt.

Der Vektor mit den inhomogenen Randdaten multipliziert an die Steifigkeitsmatrix
K}, wird wie iiblich (z.B. [CGK™10]) von der rechten Seite subtrahiert werden. Das
Gleichungssystem kann anschlieend an den inneren Freiheitsgraden gelost werden, was
den inneren Knoten, Kanten sowie allen Momenten entspricht.

4.3. Numerische Experimente mit der Virtuellen-Elemente-
Methode

In diesem Abschnitt soll die Implementierung der in diesem Kapitel vorgestellten Virtuel-
len-Elemente-Methode fiir das Stokes-Problem demonstriert werden. Die Methode ist fiir
die niedrigste Ordnung implementiert, also k£ = 2. Sei daher im Folgenden V', := V5 und
@, = Q1. Die Geschwindigkeit wird daher mit quadratischen Polynomen und der Druck
mit stiickweise linearen Polynomen approximiert, was unter gentigend hoher Regularitét
der Losung nach Korollar 3.33 eine Konvergenzrate von 2 fiir den Energiefehler der
Geschwindigkeit und den L2-Fehler des Drucks bewirken sollte.
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11
0.75 -
= 05
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Abbildung 4.2.: Dargestellt ist die Zerlegung des Einheitsquadrats in Vierecke mit
995 Knoten fiir das Problem 1.

4.3.1. Problem 1: Hagen-Poiseuille

Das erste Problem beruht auf dem Gesetz von Hagen-Poiseuille, was zum Beispiel den
laminaren stationdren Strom eines homogenen Newtonschen Fluids durch ein Rohr be-
schreibt [GF05]. Das Stromungsprofil ist dabei eine quadratische Funktion, die ihr Ma-
ximum in der Mitte des Rohrs hat und entlang des Gradienten des linearen Drucks
verlauft. Die Geschwindigkeit und der Druck sind dabei gerade so, dass die rechte Seite
im Stokes-Problem genau Null ist. Hier wird der Einfachheit halber ein quadratischer
Querschnitt eines Rohrs genommen, das heiBt Q = (0,1)?, und die Viskositit v = 1
gesetzt. Die exakte Losung und die zugehorige rechte Seite des Stokes-Problems sind
durch

u(z,y) = <y(10— y)> €V, plz,y)=-22+1€Q, und f(z,y)=0¢c L*(Q)

gegeben. Hier wird im Gegensatz zum homogenen Stokes-Problem die Dirichletrandbe-
dingung entlang 0f) als exakte Losung u vorgegeben. Einfaches Nachrechnen zeigt, dass
die angegebene Geschwindigkeit und der Druck genau eine Losung des Stokes-Problems
(2.1a)-(2.1c) mit inhomogenen Dirichletrandbedingungen ist (s. Bemerkung 2.17). Als
Zerlegung von €2 wird das Netz aus Abbildung 4.2 bestehend aus 96 Vierecken mit 995
Knoten zu Grunde gelegt.

Die approximierte Geschwindigkeit uy, und der approximierte Druck pp sind in Abbil-
dung 4.3 dargestellt. Zur besseren Darstellung der Geschwindigkeitslésung sind die Werte
der Losung auf einem &dquidistanten Gitter aus den Knotenwerten der approximierten
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Abbildung 4.3.: Vorgestellt wird die diskrete Losung fiir Problem 1. In (a) ist die
Geschwindigkeit aus den Knotenwerten der diskreten Losung auf einem aquidi-
stanten Gitter interpoliert und skaliert um den Faktor 0,4 dargestellt. In (b) ist
der diskrete Druck gezeigt. Gut sichtbar ist das parabolische Stromungsprofil und
der Fluf} entlang des Gradienten des Drucks.

Losung interpoliert. Es ist deutlich das parabolische Stromungsprofil zu erkennen, das
entlang des Gradienten des Drucks fliefit.

Da die exakte Losung in den Ansatzrdumen ist, sollte die Methode auch die exakte
Loésung auf jedem beliebigen Gitter approximieren. Somit miissen der Geschwindigkeits-
fehler und der Druckfehler Null sein. Dies ist auch bis auf Rundungsfehler der Fall. Die
Fehler berechnen sich auf dem Gitter aus Abbildung 4.2 ndmlich zu

D — 1Y)l 2y = 4,4 - 10755 und
lp — thL2(Q) ~5,4- 10716,

Bemerkung 4.4. Achtung: Der vollstindige Geschwindigkeitsfehler [[D(u — wup)lz2(q)
kann nicht berechnet werden, da wuj; immer noch eine virtuelle Funktion ist, die nicht
explizit zur Verfligung steht. Abhilfe schafft wieder die stiickweise polynomielle Best-
approximation in der Energienorm Hkv, die fiir vy, € Vi, durch Hkv"’th = HZ’T'vh flir
alle T' € 7T, definiert ist.

4.3.2. Problem 2: Hydrostatisches Problem fiir verschiedene Viskosititen

Fiir das Problem 2 wird das Gebiet Q = (0,1)? gewihlt. Die rechte Seite und die Rand-
bedingungen werden so gewéhlt, dass die exakte Losung durch

u(x,y) = <8> evy und p(x,y) = sin(27z) cos(2my) ¢ Qn
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4.3. Numerische Experimente mit der Virtuellen-Elemente-Methode

Tabelle 4.1.: Aufgelistet sind die Fehler der Geschwindigkeit und des Drucks sowie
zugehorige Konvergenzraten Ry und Rp in Bezug auf den mittleren Durchmes-
ser hy, fiir das Problem 2 mit Viskositdt v = 1. Beide Fehler konvergieren mit
optimaler Ordnung 2 wie in Korollar 3.33 vorhergesagt.

nDof hm  ||D(u — Hk,vuh)HLQ(Q) Rate Ry [[p —pnllr2@) Rate Rp

50 0,666 5,1358 - 1072 - 2,7239- 1071 -
235 0,321 4,0608 - 10~2 0,32 1,7611-1071 0,60
995 0,163 8,2634 - 1073 2,34 5,9090 - 102 1,88
4099 0,081 1,8088 - 1073 2,20 1,2647 - 102 1,96
16643 0,041 4,2634-1071 2,09 3,1857-1073 1,99
67075 0,020 1,0445-1074 2,03 8,9793 - 1072 2,00
269315 0,010 2,5958 - 107 2,01 2,9958 - 10~% 2,00

gegeben ist. Die rechte Seite ist somit nur der Gradient von p. Die Losung wird auf
einer Serie von Gittern ausgehend von der Zerlegung aus Abbildung 4.1 berechnet. Der
zugrunde liegende Verfeinerungsalgorithmus wird in Kapitel 5 noch genauer erlautert.
Fiir den ersten Teil des Experiments wird die Viskositiat v = 1 vorgegeben. In Ta-
belle 4.1 sind die Fehler der Geschwindigkeit, des Drucks und die Konvergenzraten der
Geschwindigkeit Ry und des Drucks Rp in Bezug auf den mittleren Druchmesser

1
Ry := — h
|75 2 I

TeT,

aufgelistet. Sowohl der Geschwindigkeits- als auch der Druckfehler konvergieren mit der
zu erwartenden Rate und bestétigen damit die Aussagen aus dem Korollar 3.33.

Im zweiten Teil des Experiments wird die gleiche exakte Losung und damit die glei-
che rechte Seite vorgegeben. Allerdings wird jetzt zwischen verschiedenen Viskositédten
v unterschieden, um die Abhingigkeit des Geschwindigkeitsfehler von der Viskositit zu
untersuchen. Dafiir werden v = 1, v = 0,01 und v = 0,0001 gewahlt. Der Fehler der Ge-
schwindigkeit ist gegen die Anzahl der Freiheitsgrade nDof in Abbildung 4.4 dargestellt.
Fir die jeweilige Viskositidt konvergiert der Geschwindigkeitsfehler mit der optimalen
Rate. Allerdings skaliert er mit dem Inversen von v und bestétigt damit die Aussagen
aus Korollar 3.33. Bei der herkémmlichen Virtuellen-Elemente-Methode tritt daher ein
sogenannter “locking“-Effekt auf, der bei einer druckrobusten Methode nicht moglich
ware. In Kapitel 6 ist gezeigt, dass mit einer druckrobusten Diskretisierung der rechten
Seite der Geschwindigskeitsfehler unabhangig von v ist. Dadurch wird ein “locking in
jedem Fall verhindert. Druckrobust meint hier, dass Anderungen in der rechten Seite,
die nur den kontinuierlichen Druck &ndern, auch im Diskreten die Geschwindigkeit nicht
beeinflussen wiirden. Auf dieses Beispiel angewandt, miisste die Methode die Geschwin-
digkeit exakt approximieren, da sie im Ansatzraum enthalten ist. Da dies nicht der Fall
ist, ist die Methode also nicht druckrobust. Dies wird in 6 detailierter diskutiert.

Der Druckfehler hingegen skaliert nicht mit v und konvergiert in allen drei Féllen
mit der optimaten Rate, wie es die zweite Aussage aus Korollar 3.33 mit u = 0 auch
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—_
)
w0

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

—
o
[\

—
o
—

T T T T T TTT T T 11T

—
e
[=)
T
=

I ET 7Y AN NTT1 N Y111 A B NN TT1 M AN I WU NT1 M I W UTT) MBS MR RTT| M B MNRITT

Geschwindigkeitsfehler [|[D(uw — ITY up,)|| 12(Q)

10*15
102
-3
10 §+V:100
o4 | Tv =107
| A-v=10"*
10—57\\\\\\\1 Lol Lol Lol L1

102 103 10% 10°
Anzahl der Freiheitsgrade nDof

Abbildung 4.4.: Gezeigt ist die Konvergenzhistorie der Geschwindigkeit gegeniiber
der Anzahl der Freiheitsgrade fiir Problem 2 mit verschiedenen Viskositdten v. Der
Geschwindigkeitsfehler fiir die verschiedenen Viskositéaten konvergiert jeweils mit
der optimalen Rate, skaliert aber mit dem Inversen von v. Die normale Virtuelle-
Elemente-Methode ist daher nicht druckrobust.

vorhersagt.

4.3.3. Problem L: Das L-Gebiet zerlegt in Quadrate

In den vorherigen Beispielen waren die Losungen (w,p) immer glatt genug, um die
Voraussetzungen aus Korollar 3.33 zu erfiillen. Hier wird nun untersucht, was geschieht,
wenn dies nicht der Fall ist.

Dafiir wird das bekannte L-Gebiet 2 = (—1,1)2\ (0,1) x (0, —1) (engl. “I-shape®) zur
Hilfe genommen, das inklusiver einer moglichen Zerlegung in Abbildung 4.5 dargestellt
ist. Die Viskositdt wird auf v = 1 gesetzt.

Als exakte Losung wird in Polarkoordinaten (r, ¢)

wlr, ) = 1° ( (a+ 1) sin()e(p) + cos(0)¥' () )
’ —(a—1)cos(p)(p) +sin(p)' (p) )’

Ta—l
p(r,p) = o

17_(1)((1 +a)*Y (p) + 9" (¥))
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Abbildung 4.5.: Dargestellt ist eine Zerlegung des L-Gebiets in drei Quadrate mit
acht Knoten.

mit
¥(p) =(a+1)" sin((a + 1)¢) cos(ap)
—cos((a+1)¢) — (a— 1) L sin((a — 1)) cos(aB) — cos((a — 1))

vorgegeben, wobei o = 856399/1572864 ~ 0,54 und § = 37/2 ist [Ver89]. Diese Wahl
fihrt zu der rechten Seite f = 0, wie einfach nachgerechnet werden kann. Die Fehler
fiir die Geschwindigkeit und den Druck sind in Tabelle 4.2 zusammen mit den jeweiligen
Raten Ry und Rp in Bezug auf den mittleren Durchmesser h,, aufgelistet. Sowohl fur
den Druck als auch fiir die Geschwindigkeit wird eine Konvergenzrate von etwa 0,54 er-
reicht, was deutlich unter der Erwartung von 2 liegt. Die suboptimalen Konvergenzraten
héngen mit der Nicht-Konvexitit des Gebiets zusammen. Die einspringende Ecke fithrt

Tabelle 4.2.: Aufgelistete sind die Fehler der Geschwindigkeit und des Drucks sowie
zugehorige Konvergenzraten Ry und Rp in Bezug auf den mittleren Durchmesser
h,, fir Problem L.

nDof hom HD(’LL — Hkv’uh)”Lz(Q) Rate Ry Hp — thLQ(Q) Rate Rp

8195 0,088 4,0856 - 107! - 3,0260 - 1071 -
33283 0,044 2,8010 - 1071 0,54 2,0705 - 1071 0,55
134147 0,022 1,9204 - 1071 0,54 1,4183-1071 0,55
538627 0,011 1,3166- 107" 0,54 9,7198 - 1072 0,55

2158595 0,006 9,0273 - 1072 0,54 6,6628 - 1072 0,54
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4. Implementierung der Virtuellen-Elemente-Methode

zu einer Singularitdt, die das Konvergenzverhalten der Methode stort. Dies kann zum
Beispiel mit Hilfe von lokaler Verfeinerung um die Singularitét wieder repariert werden,
womit sich das Kapitel 5 ausfiihrlicher beschéftigt.
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5. A-Posteriori Fehleranalyse

Problem L aus Kapitel 4 zeigt, dass die Virtuelle-Elemente-Methode mit suboptimaler
Rate konvergieren kann, wenn das Gebiet nicht konvex ist. Die Nicht-Konvexitét fithrt
fiir elliptische Probleme auf eine Singularitit in der Losung an den Eckpunkten mit
einem grofleren Innenwinkel als 7 [Barl6]. Uniform verfeinerte Gitter konnen solch eine
Singularitdt nicht ausreichend auflésen, weshalb es sinnvoll ist, das Gitter lokal um die
Singularitdten besser aufzuldsen. Eine Mo6glichkeit dafiir sind a-priori gebaute gestaffelte
Gitter (engl. “graded meshes“), die lokal fein um die Singularitit sind. Alternativ kann
auch a-posteriori versucht werden, mit Hilfe der diskreten Losung abzuschétzen, an
welchen Orten der Fehler grof§ ist und dementsprechend adaptiv an diesen Stellen lokal
zu verfeinern [BS02, Bar16].

Die Idee der adaptiver Verfeinerungen soll in diesem Kapitel fiir die Virtuelle-Elemen-
te-Methode vorgestellt werden. Dafiir wird zunéchst ein moéglicher Verfeinerungsalgo-
rithmus vorgestellt, mit dem automatisch Gitter verfeinert werden kénnen. Daraufhin
wird ein residuumbasierter Fehlerschétzer eingefithrt und auf dessen Verlésslichkeit un-
tersucht. Numerische Experimente zur Demonstation des Fehlerschatzers schlieffen das
Kapitel ab.

5.1. A-Posteriori Fehlerschatzer und adaptive Verfeinerungen

Ein adaptiver Verfeinerungsalgorithmus berechnet sukzessive eine Reihe formregulérer
Gitter 71, 73, ... und endliche Unterrdume

(Vi1 xQr1) C (V2 xQr2) C...C(VXxQ)
und lduft dabei standardméfig in den Schritten
Lose — Schitze — Markiere — Verfeinere — Lose
ab. Die vier verschiedenen Schritte haben dabei die folgenden Aufgaben:
Lose das diskrete Problem mit der Virtuellen-Elemente-Methoden,
schatze den Fehler lokal auf jedem Polygon,
markiere die Polygone mit den gréfiten Beitrdgen zum Fehler und

verfeinere die markierten Polygone.
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5. A-Posteriori Fehleranalyse

Der Losungsalgorithmus ist bereits in Kapitel 3 vorgestellt.

Ein schwieriger Schritt des adaptiven Algorithmus, das Schétzen, beruht auf einem
lokalen Indikator np fiir T' € Tj, der den lokalen Beitrag zum Fehler quantifiziert. Dieser
Indikator wird in Abschnitt 5.1.2 vorgestellt.

Das Markieren erfolgt mit Hilfe des sogenannten Dérfler-Markierens [D696]. Mit vor-
gegebenem Volumenparameter 6 € (0, 1], wird die kleinste Teilmenge M C T, gewéhlt,
so dass

0> nr< > 0t (5.1)
TeT, TeM
gilt. Je kleiner 6 gewéahlt wird, desto weniger Polygone werden pro Verfeinerungsschritt
markiert beziehungsweise desto lokaler wird verfeinert. Fir gewohnlich wird dabei ein
Wert zwischen 0 und 0,5 gewdhlt [CFPP14]. Die Wahl von 6 = 1 fithrt zu uniformer
Verfeinerung aller Elemente.

Der letzte Schritt des adaptiven Algorithmus ist das Verfeinern. Dafiir notwendig ist
ein Verfeinerungsalgorithmus, der automatisch aus einem gegebenen Polygon kleinere
Polygone erzeugt. Im Folgenden wird zuerst der Verfeinerungsalgorithmus vorgestellt,
woraufhin der Fehlerschétzer nr beschrieben wird.

5.1.1. Verfeinerungsalgorithmus fiir Polygone

Beim Verfeinern ist es wichtig, dass die erzeugten Polygone nicht degenerieren, das
heiflt die Voraussetzungen der Formregularitit verletzen. Sonst kénnen keine optimalen
Konvergenzraten erwartet werden.

Der hier vorgestellte Verfeinerungsalgorithmus ist eine Vereinfachung der von Dr. O.
Sutton in [Sut17] vorgestellten Idee. Ein Polygon T' € T, wird dabei wie folgt verfeinert:
Jede Kante E € £(T) wird im Mittelpunkt geteilt und mit dem Baryzentrum xp des
Polygons verbunden. Dies stellt eine Vereinfachung des von Dr. O. Sutton vorgestellten
Vorgehens dar, da dort nur planare Seiten geteilt werden. Anders ausgedriickt werden
higende Knoten bei der Verfeinerung ignoriert, was bei dem in dieser Arbeit benutzten
Algorithmus nicht der Fall ist. Eine Illustration dieses Verfeinerungsalgorithmus ist in
Abbildung 5.1 dargestellt.

Durch diese Verfeinerungsstrategie wird ein Polygon mit |£(T")| Kanten in |E(T')| Po-
lygone mit jeweils vier Ecken geteilt. Es werden die Kantenmittelpunkte verwendet und
nicht die Eckpunkte selbst, um ein Degenerieren der Winkel zu verhindern. Die Methode
ist eine Verallgemeinerung der Zerteilung von Rechtecken in vier gleich grofle Rechtecke.

Hierbei konnen durchaus héngende Knoten entsehen. Dies stellt im Gegensatz zur
Finiten-Elemente-Methode allerdings kein Problem dar, da in der Virtuellen-Elemente-
Methode Polygone mit Innenwinkeln von 180° zugelassen werden koénnen (s. Bemerkung
3.2).

5.1.2. Der Fehlerschdtzer und seine Analyse

Nun kann mit dem residuumbasierten Fehlerschétzer des adaptiven Algorithmus begon-
nen werden. Gesucht ist eine lokale Grofle nr, die nur mit Hilfe der Eingangsdaten und
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5.1. A-Posteriori Fehlerschitzer und adaptive Verfeinerungen

(a) Urspriingliches Polygon (b) Verfeinerung

Abbildung 5.1.: Ilustriert ist die Verfeinerungsstrategie fiir ein Polygon mit sechs
Ecken und ohne hingende Knoten. Das urspriingliche Element ist in (a) darge-
stellt, wihrend die neuen Elemente in (b) gezeigt sind. Der Mittelpunkt jeder
Kante wird fiir die Verfeinerung mit dem Baryzentrum verbunden.

der berechneten diskreten Losung berechnet werden kann und fir die

nr =~ |[D(u — wp) || L2 (wy)

gilt.

Die folgenden Aussagen gelten fiir homogene Randdaten beziehungsweise genau fiir
den Fall, dass die inhomogenen Randdaten exakt aufgelést werden. Abschlieflend folgt
eine Bemerkung fiir den inhomogenen Fall.

Lemma 5.1 (Residuumgleichung). Fiir den Fehler zwischen der exakten Losung u € Z
und der diskreten Lésung up, € Zy, des Stokes-Problems gilt

Res(up)(v
v[[D(w — up)|r2q) = [Res(up)||z+ := sup M7
vez |[Dvl|r2(q)

wobei Res(vy) € Z* fiir vy, € Zy, mittels
Res(vp)(v) = a(u — vy, v) fiir allev e Z
definiert ist.
Beweis. Da fiir exakt aufgeloste Randdaten u — uy, € Z gilt, folgt
[Res(un)ll 2 > v/D(w — w,)l| 20

aus der Definition des Supremums. Die andere Richtung folgt aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung. O

Um den Fehlerschétzer fiir die Geschwindigkeit zu definieren, wird der Sprung entlang
einer Kante £ = 9Ty N JT_ einer elementweise stetigen, matrixwertigen Funktion A
bendtigt. Dieser ist durch

[ATLE] = (A|TJr — A\T,) ng
definiert.
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5. A-Posteriori Fehleranalyse

Definition 5.2 (Residuumbasierter Fehlerschitzer fiir die Geschwindigkeit). Sei fiir
(vh,qn) € Vi X Qp und fir alle T € Tj,

h? hi 2
mr(on ) =5 1f = Fallfery + o5 | Fn = Van+vA@ o),
1 v, T 2
+ 3 > hg H {(VD(H}C vp) + Qh)nE] ‘ L2(E)

Ee&(T)
+ 87 (1 =1 ywy, (1 = 1T vy

definiert, wobei hg := |E| die Lédnge von E ist. Dann ist

1/2
n(Vh, qn) = (Z TIT(Umth)Q)

T€Th
der residuumbasierte Fehlerschétzer fiir die Geschwindigkeit.

Bemerkung 5.3. Der Stabilisierungsterm in diesem Fehlerschétzer kommt daher, dass die
diskrete Bilinearform im Gegensatz zu den Finite-Elemente-Methoden aus der kontinu-
ierlichen Bilinearform plus der Stabilisierungsbilinearform besteht. Die Projektion hat
ihren Ursprung darin, dass die diskrete Losung nur implizit zur Verfiigung steht. Um
eine berechenbare Gréfle zur Hand zu haben, muss diese Projektion gewahlt werden.
Der Fehlerschétzer hat ansonsten die iiblichen Komponenten, das heifit Volumenterm,
Sprungterm der Normalenableitung der Geschwindigkeit und Oszillationsterme, eines
Fehlerschitzers aus dem Kontext der Finiten-Elemente [Ver89, HSV12].

Die lokalen Beitrage nr werden fiir gew6hnlich im Schritt Schatze als Verfeinerungs-
indikatoren genutzt.

Um zu zeigen, dass mit diesem Fehlerschétzer die optimale Rate erreicht wird, miissten
die Axiome der Adaptivitiat aus [CFPP14] bewiesen werden. Da dies den Rahmen dieser
Arbeit sprengen wiirde, wird hier nur die Verldsslichkeit des Fehlerschitzers bewiesen.

Satz 5.4 (Verlasslichkeit des Fehlerschatzers). Der Fehlerschdtzer n ist zuverldssig, das
heif$t fiir den Geschwindigkeitsfehler zwischen der exakten Losung (u,p) € Z X Q und
der diskreten Losung (wp,pp) € Zi X Qi gilt

ID(w —up)|l 2y < Crn(wn, pr)
mit einer Verldsslichkeitskonstante 0 < Cr € R.

Beweis. Aus Lemma 5.1 folgt, dass

Res(uy)(v
VIID(w = wn)lz2(e) = sup HIM(JHLZ((Q))’

weshalb im Folgenden das Residuum betrachtet wird.
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5.1. A-Posteriori Fehlerschitzer und adaptive Verfeinerungen

Fiir jedes v € Z sei vy, := Ipv € Vi, die Fortin-Interpolation aus dem Satz 3.25. Dann
gilt wegen der Gleichung (3.28), dass vj, divergenzfrei ist und somit v, € Zj. Durch
Additon von Nullen und Ausnutzen der Losungseigenschaft von w und uy, folgt

Res(up)(v) =a(u — up,v) = (f,v)2(q) — a(Un, vn) — a(vp, v — vp)

=(f,v —vn)r2(0) — a(un, v — Vp) —a(un, vh) + an(un, vy)

=:(A) (B)
+(f = Frvn)2)
—{©)
=(4) + (B) + (C)

Die Terme werden nun separat abgeschétzt.

Behauptung 1: Der erste Term ldsst sich durch

1/2
(4) (Z W £ Von + v AL T, ) 1D 20
TeTh

( S e [ DT ) 4 ]|

1/2
LQ(E)> Do 220
EEE(T)

1/2
v ( > 8T ((I - HvaT) up, (I — HvaT) uh)) Dl 120

TeT,

abschéatzen.

Beweis von Behauptung 1. Durch Addition und Subtraktion von Hkv’T

uy, und py, sowie
mit Hilfe partieller Integration lésst sich

(A4) =Y ((f, v —vp)p2(r) — @l (IR T, v — vp) + o (IR wy, — up, v — Uh))
1T

= > (f — Vpn + AL Tun), v — vi)r2r

TETh
+ Z / I/D 1'[v up) —i—ph)nE} (v—wvp)dE + Z 1'[V up — Up, V — Vp)
EcE TETh

schlussfolgern. Die ersten beiden Summen kénnen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
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der Spurgleichung sowie den Approximationseigenschaften der Interpolation durch

Z (f —Vpn+ I/A(Hkv’Tuh), U — Vp) 12(7)
TeTh

+ ]%/E [(VD(HXTUh) +ph)nE} (v —wvp)dE

1/2
< (Z W2\ f = Von + uA(H,Y’Tuh)H%z(T)) D[ 20
TET,

1/2
+ (Z hell (DAY w,) + prm] ||%2<E>> Do) 20
Ee€E

abgeschéitzt werden. Die letzte Summe lésst sich mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
der Stabilitéat der Bilinearform und der Beschréanktheit des Fortin-Operators (3.29) durch

Z al (HZ’Tuh —Uup, v — 'uh)

TeTh
<2 3 (o (1 =177 wp (1= 157) ) ) 2 D0 2y
TeT,
1/2
S.; v ( Z ST ((I - H’Y7T> up, (I - Hkva) uh)> HD’UHLQ(Q)
TeT,
abschétzen, womit Behauptung 1 folgt. O

Behauptung 2: Fiir den zweiten Term gilt

1/2
(B) 5 v ( Z g7 ((I — Hkva) uyp, (I — Hkva) 'u,h)) HD’UHL2(Q).
TeT,

Beweis von Behauptung 2. Aus der Definition von aj und der Definition von HZ’T folgt
(B) = Z (aT (HZ’Tuh,HkV’TUh) —a (up,vp)
TETh
+ 8T ((I - HZ’T> up, (I - H,Y’T) 'vh) )
-5 (o (- (1 )
TeTh
+ 8T ((I - HZ’T> up, (I - HZ’T) vh) >

<2 Z a” ((I — HZ’T) up, (I — HZ’T> 'vh) ,
TeTh
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5.1. A-Posteriori Fehlerschitzer und adaptive Verfeinerungen

wobei im letzten Schritt die Stabilititseigenschaft von ST ausgenutzt wird. Die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, erneut die Stabilitdtseigenschaft und Approximationseigenschaf-
ten der Interpolation fithren zu

(B) S Y (VI = T T wp) | 2y ID(wn = TR (0n)) 221
TeT

1/2
Sv ( Z ST ((I — HZ?T) uy, (I — HkV7T> uh)> ”D’UHL2(Q),

TeT,

was die Behauptung 2 ist. O

Behauptung 3: Der dritte Term kann durch

1/2
()< (Z h2T||f—fh\%2(T)) Dvl[ 120

TeT,

beschriankt werden.

Beweis von Behauptung 3. Aus der Definition von f;, folgt, dass f — f;, orthogonal auf
Polynomen vom Grad k — 2 stehen. Daher gilt wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
und den Approximationseigenschaften der Interpolation, dass

(€)= > (f = Frovn—Tovn) 2y < D 1F = Fullzzryllon — Movall 2

TETh TETh
<Y hellf = Full 2y IDonll 2 ery
T€ETh
1/2
S| I = Fulliey | IDol2@),
TETh
was der Behauptung entspricht. O

Die Kombination von Behauptungen 1, 2 und 3 zusammen mit einer Division durch
v beenden den Beweis. O

Wie weiter oben bemerkt, gelten im inhomogenen Fall die obigen Aussagen nur fiir
exakt aufgeloste Randdaten. Die Schwierigkeit dabei liegt in dem Lemma 5.1, wo im
Beweis u — up € Zj nur fiir homogene Randdaten gilt. Eine Verallgemeinerung fiir
inhomogene Randdaten up lésst sich unter anderem in [LMS19] finden. Dort wird die
Korrekturfunktion fir die Randdaten eingefiihrt, die zu einem zusétzlichen Term im
Fehlerschétzer fuhrt, der sich wie in [BCDO04] abschétzen lésst. Der Fehlerschétzer fiir
inhomogene Randdaten 7% (up, pp, up) wird damit zu

2

e 52)

07 (wn, pryup) = np(un,p) + > hy H82/8s2(uD - uh)‘
BeE(T)NE(99)

wobei 92 /0s? die zweite partielle Ableitung in tangentialer Richtung bezeichnet.
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Abbildung 5.2.: Dargestellt ist der Vergleich von uniformer und adaptiver Konver-
genzhistorie fiir Problem L auf einer Zerlegung des L-Gebiets in Quadrate. Der
adaptive Durchlauf hat eine Konvergenzrate von etwa 1 bezogen auf den mittleren
Druchmesser h,,. Die suboptimale Rate hat ihren Ursprung in der Verfeinerung,
die die Formregularitit nicht erhélt.

5.2. Numerische Experimente zur adaptiven Verfeinerung

Der im vorherigen Kapitel eingefiihrte Fehlerschitzer wird nun numerisch untersucht.
Dafiir wird erneut das Problem L aus Abschnitt 5.1.2 betrachtet. Es wird die gleiche
exakte Losung (u,p) genutzt und die Viskositit wieder auf v = 1 gesetzt.

5.2.1. Problem L: Erneut das L-Gebiet zerlegt in Quadrate

Zuerst wird wieder die Zerlegung des L-Gebiets in drei gleiche Quadrate aus Abbil-
dung 4.5 als Ausgangszerlegung benutzt. Dafiir wird mit uniformer Verfeinerung sowohl
flir den Geschwindigkeits- als auch den Druckfehler eine suboptimale Konvergenzra-
te von etwa 0,54 festgestellt (s. Tab 4.2, S. 53). Ausgehend vom gleichen Gitter wird
nun mit Hilfe des Fehlerschétzers eine adaptive Verfeinerung durchgefiihrt und mit der
uniformen Verfeinerung verglichen. Der Geschwindigkeitsfehler ||D(w — ITY uy,)|| r2(q) ist
gegen die Anzahl der Freiheitsgrade nDof in Abbildung 5.2 dargestellt.

Erkennbar ist, dass die adaptive Verfeinerung eine deutliche Steigerung der Konver-
genzrate von etwa 0,54 auf etwa 1 bezogen auf den mittleren Durchmesser h,, bewirkt.
Allerdings ist eine Rate von 1 noch weit entfernt von der optimalen Rate von 2. Eine
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(a) Urspriingliches Polygon (b) Verfeinerung

Abbildung 5.3.: Illustriert ist die Verfeinerungsstrategie fiir ein Polygon mit héngen-
den Knoten. Das urspiingliche Polygon ist in (a) gezeigt und die neuen Polygone
sind in (b) dargestellt. Wird ein Polygon mit hdngenden Knoten verfeinert, kann
das Verhaltnis von Seitenldnge zu Durchmesser sehr klein werden, was die Form-
regularitit zerstort.

Ursache dafiir ist, dass die benutzte Verfeinerungsstrategie nicht die Formregularitét
erhélt. Durch das Verfeinern von Kanten mit hdngenden Knoten wird Voraussetzung
(A3) der Formregularitiat, die das Verhéltnis von Kante zu Durchmesser eines Polyg-
ons beschrénkt, verletzt. Eine Illustration der Verfeinerung fiir Polygone mit hingenden
Knoten ist in Abbildung 5.3 gezeigt.

Hat eine Kante einen hingenden Knoten, betrachten die Virtuelle-Elemente-Methode
und der Verfeinerungsalgorithmus die Kante als zwei Kanten, weshalb die Verfeinerungs-
routine jeweils die Strecke zwischen dem hingenden Knoten und dem Start- beziehungs-
weise Endpunkt der Kante halbiert. Dadurch werden die neu eingefiigten Kanten sehr
kurz im Verhéltnis zum Abstand zum Baryzentrum, welches ebenfalls ein neuer Punkt
in den neuen Polygonen ist.

Dies tritt vor allen Dingen an Polygonen auf, die nahe um den Ursprung im L-Gebiet
liegen. Numerisch kann dies auch an Hand sehr kleiner Konditionszahlen der System-
matrix und eines groflen Residuums des Gleichungssystem beobachtet werden. In den
letzten beiden Verfeinerungsschritten liegt die Konditionszahl des zu lésenden linearen
Gleichungssystems in der GréSenordnung von etwa 10724 und das Residuum des Glei-
chungssystems bei etwa 1077.

Dies wiirde mit der urspriinglichen Verfeinerung von Dr. O. Sutton nicht passieren,
da diese in der Verfeinerung nur planare Kanten verfeinert und dafiir hingende Knoten
ignoriert [Sut17]. Daher ldsst sich schlussfolgern, dass die hier genutzte Verfeinerungs-
routine in dieser Form der Virtuellen-Elemente-Methode nicht benutzt werden sollte und
die urspriingliche Form von Dr. O. Sutton zu bevorzugen ist.

Eine Moglichkeit, diese Verfeinerungsroutine dennoch nutzen zu kénnen, kénnte sein,
eine andere Stabilisierung zu wéhlen. In [dLR17] wird ein alternativer Stabilisierungs-
term vorgeschlagen, der fiir die Konvergenz weniger Formregularitét des Gitters fordert.
Dort wird namlich gezeigt, dass die Bedingung (A3) der Formregularitit weggelassen
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Abbildung 5.4.: Gezeigt ist ein Vergleich von adaptiver und uniformer Konvergenzhi-
storie fiir Problem L auf einer Zerlegung des L-Gebiets in Dreiecke. Zur Verfeine-
rung wird der Rot-Griin-Blau-Verfeinerungsalgorithmus aus [CGK*10] genutzt.
Im adaptiven Durchlauf verlauft der Fehlerschétzer i parallel zum Fehler des ad-
aptiven Durchlaufs. Die adaptive Verfeinerungsstrategie fithrt zu einer optimalen
Rate von 2 in Bezug auf den mittleren Durchmesser, was die Korrektheit des
Fehlerschétzers belegt.

werden kann und immer noch optimale Konvergenzraten zu erwarten sind, wenn die
Losung w in H*(Q2) fiir s > 3/2 liegt [dLR17].

5.2.2. Problem L: Das L-Gebiet zerlegt in Dreiecke

Um die Verletzung der Formregularitéit auszuschlieBen und den Fehlerschétzer trotzdem
zu priifen, muss also das Problem L auf einer Reihe von Netzen berechnet werden, die
formregulér sind. Dafiir wird ausgehend von einer Zerlegung in Dreiecke der Verfeine-
rungsalgorithmus aus AFEM genutzt, der hdngende Knoten ausschlieft und dafiir sorgt,
dass die Formregularitét erhalten bleibt [CGK™10]. Die Dreiecke werden dabei entweder
rot, griin oder blau verfeinert und der closure-Algorithmus verhindert, dass hiangende
Knoten entstehen.

Mit den gleichen Parametern wie vorher wird das Problem L ausgehend von einem
Dreiecksgitter berechnet. Die Konvergenzhistorie des Geschwindigkeitsfehler ist zusam-
men mit dem Fehlerschétzer n in Abbildung 5.4 gegen die Anzahl an Freiheitsgrade nDof
abgebildet.
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0.5

—0.5|

(a) Ausgangstriangulierung

0.5

-0.5

(b) 10 adaptive Verfeinerungen

Abbildung 5.5.: Dargestellt ist die Ausgangstriangulierung (a) und adaptiv erzeugte
Triangulierung (b) fur das Gebiet Q = (—2,8) x (=1,1) \ (=2,0) x (0,—1) fur
Problem BFS. Das adaptive Gitter wurde in zehn Verfeinerungsschritten mit der
Verfeinerungsroutine aus AFEM [CGK™10] erzeugt und besteht aus 500 Elemen-
ten. Deutlich zu erkennen ist die Verfeinerung hin zur einspringenden Ecke, an
der die Losung eine Singularitit aufweist.

Die uniforme Verfeinerung fithrt analog zum vorherigen Beispiel zu einer Konvergenz-
rate von etwa 0,54. Mit der Verfeinerungsstrategie von AFEM werden mittels adaptiver
Verfeinerung allerdings signifikant bessere Ergebnisse als mit der vorher genutzten Ver-
feinerungsroutine erzielt, was mit der Erhaltung der Formregularitit zusammenhéngt.
Es wird asymptotisch wieder die optimale Rate von 2 erreicht. Dariiber hinaus verlauft
der Fehlerschétzer parallel zum Geschwindigskeitsfehler.

Zusammenfassend spricht alles dafiir, dass ein verlésslicher und effizienter Fehlerschét-
zer konstruiert worden ist, mit dem auch auf nicht-konvexen Gebieten die optimale Rate
wieder hergestellt werden kann - vorausgesetzt der Verfeinerungsalgorithmus erhélt die
Formregularitat.

5.2.3. Problem BFS: Die riickwartsgewandte Stufe

Der Fehlerschétzer 7 soll abschlieend auf ein fiir die Ingenieurswissenschaften relevantes
Problem angewendet werden. Dafiir wird die riickwértsgewandte Stufe (engl. “backward-
facing step®) gewdhlt. Bei diesem Problem flieit ein Fluid mit einem parabolischen

65



5. A-Posteriori Fehleranalyse

0 TTTTT T ooy T T rrrrrr T T rrrrrr T T rrrrrg
107 ¢ g
1071 g
< = B
QH) [ 4
E [ B
Hao] [ N

S 102

£ 10771 ]
= B 1
'f.) = i
R i |
1073 | E
E —o— Uniform 6 =1 11 E
| | —a— Adaptiv 8 = 0,25 :

L1l Lol Lol Lol Lol

102 103 10 10° 106
Anzahl der Freiheitsgrade nDof

Abbildung 5.6.: Die Konvergenzhistorie fiir Problem BFS mit v = 1 ausgehend von
der Triangulierung in Abbildung 5.5a ist hier gezeigt. Fiir den adaptiven Durch-
gang wird der Verfeinerungsalgorithmus aus AFEM benutzt [CGK™10]. Mit uni-
formen Verfeinerungen treten suboptimale Konvergenzraten auf, die durch Sin-
gularitdten im Ursprung des Gebiets bedingt sind. Die optimale Konvergenzrate
von 2 in Bezug auf den mittleren Durchmesser kann durch adaptives Verfeinern
wieder hergestellt werden.

Stromungsprofil in ein Gebiet, das sich nach einem Stiick des Weges in Form einer Stufe
verbreitert. Nach der Stufe bleibt der Durchmesser wieder konstant und das Fluid fliefit
am Ende mit einem parabolischen Profil aus dem Gebiet wieder heraus.

Das Gebiet 2 := (—2,8) x (—1,1)\ (—2,0) x (—=1,0) ist mit der Anfangstriangulierung
in Abbildung 5.5a dargestellt. Im Bild flieit das Medium von links in das Gebiet und
tritt auf der rechten Seite wieder aus. Es wird v = 1 und als Dirichletrandbedingung

(y(l - y)/l()?())t: Wenn r = _2a
up(z,y) =< ((1 —y?)/80,0)!, wenn x =8,
(0,0)¢, sonst

gewdhlt. Fiir dieses Problem ist fiir die rechte Seite f = 0 keine exakte Losung bekannt.
Zur Verfeinerung wird erneut der Algorithmus aus AFEM genommen, um die Formre-
gularitit zu garantieren [CGK™110]. Die Konvergenzhistorie ist fiir eine Serie uniformer
Gitter und eine Serie adaptiv erzeugter Gitter mit Parameter 6 = 0,25 in Abbildung 5.6
dargestellt.
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Abbildung 5.7.: Abgebildet sind das Geschwindigkeitsfeld (a), die Stromlinien (b)
sowie eine Vergroflerung um den Wirbel (c) fiir Problem BFS. Zur besseren Dar-
stellung ist die Geschwindigkeitslosung auf einem uniformen Gitter interpoliert
und skaliert um den Faktor 40 dargestellt. In (c) sind die Stromlinien zur Ver-
deutlichung der Richtung des Stroms mit Pfeilspitzen versehen. Gut zu erkennen
ist das parabolische Stromungsprofil auf der linken und auf der rechten Seite, so-
wie eine Beschleunigung im Bereich der Stufe. Auflerdem ist der Moffatt-Wirbel
gut aufgelost.
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Der uniforme Durchlauf fiihrt zu einer Konvergenzrate von etwa 0,54 bezogen auf
den mittleren Durchmesser h,,, was dhnlich zu der tiblichen Konvergenzrate fiir das
Problem ist [CP18]. Bedingt wird diese suboptimale Rate durch die einspringende Ecke
im Ursprung des Gebiets, die eine Singularitdt in der Losung hervorruft.

Mit Hilfe des adaptiven Fehlerschétzers kann die optimale Konvergenzrate von 2 wie-
der hergestellt werden, was wie in dem vorherigen Problem die Annahme unterstiitzt,
dass der Fehlerschitzer verlésslich und effizient ist.

Das Gitter nach zehn adaptiven Verfeinerungen bestehend aus 500 Elementen mit
4427 Freiheitsgraden ist in Abbildung 5.5b dargestellt. Deutlich zu erkennen ist eine
Verfeinerung in Richtung der einspringenden Ecke. Dies kann auch so erwartet werden,
da dort die Losung eine Singularitit aufweist.

Die zur besseren Darstellung auf einem &quidistanten Gitter interpolierte und um
den Faktor 40 skalierte Geschwindigkeitslosung wird zusammen mit den Stromlinien in
Abbildung 5.7 gezeigt. Das Medium flieft mit dem vorgegebenen parabolischen Stro-
mungsprofil von links in das Gebiet und dann am rechten Rand wieder heraus. Auf dem
Weg in der Region der einspringenden Ecke wird es dabei beschleunigt. In der Ecke bei
(0, —1) kann ein gut aufgeloster Moffatt-Strudel gesehen werden, was fiir die numerische
Qualitat der Losung spricht.
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Elemente-Methode

Im Kontinuierlichen hat das Stokes-Problem eine fundamentale Invarianz. Ist (u, p) eine
Losung des Stokes-Problems mit der rechten Seite f, 16st (u,p + ¢) das Stokes-Problem
mit der rechten Seite f+ V¢ fiir alle ¢ € H'(2)NQ. Genau diese Invarianz bleibt bei den
meisten herkémmlichen Finiten-Elemente-Methoden im Diskreten nicht mehr erhalten.
Dies fithrt dazu, dass eine Anderung der rechten Seite, die im Kontinuierlichen nur
den Druck beeinflusst, auch die diskrete Geschwindigkeit verdndert [JLMT17]. Dieses
Verhalten wird gemeint, wenn im Folgenden von Druckrobustheit gesprochen wird. Fiir
eine ausfiihrlichere Einfiihrung kann beispielsweise auf [JLM117] verwiesen werden.

Ein nicht-druckrobustes Verhalten wird auch bei Problem 2 fiir die bisher vorgestellte
Virtuelle-Elemente-Methode beobachtet. Dies soll im Folgenden behoben werden. In
Satz 3.31 ist der Geschwindigkeitsfehler zwischen der exakten Geschwindigkeit w und
der diskreten uj durch

1
u—u < inf |lu—wv + inf u— v, + —F
| rlla) S oo | rll ) ] - | .11 (2) + - Fn

abgeschétzt, wobei F}, die Operatornorm von f — f; = f — Pr_of im Dualraum V7, ist.
Die Operatornorm lésst sich fiir gentigend glatte f durch Fj, < ]h%“— I H+—1(q) abschatzen
(s. Lem. 3.30).

Eine Moglichkeit die Virtuelle-Elemente-Methode robuster gegeniiber Gradienten in
der rechten Seite zu machen, ist es daher, den Polynomgrad der L2-Projektion von f
zu erhohen. Diese Methode basiert auf den bereits bekannten sogenannten erweiterten
Virtuellen-Elemente-Rdumen und wird im ersten Abschnitt dieses Kapitels vorgestellt.

FEine komplett andere Idee fiir Finite-Elemente-Methoden verfolgt der Ansatz aus
[Lin14]. Dort werden Testfunktionen mittels eines H (div)-konformen Rekonstruktions-
operators auf exakt divergenzfreie Funktionen abgebildet, um die L?-Orthogonalitit von
Gradientenfeldern und Testfunktionen wieder herzustellen. Auch wenn die Testfunktio-
nen in diser Virtuellen-Elemente-Methode divergenzfrei sind, ist es die Projektion Py_o
im Allgemeinen nicht, was die Orthogonalitit zerstort. Diese Methode des Rekonstruk-
tionsoperators ist allerdings bisher nur fiir die gingigen Finiten-Elemente-Methoden wie
beispielsweise Taylor-Hood, MINI oder Bernardi-Raugel bekannt [LLMS17, ALM17]. Im
zweiten Abschnitt des Kapitels wird die Rekonstruktion auf die Virtuelle-Elemente-
Methode fiir Polygone {ibertragen.

Numerische Experimente am Ende des Kapitels bestétigen die theoretischen Aussagen.
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6.1. Verbesserte Virtuelle-Elemente-Raume

Erweiterte Virtuelle-Elemente-Riume wurden das erste Mal in [AABT13] vorgestellt.
Sie werden schon in leicht komplizierteren Problemen wie bspw. in den Navier-Stokes-
Gleichungen oder auch bei Eigenwertproblemen benétigt. Genauer werden sie immer
dann bendétigt, wenn die gesuchte Funktion ohne Ableitung in der kontinuierlichen Diffe-
rentialgleichung auftaucht beziehungsweise aus diskreter Sicht dann, wenn die Massema-
trix [, @;pedT berechnet werden soll. Dies ist mit den normalen Virtuellen-Elemente-
Réumen nicht exakt moglich, denn zur Berechnung der Massematrix wire die volle
L?-Projektion auf Polynome vom Grad kleiner oder gleich k nétig [AAB*13].

In Abschnitt 3.1 wird erldutert, dass nur die Bestapproximation beziiglich der Energie-
norm HkV auf Polynome vom Grad kleiner oder gleich k bzw. die volle L?-Projektion Pj,_o
nur auf Polynome vom Grad maximal k — 2 explizit vorhanden sind. Mit den erweiter-
ten Virtuellen-Elemente-Radumen ist die Projektion auf Polynome vom Grad kleiner oder
gleich k£ méglich und das sogar mit den gleichen Freiheitsgraden wie vorher [AAB*13].

Daher werden im Folgenden zuerst die erweiterten Virtuellen-Elemente-Radume und
anschlieflen deren Implementierung vorgestellt. Dieser Abschnitt 6.1 und die Beweise
sind sinngemaf aus [DV19, Vac17, AAB*13] entnommen.

6.1.1. Einfiihrung der erweiterten Virtuellen-Elemente-Raume

Die Hauptidee der erweiterten Virtuellen-Elemente-R&ume liegt darin, einen geringfiigig
geinderten Raum W1 einzufiihren,

e in dem die gleichen Freiheitsgrade wie von V}C benutzt werden kénnen,
e der die Polynome vom Grad kleiner oder gleich & immer noch enthélt,

e in dem weiterhin die Bestapproximation beziiglich der Energienorm HZ’T exakt
berechnet werden kann und

e in dem zusitzlich die volle L2-Projektion auf Polynome vom Grad kleiner oder
gleich k zur Verfiigung stehen soll [AAB*13].

Solch ein Raum steht tatsichlich zur Verfiigung und wurde in [Vacl7] eingefithrt sowie
auf seine Eigenschaften untersucht.
Der vergroferte lokale Virtuelle-Elemente-Raum sei durch

UL = {vy € [HY(T)]* : vppor € Br(T)]?, —vAwy, + Vs € Ky (T) fiir ein s € L*(T)
divyy, € Pkfl(T)}
definiert. Der Unterschied von Ug und V% liegt in der Eigenschaft, dass fiir die Elemente
v € U;‘g gilt, dass —vAwvy, + Vs im Komplementiarraum vom Grad k im Gegensatz zum

Grad k — 2 fir V% liegt. Dies erhoht daher auch die Anzahl der Freiheitsgrade. Die
Dimension und die Freiheitsgrade von U;‘g sind in folgendem Lemma zusammengefasst
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Lemma 6.1. FEs gelten die folgenden Aussagen.
(i) Fiir die Dimension von U}, gilt, dass

k+ 1Dk (k+1k
dimUT = AN(T) ke + +2) 4 z) —1.

(ii) Als Freiheitsgrade von vy, € U} kénnen die Freiheitsgrade von V} und zusitzlich
noch

1 €L
DU: |T|/T’Uh-m mde

fiir mj € M_1(T) \ My_3(T") genommen werden.

Beweis. Beide Aussagen folgen eins zu eins der Argumentation fiir V£ aus Abschnitt
3.1. O

Damit kann nun der erweiterte Virtuelle-Elemente-Raum W1 eingefiihrt werden, der
im Wesentlichen eine geschickte Einschrankung von U% ist.

Definition 6.2 (Erweiterter lokaler Virtueller-Elemente-Raum). Der erweiterte lokale
Virtuelle-Elemente-Raum ist durch

wih .= {’Uh ceUL : (v, — HZ’T'vh,mka_l)Lz(T) = 0 fiir alle
Pr-1 € Pr1(T) \ Pr—3(T) }

gegeben.

Die Dimension und die Freiheitsgrade sind erneut in dem folgendem Lemma zusam-
mengefasst.

Lemma 6.3 (Eigenschaften von W{) Es gelten die folgenden Aussagen.

(i) Die Dimension von W} ist gleich der Dimension von V1.

(i) Es kénnen die gleichen Freiheitsgrade fir W{ wie fiir V% benutzt werden.

Beweis. Einfaches Nachrechnen zeigt, dass
dim (Px_1(T) \ Pr_3(7)) = dimPx_1(T) — dimPy_3(7T) = 2k — 1.

Deshalb folgt unter Vernachléssigung etwaiiger linearer Unabhéngigkeit der Bedingun-
gen in der Definition von W7, dass

dim Wi > dimU? — (2k —1) = dim V}.

Sei jetzt eine Funktion wy, € WE mit DY (wp,) = D% (wy,) = D{\,/ll('wh) = D{yb =

vorgegeben. Aus der Definition von H,Y’T folgt sofort, dass auch HkV7Twh = 0, weshalb
auch Dy (wp,) = 0 gilt. Durch Lemma 6.1 folgt, dass wy, = 0 ist, woraus sich ergibt, dass
die Dimension von W;;F und V;;F gleich sind und die gleichen Freiheitsgrade verwendet
werden konnen. O
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Der globale Raum W, ergibt sich analog zu Vi, mittels
Wi = {'uh € Hi(Q) : vy € WT firalle T € Ty, }

Es gibt nun also zwei Rdume V' und Wy, fiir die die gleichen Freiheitsgrade benutzt
werden kénnen. Haben dariiber hinaus eine Funktion aus dem ersten und eine Funktion
aus dem zweiten Raum die gleichen Werte an den Freiheitsgraden, sind es zwar unter-
schiedliche Funktionen, aber die polynomielle Approximation HZ’T ist fur alle T € Ty,
die gleiche. Sind die Funktionen selbst sogar Polynome, dann sind auch die Funktionen
identisch. Der Unterschied zwischen Funktionen aus beiden Rédumen ist, dass sich die
volle L?-Projektion auf Polynome vom Grad maximal k nur im letzten Fall berechnen
lassen, wie im Folgenden gezeigt wird.

Zur Berechnung der vollen Projektion Plv, € Py(T) einer Funktion v, € W, auf
Polynome vom Grad kleiner oder gleich k& muss

(Pfon —vn, @) 12¢r) = 0 fiir alle g, € [Py(T)]?

berechnet werden. Dafiir wird jedes g;, nach Gleichung (3.1) in einen Gradientenanteil
V41 filr ein qgyq € Ppi1(T) und einen dazu komplementéren Anteil m'q;_; fiir ein
qk—1 € Pr_1(T) zerlegt, woraus sich mit partieller Integration

(Pfon ai)rzery = (0n @) r2ery = (0n, Vaer: +mb g 1) r2(r

= —(divon, qe1) 2y + (Vhs Ger1m) 200y + (VR Moot 27y (6.1)

ergibt. Die ersten beiden Summanden kénnen mit den Freiheitsgraden berechnet werden,
da sowohl die Divergenz von vy in T als auch die Funktion selbst auf 07" Polynome
vom Grad k — 1 bzw. k und damit explizit berechenbar sind. Fiir die Berechnung des
Randintegrals muss die Funktion auf dem Rand mit Hilfe der Freiheitsgrade rekonstruiert
werden und dann mit einer Integrationsformel vom Grad 2k + 1 berechnet werden. Fiir
das letzte Integral aus Gleichung (6.1) kann im Falle ¢x_1 € Px_1(T") \ Px_3(T") nun die
Definition von W} ausgenutzt werden, womit

v, T
('UhamLQk—l)LQ(T) = (I, vh,mLQk—1)L2(T)

folgt, was ebenfalls berechenbar ist. Falls gx_1 € Pp_3(7T"), dann lésst sich das letzte
Integral einfach mit D{\,/l ! berechnen.
Damit lasst sich jetzt die erweiterte rechte Seite fj definieren.

Definition 6.4 (Erweiterte Diskretisierung der rechten Seite). Sei For = PLf die

stiickweise L2-Projektion auf Polynome vom Grad kleiner oder gleich k. Die erweiterte
Diskretisierung der rechten Seite ist fir alle v, € W, durch

(Fhsvn)r2 @)

gegeben.
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Das erweiterte diskrete Problem ist dann analog zu Definition 3.20 durch Austausch
von f; und f} gegeben:

Definition 6.5 (Erweitertes diskretes Problem). Das erweiterte diskrete Problem liest
sich wie folgt: Finde (up,pn) € Wi X Qk, so dass
ah(uh, ’Uh) + bh(’vh,ph) = (fz,vh)lp(m fiir alle v, € W, (6.2&)
b(up,qn) =0 fir alle g5, € Qp (6.2b)
gilt.

Die eindeutige Losung und die Theorie der a-priori Fehlerabschétzung bis einschlief3-
lich Satz 3.32 tibertragen sich analog, da Proposition 3.22 beliebige rechte Seiten F' € V'*
zulésst. Allerdings wird die Abschitzung fiir den Konsistenzfehler der rechten Seite bes-
ser.

Lemma 6.6 (Diskretisierungsfehler der erweiterten rechten Seite). Sei Fj die Dualnorm
von fy — f in V*, das heifst

]:ﬁ —  sup |(fh - f7vh)L2(Q)|‘
vreV\{0} [vn| 1 ()

Ist f € H*Y(Q), dann gilt
Fi < [BEF2 e

Beweis. Der Beweis ist analog dem Beweis von Lemma 3.30 wobei f;, durch f} inklusive
der vollen Projektion sowie deren Abschéatzung ausgetauscht werden muss. O

Damit ergibt sind in Analogie zu Korollar 3.33 die folgende a-priori Fehlerabschatzung.

Korollar 6.7. Ist f € [H*1(Q)]? und ist (un,pn) € Wi, x Qy, die Lisung des erwei-
terten diskreten Problems (6.2a)-(6.2b), dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Wenn w € [H*1(Q)]2, dann gilt
1
[ — |1 () S [P5ul grrss oy + 5 |52 | st -

(i) Sind (u,p) € [HFT1(Q)]? x H*(Q), folgt
Ip = pullr2) S 152 Flameiq) + v Bl g o) + [BS plae o).

Die Abschétzung fiir den Geschwindigkeitsfehler ist damit robuster im Vergleich zur
gewoOhnlichen Virtuellen-Elemente-Methode fiir kompliziertere rechte Seiten f. Im Ge-
gensatz zur herkdmmlichen Diskretisierung der rechten Seite, bei der die rechte Seite ein
Polynom vom Grade maximal k — 2 sein darf, um die Geschwindigkeit exakt approxi-
mieren zu kénnen, werden jetzt auch Polynome vom Grad k zugelassen.

Bemerkung 6.8. Der Fehlerschétzer aus Abschnitt 5.1.2 {ibertragt sich analog, wenn f;,
durch f} ausgetauscht wird.
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6. Eine druckrobuste Form der Virtuellen-Elemente-Methode

6.1.2. Implementierung der erweiterten Virtuellen-Elemente-Raume

Ein grofler Vorteil an der Implementierung der erweiterten Virtuellen-Elemente-Réume
ist, dass sich kaum etwas éndert, da die gleichen Freiheitsgrade und die gleiche Projekti-
on HZ’T benutzt werden kénnen. Das heif3t insbesondere, dass es bei der herkdmmlichen
Virtuellen-Elemente-Methode nicht klar ist, ob die berechnete Losung ein Element aus
Vi oder aus Wy ist, da sie die gleichen Freiheitsgrade teilen. Das Einzige, was in der
Implementierung geéndert werden muss, ist die rechte Seite, bei der die Projektion Py_o
gegen Py ausgetauscht werden muss. Dafiir muss Gleichung (6.1) fir alle Basisfunk-
tionen ¢j;, j = 1,2,...,0Dof " und alle m,, n = 1,2,...,21; berechnet werden. Die
Koeffizienten fir alle n = 1,2,..., 27, _o sind bereits aus der P,_o Projektion bekannt.
Es verbleiben also noch die Koeffizienten fiir die héheren Monome.

Um das erste Integral zu berechnen, wird die Divergenz fiir alle ¢; benétigt. Analog

zu obiger Zerlegung wird divy; = 2251 t? )mg in Basisfunktionen zerlegt und dann

Tk—1

RT& / memy, dT = / divpjmn, dT = bp(pj, mn)
=1 T T

fur alle n = 1,2,...,m;_1 gelost, wobei die rechte Seite bereits aus der herkémmlichen
Methode vorhanden ist. Mit der explizitien Darstellung der Divergenz reduziert sich das
erste Integral in Gleichung (6.1) auf die Integration von Polynomen tiber Polygone.

Zur Berechnung des mittleren Integrals in Gleichung (6.1) miissen zuerst die Basis-
funktionen explizit auf dem Rand rekonstruiert werden. Dafiir kann ausgenutzt wer-
den, dass die Basisfunktionen, die zu einer Kante E € &£(T) gehoren, entlang dieser
Kante den Basisfunktionen aus herkdémmlichen Pg-Lagrange-Finite-Elemente-Methoden
entsprechen. Fiir die Integration muss anschlieBend eine Integrationsformel vom Grad
2k + 1 angewendet werden.

Da HZ’Tgoj explizit vorliegt, kann das letzte Integral in Gleichung (6.1) fiir alle Po-
lynome vom Grad mindestens k£ — 1 und maximal k£ — 3 einfach als Integration von
Polynomen iiber Polygone berechnet werden.

6.2. Herstellung der Druckrobustheit mittels eines
Rekonstruktionsoperators

Wie in der Einleitung des Kapitels erwéhnt, ist das Problem der herkémmlichen und
auch der erweiterten Virtuellen-Elemente-Methode, dass zwar die Testfunktionen wvy,
exakt divergenzfrei sind und damit L?-orthogonal auf Gradientenfelder stehen, aber die
Projektion P, _svjp bzw. Pyvj ist es im Allgemeinen nicht. Die Projektion zerstort die
gewiinschte Orthogonalitdt und macht die Methode damit nicht druckrobust.

Im Kontext der Finiten-Elemente-Methoden kénnen nicht druckrobuste Methoden mit
Hilfe von geeigneten Rekonstruktionsoperatoren druckrobust gemacht werden, in dem
genau die gewiinschte L?-Orthogonalitit wieder hergestellt wird. Dies wurde das erste
mal in [Linl4] eingefithrt und als ein Variationsverbrechen (engl. “variational crime®)
bezeichnet.
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6.2. Herstellung der Druckrobustheit mittels eines Rekonstruktionsoperators

Diese auf Dreiecken bekannte Methode soll im Folgenden auf die Virtuelle-Elemente-
Methode angewendet werden. Da Dreiecke nur besondere Polygone sind, wird zuerst
die Rekonstruktion auf Dreiecken fiir die Virtuelle-Elemente-Methode vorgestellt und
danach auf beliebige der Formregularitiat entsprechenden Polygone verallgemeinert. Ab-
schlieBend folgen erneut Bemerkungen zur Implementierung.

6.2.1. Druckrobuste Rekonstruktion fiir die Virtuelle-Elemente-Methode

Fir die Rekonstruktion wird ein Operator benétigt, der eine divergenzfreie virtuelle
Funktion auf ein divergenzfreies Polynom abbildet. Dafiir kann beispielsweise auf Drei-
ecken die standardméfBige Interpolation in Raviart-Thomas Finite-Elemente-Rdume der
Ordnung k — 1 benutzt werden.

Zuerst werden daher Dreiecke behandelt, mit deren Hilfe die Rekonstruktion auch auf
Polygonen funktioniert. Sei also jetzt T' € T ein Dreieck.

Definition 6.9 (Raviart-Thomas Finite-Elemente-Raum). Der Raviart-Thomas Finite-
Elemente-Raum der Ordnung s € N auf einem Dreieck T € Tj, ist durch

RT(T) := {q € [Py (T)]? : q(z) = (Z) + cx fiir a,b,c € Py(T) }

gegeben.

Die standardméfige lokale Raviart-Thomas Interpolation ist dann wie folgt definiert

[BBF13).
Definition 6.10 (Raviart-Thomas Interpolation auf Dreiecken). Fiir ein v, € V¥ ist
die Raviart-Thomas Interpolation ITkpvp, € RTy—1(T) C P(T) durch
/ (vy, — Hkrop) -npqe_1dE =0 fiir alle g1 € Pp_1(E), fiir alle E € £(T), (6.3a)
E
/ (vn — Mgron) - @_p AT =0 fiir alle g;_s € [Py_o(T)]? (6.3b)
T

bestimmt.

Wie iiblich ist zu priifen, ob die Interpolation mit Hilfe der Freiheitsgrade berechnet
werden kann. Dies ist aber in der Tat der Fall. Die Gleichung (6.3a) kann mit Hilfe der
Randfreiheitsgrade berechnet werden, denn sowohl vy, als auch die Interpolation sind auf
E € £(T) Polynome vom Grad maximal k, so dass der Integrand maximal ein Polynom
vom Grad 2k — 1 ist. Damit reichen die Randfreiheitsgrade fiir die Berechnung aus.
Fir Gleichung (6.3b) wird abermals die Zerlegung von g;_, in einen Gradientenanteil
Vqi_1 fiir ein q,_; € P,_1(T) und einen dazu orthogonalen Anteil m'q;_3 fiir ein
qk—3 € Pr_3(T') ausgenutzt. Damit folgt unter Zuhilfenahme partieller Integration

/THETUh Qo dT = /TUh Qo dT = /TUh (Vgp—1 +m*q_3)dT

:—/ divvy, qrp_1 dT+/ Vp M Q1 d$+/ v, - mtqp_s dT.
T or T
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6. Eine druckrobuste Form der Virtuellen-Elemente-Methode

(a) Urspriingliches Polygon (b) Mogliche Subtriangulierung

Abbildung 6.1.: Hier ist ein konvexes Polygon (a) und eine mogliche Subtriangu-
lierung fiir das Polygon (b) gezeigt. Fiir konvexe Polygone kann einfach jeder
Knoten mit einem beliebigen aber festen anderen Knoten verbunden werden.

Die Integrale lassen sich dann durch D{,VIQ, D(\// und D‘g, bzw. D{\,/ll berechnen.
Um spéter eine Abschétzung fiir den Konsistenzfehler der rechten Seite zu erhalten
wird das folgende Lemma benétigt.

Lemma 6.11 (Eigenschaften von Ixr). Fir alle T € T und fiir alle v, € V' gilt, dass
(1) divIIkrvy, = divoy,
(i) ITkron — vallrze S [hronlm ).

Beweis. Da divIl:pvy, — divey, € Py_1(T), reicht es zum Beweis von (i)
/ div(Ikrop — vp) ge—1 dT =0 fiir alle g1 € Pp_1(T)
T

zu zeigen. Dies folgt aus der Definition von H%T. Partielle Integration und Ausnutzen
von Gleichungen (6.3a) und (6.3b) zeigen, dass

/TdiV(HgT'vh - ’Uh) dk—1 dT = — /T(HET’U}I - vh) . VC]k_l dT

+ / (HgT’Uh — ’Uh) *Nngr—1 ds
oT
= O7

da Vgi_1 € [Pr_2(T)]? und g1 € Px_1(E) fiir alle E € £(T). Dies beendet den Beweis
von (i).

Der zweite Teil (ii) folgt aus dem Bramble-Hilbert Lemma auf dem Referenzelement
zusammen mit einer Transformation auf allgemeine Elemente und kann beispielsweise
in [Barl6] auf Seite 294 nachgelesen werden. O

Dies sind alle notwendigen Informationen, um spéter eine druckrobuste Version fiir
Dreiecke zu beweisen. Zusétzlich ist einer der grolen Vorteile von Virtuellen-Elemente-
Methoden, dass sie auch auf allgemeineren Polygonen funktionieren, weshalb obiges
Verfahren auf Polygone erweitert werden muss.
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6.2. Herstellung der Druckrobustheit mittels eines Rekonstruktionsoperators

Sei also jetzt T € Ty wieder ein Polygon. Um obige Ideen auch auf einem Polygon
anwenden zu konnen, wird jedes Polygon in Dreiecke zerlegt. Dies ist in jedem Fall mog-
lich, da jedes Polygon sternférmig in Bezug auf einen Kreis ist. Dadurch kann einfach
jeder Knoten aus NV (T') mit einem beliebigen aber festen Punkt aus diesem Kreis verbun-
den werden. Fiir ein konvexes Polygon konnen auch alle Knoten mit einem bestimmten
anderen verbunden werden wie es auch in Abbildung 6.1 gezeigt ist.

Auf jeder Subtriangulierung 7 (7') kann jetzt eine passende stiickweise Raviart-Tho-
mas Interpolation durchgefiihrt werden.

Definition 6.12 (Stiickweise Raviart-Thomas Interpolation auf Polygonen). Sei 7 (T')
eine Subtriangulierung eines Polygons T' € 7. Fiir alle vy, € V% ist die lokale lokale
Raviart-Thomas Interpolation I%th durch

T .. . v,T
Igrop :=  argmin 1ML, " v — wh||p2(7)
wrERT (T, vp,)

definiert, wobei

RT4(T, vy) = {wh € H(div, T:R?) : wyp € RTj_1(T") fiir alle T/ € T(T)
/T(’wh —wp) - qp_odT =0 fiir alle q_ € [Pr_o(T)]* C [Pr_o(T(T))]* und
/E(wh —vp) -npqp—1dE =0 fir alle g1 € Px_1(F) und alle F € £(T) }

der Ansatzraum der Raviart-Thomas Funktionen auf der Subtriangulierung ist.

Diese stiickweise Raviart-Thomas Interpolation fiir Polygone ist eindeutig definiert, da
der Ansatzraum RT' (T, vp,) mindestens die Funktion enthélt, die auf jedem Dreieck der
Subtriangulierung der Raviart-Thomas Interpolation von vj entspricht. Dies ist gerade
die Funktion, die approximiert werden soll, da sie nicht explizit bekannt ist. Dariiber
hinaus besteht der Raum RT k(T,vp) fir Dreiecke aus genau einer Funktion, die der
vorherigen Interpolation entspricht.

In Analogie zu Lemma 6.11 kénnen jetzt folgende Eigenschaften fiir die Interpolation
bewiesen werden.

Lemma 6.13 (Eigenschaften von Iky). Fiir alle T € T und fiir alle vy, € Vi gilt
() divIEpv, = divoy,
(i) 11Ervn — vallz2ry S 1RT0Rl (-

Beweis. Der Beweis der Behauptung (i) kann wegen der Definition von RT\ (T, vy,) eins
zu eins aus dem Beweis von Lemma 6.11 iibernommen werden.

Fir (ii) sei IIgpvy, die obige stiickweise Raviart-Thomas Interpolation fir Dreiecke
auf der Subtriangulierung 7 (7). Dann gilt wegen der Definition von RT(T,vy,), dass
vy, € ﬁ’k(T, v},). Aus der Definition von I%T folgt, dass

(IgT’Uh — Hkv’T’Uh,’wh)Lz(T) =0 fur alle wy, € }/BTk(T,vh),
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6. Eine druckrobuste Form der Virtuellen-Elemente-Methode

weshalb mit wy, = I%T'uh — IIgpwy,

1 frvn — Trrvnl|72r) = (Thron — Orron, Ihron — Trro) ()
v, T
= (Hk Up — HRT'Uh, I%th — HRT”h)LQ(T)
<y " op, — Trron | g2 [ rvn — Trrvnl| 2y

folgt.

Nach der Definition der Projektion HkV’T hat vy, — HkV’T'vh das Integralmittel Null,
wodurch mit Hilfe der Poincaré-Ungleichung auch die Approximationseigenschaft erster
Ordnung |1 vy, — vl z2(r) < hr|vw| g (ry folgt.

Die Approximationseigenschaft von HkV’T und IIgr auf jedem Dreieck 77 € T(T)
zeigen dann mit Hilfe einer Dreiecksungleichung, dass

v, T
[ Tgrvn — Mrronl 2ery < T v — Oerrowll 2y S helvnl g
Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass

I T&rvn — vnllr2ery < | Tkrvn — Dreonl 2y + [Trrvn — vall 2,

woraus mit obiger Uberlegung und der Approximationseigenschaft von Ilgr die Behaup-
tung (ii) folgt. O

Mit Hilfe der Interpolation wird nun eine druckrobuste rechte Seite konstruiert.

Definition 6.14 (Druckrobuste Diskretisierung der rechten Seite). Die druckrobuste
Diskretisierung f;{ ist durch

(F5vn) @) == (F, Irron) 12 (o)
definiert, wobei IrTvy, = Ing'vh fur alle T € Tp,.
Damit kann jetzt das druckrobuste Problem definiert werden.

Definition 6.15 (Druckrobustes diskretes Problem). Das druckrobuste diskrete Pro-
blem liest sich wie folgt: Finde (up,pn) € Vi X Qk, so dass

ah(uh, Uh> + bh(vh,ph) = (f;,’vh)L2(Q) fir alle vy, € Vi, (6.4&)
b(up,qn) =0 fir alle g5, € Qx (6.4b)

gelten.

Natiirlich muss zunéchst geklart werden, ob das obige Problem eine eindeutige Lo-
sung hat. Gliicklicherweise {ibertragt sich wie auch fiir das erweiterte Problem die Lo-
sungstheorie und auch die Konvergenztheorie ganz analog zum gewohnlichen diskreten
Problem, da Proposition 3.22 allgemeine rechte Seiten F' € V* zulésst.

Allerdings dndert sich das Korollar 3.33, da der Konsistenzfehler der rechten Seite
besser wird. Fiir den Konsistenzfehler wird die Helmholtz-Hodge-Zerlegung der rechten
Seite f € [L%()]? benétigt.
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Lemma 6.16 (Helmholtz-Hodge-Zerlegung). Wenn Q ein zusammenhdngendes Gebiet
ist, dann ldsst sich jedes f € [L*(Q)]? eindeutig in ein Vektorfeld f, € H(div,);R?)
und ein ¢ € HY(Q)/R zerlegen, so dass

(4) f=5f0+Vo,
(i4) divf, =0,
(i) (£0, V) r2(0) = 0 fiir alle ¢ € HY(Q)

gelten.

Beweis. Der Beweis findet sich beispielsweise in [JLM*17] und basiert auf der eindeuti-
gen Losung des folgenden Neumannproblems: Finde ¢ € H'(Q2)/R), so dass

(Vé, V) r2) = (f, V)20 fiir alle ¢ € H'(Q)/R
gilt. Die Wahl von f := f — V¢ fithrt zum gewiinschten Ergebnis. O

Definition 6.17 (Helmholtz-Projektion). Die Abbildung # : [L%(Q)]? — H(div, ; R?)
fiir ein f € [L%(Q)]? definiert durch H(f) := f, fiir f, aus vorherigem Lemma wird
auch Helmholtz-Hodge- oder kurz Helmholtz-Projektion genannt.

Damit kann jetzt der Diskretisierungsfehler der druckrobusten rechten Seite bewiesen
werden.

Lemma 6.18 (Diskretisierungsfehler der druckrobusten rechten Seite). Sei F; die
Dualnorm von fﬁ — f in V*, das heifit

7I -
g — |(f, IrTvR — VR) L2(0)|
oneV\{0} [Vnl 1 (o)

(i) Sind f,H(f) € H*=1(Q), dann gilt
Fi < I ) @
wobei H(f) die Helmholtz-Projektion von f ist.
(i3) Ist w € H**Y(Q) und p € HY(SY), dann ist
FiF <v|hk Aulgr-1(q)-
Beweis. Aus (i) von Lemma 6.13 folgt, dass div(Irpv,—vy) = 0 und Igrv,—v), € HE(Q)

fiir alle vy, € Vi, gilt. Deshalb folgt mit der Helmholtz-Hodge-Zerlegung aus Lemma 6.16
und partieller Integration, dass

/ f - (Irrvp —vp)dQ = / (H(f) + Vo) - (Irrvy —vp) dQ
Q Q

= /QH(f) - (Irrvp — vp) Q.
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Wegen der Definition von Igr folgt, dass

/Q H(F) - (Inron — vp) dQ = /Q (H(F) — PooH(F)) - (Inron — vy) A0
<|[H(f) = Pe—2H ()l L2 1 IrRTVR — VRl L2(00)
S BFH(E) =10l vnl (),

wobei im letzten Schritt (ii) aus Lemma 6.13 und die Approximationstheorie auf stern-
férmigen Gebieten ausgenutzt wurde. Einsetzen in das Supremum beendet den Beweis
von (i).

Fiir (ii) kann ganz analog argumentiert werden: Unter der Ausnutzung der starken
Form von f = —vAwu + Vp folgt zuerst, dass

‘/Q f . (IRT'Uh - Uh) dQ‘ = -/Q(VAU - VP) . (IRT'Uh — ’Uh) dQ
= l// Au - (IRTUh - ’Uh) dQ.
Q

Der Rest folgt analog zu Fall (i), wobei Py_oAw anstelle von Py_oH(f) eingefigt wird.
L]

Damit ergibt sich nun folgendes Korollar fiir die a-priori Fehlerabschéatzung der druck-
robusten Methode.

Korollar 6.19. Ist f € [H*Y(Q)]? und ist (un,p) € Vi x Qy, die Losung der druck-
robusten Diskretisierung (6.4a)-(6.4b), dann gelten die folgenden Aussagen.

i) Wenn w € [H*(Q))?, dann gilt
(i) [ ; g
[ — wnllm ) S IWrul g ) + WA e -
i) Sind (u,p) € [HF1(Q)]2 x H*(Q), folgt
(it) p g
Ip = prllrz) S v IMS Aulge-i ) + v [BE- g ) + 115 Pl o)

Beweis. Die Behauptung folgt genau wie in dem Korollar 3.33, wobei (ii) aus Lemma
6.18 fiir den Diskretisierungsfehler benutzt wird. O

Bemerkung 6.20. Alternativ kann natiirlich auch unter geniigend glatter Regularitéit mit
(i) aus Lemma 6.18 fiir den Diskretisierungsfehler
. 1
(4) = wnllg) S 5l e ) + ;|hEI'H(f)‘H’C*1(Q)7
(i) Ip = pullr2 () S PG HE e @) + v I wlge ) + 105l q)-

gezeigt werden.

Die obige Abschitzung macht die Methode tatséchlich druckrobust. Jegliche Anderung
von f zu f + Vg fiir alle ¢ € H(2) beeinflussen die diskrete Geschwindigkeitsabschiit-
zung nicht, da H(Vq) = 0 fiir alle ¢ € H'(9).
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6.2.2. Implementierung der druckrobusten Virtuellen-Elemente-Methode

Allgemein wird sowohl fiir Polygone als auch fiir Dreiecke fiir die Implementierung der
druckrobusten Methode auf jedem Element die Raviart-Thomas Interpolation Irr¢; fiir
alle Basisfunktionen ¢; € V{, j =1,2,...,nDof” benétigt. Fiir allgemeine Polygone
muss auf jedem Polygon das Minimierungsproblem aus Definition 6.12 geldst werden. Da
dies jedoch den Rahmen dieser Arbeit gesprengt hétte, wird nur die Implementierung
fiir Dreiecke besprochen.

Zunéchst muss eine Basis ¢y € RTy_1(T), £ = 1,2,...,k(k + 2) =: 7rr,_, gewahlt
werden. Beispielsweise ist in [Erv12] eine berechenbare Basis fiir Raviart-Thomas Rdume
beliebiger Ordnung angegeben. Dann kann die Projektion HET%- mit Hilfe der Defini-
tion von HﬁT ausgerechnet werden. Analog zu vorherigen Projektionen wird dafiir die
Projektion jeder Basisfunktion

TRT_1

Mhroj = > Py (6.5)
=1

zerlegt und damit die Gleichungen (6.3a) bzw. (6.3b) fur alle skalierten Monome m,,,
n=12,...,mp_1 bzw. my, n = 1,2,...,27_o gelost. Im letzten Fall muss dabei
wieder auf die Zerlegung der skalierten Monome in einen Gradienten- und einen dazu
orthogonalen Anteil zuriickgegriffen werden.

Da in [Erv12] die Basisfunktionen auf dem Referenzelement angegeben werden und
dann mit Hilfe einer Piola-Transformation auf allgemeine Elemente {ibertragen werden,
soll hier eine andere Moglichkeit vorgestellt werden. Diese beschréankt sich auf den Fall
k = 2, ldsst sich jedoch auch fiir hohere Polynomordnungen verallgemeinern. Fiir ein
Dreieck T' := conv {V1, V2, V3} sind Basisfunktionen fiir den Raum RTo(7") durch

1
Yj(v) = ﬁ

(x —Vj_1) fur alle j =1,2,3
definiert, wobei V) := V3, und erfiillen fiir alle j, k = 1,2, 3

1, fallsj=Fk

0, sonst

Dy () = /E Vi -ng, dEg =0 = {

mit dem Kronecker-Delta ¢;; [Barl6).
Da die Dimension von RT(7T') acht ist, werden fiinf weitere Basisfunktionen benotigt.
Dafiir werden die baryzentrischen Koordinaten A1, A2, A3 mit der Eigenschaft

= MN(x)V1 + Aa(xz)Va + A3(x) V3 firxeT
bendtigt. Die fiinf weiteren Basisfunktionen sind dann durch

¢3+j = 12()\] - 075)% flir ] = 1,2,3
w6+j = 12)‘j*1¢j flir ] = 1,2
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definiert, wobei Ao := A3. Da RT(T") = P1(T") x RTo(T) ist, gilt, dass ¢; € RT{(T') fur
alle j = 1,2,...,8. Die zugehorigen Momente sind

D3+k(w) ::/ Qj)'nEk()\k—O,5) dEk fur k = 1,2,3
Ey
Drg(v) := / P dT,
T
womit das folgende Lemma bewiesen werden kann.
Lemma 6.21. FEs gilt fir alle k =1,2,...6 und alle j =1,2,...,8, dass

Dy.(15) = 0 -

Beweis. Fiir die ersten j,k = 1,2,3 ist das Resultat einfach, da vy - ng, = |Ex|™!
entlang der Kante Ej und entlang 0T \ E) gleich Null ist. Daher wird jetzt &k = 1,2,3
und j = 4,5, 6 betrachtet. Dann gilt, dass

0j—
1[)J —12/ i—3—0,5) LZJJ 3-ng, dE; =12 ’]Ei"k . /\j73—0,5dEk:0,
k

da entweder 6;_3; = 0 oder fEk Aj—3 —0,5dE}, = 0.
Fiir j,k = 4,5, 6 ergibt sich

5
Di(1)) = 12/ (Aj_s — 0,5)1hj_3 - np, (Aj_3 — 0,5)dT = 1225 [ (X\;_5 —0,5)2dE}
7.k

AbschlieSend kann bemerkt werden, dass Aj_11; = 0 entlang 07", weshalb
Dy(v;) =0 fur alle k=1,2,...,6,j = 17,8,
was den Beweis beendet. O

Bemerkung 6.22. Die hier angegebene Basis ist keine vollstandige Orthonomalbasis, denn
es gilt mit zg, := (V; + Vj41)/2 dem Mittelpunkt von Ej, dass

D7 s(1;) = (CBT -Vi_1)/2 fur alle j = 1,2, 3,
D7g(¢;) = V- :z:EJ . fiir alle j = 4, 5,6,
D778(77Z)]) ZL'E VJ fur alle j = 7, 8,

wie durch einfaches Nachrechnen gezeigt werden kann.

Die Bemerkung zusammen mit dem vorherigen Lemma zeigen die lineare Unabhéngig-
keit der Basisfunktionen, da die Matrix A := (A;%), 7 =1,2,...,8,k € {1,2,...,6,{7,8}}

mit

Ajr = (Dr(e)) fir j=1,2,...,8, ke {1,2,...,6,{7,8}}
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regular ist. ‘
Damit ergeben sich die Koeffizienten cgj ) aus Gleichung (6.5) fiir alle £ = 1,2,...,6
durch

ng) = Dy(pj)

und die verbleibenden beiden Koefizienten durch

Dr (7 + ¢ ibg) = Drg(;) = ) Drg(uy),
/=1

was ein lineares 2 x 2 Gleichungssystem in den Unbekannten cgj ) und céj ) ist.

6.3. Numerische Experimente zur Druckrobustheit

In diesem Abschnitt werden abschlielend die normale, die erweiterte sowie die druckro-
buste Methode numerisch auf Dreiecksgittern verglichen werden. Dafiir wird zunéchste
erneut das Problem 2 betrachtet.

6.3.1. Problem 2: Hydrostatisches Problem mit kleiner Viskositat

Es sei wie in Abschnitt 4.3.2 wieder das Gebiet Q = (0,1)2. Die rechte Seite und die
Randbedingungen werden so gewahlt, dass die exakte Losung durch

u(x,y) = <8) eVy und p(x,y) = sin(27wz) cos(2my) ¢ Qp,

gegeben ist. Dies fithrt dazu, dass die rechte Seite nur der Gradient von p ist.

In Abschnitt 4.3.2 ist festgestellt worden, dass die herkémmliche Virtuelle-Elemente-
Methode nicht druckrobust sein kann, da der Fehler fiir die Geschwindigkeit mit dem
Inversen der Viskositét v skaliert (s. Abbildung 4.4). Insbesondere v = 10~4 sorgt fiir eine
schlechte Approximation der Geschwindigkeit. Deshalb wird hier wieder die Viskositét
auf 10™* gesetzt, um die erweiterte Virtuelle-Elemente-Methode und die druckrobuste
Form mit der herkémmlichen Methode zu vergleichen. Da die druckrobuste Form nur
fiir Dreiecke implementiert ist, wird die Losung auf einer Serie von uniform mit AFEM
verfeinerten Dreiecksgittern ausgehend vom Dreiecksgitter aus Abbildung 6.2 berechnet.
Es wird ein unstrukturiertes Gitter genommen, da mit dieser Methode auf strukturierten
Gittern bessere Konvergenzraten beobachtet werden konnen als auf unstrukturierten
Gittern (s. Abschnitt 7.2.2). Der Geschwindigkeitsfehler |[|D(u—IL up)| 12 ist fiir alle
drei Methoden in Abbildung 6.3 gegen die Anzahl der Freiheitsgrade nDof dargestellt.

Direkt zu sehen ist, dass sowohl die gewOhnliche als auch die erweiterte Virtuelle-
Elemente-Methode mit einem grofien Fehler starten und dann mit ihrer jeweiligen opti-
malen Rate von 2 beziehungsweise 4 in Bezug auf den mittleren Durchmesser konvergie-
ren. Die erweiterte Virtuelle-Elemente-Methode ist somit ebenfalls nicht druckrobust, da
sie nicht mit v skalieren diirfte, konvergiert dann aber viel schneller als die gewohnliche
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Abbildung 6.2.: Gezeigt ist das Ausgangsgitter fiir Problem 2 zum Vergleich von
herkémmlicher, erweiterter und druckrobuster Virtueller-Elemente-Methode. Es
wird ein unstrukturiertes Gitter gewéhlt, um Superkonvergenz auf strukturierten
Gittern zu vermeiden.

Virtuelle-Elemente-Methode und stellt also eine Verbesserung fiir kleine Viskositdten v
dar. Damit bestédtigen sie die jeweiligen Aussagen aus Korollar 3.33 bzw. Korollar 6.7.

Die druckrobuste Methode hingegen beginnt mit einem Fehler von etwa 7- 1077, fillt
dann sehr schnell bis etwa 1-107'2 und steigt dann langsam wieder bis zu 2 - 107! an.
Der anfénglich vorhandene Fehler liegt moglicherweise daran, dass der Exaxtkheitsgrad
flir die numerische Integration von f = Vp mit 15 zu niedrig gewéhlt ist. Damit hat
der Integrationsfehler bei groben Netzen einen zu grofien Einfluss, der zur Erh6hung des
Fehlers fiihrt. Der Anstieg im weiteren Verlauf ldsst sich vermutlich durch nicht exaktes
Losen des linearen Gleichungssystems erklaren. Insgesamt bestétigen diese Ergebnise bis
auf numerische Ungenauigkeiten die theoretischen Ergebnise aus Korollar 6.19, dass eine
druckrobuste Virtuelle-Elemente-Methode konstruiert ist.

6.3.2. Problem 3: Ein Vortex-Problem

Abschlieend wird hier noch ein Vortex-Problem betrachtet, bei dem im Gegensatz zu
vorher weder die Geschwindigkeit « noch der Druck p in den Ansatzrdumen vorhanden
sind. Dafiir wird erneut das Gebiet Q = (0,1)? gewihlt und die rechte Seite so, dass die

84



6.3. Numerische Experimente zur Druckrobustheit

a 1O7f\uuw T T T T T T T T T T T T T T TTT
N —e— Herkémmliche VEM
% Erweiterte VEM

Di 103 —a— Druckrobuste VEM |
= 1

g ——11
~ -1 [ |
a 10

g 1

<

| ~ |
i

T

i~

=Y

= 1070 :
Z

Q

3

CD 10—13\\\\\\\1 Lol Lol Lol IR

102 103 10% 10°
Anzahl der Freiheitsgrade nDof

Abbildung 6.3.: Dargestellt ist die Konvergenzhistorie fiir Problem 2 mit fester Vis-
kositdt v = 107 fiir verschiedene Methoden. Sowohl die herkémmliche als auch
die erweiterte Virtuelle-Elemente-Methode (VEM) konvergieren mit ihrer jewei-
ligen optimalen Rate aus Korollar 3.33 bzw. Korollar 6.7, skalieren aber mit dem
Inversen der Viskositdt. Die druckrobuste Methode ist bis auf numerische Un-
genauigkeiten exakt und damit tatsédchlich druckrobust wie es das Korollar 6.19
vorhersagt.

exakte Losung
u(e,y) = (‘a%iy> (e~ 1%y~ 17) ¢ Vi nd

p(z,y) = sin(27z) cos(2my) ¢ Qp

ist. Die Viskositit wird erneut auf v = 107* gesetzt und die Lésung auf einer Serie
von rotverfeinerten Gittern ausgehend vom Gitter aus Abbildung 6.2 berechnet. Die
Konvergenzhistorien fiir die drei Methoden sind in Abbildung 6.4 aufgetragen.

Die herkémmliche Virtuelle-Elemente-Methode startet wie bereits zuvor mit einem
groflen Fehler und konvergiert dann mit einer optimalen Ordnung von 2 in Bezug auf
den mittleren Durchmesser h,,. Einen anfénglich groflen Fehler hat auch die erweiter-
te Virtuelle-Elemente-Methode, allerdings konvergiert sie dann schneller als die her-
kéommliche Methode. Solange der Diskretisierungsfehler der rechten Seite dominant ist,
konvergiert die Methode mit leicht gréflerer Ordnung als 4. Danach, wenn der Diskre-
tisierungsfehler nicht mehr dominant ist, konvergiert die Methode mit Ordnung 2, was
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Abbildung 6.4.: Abgebildet ist die Konvergenzhistorie fiir Problem 3 mit Viskosi-
tat v = 107* fiir verschiedene Methoden. Die herkémmliche und die erweiter-
te Virtuelle-Elemente-Methode sind nicht druckrobust und konvergieren jeweils
mit der optimalen Ordnung. Solange der Diskretisierungsfehler der rechten Sei-
te dominant ist, konvergiert die erweiterte Virtuelle-Elemente-Methode mit einer
Ordnung von etwas besser als 4 in Bezug auf den mittleren Durchmesser, danach
mit Ordnung 2. Die druckrobuste Virtuelle-Elemente-Methode startet mit viel
kleinerem Fehler und konvergiert permanent mit der optimalen Ordnung von 2.

erneut die Korrektheit des Korollars 6.7 bestétigt. Die druckrobuste Methode startet
mit einem Fehler, der vier Gréf8enordnungen kleiner als die der gewohnlichen bzw. er-
weiterten Methode ist. Sie konvergiert anschlieffend mit einer optimalen Rate von 2 in
Bezug auf den mittleren Durchmesser, was im Einklang mit Korollar 6.19 steht.

Auch wenn die erweiterte Virtuelle-Elemente-Methode eine betréchtliche Verbesserung
gegeniiber der herkémmlichen Methode ist, sind beide nicht druckrobust. Ausschliellich
die druckrobuste Methode ist wirklich druckrobust und damit resistent gegen Anderun-
gen der rechten Seite, die im Kontinuierlichen nur den Druck beeinflussen.
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7. Vergleich von Finiter-Elemente- und
Virtueller-Elemente-Methode

Diese Arbeit hat sich bisher ausschliefilich mit einer Virtuellen-Elemente-Methode und
deren Erweiterungen beschéftigt. In diesem Kapitel soll ein direkter Vergleich zu einer
Finiten-Elemente-Methode gezogen werden.

Dafiir wird eine géngige inf-sup stabile Finite-Elemente-Methode gewdahlt, die die
gleiche Ordnung wie die Virtuelle-Elemente-Methode hat. Betrachtet wird die Metho-
de P4/P; aus [CR73], die zur Approximation der Geschwindigkeit stetige Polynome
vom Grad kleiner oder gleich zwei angereichert mit sogenannten Zellblasen (engl. “cell
bubbles“) und fiir den Druck stiickweise stetige Polynome der Ordnung eins benutzt.

Im Folgenden werden zuerst einige Vor- und Nachteile der Virtuellen-Elemente-Me-
thoden allgemein im Vergleich zu Finiten-Elemente-Methoden aufgelistet. Anschlieflend
folgen numerische Vergleiche zwischen der Virtuellen-Elemente-Methode und der oben
genannten Finiten-Elemente-Methode.

7.1. Vor- und Nachteile Virtueller-Elemente-Methoden

Die Finiten-Elemente-Methoden charakterisieren sich dadurch, dass sie ausschlielich
Polynome als Ansatzfunktionen zulassen. Das macht die Implementierung im Vergleich
zu den Virtuellen-Elemente-Methoden leichter, da die Konstruktion der benotigten Ma-
trizen durch die explizite Form der Basisfunktionen vergleichsweise leicht ist. Die Vir-
tuellen-Elemente-Methoden benutzen hingegen neben diesen Polynomen auch gewisse
andere nicht-Polynome. Dies macht das Aufstellen der bendtigten Matrizen im Verhélt-
nis zu den Finiten-Elemente-Methoden schwieriger, da jegliche Berechnungen auf die
Auswertung der implizit definierten Basisfunktionen zuriickgefiihrt werden muss. Ste-
hen die benétigten Matrizen dann zur Verfiigung, ist die Implementierung nicht weiter
schwierig.

Die implizite Definition der Basisfunktionen fiihrt dazu, dass bestimmte gewtnschte
Eigenschaften schon in der Konstruktion der Virtuellen-Elemente-Methoden bedacht
werden konnen. So ist die in dieser Arbeit betrachtete Virtuelle-Elemente-Methode so
konstruiert, dass sie exakt divergenzfrei ist.

Die Virtuellen-Elemente-Methoden benotigen zur Definition der diskreten Bilinearfor-
men einen Stabilisierungsterm, der zur Behandlung der nicht-Polynome gebraucht wird
und daher bei Finiten-Elemente-Methoden entféllt. Er ist fir die Konvergenz der Me-
thode notwendig [dBCT13], kann aber verschieden gewihlt und sogar mit verschiedenen
positiven reelen Zahlen skaliert werden [dLR17]. Abhéngig von der gewéhlten Stabilisie-
rung konnen sogar schwéchere Voraussetzungen an das Gitter formuliert werden [dLR17],
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was in ausgewdhlten Fallen von Vorteil sein kénnte.

Durch die implizit definierten Basisfunktionen sind auch die errechneten Losungen der
Virtuellen-Elemente-Methoden schlussendlich immer noch virtuell, das heifit sie stehen
im Gegensatz zu den Losungen Finiter-Elemente-Methoden nicht explizit zur Verfiigung.
Das scheint auf den ersten Blick uniiblich, da zur Visualisierung und zur weiteren Verar-
beitung eine explizite Form benétigt wird. Dem kann aber mit Hilfe der Projektion Hk.V
in Polynomraume begegnet werden, so dass anschlieffend eine explizite Form vorhanden
ist.

Die Projektion fiithrt jedoch dazu, dass einige Eigenschaften der Lésung nicht erhalten
bleiben. Beispielsweise ist die Projektion Hk,vvh flir ein Element v, € Vi im Gegensatz
zum Element selbst nicht mehr global H!-konform und nicht mehr global divergenzfrei.
Werden also fiir die weitere Verarbeitung global H!-konforme und global divergenzfreie
Losungen benétigt, ist eine Finite-Elemente-Methode zu wéhlen, die das erfiillt. Beispiele
dafir sind das Scott-Vogelius-Element [SV85,GS17] oder druckrobuste Formen Finiter-
Elemente-Methoden [JLM*17]. Die zuletzt genannten Methoden benétigen allerdings
ein Nachbearbeiten der Losung, das auch fiir Virtuelle-Elemente-Methoden mdoglich ist.

Der Hauptvorteil der Virtuellen-Elemente-Methoden gegeniiber den Finiten-Elemen-
te-Methoden liegt vor allen Dingen in der Flexibilitdt des zugrunde liegenden Gitters.
Im Gegensatz zu Finiten-Elemente-Methoden, wo hauptséchlich Dreiecke und Recht-
ecke (2D) beziehungsweise Tetraeder und Hexaeder (3D) genutzt werden, lassen die
Virtuellen-Elemente-Methoden viel allgemeinere Polygone zu. Dadurch kann das Git-
terdesign flexibler gestaltet werden. Das macht das Gitter robuster gegen Verformungen
und kann bei Problemen helfen, die auf komplizierten, vielleicht bereits aus Polygonen
bestehenden, Gebieten zu l6sen sind. Dazu zéhlt unter anderem die Oberflichenoptimie-
rung, bei der Dreiecksgitter zu numerischen Instabilitédten fithren kénnen [Lan07].

Diese Gitterflexibilitdt macht dariiber hinaus adaptive Verfeinerungen auf der einen
Seite leichter als bei Finiten-Elemente-Methoden, andererseits auch schwieriger. Insbe-
sondere hédngende Knoten kénnen bei der Verfeinerung von polygonalen Gittern bei den
Virtuellen-Elemente-Methoden zugelassen werden, so dass der Verfeinerungsalgorithmus
héngende Knoten nicht vermeiden muss. Allerdings muss dafiir der Verfeinerungsalgo-
rithmus zumindest fiir die hier gewéhlte Stabilisierung sicherstellen, dass die kleinste
Kante im Verhéltnis zur groffiten Kante nicht zu klein wird, um die Formregularitidt zu
erhalten [dLR17]. Tut er das nicht, kann die optimale Konvergenzrate im Allgemeinen
nicht erwartet werden (s. Abschnitt 5.2.1). Andere Stabilisierungen kénnten daher auch
flir anisotrope Gitterverfeinerungen von Interesse sein.

Abschlielend ldsst die Gitterflexibilitdt auch eine Kopplung an andere Methoden
wie beispielsweise Finite-Volumen-Methoden zu. Die dort auftretenden Kontrollvolu-
men miissen keine Dreiecke oder Vierecke sein und lassen ebenfalls allgemeinere Formen
zu [JK18]. Dadurch, dass die Virtuellen-Elemente-Methoden polygonale Gitter zulassen,
muss das Gitter nicht weiter verdndert werden, um die Losung fiir weitere Berechnungen
mit Finiten-Volumen-Methoden nutzen zu kénnen.
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7.2. Vergleichende numerische Experimente

Hier wird ein numerischer Vergleich auf Dreiecksgittern zwischen einer Finiten-Elemente-
Methode der gleichen Ordnung und der Virtuellen-Elemente-Methode, die in dieser Ar-
beit betrachtet wird, durchgefiihrt.

Dafiir wird die in der Einleitung angesprochene Finite-Elemente-Methode P4 /P aus
[CR73] genutzt. Dabei ist der Ansatzraum fiir die Geschwindigkeit

_ 2
Ph = [ (P2(Ta) N C(@) N HY(Q)) UB(TA)|
wobei
B(Tn) = {b :byr € span{A1 Aoz} fiir alle T' € E}

mit den baryzentrischen Koordinaten Aq, Ag, As fiir jedes Dreieck T € 7, der Raum
der Zellblasen ist. Der Ansatzraum besteht somit aus stetigen Polynomen vom Grad
maximal zwei angereichert mit Zellblasen. Der Ansatzraum fiir den Druck ist durch

P1(Th) :=P1(Th) N L§(Q)

gegeben, das heifit stiickweise stetige Polynomen der Ordnung eins mit Integralmittel
Null.

Diese Methode wird gewahlt, da sie auf Dreiecksgittern die gleiche Anzahl an Frei-
heitsgraden pro Element hat und die Virtuelle-Elemente-Methode vom Aufbau her als
divergenzfreies Analogon zu dieser Finiten-Elemente-Methode gesehen werden kann. Die
bei der Virtuellen-Elemente-Methode auftretenden Freiheitsgrade D(\,Al und D{\,@ defi-
nieren Funktionen, die als virtuelle Zellblasen angesehen werden kénnen.

Der Fehler zwischen der kontinuierlichen Geschwindigkeit und der diskreten Geschwin-
digkeit mit der P%/P;-Finiten-Elemente-Methode lisst sich durch

1
lw—upllgi) S inf |Ju—vp[gm@o+ nf  —[lp— a2
v, EPY an€P1(Th) V

1
S [Pl e o) + ;|hlfrp\Hk(Q)
abschétzen [CR73,JLM'17]. Die Methode hat daher die gleiche Konvergenzrate wie die
hier betrachtete Virtuelle-Elemente-Methode.

Fiir die numerischen Experimente mit der PP%/P;-Methode wird freundlicherweise ein
von Dr. C. Merdon implementierter AFEM-kompatibler Code verwendet.

7.2.1. Problem 3: Das Vortex-Problem mit moderater Viskositat

Als erstes Problem wird das Vortex-Problem aus Abschnitt 6.3.2 mit moderater Visko-
sitat v = 1 betrachtet.
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Abbildung 7.1.: Gezeigt ist die Konvergenzhistorie fiir Problem 3 mit Viskositét
v = 1 fiir verschiedene Methoden. Sowohl die herkdmmliche als auch die erweiter-
te Virtuelle-Elemente-Methode (VEM) und die P%/P;-Finite-Elemente-Methode
(FEM) konvergieren mit der erwarteten optimalen Ordnung. Die Fehler sind alle
in der gleichen Grélenordnung.

Das Gebiet Q = (0,1)? wird dabei in Dreiecke zerlegt, um die gleiche Anzahl an
Freiheitsgraden pro Element zu garantieren. Die rechte Seite f wird so vorgegeben, dass
die exakte Losung

u(z,y) = (—6)8//813/) (a:2(x - 1% (y - 1)2) ¢ V3 und
p(z,y) = sin(27x) cos(2my) ¢ Qp

ist.

Das Problem wird auf einer Serie uniform rotverfeinerter Gitter ausgehend vom Gitter
aus Abbildung 6.2 fiir die gewohnliche und die druckrobuste Virtuelle-Elemente-Methode
sowie die ’Pg /P1-Methode gelost. Die Konvergenzhistorie des Fehlers gegeniiber der An-
zahl der Freiheitsgrade ist in Abbildung 7.1 dargestellt.

Alle drei Methoden konvergieren mit der optimalen zu erwarteten Rate von 2 in Bezug
auf den mittleren Durchmesser. Dariiber hinaus sind die Fehler der drei Methoden in
der gleichen Groflenordnung.

Daher lésst sich schlussfolgern, dass fiir moderate Viskositdten v jede der Methoden
wéahlbar ist und keine besonders zu bevorzugen ist.
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Abbildung 7.2.: Die Konvergenzhistorie fiir Problem 3 mit Viskositéit v = 10~% mit
uniform verfeinerten Gitter ausgehend von Abbildung 6.2 wird hier gezeigt. Die
Fehler der herkémmlichen Virtuellen-Elemente-Methode und der P /P;-Methode
sind anfangs in der gleichen GréBenordnung. Die Finite-Elemente-Methode kon-
vergiert dann aber etwas schneller als erwartet. Ein Grund dafiir konnten die
rechtwinkligen Dreiecke in der Ausgangstriangulierung sein.

7.2.2. Problem 3: Das Vortex-Problem mit kleiner Viskositat

Abschlielend wird erneut das Vortex-Problem mit kleinerer Viskositdt als vorher be-
trachtet.

Das Gebiet, die exakte Losung und auch die Ausgangstriangulierung werden wie im
vorherigen Abschnitt 7.2.1 gewédhlt. Im Gegensatz zu dem obigen Abschnitt wird aller-
dings die Viskositét auf v = 1074 gesetzt.

Der Geschwindigkeitsfehler fiir die herkdmmliche und die druckrobuste Virtuelle-E-
lemente-Methode sowie die P%/P;-Methode ist auf einer Serie uniform rotverfeinerter
Gitter in Abbildung 7.2 gegen die Anzahl der Freiheitsgrade nDof dargestellt. Im Ge-
gensatz zu vorherigem Experiment gibt es hier deutliche Unterschiede zwischen den
Methoden.

Die herkémmliche Virtuelle-Elemente-Methode und die P%/P;-Methode haben an-
fangs Geschwindigkeitsfehler von der gleichen groBen GroBenordnung 102. Im weiteren
Verlauf konvergiert die P%/P;-Methode dann sogar mit einer Konvergenzrate von etwa
2,56 in Bezug auf den mittleren Durchmesser und damit etwas schneller als erwartet
und als die herkémmliche Virtuelle-Elemente-Methode. Diese konvergiert ndmlich mit
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106!”””‘ T T T T T T 1]
—o—||D(u — IIY up)|| 12(q) Herkommliche VEM
ID(u — ITY up) [ 22(q) Erweiterte VEM
4 1 .
. O [ ID(u - )l e PY/PIFEM
5
Z 107 :
T
-~
20
e
.§ 100 | 1 .
= 1,5
3 ]
S 1072 .
1
]1
1074 g
Lol Lol Lol Lol L1l

102 103 10 10°
Anzahl der Freiheitsgrade nDof

Abbildung 7.3.: Dargestellt ist die Konvergenzhistorie fiir Problem 3 mit Viskosi-
tit v = 10~* ausgehend von einem strukturierten Dreiecksgitter. Fiir die her-
kémmliche Virtuelle-Elemente-Methode und die Finite-Elemente-Methode treten
Superkonvergenzeffekte auf. Die erweiterte Virtuelle-Elemente-Methode beginnt
mit deutlich kleinerem Fehler als auf dem unstrukturierten Gitter und konvergiert
dann mit optimaer Rate.

der optimalen Rate von 2 in Bezug auf den mittleren Durchmesser. Das hat zur Folge,
dass der Geschwindigkeitsfehler auf dem feinsten Netz mit 10~! eine Gréfenordnung
grofer ist als der der Finiten-Elemente-Methode mit einem Fehler der GréBenordnung
1072, Dieser Effekt der Superkonvergenz fiir die Finite-Elemente-Methode kann an den
teilweisen strukturierten Dreiecken im Gebiet liegen (s. [CB18] und die dortigen Refe-
renzen fiir eine kurze Einfithrung).

Die erweiterte Virtuelle-Elemente-Methode startet ebenfalls mit einem grofien Fehler,
konvergiert dann aber mit einer Rate bezogen auf den mittleren Durchmesser, die sogar
etwas besser als 4 ist. Dies liegt daran, dass anfangs der Fehler in der Diskretisierung
der rechten Seite iiberwiegt. Auf den feineren Netzen, wo der Diskretisierungsfehler der
rechten Seite nicht mehr dominant ist, verlangsamt sich dann die Konvergenzrate zu der
optimalen Rate von 2 bezogen auf den mittleren Durchmesser. Damit ist die auf dem
feinsten Netz etwa drei Grolenordnungen kleiner als die Finite-Elemente-Methode.

Um die Superkonvergenz etwas genauer zu untersuchen, wird daher das gleiche Pro-
blem auf einer Serie uniform verfeinerter Gitter ausgehend vom einem einmal cross-
verfeinerten Einheitsquadrat erneut berechnet. Die Konvergenzhistorie ist in Abbil-
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7.2. Vergleichende numerische Experimente

dung 7.3 dargestellt.

Deutlich zu erkennen ist, dass die herkémmliche Virtuelle-Elemente-Methode und die
Finite-Elemente-Methode beide mit einer Rate von 3 in Bezug auf den mittleren Durch-
messer konvergieren. Dies ist deutlich besser als erwartet und stiitzt die These, dass die
vorher beobachtete Superkonvergenz durch die strukturierten Anteile im Gitter hervor-
gerufen werden. Bedingt durch das strukturierte Gitter startet die erweiterte Virtuelle-
Elemente-Methode mit einem viel kleineren Fehler als mit dem unstrukturierten Gitter
und konvergiert dann sofort mit der zu erwartenden Rate von 2.

Zusammenfassend ldsst sich schlussfolgern, dass fiir kleine Viskositédten die erweiterte
Virtuelle-Elemente-Methode die zu bevorzugende Methode ist, da sie am schnellsten
konvergiert. Die Moglichkeit, eine erweiterte Methode mit verbesserter Konvergenzrate
zu bilden und ohne die urspriingliche Methode zu &ndern, ist eine Besonderheit der
Virtuellen-Elemente-Methoden im Vergleich zu den Finiten-Elemente-Methoden, was
wie oben gesehen in bestimmten Fallen von Vorteil sein kann. Eine druckrobuste Form
der Finiten-Elemente-Methode [JLM'17] oder die druckrobuste Form der Virtuellen-
Elemente-Methode aus Kapitel 6 wiirden allerdings noch bessere Ergebnisse ohne die
vorasymptotische Phase liefern.
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8. Ausblick

Das letzte Kapitel dieser Arbeit gibt einen Ausblick dariiber, welche Probleme noch
ungel6st sind und wie die Virtuelle-Elemente-Methode weiter verwendet werden konnte.

Insbesondere im Bereich der Adaptivitdt und der damit verkniipften Frage nach einer
geeigneten Stabilisierung liegt noch Forschungspotential. Fiir die Adaptivitit wird wie
in Kapitel 5 bemerkt eine Verfeinerungsroutine bendtigt, die die Formregularitiat des
Gitters erhélt. Damit die Verfeinerungsroutine von Dr. O. Sutton aus [Sut17] anwendbar
ist, muss das Baryzentrum der Polygone innerhalb des Balls liegen, in dessen Bezug
die Polygone sternférmig sind. Sonst wiirden die neuen Kanten auflerhalb des Gebiets
liegen. Um das volle Potential Virtueller-Elemente-Methoden in Bezug auf die Zerlegung
des Gebiets nutzen zu kénnen, werden daher fiir Polygone, auf die die obige Bedingung
nicht zutrifft, kompliziertere Verfeinerungsalgorithmen benoétigt, die die Formregularitét
erhalten.

Dariiber hinaus kann der Einfluss der Stabilisierung noch iiber die Arbeit von [dLR17]
hinausgehend untersucht werden. Insgesamt scheint die Stabilisierung fiir die Konvergenz
bendtigt zu werden [AABT13], aber verschiedene Stabilisierungen fithren zu unterschied-
lich genauen Approximationen [dLR17]|. Hier ist insbesondere interessant, ob mit dem
anderen Stabilisierungsterm aus [dLR17] die in dieser Arbeit genutzte Verfeinerungsrou-
tine zu besseren Konvergenzraten fiithrt.

Eine weitere interessante Fragestellung ist die Anwendbarkeit der in dieser Arbeit
prasentierten druckrobusten Form der Virtuellen-Elemente-Methode auf die eingangs
erwiahnten komplizierteren Navier-Stokes-Gleichungen. Die Navier-Stokes-Gleichungen
suchen in variationeller Form auf einem Gebiet 2 wahrend eines Zeitintervals (0,7),
T < o0, eine Geschwindigkeit 4 und einen Druck p, so dass

/8ude+/l/Du:Dde+/Duu-vdT/divvde:/f-de
o Ot Q Q Q Q

/divuquzO
Q

fir alle Testfunktionen v,q gelten. In [dLV18] wird gezeigt, dass die selbe Virtuelle-
Elemente-Methode, die auch in dieser Arbeit benutzt wird, auch auf die stationidren
Navier-Stokes-Gleichungen angewendet werden kann und ebenfalls zu einer exakt diver-
genzfreien Losung fithrt. In diskreter Form werden (up, pp,) gesucht, so dass

an(wn, vh) + cn(un; wn, va) + b(vn, pr) = (fh, V8)12(0)
b(un, qn) =0

fiir alle diskreten Testfunktionen vy, g, gelten, wobei ap (-, -), b(-,-) bezichungsweise ff,
genau so wie in Kapitel 3 beziehungsweise Kapitel 6 definiert sind. Die Trilinearform
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8. Ausblick

cn (v -, ) ist fir alle wy, up, vy, durch

ch(wh;uh,vh) = Z / [Pk,l(Duh)Pkwh] -kath
TeT, T

definiert.

Allerdings ist diese Methode ebenfalls nicht druckrobust, da in der Diskretisierung
erneut L?-Projektonen genutzt werden, die die Divergenzfreiheit im Allgemeinen nicht
erhalten. Damit fithrt diese Methode insbesondere fiir kleine Viskosititen v zu grofien
Fehlern in der Approximation der Geschwindigkeit.

Auch diese Methode kénnte durch einige Anderungen wie schon in [LM16] fiir Finite-
Elemente-Methoden geschehen wahrscheinlich druckrobust gemacht werden. Dafiir miis-
ste der Konvektionsterm durch

c}’:(wh;uh,vh) = Z / [Pk,l(Duh)IRTwh]-IRthdT
e, T

ersetzt werden, wobei IgT die Projektion aus Kapitel 6 ist. Auflerdem miisste die diskrete
rechte Seite genau wie in dieser Arbeit durch ( f{, vp) r2() ausgetauscht werden.

Dariiber hinaus kann auch der nicht-stationére Fall wie schon in [ALM18] fiir Finite-
Elemente-Methoden vorgeschlagen betrachtet werden, in dem der zeitabhéngige Term
dh(uh, ’Uh) = fQ 8/8thuh . kah dQ durch

d;{(uh, Uh) = QIRT’U,}L : IRTUh dQ
o Ot
abgelost wird. Dies kénnte in Féllen helfen, wo der Zeitableitungs- und der Konvekti-
onsterm, mit anderen Worten die Materialableitung
%: + (u - V)u,
nahe an einem Gradienten eines eventuell komplizierten Drucks sind.

Ist eine druckrobuste Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen vorhanden, dann
kann die daraus resultierende Loésung auch auf gekoppelte Probleme angewendet wer-
den. Dafiir eignen sich Virtuelle-Elemente-Methoden besonders gut wegen ihrer hohen
Flexibilitdt in Bezug auf das Gitter. Ein Beispiel dafiir sind die Nernst-Planck-Poisson-
Navier-Stokes-Gleichungen aus [FLLB09,DGM13,FGL™ 18], die den Fluss von Elektroly-
ten beschreiben. Dort wird eine Finite-Elemente-Methode zum Losen der Navier-Stokes-
Gleichungen an eine Finite-Volumen-Methode zum Lésen der Nernst-Planck-Poisson-
Gleichungen gekoppelt. Sie garantiert das Maximumsprinzip fiir die Konzentration der
beteiligten Spezies, falls das Geschwindigkeitsfeld divergenzfrei ist [FGL*18]. Mit Hilfe
einer druckrobusten Virtuellen-Elemente-Methode kénnte die Diskretisierung des Ge-
biets anstelle von Dreiecken mit allgemeineren Polygonen durchgefithrt werden.

Dafiir kann dariiber nachgedacht werden, die errechnete Losung mit der Interpolation
IxT aus Abschnitt 6 nachzubehandeln. Die so nachbehandelte Lésung kann dann immer
noch gut mit anderen Problemen gekoppelt werden.
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A. Dokumentation AVEM

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Dokumentation des wahrend dieser Arbeit er-
stellten Softwarepakets, dass sich auf der beiligenden CD beziehungsweise in der beilie-
genden .zip-Datei befindet. Die Software ist in MATLAB R2018a implementiert. Kom-
patibilitdt zu anderen Versionen oder zu GNU Octave konnen daher nicht garantiert
werden.

Das Paket ist sowohl strukturell als auch syntaktisch an das Paket AFEM angelehnt
und nutzt auch einige dessen Funktionen. Daher ist es dringend empfohlen, die Do-
kumentation von AFEM, wenn nicht bereits geschehen, zuerst zu studieren [CGK™10].
Wegen der grofien Ahnlichkeit werden im Folgenden auch nur die wichtigsten Funktionen
von AVEM erléirt und exemplarisch Unterschiede zu AFEM aufgefiihrt. Die Bedienung
von AVEM ergibt sich dann analog wie bei AFEM.

Das Softwarepaket 16st adaptiv das Stokes-Problem in dem Gebiet Q@ C R? mit Di-
richletrand I'p € 09 und Neumannrand I'y € 9Q, Tp Uy = 0Q, I'p N Ty = 0. Zur
Erinnerung: Es findet ein Paar (u,p), so dass

—vAu+Vp=f in Q, (A.1a)
dive =0 in Q, (A.1b)
u=up entlang I'p, (A.1lc)

Dun =0 entlang I'x (A.1d)

mit einer positiven Viskositit v € R fiir eine gegebene rechte Seite f und vorgegebene
Dirichletrandbedingungen up gilt.

Zum Losen werden die Daten fiir die Geometrie und die rechte Seite beziehungsweise
die Dirichletrandbedingung benotigt. Begonnen wird daher im Folgenden zuerst mit dem
Vorgeben der Geometrie und der Problemdaten.

Daraufhin folgt exemplarisch die Berechnung der Seiten pro Element, um den Unter-
schied zwischen Funktionen aus AFEM und Funktionen aus AVEM zu beschreiben.

Der Hauptfokus wird dann darauf liegen, den Loser und seine Funktionen zu erldutern.

Dariiber hinaus wird auch die grafische Darstellung der Geschwindigkeitslosung be-
sprochen.

Abschlieflend folgen dann die beiden ausfithrenden Skripte, mit denen adaptiv das
Stokes-Problem gel6st werden kann.
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A. Dokumentation AVEM

A.1. Einlesen der Daten durch loadGeometryVEM.m,
getProblemdata.m

Das Stokes-Problem wird in einem Gebiet €2 gelost. Dafiir muss die Zerlegung des Gebiets
in Polygone fiir den Computer verarbeitbar sein. Es werden die Datenstrukturen aus
Abschnitt 4.1 benétigt, das heifit c4n (coordinates for nodes), nde (nodes for elements),
n4sDb (nodes for Dirichletboundary sides), n4sNb (nodes for Neumannboundary sides).

Diese miissen in loadGeometryVEM.m bereitgestellt werden. Folgende Ein- und Aus-
gaben hat die Funktion.

INPUT:
geometry, string, spezifiziert Geometrie

INPUT optional:
OPT1v14Ref, natirliche Zahl, Anzahl an Verfeinerungen
OPTflag4AFEMref, Boolsche Variable, gibt Verfeinerungsroutine an

OUTPUT:
c4n; nde; n4sDb; ndsNb (s. Abschnitt 4.1)

Es werden jetzt im Folgenden einige Beispielgeometrien erlautert mit deren Verstand-
nis dann auch eigene Geometrien erschaffen werden kénnen.

Durch die Wahl von ’unitSasP’ als geometry kann die Zerlegung des Einheitsqua-
drats aus Abbildung 4.1 aufgerufen werden. Sie ist in Form einer .mat-Datei im Unter-
ordner geometries gespeichert. Dabei muss die Datei die Strukturen c4n, n4e, n4sDb
und n4sNb enthalten. Die Strukturen miissen dabei die Form aus Abschnitt 4.1 haben.
Das Laden der Datei passiert dabei durch das folgende Listing.

switch geometry
case ’unitSasP’ % square (0,1)72 as polygons
mesh_filepath = ’squareExampleAsPolygons.mat’;
mesh = load(mesh_filepath);
c4n = mesh.cédn;
n4e = mesh.nde;
n4sDb mesh.n4sDb;
n4sNb mesh.n4sNb;

Alternativ kénnen die Strukturen auch direkt in die Funktion eingegeben werden. Das
Listing, das die Geometrie aus Abbildung 6.2 erzeugt, sieht wie folgt aus.

case ’unitSasTus’ % square (0,1) "2 as unstructured triangles
c4n = [0,0; .5,0; 1,0; 1,1/4; 1,1; 0.5,1; 0,1; 0,7/8; 0,0.5; 0.5,1/3];
nde = [2 9 1; 9 2 10; 2 4 10; 4 2 3; 8 6 7; 9 6 8; 6 9 10; 4 6 10; 6 4 5];
n4sbb = [1,2;2,3;3,4;4,5;5,6;6,7;7,8;8,9;9,1];
n4sNb = [];
rowDist = ones(1,size(nde,1));
nde = mat2cell (nde,rowDist);

Die Daten werden dort einfach in Form von Matrizen geschrieben. Das ist nur moglich,
da in diesem Fall jedes Element aus nde gleich viele Knoten hat. Zur Konvertierung in
ein Cell-array werden die Zeile 111 und die darauffolgende benétigt. Damit kénnen auch
andere Dreiecksgitter aus AFEM tibertragen werden.

Zuletzt wird noch die Geometrie aus Abbildung 4.5 erlautert. Diese ist durch
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166
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A.1. Einlesen der Daten durch loadGeometryVEM.m, getProblemdata.m

case ’l-shapeAsS’ % (-1,1)°2\(0,1)x(0,-1) as squares
c4n = [-1,1; -1,0; -1,-1; 0,-1; 0,0; 1,0; 1,1; 0,1];
nde = cell(3,1);

n4e{1} = [3, 4, 5, 2];

n4e{2} = [8, 1, 2, 5];

n4e{3} = [5, 6, 7, 8];

n4sDb = [1,2; 2,3; 3,4; 4,5; 5,6; 6,7; 7,8; 8,1]1;
n4sNb = [1;

implementiert. Dabei wird in den Zeilen 165-168 das Cell-array per Hand angelegt und
dann jeweils befiillt.

Weitere bereits implementierte Geometrien werden auch im Hilfetext der Funktion
angegeben. Um eigene Geometrien hinzuzufiigen, muss ein neuer case zusammen mit
den Daten eingefligt werden.

Die Geometrie wird nach dem Einlesen dann OPT1v14Ref mal uniform verfeinert,
wenn dieser optionale Parameter angegeben ist. Als Verfeinerungsroutine wird entweder
der Verfeinerungsalgorithmus aus AFEM [CGK'10] (OPTflag4AFEMref=true) oder der
aus Abschnitt 5.1.1 (OPTflag4AFEMref=false) genutzt.

Um die Problemdaten vorzugeben, kann getProblemdata.m benutzt werden, dessen
Struktur wie folgt aussieht:

INPUT:
problem, string, gibt Problemdaten an
nu, float, Viskositdtskonstante 0 < v € R

OUTPUT:
rhs(x,y), function handle, vektorwertige rechte Seite f € [L?(£2)]?
u_Db(x,y), function handle, vektorwertige Dirichletrandbedingung up
uExact (x,y), function handle, vektorwertige exakte Geschwindigkeit u € [H},(Q)]?
wenn bekannt, sonst konstant 0
pExact (x,y), function handle, skalarwertige exakte Drucklésung p € LZ(2) wenn
bekannt, sonst konstant 0
dxuExactl(x,y), function handle, skalarwertige Ableitung der ersten Komponen-
te von u nach r wenn bekannt, sonst konstant 0
dyuExactl1(x,y), function handle, skalarwertige Ableitung der ersten Komponen-
te von uw nach y wenn bekannt, sonst konstant 0
dxuExact2(x,y), function handle, skalarwertige Ableitung der zweiten Kompo-
nente von u nach x wenn bekannt, sonst konstant 0
dyuExact2(x,y), function handle, skalarwertige Ableitung der zweiten Kompo-
nente von u nach y wenn bekannt, sonst konstant 0
TD2u4Db(pts, tangents), function handle, vektorwertige zweite tangentiale Ab-
leitung von uwp wenn bekannt, sonst konstant NaN

Damit die anderen Programme mit den Funktionen umgehen kénnen, miissen die Di-
mensionen beachtet werden. Die Ausgabe der rechten Seite rhs(x,y) muss, wenn n
Punkte jeweils der Dimension n x 1 eingegeben werden, die Dimension n x 2 zuriickge-
geben werden. Analog verhélt es sich auch mit u_Db(x,y) und uExact (x,y).
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Die Funktionen pExact(x,y), dxuExact1(x,y), dyuExactl(x,y), dxuExact2(x,y)
und dyuExact2(x,y) miissen dhnlich dazu eine Riickgabe der Dimension n x 1 haben,
wenn die Eingabe jeweils von der Dimension n x 1 war.

Mit der Funktion fiir die zweite tangentiale Ableitung verhélt es sich etwas anders.
Sie erwartet drei Eingaben: Die zwei Koordinaten von n Punkten x,y jeweils mit der
Dimension n x 1 und Tangenten der Dimension n x 2. Unter diesen Eingaben gibt
sie die Werte der zweiten tangentialen Ableitung der Dirichletrandbedingung an diesen
Punkten zuriick und hat daher die Dimension n x 2.

Beispielhaft wird jetzt die Implementierung des Problems problem="p1’ gezeigt, dass
das Hagen-Poiseuille Problem aus Abschnitt 4.3.1 kodiert.
uExact = @(x,y) zeros(size(x,1),2);

pExact = @(x,y) zeros(l, size(x,1));
dxuExactl @(x,y) zeros(size(x));

dyuExactl = @(x,y) -2.xy+1;
dxuExact2 = @(x,y) zeros(size(x));
dyuExact2 = @(x,y) zeros(size(x));

TD2u4Db = @(x,y, tangents) Nal;
switch problem
case ’pl’ % Hagen-Poiseuille
u_Db = @(x, y) ulExact(x,y);
uExact = @(x,y) ulExact(x, y);
pExact = @(x,y) 1-2.%*x;
rhs=0(x,y)-nu*laplacianUl(x,y) -2*[ones(length(y) ,1),zeros(length(x),1)];

dxuExactl = @(x,y) zeros(size(x));

dyuExactl = Q@(x,y) -2.%y+1;

dxuExact2 = @(x,y) zeros(size(x));
; dyuExact2 = @(x,y) zeros(size(x));
5 function val = ulExact(x,y)

val = zeros(length(y),2);
val(:,1) = y.x(1-y);

end
function val = laplacianUl(x,y)
val = zeros(length(x) ,2);
val(:, 1) = -2;

3 end

Dabei sind die Zeilen 58-64 fiir den Fall, dass keine exakte Losung bekannt ist. Da fiir
Hagen-Poiseuille eine exakte Losung bekannt ist, werden sie nachfolgend iiberschrieben.

Neue Probleme kénnen dann analog definiert werden, in dem ein neuer case geschrie-
ben wird.

A.2. Hilfsfunktionen am Beispiel computeS4eVEM.m

Es gibt in dem Unterorder /common/ viele Hilfsfunktionen, die fiir den Léser benutzt
werden und geometrische Informationen berechnen. Sie berechnen in der Regel dhnliche
Informationen, wie die gleichnamigen in AFEM, erwarten allerdings als Input ein Cell-
array oder geben diese als Ausgabe zuriick, wenn sich die berechnete Grofie in der Anzahl
pro Element unterscheiden.

Beispielsweise erwartet computeArea4deVEM.m den Vektor c4n und das Cell-array nde
und gibt einen Vektor ad4e mit der Grofle jedes Elements zuriick. Andererseits bendtigt
computeNormal4eVEM.m die gleichen Eingaben und gibt dann ein Cell-array normalde
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A.3. Der Loser StokesVemSolver.m

mit den dufleren Normalenvektoren fiir jedes Element zuriick. Die Riickgabe muss ein
Cell-array sein, um der Tatsache Rechnung zu tragen, dass die Elemente im Allgemeinen
nicht gleich viele Kanten haben. Werden die Geometrien aus AFEM eingegeben, kann
nicht garantiert werden, dass die Ausgabe abgesehen vom Format identisch ist.

Exemplarisch wird zur Verdeutlichung jetzt computeS4e.m erldutert. Die Struktur
sieht wie folgt aus:

INPUT:
n4e, cell array, gibt die Knoten der Elemente an (s. vorheriger Abschnitt)

OUTPUT:
sde, cell array, sides for elements, gibt die Seitennummern der Seiten in jedem
Element an, wobei die n-te lokale Seite zwischen dem n-ten und n-+1-ten Knoten
liegt.
Die Implementierung ist dhnlich zu der gleichnamigen Funktion bei AFEM, muss
dabei aber mit Cell-arrays umgehen. Die Implementierung ist durch

allSides = getAllSides (nde); % all sides
[~,ind ,back] = unique(sort(allSides,2),’rows’,’first’);
[~, sortInd] = sort(ind);
sideNr (sortInd) = 1:length(ind); % sideNr(back)’ = numbers for allSides
s4e=cell(size(nde)); % j-th row contains number of sides for j-th element
for elemNr = 1:nrElems % loop over all elements

len = length(n4e{elemNr}); % number of vertices of j-th element

s4e{elemNr} = reshape(sideNr(back(l:1len)),size(nde{elemNr}));
back = back((len+1):end);
end

realisiert.

Dabei wird in Zeile 37 die Funktion getAllSides.m aufgerufen, die alle Seiten in der
Zerlegung berechnet. Sie gibt die Knotennummern aller Seiten aller Elemente zuriick
und enthélt daher Mehrfachnennungen.

Die Mehrfachnennungen werden in Zeile 39 entfernt. Jede Seite erhélt in Zeile 41 eine
einzigartige Nummer. Die Seiten sind jetzt global so durchnummeriert, als hitte der
Algorithmus jedes Element betrachtet und die lokalen Seiten, sofern sie das erste mal
auftauchen, der Reihe nach durchnummeriert.

In der Schleife in den Zeilen 43-47, die iiber jedes Element geht, werden fur jedes Ele-
ment die zugehdrigen Seitennummern rausgesucht und in den entsprechenenden Eintrag
in sde geschrieben. Die Zahlen sind in Reihenfolge der lokalen Seiten aufgelistet, das
heifit die erste Zahl in s4e{elemNr} ist die erste lokale Seite im Element mit der Nummer
elemNr. Lokal liegt dabei die n-te Seite zwischen dem n-ten und n+1-ten Knoten.

A.3. Der Loser StokesVemSolver.m

In diesem Abschnitt wird der Loser des Pakets betrachtet, der spéter in der adapti-
ven Schleife aufgerufen wird. Er fithrt dabei die komplette Berechnung der Virtuellen-
Elemente-Losung durch und benutzt dafiir je nach Eingabe die herkémmliche, die erwei-
terte oder die druckrobuste Virtuelle-Elemente-Methode. Die Funktion hat die folgenden
Ein- und Ausgabeparameter.
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A. Dokumentation AVEM

Algorithm 1 StokesVemSolver

1: initialization > lines 69-155
2: for elemNr = 1,2,..., # elements do
3: compute local matrices > lines 156-254
4: compute local right-hand side > lines 255-377
5: save local degrees of freedom and local matrices > lines 378-410
6: end for
7: build global matrices from local ones and degrees of freedom > lines 411-430
8: set inhomogeneous Dirichlet boundary data > lines 431-444
9: solve system of equations for free degrees of freedom > lines 445-447
10: extract velocity and pressure solution > lines 448-457
INPUT:
c4n, nde, n4sDb, ndsNb, siehe loadGeometryVEM.m aus Abschnitt A.1
nu, rhs, u_Db, siche getProblemdata.m aus Abschnitt A.1
OPTmethod, integer, 1 = herkdbmmliche VEM, 2 = erweiterte VEM, 3 = druckro-
buste VEM
OUTPUT:

u, vector, enthélt die Freiheitsgrade der diskreten Losung up € Vo

p, vector, enthilt die Freiheitsgrade der diskreten Losung pp, € Q2

nrFreeDof, integer, Anzahl an freien Freiheitsgraden

meanDiam, float, mittlerer Durchmesser h,,

SstarCol, cell array, enthélt elementweise die Matrix S* (s. Gleichung (4.7) )
stabilizationCol, cell array, enthilt elementweise die Stabilisierungsmatrix (s.
Gleichungen (3.18) und (4.10))

intFScalMonCol, cell array, enthélt elementweise die Integrale [, f -m;dT, fir
die skalierten Monome m, j = 1,2,...,J, J = 2 fiir herkémmliche VEM, J = 12
fiir die erweiterte und druckrobuste VEM

MaMaScalMon4fhCol, cell array, enthilt elementweise die Massematrix der ska-
lierten Monome [,m; - m,dT, j,£ =1,2,...,J, J = 2 fir herkémmliche VEM,
J = 12 fiir die erweiterte und druckrobuste VEM

Eine Zusammenfassung des logischen Aufbaus des Funktion StokesVemSolver.m ist
in Algorithmus 1 dargestellt. Die Details der einzelnen Schritte werden im Folgenden
erldutert.

Wiéhrend der Initialisierung werden unter anderem geometrische Informationen be-
rechnet, die benotigten Felder fiir die zu berechnenden Matrizen, die rechte Seite und
die Ausgaben angelegt. Der Kiirze halber wird dies nicht explizit erldutert.

Dariiber hinaus werden aber auch die skalierten Monome aus Definition 3.3 und die
Freiheitsgrade durchnummeriert. Das Nummerieren der skalierten Monome erfolgt wie
in Gleichung (3.2) beschrieben in
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81 k = 2; % order of method, up to now just k=2 possible
82 indices4velo = getIndices (k) ; % indices of scalar scaled monomials M_k

117
118
119
120

== e

N

NN

Dabei gibt getIndices fiir k=2 den Vektor

O =N O = O
N R O = OO

zuriick. Die aufgerufe Funktion funktioniert fiir alle £ € N, allerdings ist der Loser selbst
nur fir den Fall £k = 2 geschrieben.

Im weiteren Verlauf werden dann die vektorwertigen skalierten Monome wie in Glei-
chung (3.3) beschrieben nummeriert. Zur Erinnerung: Dafiir taucht jedes skalare skalier-
te Monom zweimal hintereinander auf, einmal in der ersten und einmal in der zweiten
Komponente.

Die globalen Freiheitsgrade werden in

off4s = 2 * nrNodes; 7 offset for DoF wrt. edges
offdm = offds + 2% (k-1) * nrSides; % offset for DoF wrt. moments
DbNodes = unique (n4sDb); % nodes at Db

bdryDof = reshape ([2*DbNodes-1,2*DbNodes; offéds+(2*s4Db)-1,0ffds+(2%s4Db)]’,2x%
length (DbNodes) +2*length (2*s4Db) ,1); 7/ nodes at Db and Db sides
nrDof4Vel=nrElems*((k+1)*k/2-1+(k-1) *(k-2) /2) +2*x(nrNodes+(k-1) *nrSides) ; 4#DoFVelo
nrDof4Pres = nrElems * (k+1) * k / 2; J#DoF pressure
freeDof=setdiff (1: (nrDof4Vel+nrDof4Pres+1), bdryDof);

nummeriert.

Fiir die Geschwindigkeit geschieht dies wie in Definition 4.2 geschrieben in der Rei-
henfolge GDY, GD,, GD(\,/(?. Die ersten 2|N| Freiheitsgrade gehoren zu den Basis-
funktionen in Bezug auf die Knoten, die darauffolgenden 2|£| zu den Basisfunktionen in
Bezug auf die Kanten und die néchsten 2|7,| zu den Basisfunktionen, die durch GD{,V(2
definiert sind.

Da es sich um vektorwertige Basisfunktionen handelt, gehéren zu jedem Knoten und
jeder Kante zwei Basisfunktionen: eine fiir die erste und eine fiir die zweite Komponente.
Sie werden hintereinander folgend aufgelistet, so dass die ersten beiden Freiheitsgrade
zu Basisfunktionen vom Knoten 1 gehéren, Nummer drei und vier zu Basisfunktionen
zum Knoten 2 und so weiter. Genau so verhélt es sich auch mit den Basisfunktionen fiir
die Kanten. Die Basisfunktionen fiir die Divergenzmomente werden dann elementweise
aufgefiihrt.

Da die Ansatzfunktionen fiir den Druck nur stiickweise stetig sind, werden sie ele-
mentweise in der Reihenfolge der skalierten Monome aufgelistet.

Nach der Initialisierung werden die lokalen Matrizen K] und BT = (b(¢;,my)),
j=1,2,...,nDof ", ¢ = 1,2,3 in einer Schleife iiber alle Elemente aufgebaut.

Um dabei iiber Polygone integrieren zu kénnen, wird im ersten Schritt eine Delaunay-
Triangulierung unter Nebenbedingungen durchgefiihrt. Dafiir wird die MATLAB-interne
Funktion delaunayTriangulation.m genutzt, die unter Angabe des Randes des Polyg-
ons, den Rand erhélt. Sie ist wie folgt implementiert:
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nrVertC=size (nd4e{elemNr},2); % number of vertices of current element

c4nC = c4n(nde{elemNr}, :); % current cén

n4sLoc = [(1:(nrVertC-1))’,(2:nrVertC)’; nrVertC,1]; % collect all edges

DT = delaunayTriangulation(c4nC,n4sLoc); % constrained delaunayTriangulation
n4eDT = DT(isInterior (DT),:); % select triangles which are inside of polygon

Zur Konstruktion der Steifigkeitsmatrix fiir den Laplaceoperator wird Gleichung (4.11)
ausgenutzt, wofiir die Matrizen G, C, D, §* und S aus Abschnitt 4.2.2 ben6tigt werden.

Die Berechnung von D benétigt die Auswertung der skalierten Monome an den Kno-
ten und an den Kantenmittelpunkten sowie das Integral der Divergenz der skalierten
Monome multipliziert mit skalierten Monomen iiber das Gebiet. Die Integration wird
dabei mittels integrate.m aus AFEM durchgefiihrt, wobei

) Ome, 1 [ —ap)(@—1e2)
divim o 9) = B E <hT )
fiir einen Multiindex o = (a1, a2) € N? mit |a| < 2 ist. Der zugehérige Quellcode der
Berechnung ist in Listing A.1 dargestellt.

Die Implementierung der Matrix C nutzt fiir die Projektion Gleichung (3.17) und fiir
die Berechnung der Bilinearform Gleichung (3.16) aus. Fiir den implementierten Fall
k = 2 errechnet sich Am; zu 2/ h% fir j = 7,8,11,12 und konstant Null sonst, so dass
Am; nicht weiter zerlegt werden muss.

Fir das Randintegral der Basisfunktionen kann die Gaufl-Lobatto Integrationsformel
mit drei Punkten beziehungsweise fiir den hier betrachteten Fall k = 2 die Simpsonregel
ausgenutzt werden. Fiir eine auf einer Kante E = conv{Vp, Vy41} € £(T) integrierbare
Funktion f € L!(E) ergibt sich das Integral durch

[rae =L Gm) + fvn a5t Vi) v R (A

wobei der Rest R € R gleich Null ist fiir alle f € P3(E) [Sto05].
Der Quellcode zur Berechnung von C' ist in Listing A.2 dargestellt. Dabei enthélt
ExN4eC die Normalenvektoren der Seiten, wobei der Normalenvektor der letzten Seite

aus implementatorischen Griinden erneut an der ersten Stelle eingefiigt wurde.
Nun kann die Matrix G durch die Formel

G=CD

D = zeros (nrDof ,nrScalMond4velo);

scalMonAtVert=scalMonom(c4nC(:,1)’,c4nC(:,2)°);

D(1:2:0ff4sC,1:2:end)=scalMonAtVert;

D(2:2:0ff4sC,2:2:end)=scalMonAtVert;

scalMonAtMidE=scalMonom (c4mid4sC(:,1)’,c4mid4sC(:,2)°);

D(off4sC+1:2:0ff4mC,1:2:end)=scalMonAtMidE;

D(off4sC+2:2:0ff4mC,2:2:end)=scalMonAtMidE;

intDivScalMonom=h4e (elemNr)*sum(integrate (c4nC,n4eDT ,@(n4p,Gpts4p,Gptséref)
integrand4divMon (n4p,Gpts4p ,Gptsdref, elemNr), 2),1)/ad4e(elemNr);

D(end-1:end,:)=intDivScalMonom(1,:,:);

Listing A.1: Berechnung der lokalen Matrix D
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C=zeros (nrScalMon4velo, nrDof); % Matrix C

% Compute projection

C(1:2,end-1:end)=-eye(2); % DoF wrt. divergence moments

bdryI4n=(h4e(elemNr)*(length4s (ExS4eC(1:end-1)) .*ExN4eC(1:end-1,:)+length4s(
ExS4eC(2:end)) .*ExN4eC(2:end,:))/(6xade(elemNr))) ’; % boundary integral wrt

nodes
C(1,1:0ff4sC)=reshape (bdryI4n.*scalMonAtVert(:,2)’,[1,0ff4sC]);
C(2,1:0ff4sC)=reshape (bdryI4n.*scalMonAtVert (:,3)’,[1,0ff4sC]);

i bdryI4s=(2xh4e(elemNr)*lengthds (ExS4eC(2:end)) .*ExN4eC(2:end,:)/(3*xade(elemNr)))

o % boundary integral wrt. midpoints
C(1,0ff4sC+1:0ff4mC)=reshape (bdryIl4s.*scalMonAtMidE(:,2)’,[1,0ff4mC-0ff4sC]);

: C(2,0ff4sC+1:0ff4mC)=reshape (bdryI4s.*scalMonAtMidE(:,3)’,[1,0ff4mC-0ff4sC]);

% Compute bilinearform
gradScalMonAtVert=gradScalMonom(c4nC(:,1)’,c4nC(:,2)’); % grad scaled monomials
gradScalMonAtMidE=gradScalMonom (c4mid4sC(:,1)’,c4mid4sC(:,2) ) ;
for i = 3:2:nrScalMonédvelo % loop over vectorvalued scaled monomials
gradScalMonAtVertC=permute (gradScalMonAtVert (:,(i+1)/2,:) ,[1,3,2]);
gradScalMonAtMidEC=permute (gradScalMonAtMidE(:,(i+1)/2,:) ,[1,3,2]);
bdryI4n=(lengthé4s (ExS4eC(1:end-1)) .*sum(gradScalMonAtVertC.*ExN4eC(1:end-1,:)
,2)+length4s (ExS4eC(2:end)) .*sum(gradScalMonAtVertC.*xExN4eC(2:end,:) ,2))/6;
bdryI4s=2*xlength4s (ExS4eC(2:end)) .*sum(gradScalMonAtMidEC.*ExN4eC(2:end,:) ,2)
/3;
auxiliary=[bdryI4n’,bdryI4s’,0; zeros(l,o0ff4mC/2+1)];
C(i, :)=auxiliary(:);
auxiliary=auxiliary ([2,1],:);
C(i+1, :)=auxiliary(:);
end
c([7,8,11,12],:)=C([7,8,11,12],:) -2*ade(elenNr) .*repmat(C(1:2,:) ,[2,1]) ./ (hde(
elemNr) ~2); % volume integral

Listing A.2: Berechnung der lokalen Matrix C

berechnet werden (s. Bemerkung 3.3 in [dBMR14b]), wie einfach nachgerechnet werden
kann.

Mit S* aus Gleichung (4.7) sind alle Matrizen vorhanden, um die lokale Steifigkeits-
matrix K mittels Gleichung (4.11) berechnen zu konnen.

Die Berechnung ist in

SstarCol{elemNr}=G\C; % S star

G(1:2,:)=0; % GTilde

consistency=SstarCol{elemNr}’*G*xSstarCol{elemNr}; ), consistency part
S=D*SstarCol{elemNr};

stabilization=nux(eye(nrDof)-S) ’*(eye(nrDof)-S); J stabilization part
K_hLocal=nu*consistency + stabilization; % local stiffness matrix for laplacian

implementiert.
Die Berechnung der Matrix BT folgt Gleichung (4.12). Unter Ausnutzung der Inte-
grationsformel A.2 fiir die Randintegrale ist die Berechnung von BT durch

Blocal=zeros (nrDof, nrScalMonédpres);

Blocal(end-1:end,2:3)=a4e(elemNr)*eye (2) /hde(elemNr); 7, divergence DoF

bdryI4n=(lengthé4s (ExS4eC(1:end-1)) .*ExN4eC(l:end-1,:)+lengthé4s (ExS4eC(2:end)) .*
ExN4eC(2:end,:)) ’/6; % boundary integral for DoF wrt nodes

bdryI4s=(2*xlength4s (ExS4eC(2:end)) .*ExN4eC(2:end,:)/3)°’; 7 bdry int for
midpoints

Blocal (1:0ff4sC,1)=bdryI4n(:);

Blocal (off4sC+1:0ff4mC,1)=bdryI4s(:);

realisiert.
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Damit fehlt zum Aufstellen des Gleichungssystems nur noch die Berechnung der rech-
ten Seite. Hier wird zwischen der herkémmlichen, der erweiterten und der druckrobusten
Diskretisierung der rechten Seite unterschieden.

Die herkémmliche rechte Seite berechnet sich durch

| Rtogar= [ - Pfear,
T T

wobei P{’ @; bereits in den ersten beiden Zeilen von C' berechnet wird. Die Berechnung

des Integrals wird durch folgenden Quellcode ausgefiihrt.

intFScalMon=sum(integrate (c4nC ,n4eDT,Q@(~,Gptsdp,~) rhs(Gpts4p(:,1)’,Gptsdp(:,2) )
,2) ,1); % integral over current polygon of f

MaMaScalMon4fh=a4e (elemNr)*eye (2); % mass matrix of scaled monomials for fh
rhsLocal (:,1)=sum(intFScalMon’.*C(1:2,:),1); % rhs=P_{k-2}phi*int_TfdT

Fiir die erweiterte rechte Seite muss P ¢; fiir alle Basisfunktionen ¢; vorhanden sein.

Dafiir wird P p; = 2 tgj )mg in Basisfunktionen zerlegt und dann

(my,mi)pzy -0 (M1, mag)re(p) 755]:) (5, m1) L2(1)

(ma,ma) 2y -+ (ma,mag) ey | |6 _ (5, m2) 2(7)

(mag, ma) 2y -+ (Mag, mag)raer) ) \ ) (5> Ma2) 2(7)
H* 7]’)_’ r()

berechnet.
Zur Auswertung der rechten Seite durch Gleichung (6.1) wird dabei die Massematrix
H = ([pm; -mydT), j,{ =1,2,...,20 benétigt. Sie wird zusammen mit

/Tf-mng

in

H=permute (sum(integrate (c4nC,n4eDT,@(n4p,Gptsé4p,~) integrand4MassMatScalMonom (n4p,
Gpts4p,1),6) ,1) ,[2,3,1]); % mass matrix of vectorvalued scaleld monomials

intFScalMon=sum(integrate (c4nC ,n4eDT ,@(n4p,Gpts4p,~) integrand4Rhs (ndp,Gpts4p ,1)
,4) ,1); % int_T fxml dT

MaMaScalMon4fh=H(l:nrScalMon4velo ,1:nrScalMon4velo) ; % mass matrix of scaled
monomials for fh

bestimmt, wobei die Integranden in Listing A.3 angegeben sind.
Damit kann die Berechnung von Gleichung (6.1) durchgefiithrt werden, wobei fiir die
Zerlegung der skalierten Monome Lemma 3.5 genutzt wird. Mit

T* = (t(n e t(nDofT>> und R := (ru) r@ T(nDofT>)
folgt dann
T* = H* 'R.

Dies wird in Listing A.4 durchgefiihrt.
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function integrand = integrand4MassMatScalMonom (n4p,Gptsédp,~)
indices_temp = setdiff (getIndices(3),indices4velo,’rows’, ’stable’);
temp_x = (Gpts4p(:,1)’-centde(elemNr ,1))/hde(elemNr);
temp_y = (Gpts4p(:,2)’-centde(elemNr,2))/hde(elemNr);
scalMonAtGpts4p=[scalMonom (Gpts4p(:,1)’,Gpts4p(:,2)’) ,temp_x. indices_temp(:,1)
> .*xtemp_y . indices_temp (:,2)’]; % scalMon evaluated at Gpts4p
nrScalMon_temp=(k+2) *(k+3) ; % number of vectorvalued scaMon for k+1
integrand=zeros(size(n4p,1) ,nrScalMon_temp ,nrScalMon_temp) ;
for 1=1:size(n4p,1)
integrand(l,1:2:nrScalMon_temp ,1:2:nrScalMon_temp)=scalMonAtGpts4p(1l,:) ’*
scalMonAtGpts4p(l,:);
integrand(1,2:2:nrScalMon_temp ,2:2:nrScalMon_temp)=integrand(l,1:2:
nrScalMon_temp ,1:2:nrScalMon_temp) ;

end

end

function integrand = integrand4Rhs (n4p,Gpts4p,~)
scalMonAtGpts4p = scalMonom(Gpts4p(:,1)’,Gpts4p(:,2)°);

rhsAtGpts4p = rhs(Gpts4p(:,1)’, Gpts4p(:,2)°);
integrand = zeros(size(n4p,1) ,12);
integrand(:,1:2:12) = rhsAtGpts4p(:,1) .*scalMonAtGptsdp;
integrand (:,2:2:12) = rhsAtGpts4p(:,2) .*scalMonAtGptsdp;
end
Listing A.3: Quellcode der Integranden zur Berechnung der erweiterten rechten

Seite.

Als dritte mogliche rechte Seite steht noch die druckrobuste Diskretisierung zumindest
auf Dreiecken zur Verfiigung. Sie folgt im Wesentlichen der Beschreibung aus Abschnitt
6.2.2 und ist in Listing A.5 gezeigt.

Es verbleibt noch die Berechnung der Sicherstellung des Integralmittels fiir den Druck.
Die dazu benétigte Berechnung [, m,dT, ¢ = 1,2, 3 ist bereits in der ersten Zeile von
G durchgefiihrt.

Die lokalen Freiheitsgrade werden wie oben beschrieben durchnummeriert und in

off4sC=2*xnrVertC; % offset for edges

off4mC=0ff4sC+2*x(k-1) *nrVertC; J, offset for moments

globalDofA=reshape ([2*nde{elemNr}-1,0ffds + 2xExS4eC(2:end)-1,o0ff4m+2*elemNr-1;
2*nde{elemNr},offds + 2*ExS4eC(2:end), offdm+2*xelemNr] ,4*nrVertC+2,1);

globalDofB=(elemNr-1)*3+[1,2,3];

berechnet. Sie werden dann genau wie die lokalen Matrizen gespeichert, woraus die
globalen Matrizen analog zu AFEM iiber den sparse-Befehl aufgebaut werden.
Das globale Gleichungssystem aus Gleichung (4.13) ergibt sich dann durch

; mat=[A,B,zeros (nrDof4Vel ,1); B’,sparse(nrDof4Pres ,nrDof4Pres) ,E; sparse(1,

nrDof4Vel) ,E’ ,0]; % system matrix
Die Dirichletranddaten werden wie in AFEM durch Auswertung der Funktion wp an
den Randknoten gesetzt. Fiir die Kantenmittelpunkte wird dabei beachtet, dass das In-
tegralmittel entlang der Seite erhalten bleibt. Dies geschieht durch den Code aus Listing
A.6.
Durch

F=F-mat*x; /% "delete" inhomogenious bdry values

x(freeDof)=mat (freeDof ,freeDof)\F(freeDof); % compute solutions
u = x(1:nrDof4dVel); % velocity solution

p = x((nrDofd4Vel+1):end-1); % pressure solution

107



A. Dokumentation AVEM

coeff4div=H(1:2:6,1:2:6)\Blocal’; % coefficient for divergence of basisfunctions
% Compute full L"2-Projection
5 R=zeros(nrScalMon4velo ,nrDof) ; % "rhs" for computation of L2-projection
i R(1:2,:)=ad4e(elemNr).*xC(1:2,:); % for 1 = 1,2
for i=3:2:nrScalMondvelo 7, loop over all monomials
indexC=indices4velo ((i+1)/2,:); % current index
% gradient part for vector scal mon, underlying scalMon is in 1st component
indexGl=indexC+[1,0]; % index of gradient part of decomposition

[~,indexNrGl]=ismember (getIndices (3) ,indexGl, ’rows’) ;

indexNrG1=2*find (indexNrG1l); J number of indexG

R(i,:)=-h4e(elemNr)*H(indexNrG1l ,2:2:6) *xcoeffddiv; % divergence part

bdryI4Phi=h4e (elemNr)*permute (integrate (c4n,n4sC,@(ndp,Gptsdp,Gptsdref)
integrand4Bdry4L2 (n4p,Gptsdp ,Gptsd4ref ,indexG1l) ,2*k+1) ,[1,3,2]); % = h_T
int_(part T) phi_j*n*m(alphal+l,alpha2)ds

ExBdryI4Phi=[bdryI4Phi(end,:) ;bdryI4Phil; % first side = last side
R(i,1:0ff4sC)=R(i,1:0ff4sC)+reshape ((ExBdryI4Phi (1:end-1,5:6)+ExBdryI4Phi (2:
end,1:2))’,[1,0ff4sC]); % boundary integral for vertices

R(i, off4sC+1:0ff4mC) = R(i, offd4sC+1:0ff4mC)+ reshape ((bdryI4Phi(:,3:4))
>,[1,0ff4mC-0£f£f4sC]); % boundary integral for midpoints
% Remaining part of decomposition
if indexC(1,2) > 0
coef4R(1:2:nrScalMondvelo) = H(1:2:12,1i); % coefficients
indexR = indexC + [1, -1]; % dindex
[~,indexNrR] = ismember (getIndices(3),indexR,’rows’);
indexNrR = 2*xfind (indexNrR); % number of index
coef4R(2:2:nrScalMondvelo) = -H(2:2:12,indexNrR);
R(i,:)=R(i,:)+indexC(1,2)*coefdR*xSstarCol{elemNr}; 7 = alpha2* int_T Pi_k
“Nabla phi_j*m~orth*m(alphal,alpha2-1) dT
end
% Analogously for vector scalMon, underlying scalMon is in 2nd component
Tstar = H(l:nrScalMon4velo,l:nrScalMond4velo)\R;
rhsLocal= (intFScalMon * Tstar)’; % Compute (P_k~0 f,phi_j)_{L"2(T)}

Listing A.4: Quellcode der Berechnung der erweiterten rechten Seite.

wird dann die Losung an den inneren Freiheitsgraden berechnet und die Geschwindig-
keits- beziehungsweise die Drucklosung extrahiert.

A.4. Darstellung der Losung durch plotVelocitySolution.m

Fiir die Darstellung der errechneten Losung stehen zwei Funktion zur Verfiigung. Die
Geschwindigkeit kann mittels plotVelocitySolution.m und der Druck mit Hilfe von
plotPressureSolution.m visualisiert werden. Die erste Funktion wird hier kurz erlau-
tert.

INPUT:
c4n, nde, siche loadGeometryVEM.m aus Abschnitt A.1
uh, siehe StokesVemSolver.m aus Abschnitt A.3
titletext, string, Text fiir den Titel des Bildes
scale, boolean, true fiir Skalieren der Geschwindigkeitspfeile zur Ubersichtlichkeit,
false fiir nicht, s. quiver.m
xseed, vector, x-Koordinaten fiir Ansatzpunkte fiir Stromlinien, s. streamline.m
yseed, vector, y-Koordinaten fiir Ansatzpunkte fiir Stromlinien, s. streamline.m
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coef4RT1 = zeros(8,nrDof); ) coeff for RTl1-basis functions

% RTO

% basis functions w.r.t vertices

bdryI4s=1length4s (ExS4eC(2:end)) .*ExN4eC(2:end,:)/6; % D_1, D_2, D_3
coef4RT1(1:3,1:2:6)=diag(bdryI4s(:,1)); % basis fcts wrt 1st component
coef4RT1(1:3,2:2:6)=diag(bdryI4s(:,2)); % basis fcts wrt 2nd component
coef4RT1([3,1,2] ,1:2:6)=coef4RT1([3,1,2],1:2:6) + diag(bdryI4s([3,1,2],1));
coef4RT1([3,1,2],2:2:6)=coef4RT1([3,1,2],2:2:6) + diag(bdryI4s([3,1,2],2));
% basis functions w.r.t midpoints
coef4RT1(1:3,0ff4sC+(1:2:6))=diag(Blocal(7:2:12,1)); % 1st component
coef4RT1(1:3,0ff4sC+(2:2:6))=diag(Blocal(8:2:12,1)); % 2nd component

% RT1

% coefficients for other boundary RT1-functions

integrand=@(n4p,Gpts4p ,Gptsdref)integrand4Bdry4RT1 (ndp,Gptsédp ,Gptsdref) ;

bdryI4Phi=integrate (c4n, n4sC, integrand, k+1); % D_4, D_5, D_6
coef4RT1(4,1:4)=bdryI4Phi(1,[1:2, 5:6]); % basis functions wrt 1st vertex
coef4RT1(5,3:6)=bdryI4Phi(2,[1:2,5:6]); % basis functions wrt 2nd vertex

coef4RT1(6,[5:6,1:2])=bdryI4Phi(3,[1:2,5:6]); % basis functions wrt 3rd vertex
coef4RT1(4,7:8)=bdryI4Phi (1,3:4); % basis functions wrt midpoints

coef4RT1(5,9:10)=bdryI4Phi (2,3:4); % basis functions wrt midpoints
coef4RT1(6,11:12)=bdryI4Phi (3,3:4); % basis functions wrt midpoints
% remaining coefficients, i.e., psi7, psi8

TPOphi=ade (elemNr) .*C(1:2,:); % |T|PO\phij
D78_13=(cent4e(elemNr,:)-c4nC([3,1,2],:))°./2; % D78(phij), j=1
D78_46=(c4nC ([3,1,2],:)-c4mid4sC([3,1,2]1,:))?; % D78(phij), j=4:
D78_78=(c4mid4sC(1:2,:)-c4nC([3,1],:))’; 7 D78(phij), j=7:8
for j=1:14
rs=(TPOphi(:,j)-sum(coef4RT1(1:3,j) ’.*D78_13+coef4RT1(4:6,j)’.*D78_46,2));
coef4RT1(7:8,j)=D78_78\rs;
end
integrand=@(n4p,Gpts4p,Gptsdref) integrand4fxRT1 (ndp,Gptsdp,Gptséref);

intFPsi=sum(integrate (c4n,n4e{elemNr},@(n4p,Gptsdp,Gptséref)integrand (ndp,Gptsdp,

Gptsé4ref) ,15) ,1); % int_T f*psij dT, psij RT1 basis function
rhsLocal(:,1)=intFPsi*coef4RT1; % int f£*IRT (phi_j)

Listing A.5: Dargestellt ist der Quellcode zur Berechnung der druckrobusten rechten

Seite. Dies ist nur fiir Dreiecke implementiert.

INPUT optional:
OPTuExact, fcuntion handle, exakte Losung w wird auch dargestellt

OUTPUT:

Bild, figure, Darstellung von Vektorpfeilen auf einem uniformen Gitter der Ge-

schwindigkeiten uh und gegebenenfalls uExact sowie Stromlinien fiir uh

Zur Darstellung der Geschwindigkeitslosung wird die von MATLAB bereit gestellte
Funktion quiver.m genutzt. Sie zeichnet Vektorpfeile entsprechend ihrer Gréfle inner-

halb des Gebiets.

Um die Ubersichtlichkeit der Darstellung zu erhéhen, wird die Losung auf einem
uniformen Netz dargestellt. Dafiir wird die urspriingliche Lésung genommen und an
den Knotenpunkten des uniformen Netzes interpoliert. Dies geschieht in dem folgenden

Quellcode.
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uDbAtBdryNodes = u_Db(c4n(DbNodes ,1)’,c4n(DbNodes ,2)’);
integrand=@(n4p, Gpts4p, Gptsd4ref) u_Db(Gpts4p(:,1)’,Gptsdp(:,2)°’);
intMean4uDb=integrate (c4n, n4sDb, integrand, 15)./(repmat(length4s(s4Db),[1,2]));
uDbAtBdryMid=3/2*intMean4uDb - 1/4*(u_Db(c4n(n4sDb(:,1) ,1)°’,c4n(n4sDb(:,1) ,2)°)+
u_Db(c4n(n4sDb(:,2) ,1)’,c4n(n4sDb(:,2) ,2)°));

uDbAtBdryNodes=reshape (uDbAtBdryNodes ’ ,2*xlength (uDbAtBdryNodes) ,1);
uDbAtBdryMid=reshape (uDbAtBdryMid’ ,2*length (uDbAtBdryMid) ,1);
x(bdryDof)=[uDbAtBdryNodes; uDbAtBdryMidl; % set boundary values

Listing A.6: Gezeigt ist der Quellcode zum Setzen der inhomogenen

Dirichletranddaten.

nds = computeN4sVEM(n4e); 7 nodes for sides

mid4s = computeMid4s (c4n, nés); % midpoint for sides
xTemp = [c4n(:,1); mid4s(:,1)]; % x coordinates

yTemp = [c4n(:,2); mid4s(:,2)]; % y coordinates

off4m = 2%size(xTemp,1);

ax = min(c4n(:,1));

bx = max(c4n(:,1));

ay = min(c4n(:,2));

by = max(c4n(:,2));

anz = 50;

[XI,YI] = meshgrid(ax:(bx-ax)/anz:bx,ay:(by-ay)/anz:by);
UI = griddata(xTemp,yTemp, uh(1:2:0ff4m) ,XI,YI);

VI = griddata(xTemp,yTemp, uh(2:2:0ff4m) ,XI,YI);

In Zeile 53 kann eingestellt werden, in wie viele Teile die beiden Koordinaten unterteilt
werden sollen. Je groler die Zahl ist, desto feiner wird das Gitter und desto mehr Pfeile
werden interpoliert.

Die so interpolierte Losung wird jetzt mit Hilfe von quiver.m auf dem interpolierten
Gitter dargestellt.
figure ()
if scale == false

quiver (XI,YI, UI,VI, 0); % plot u at interpolated gridpoints
else
quiver (XI,YI, UI,VI); Y’ plot u at at interpolated gridpoints
end

Falls die exakte Losung uExact als Eingabeparameter vorhanden ist, wird jetzt mit ihr
analog verfahren mit dem einzigen Unterschied, dass die Losung an den Gitterpunkten
durch direkte Auswertung errechnet wird.

Mit Hilfe der Unterfunktion plotStreamlines(c4n,nde,uh, xseed, yseed) werden
die Stromlinien dargestellt. Sie erhédlt als Eingabeparameter das Gitter, die diskrete
Losung und die Startpunkte der Stromlinien und interpoliert analog zu oben die Lésung
auf einem uniformen Gitter. Dann stellt sie Stromlinien mit Hilfe der MATLAB-internen
Funktion streamlines dar.

Die Funktion plotPressureSolution(c4n, nde, ph, titlePres, OPTpExact) zur
Darstellung des Drucks erwartet sehr dhnliche Eingaben. Es werden die Gitterinformatio-
nen c4n und n4e sowie die errechnete Drucklésung ph und ein méglicher Titel erwartet.
Optional kann auch hier der exakte Druck p(z,y) durch OPTpExact als Funktion von
x,y mit dargestellt werden.

Zur Darstellung wird die MATLAB-interne Funktion patch.m genutzt.
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Algorithm 2 avemStokes

1: set problem data > lines 33-43
2: initialization > lines 44-87
3: while true do

4: solve problem > lines 88-98
5: estimate errors > lines 99-119
6: if number degrees of freedom > minimal number degree of freedom then

7: break while > line 120
8: end if

9: mark elements > lines 121-125
10: refine elements > lines 126-142
11: end while

12: plot or save data > lines 143-164

A.5. Die Hauptprogramme avemStokes.m, vemVsP2b.m

Die Hauptprogramme des Pakets sind avemStokes.m und vemVsP2b.m. Sie sind struk-
turell sehr ahnlich aufgebaut. Beide 16sen adaptiv das Stokes-Problem (A.la)-(A.1d)
in dem Gebiet  C R2. Das erstgenannte Skript, avemStokes.m, 16st dabei das Pro-
blem adaptiv mit einer der in dieser Arbeit diskutierten vom Nutzer zu bestimmenden
Virtuellen-Elemente-Methode. Im Gegenatz dazu 16st das Skript vemVsP2b.m das Pro-
blem mit der herkémmlichen und der erweiterten Virtuellen-Elemente-Methode sowie
der ’Pg /P-Finiten-Elemente-Methode, was einen Vergleich erméglicht. Fiir Gitter, die
aus Polygonen bestehen, fithrt dabei vemVsP2b.m eine Delaunay-Triangulierung mit den
Knoten durch, um ein Dreiecksgitter zu erhalten.

Im Folgenden wird nur avemStokes.m erldutert, da sich die beiden Skripte bis auf die
oben gennanten Unterschiede gleichen. Das Skript hat den Aufbau aus Algorithmus 2.

Im ersten Schritt muss das Problem durch den Nutzer spezifiziert werden. Der Quell-
code dafiir ist in Listing A.7 dargestellt.

In Zeile 34 muss die Geometrie festgelegt werden. Das ist ein String, der auf eine
Geometrie in loadGeometryVEM.m verweist (s. Abschnitt A.1).

Die ganze Zahl 1v14Ref aus Zeile 35 gibt die Anzahl an uniformen Verfeinerungen
des Gebiets zu Beginnn der Rechnung an.

In der darauffolgenden Zeile wird festgelegt, ob als Verfeinerungsalgorithmus der Rot-
Griin-Blau-Verfeinerungsalgorithmus aus AFEM [CGK™110] oder der aus Kapitel 5.1.1
genutzt werden soll. Dabei steht £1agdAFEMRef = true fiir den zuerst genannten Algo-
rithmus und false fiir den zuletzt genannten.

Die Angabe in Zeile 37 ist ein String und verweist auf ein in getProblemdata.m
definiertes Problem (s. Abschnitt A.1). Dort werden die rechte Seite und die Dirichle-
trandbedingungen festgelegt.

In der darauffolgenden Zeile kann die Viskositidt 0 < v € R des betrachteten Fluids
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in Form einer Gleitkommazahl eingestellt werden.

Die Zeilen 39-40 definieren in Form einer Gleitkommazahl die Abbruchbedingung fiir
die AVEM-Schleife und den Volumenparameter 6 € (0, 1] aus Gleichung (5.1) fur die
adaptive Verfeinerung. Die Wahl 6 = 1 fiihrt zu uniformen Verfeinerungen.

Ob die herkémmliche, die erweiterte oder die druckrobuste Virtuelle-Elemente-Metho-
de aus dieser Arbeit genutzt wird, wird in Zeile 41 in Form einer ganzen Zahl bestimmt.
Dabei kénnen die Werte 1, 2 oder 3 fiir die jeweiligen Methoden gewihlt werden. Im
anderen Skript vemVsP2b.m entfillt diese Zeile, da dort die herkdmmliche und die er-
weiterte Virtuelle-Elemente-Methode sowie die P4 /P-Finite-Elemente-Methode benutzt
werden.

Abschlielend kann in Zeile 42 eingestellt werden, ob das urspriingliche und das zuletzt
erzeugte Gitter, die errechneten Losungen und die Konvergenzgraphen graphisch darge-
stellt (false) oder in Form verschiedener Dateien gespeichert (true) werden sollen. Wird
das Speichern gewahlt, so muss dafiir im Unterordner experiments ein Ordner mit dem
selben Namen sein, das auch das Problem hat. Wird also beispielsweise problem = ’p1’
gewédhlt, muss es einen Ordner experiments/pl/ geben. In diesen Ordner werden dann
die Dateien geometry_problem_nu_minNrDof_theta_method_date_time_ToSave.dat
gespeichert. Dabei ist ToSave entweder meshOc4n, meshOnde, meshlc4n, meshinde, uh,
ph oder Convergence und spezifiziert entweder die Anfangszerlegung (mesh0), die feinste
Zerlegung (mesh1), die Losung (uh, ph) oder die Fehler (Convergence).

Im Schritt der Initialisierung werden die benétigten Vektoren erstellt, in welche die
Losungen und die Fehler geschrieben werden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird
dieser Teil des Quellcodes nicht explizit dargestellt.

Jetzt folgt der Hauptteil des Programms, die AVEM-Schleife. Der erste Schritt, das
Losen, wird durch

2 [uh,ph,nrDoF ,meanDiam,SstarCol,stabilizationCol,intFScalMonCol ,MaMaScalMon4fhCol

]=StokesVemSolver (c4n,nd4e ,n4sDb,nd4sNb,nu,rhs,u_Db,method);
listNrDof = [listNrDof, nrDoF];
listMeanDiam = [listMeanDiam, meanDiam];

realisiert.

Dabei wird in den Zeile 92 der Loser StokesVemSolver.m aufgerufen. Dieses Pro-
gramm fiihrt die Virtuelle-Elemente-Methode zum Loésen des Stokes-Problems aus und
gibt neben der Losung uh, ph, der Anzahl der Freiheitsgrade nrDoF und den mittleren
Durchmesser meanDiam noch weitere Informationen zur spateren Berechnung des Fehlers
beziehungsweise des Fehlerschétzers zurtick (s. Abschnitt A.3).

geometry = ’unitSasTab’; 7, geometry

1lvl4Ref = O0; % level for refinement to start

flag4AFEMRef = false; % true=AFEM red-green-blue, false=Sutton

problem = ’p3’; % problem, see getProblemdata.m for predefined examples
nu = 1le-0; % viscosity constant

minNrDoF = 1le4; % minimal number degree of freedom

theta = 0.25; % theta for bulk criterion

method = 2; % l=normal VEM, 2=enhanced VEM, 3=pressure robust VEM
flag4Save = false; % flag for saving data into files

Listing A.7: Inputparameter zum Ausfiihren der Hauptskripte
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if size (TD2u4Db(c4n(1,1),c4n(1,2),[0 0]),2) == 1
[etade ,~,~,~,~]=computeEta4eVEM (c4n,nde,n4sDb,nu,rhs,uh,ph,SstarCol,
stabilizationCol ,intFScalMonCol ,MaMaScalMon4fhCol) ;
else
[etade ,~,~,~,~]=computeEta4eVEM (c4n ,nde ,nd4sDb,nu,rhs,uh,ph,SstarCol,
stabilizationCol ,intFScalMonCol ,MaMaScalMon4fhCol , TD2u4Db) ;
end
[errorVelo, errorPres] = ComputeErrors(cé4n, nde, uh, ph, SstarCol, dxuExactl,
dyuExactl,dxuExact2, dyuExact2, pExact);
listEta = [listEta, sqrt(sum(etade))];
listErrVel = [listErrVel, errorVelol];
listErrPres = [listErrPres, errorPres];

Listing A.8: Der Schritt des Abschétzens in der AVEM-Schleife

In den Zeilen darauf werden die Anzahl der Freiheitsgrade und der mittlere Durch-
messer gespeichert.

Der Schritt des Abschétzens wird in Listing A.8 durchgefiihrt.

In den Zeilen 102-106 wird durch computeEta4eVEM der Fehler auf jedem Element mit-
tels des Fehlerschétzer aus Abschnitt 5.1.2 geschétzt. Dafiir wird tiberpriift, ob TD2u4Db
einen vektorwertigen Wert zuriickgibt. Diese Funktion realisiert den zuséatzlichen Term
fir das Abschétzen des Fehlers der inhomogenen Dirichletranddaten aus Gleichung (5.2)
(s. Abschnitt A.1).

In Zeile 107 werden die Fehler

ID(w — IIY wp) || 12(q) und 1P = prll 2@

zwischen der exakten Losung (u,p) und der diskreten Losung (wp,pp) errechnet. Ist
die exakte Losung nicht bekannt, dann berechnet die Zeile die Norm der Lésung, wenn
fiir die exakte Losung jeweils die Nullfunktion in getProblemdata.m angegeben ist (s.
Abschnitt A.1). AbschlieBend werden diese Fehler gespeichert.

Die beiden letzten Schritte, das Markieren und das Verfeinern, sind durch

markedElem = markBulkVEM(eta4e, theta);
if flag4AFEMRef == true
s4e = computeS4eVEM(nde); J sides for elements
markedSidesAll = cell2mat(cellfun(@(cell) cell’, sd4e(markedElem), °’
UniformOutput’, false)); % all sides of marked elements
markedSides = unique (markedSidesAll); 7 marked sides
n4s = computeN4sVEM(nde); 7 nodes for sides
markedNodes = n4s(markedSides,:);
[c4n ,nde ,n4sDb,n4sNb,~,~,~]=refineRGB(c4n,cell2mat (nde) ,n4sDb,n4sNb,
markedNodes) ;
rowDist = ones(1l,size(nde,1)); % size of cell
nde = mat2cell (nde,rowDist);
else
[c4n, nde, n4sDb, n4sNb] = refineSut (c4n,nde,ndsDb,nd4sNb, markedElem) ;
end

implementiert.
Das Markieren erfolgt in Zeile 124 durch markBulkVEM. Dafiir wird das Dorfler-Mar-
kieren aus Abschnitt 5.1 genutzt.
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In den Zeilen 128-138 wird das Verfeinern durchgefiihrt. Je nachdem, ob £1ag4AFEMRef
wahr oder falsch ist, werden entweder die fiir die AFEM-Verfeinerung benotigten Infor-
mationen berechnet und dann rot-griin-blau verfeinert oder die Verfeinerungsstrategie
aus dieser Arbeit verwendet. Da die Verfeinerungsroutine aus AFEM die Information
nde als Matrix und nicht als Cell-array erwartet, muss dafiir zuerst nde in eine Matrix
und darauf fiir den Loser wieder in ein Cell-array umgewandelt werden.

Der Rest des Skripts dient der grafischen Darstellung beziehungsweise dem Speichern
der Losung und der Konvergenzraten abhiangig davon, ob flag4Save falsch oder wahr
ist. Auch dieser Teil des Quellcodes ist aus Ubersichtlichkeit weggelassen.
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