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Aufgabe 1. Glittung von Maflen

Seien p1,v € Prob,(RY), 1 < p < oo, und p € C®(R?) mit [z, p(z)dz = 1. Definiere p.(z) =
e~p(z/e). Die Glittung von g ist durch pe(z) = (u * pe)(x) = [pa p(x — y) dp(y) definiert.
Zeige

(1) Wi, pie) < eMy(p) mit My(p) = [a 2l p(a) de,
(11) Wp(/‘ * Pe, VK pE) < Wp(:uv V)a

(i) tme—yo Wp(p * pe, v * pe) = Wp(p, v).

Aufgabe 2. Das Benamou—Brenier-Funktional
Sei 1 < p<oound ¢ =p/(p—1) der duale Exponent. Wir definieren die Menge

1
K, = {(a,b) eRxR|a+ bl < 0}.

Zeige, dass fiir (u,v) € R x RY gilt

P
l% wenn v > 0

p
sup (au+b-v) = fp(u,v) =<0 wenn v =0, v =0
(a-b)€Kq +00  sonst.

Zeige, dass fj, konvex (in (u,v)) und positiv 1-homogen vom Grad 1 ist.

Aufgabe 3. Eindeutigkeit der L6sung der Kontinuititsgleichung
Wir betrachten in R? die Kontinuitétsgleichung

d
aﬂt + V- ('Utut) = O, te [0, T] (KGI)

Zeige, dass unter der Bedingung sup,cpa |v¢(z)| + Lip(v; R?) < C Eindeutigkeit der Losungen
vorliegt. Betrachte dazu

e die Losungen X (s,z) der gewohnlichen Differentialgleichung 0, X{ (s, z) = vf(X{(s,xz))
mit Anfangsbedingung X2(s,z) = x und einer glatten Approximation v von v.



o die Testfunktion ¢*(t,x) := —ft (s, XE(t,))ds fiir ¢ € C(]0, 1[xR?). Welche Glei-
chung erfiillt ©*?

Teste eine geeignete Gleichung mit ¢° und folgere die Eindeutigkeit!
(Hinweis: Es gilt X&(¢, X7(0,2)) = X(0,2).)

Aufgabe 4. Hamilton-Jacobi-Gleichung
Betrachte die dynamische Formulierung der 2-Wasserstein-Metrik a la Benamou—Brenier

1
. d
Wo(po, p11)? = mln{/ / lvg ()| dpee () At | promi = iy — s + V- (vep) = 0 }
0 JRd dt

Sei A der Lagrange-Multiplikator fiir die Nebenbedingungen in obigem Minimierungsproblem.
Zeige, dass A die folgende Hamilton—Jacobi-Gleichung erfiillt:

o\ 1
a(%@"‘aw)\(taﬂp =0 (HT)

fiir ein geeignetes a > 0.



