
Optimaler Transport und Wasserstein-Gradientenflüsse
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Aufgabe 1. Glättung von Maßen
Seien µ, ν ∈ Probp(Rd), 1 ≤ p < ∞, und ρ ∈ C∞(Rd) mit

∫
Rd ρ(x) dx = 1. Definiere ρε(x) =

ε−dρ(x/ε). Die Glättung von µ ist durch µε(x) = (µ ∗ ρε)(x) :=
∫
Rd ρ(x − y) dµ(y) definiert.

Zeige

(i) Wp(µ, µε) ≤ εMp(ρ) mit Mp(ρ)p =
∫
Rd |x|pρ(x) dx,

(ii) Wp(µ ∗ ρε, ν ∗ ρε) ≤Wp(µ, ν),

(iii) limε→0Wp(µ ∗ ρε, ν ∗ ρε) = Wp(µ, ν).

Aufgabe 2. Das Benamou–Brenier-Funktional
Sei 1 < p <∞ und q = p/(p− 1) der duale Exponent. Wir definieren die Menge

Kq :=
{

(a, b) ∈ R× Rd
∣∣∣ a+

1

q
|b|q ≤ 0

}
.

Zeige, dass für (u, v) ∈ R× Rd gilt

sup
(a,b)∈Kq

(au+ b · v) = fp(u, v) :=


1
p
|v|p
up−1 wenn u > 0

0 wenn u = 0, v = 0

+∞ sonst.

Zeige, dass fp konvex (in (u, v)) und positiv 1-homogen vom Grad 1 ist.

Aufgabe 3. Eindeutigkeit der Lösung der Kontinuitätsgleichung
Wir betrachten in Rd die Kontinuitätsgleichung

d

dt
µt +∇ · (vtµt) = 0, t ∈ [0, T ]. (KGl)

Zeige, dass unter der Bedingung supx∈Rd |vt(x)| + Lip(vt;Rd) ≤ C Eindeutigkeit der Lösungen
vorliegt. Betrachte dazu

• die Lösungen Xε
t (s, x) der gewöhnlichen Differentialgleichung ∂tX

ε
t (s, x) = vεt (Xε

t (s, x))
mit Anfangsbedingung Xε

s (s, x) = x und einer glatten Approximation vε von v.
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• die Testfunktion ϕε(t, x) := −
∫ 1
t ψ(s,Xε

s (t, x)) ds für ψ ∈ C∞c (]0, 1[×Rd). Welche Glei-
chung erfüllt ϕε?

Teste eine geeignete Gleichung mit ϕε und folgere die Eindeutigkeit!
(Hinweis: Es gilt Xε

s (t,Xε
t (0, x)) = Xε

s (0, x).)

Aufgabe 4. Hamilton-Jacobi-Gleichung
Betrachte die dynamische Formulierung der 2-Wasserstein-Metrik à la Benamou–Brenier

W2(µ0, µ1)
2 = min

{∫ 1

0

∫
Rd

|vt(x)|2 dµt(x) dt
∣∣∣µt=i = µi,

d

dt
µt +∇ · (vtµt) = 0

}
.

Sei λ der Lagrange-Multiplikator für die Nebenbedingungen in obigem Minimierungsproblem.
Zeige, dass λ die folgende Hamilton–Jacobi-Gleichung erfüllt:

∂λ

∂t
(t, x) +

1

α
|∇λ(t, x)|2 = 0 (HJ)

für ein geeignetes α > 0.

2


