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Aufgabe 1. Subdifferential

Definition 1. Sei V' normierter Raum, F : V — (—o0,00|. Fin £ € V* heifit Subgradient fiir
F in u, fallsi € dom(F):={u eV : F(u) < oo} und

F(v) > F(u) + (§,v —u), fir alleve V.

Die Menge
OF(u) :={§ € V* : & ist Subgradient fiir F in u} C V*

heift Subdifferential von F in u. Falls F(u) = 0o, so setzen wir OF (u) = (.

(a) Zeige, dass wenn F' differenzierbar ist (DF (u)[h] := limq_,0 L (F(u+ ah) — F(u)) existiert
und DF(u) € V*), dann folgt 0F (u) = {DF(u)}.

(b) Zeige, dass
§eoF(u) < Fu)+F ()= {uw),
WEIFE) = F™(u)+ (O = (6 u).
(c) Zeige, uy minimiert F' genau dann wenn 0 € OF (uy).
(d) Berechne OF fiir V =R und
(i) F(u) =alv],a>0

(i) F(u) = {

1, u>0
0, u<0

1, u>0
0, u<0

sowie F'(u) = {
(e) Sei  C R™ offen und beschrankt und f : R — (—o0, 00] konvex, unterhalbstetig und f

eigentlich (es existiert ein wug, so dass f(ugp) < o0), dann gilt dasselbe fiir F' : LP(Q) —
(=00, 0], (1 <p< )

F(u) = / f(u(z)) de, falls f ou € LY(Q),
Q
und F'(u) = oo andernfalls. Weiterhin gilt fiir w € LY(Q) (1/p+1/¢=1)

w € OF (u) < w(z) € df (u(z)).



(f) Zeige, dass fiir F1,Fy : V — (—o0,00] gilt, dass O(F1 + F2)(u) D 0F1(u) + 0F3(u). Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, warum?

(g) Zeige, dass OF zyklisch monoton ist, d.h. fiir alle Paare (u;,&), i = 0,...,m, mit §; €
aF(UZ) gilt
(€0, ur—uo) + (§1, u2—u1) + -+ + (§m, wo—um) < 0.

Aufgabe 2. Jensensche Ungleichung Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und
f:V — R konvex.

(a) Zeige, dass f(qrui + g2+ - quun) < quf(ur) +q2f(u2) + -, qn f(uy,) gilt, falls ¢; > 0 fiir
alleiund ¢1 +q2 +--- + ¢ = 1 ist.

(b) Sei © offen und beschrankt und u eine stiickweise konstante Funktion auf € mit Werten

in V. Zeige ) 1
f(vol(sz)/gu(‘”) ar) < Vol(m/gf(u(@)dx.

(c) Folgere, dass (b) auch fiir u € LY(Q; V) gilt.
Aufgabe 3. Finde eine Folge von Funktionen f,, : [0,1] — [0, 1], so dasss (fn)#(ﬁ‘l[o ) = £|1[0 1
aber f, — 1/2 (E‘l[o ) bezeichnet dass eindimensionale Lebesgue-Maf eingeschréinkt auf [0, 1]).

Kann f, in CL([0,1]) liegen?



