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Aufgabe 1. Konvexe Analysis

(a) Sei fo : X — R eine Familie konvexer Funktionen mit Parameter o € R auf einem
Banachraum (X, || - ||). Zeige, dass auch x — f(x) := sup,, fa(x) konvex ist.

(b) Sei fo : X — R eine Familie unterhalbstetiger Funktionen auf einem metrischen Raum
(X, d) mit Parameter « € R. Zeige, dass auch x — f(x) = sup,, fo(x) unterhalbstetig ist.

(¢) Auf einem Banachraum (X, || - ||) sei eine Funktion f : X — R gegeben. Die duale Funk-

tion f* : X* — R ist gegeben durch die Legendre-Transformation f*(&) := (Lf)(§) :=
sup{(&,z) — f(z) |z € X}. Zeige:
(i) &~ f*(&) ist konvex und unterhalbstetig;
(i) (f+¢)*(&) = f*(§) — c fiir alle cR, (af)*(§) = af*(§/a) fir alle a > 0;
(iii) f** < f und Gleichheit gilt genau dann wenn f konvex und unterhalbstetig ist;
(iv) Bestimme f* fiir f(x) = |z|P/p, 1 <p < o0, und f(z) = alz|, a > 0.
Aufgabe 2. Konvergenz von Maflen

Eine Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen (p,)02; C Prob(X) auf einem normierten Raum
(X, || - ||) konvergiert schwach* gegen einen Grenzwert u, genau dann wenn

/ F() dun () — / £(@) dpu(z) 1)
X X

fiir alle f € Co(X) (stetige Funktionen die im Unendlichen verschwinden, d.h. Ve > 03K, C
X kompakt, so dass |f| < e auf X \ K¢).

Wir sagen: (u,)5° konvergiert schwach gegen i, wenn die Konvergenz in (1) fiir alle f € Cp(X)
gilt (beschrinkte stetige Funktionen).

(a) Zeige, dass Prob(X) im Allgemeinen nicht abgeschlossen unter schwach* Konvergenz ist.

(b) Zeige, dass eine von unten beschrénkte Funktion g : X — R U {400} genau dann unter-
halbstetig ist, wenn eine Folge Lipschitz-stetiger Funktionen f, existiert mit fx(x) 1 g(x)
fiir jedes « und k — oo(Betrachte fi(x) = inf,{g(y) + k|lz—y|}).

(c) Zeige, dass wenn (uy,);_; schwach gegen p konvergiert und g : X — R U {400} eine von
unten beschriankte, unterhalbstetige Funktion ist, gilt

liminf [ 9(o)dpale) > [ gla) dua).
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Aufgabe 3. Weierstraf3isches Prinzip

(a) Sei (X,d) ein vollstdandiger metrischer Raum, F': X — R unterhalbstetig mit M, := {z €
X | F(z) < a} kompakt fiir alle @ € R. Zeige, dass F' einen Minimierer besitzt.

(b) Sei Q C RY, offen und beschrinkt. Wir bezeichnen mit X = H!(Q) den Hilbertraum
aller Funktionen in L?(2) mit schwachen Ableitungen in L2(Q) (siche H.-W. Alt, 2006,
Abschnitt 1.25). Betrachte das Funktional F': X — R gegeben durch

Flu) = /Q V(@) + u(x)? — f(z)u(z) d

mit f € L2(2). Zeige, dass F' einen Minimierer besitzt. Welche Gleichung erfiillt er?



