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Aufgabe 27: Gateaux- und Fréchet-Ableitungen.
(René E. Gateaux 1889–1914, Maurice R. Fréchet 1878 - 1973) Betrachte auf dem Hilbert-Raum
X = L2(Ω;Rm) das Funktional I(u) =

∫
Ω
g(u(x)) dx, wobei g ∈ C1(Rm) die folgende

Bedingung erfüllt

∃C > 0 ∀ a, b ∈ Rm : |g(a+b)− g(a)| ≤ C(1+|a|)|b|.

(a) Zeige die Gateaux-Differenzierbarkeit von I mit DGI(u)[v] =
∫

Ω
∂ug(u(x)) · v(x) dx,

d.h. für alle u, v ∈ X gilt δI(u; v) := limt↘0
1
t

(
I(u+tv)− I(u)

)
= DI(u)[v].

(b) Zeige, dass DGI(u) auch die Fréchet-Ableitung DFI(u) ist, falls zusätzlich ein θ ∈ ]0, 1]

und C > 0 existiert, so dass |∂ug(a)−∂ug(b)| ≤ C2

(
1+|a|+|b|

)1−θ|a−b|θ für alle a, b ∈ Rm.

(c) Betrachte nun den Fall X = L1(Ω) mit Ω = ]0, `[ ⊂ R1 und das Funktional I(u) =∫
Ω
g(u(x)) dx mit g(u) = u3/(1+u2). Weise nach, dass I Gateaux-differenzierbar in u = 0

ist, aber nicht Fréchet-differenzierbar.

Aufgabe 28: Quantenmechanische Grundzustände.
Die räumliche Verteilung eines Elektron in einem Wasserstoff-Atom wird durch eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte ρ : Ω→ [0,∞[ gegeben, wobei wir der Einfachheithalber annehmen,
dass Ω = BR(0) ⊂ R3. Die Wellenfunktion ψ : Ω → C ' R2 führt auf die Dichte ρ via
ρ(x) = |ψ(x)|2. Der Grundzustand des Elektrons ist der Minimierer der Gesamtenergie
I(ψ) = Ikin(ψ) + ICoul(ψ) unter der Nebenbedingung

∫
Ω
|ψ(x)|2 dx =

∫
Ω
ρ(x) dx = 1.

Die kinetische Energie Ikin(ψ) =
∫

Ω
µ|∇ψ(x)|2 dx und die Coulombsche Wechselwir-

kungsenergie ICoul(ψ) =
∫

Ω
− γ
|x| |ψ(x)|2 dx sind mit Hilfe von physikalischen Konstanten

µ und γ definiert.

(a) Zeige, dass für alle R ∈ ]0,∞[ ein Grundzustand ψ∗ existiert.

Tip: Zeige und benutze, dass (x 7→ 1/|x|) ∈ L2(Ω) und ‖u‖L4 ≤ C‖u‖1/4

L2 ‖u‖3/4

H1 .

(b) Zeige, dass es einen reellwertigen und nicht-negativen Grundzustand gibt, d.h. ψ(x) =
<ψ(x) ≥ 0 f.ü. (< bezeichnet den Realteil)

(c) Zeige für den physikalisch relevanten Fall R = ∞ dass eine Lösung der Form ψ(x) =
αe−β|x| die Euler–Lagrange-Gleichungen erfüllt.

Aufgabe 29: Erweitern des Definitionsbereichs.

Betrachte Banach-Räume X und Y mit der stetigen Einbettung Y ⊂ X. Betrachte
ferner ein Funktional I : Y → R∞, dass schwach unterhalbfolgenstetig und koerziv ist.

(a) Zeige, dass die Erweiterung Ĩ : X → R∞ von I definiert durch Ĩ(x) =∞ für x ∈ X \Y
auch schwach unterhalbfolgenstetig und koerziv ist.

(b) Gib ein Beispiel für X, Y , und I an, so dass I : X → R∞ schwach unterhalbfolgenstetig

ist, aber Ĩ : Y → R∞ nicht.

– bitte wenden –
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Aufgabe 30: Schwache Abgeschlossenheit.
Betrachte eine abgeschlossene Teilmenge C ⊂ Rm und ein beschränktes Gebiet Ω ⊂ Rd.
Definiere Cp = {u ∈ Lp(Ω;Rm) |u(x) ∈ C f.ü. in Ω} für p ∈ (1,∞).

(a) Zeige, dass Cp schwach folgenabgeschlossen ist, wenn C konvex ist.

(b) Zeige, dass die schwache Folgenabgeschlossenheit von Cp die Konvexität von C impli-
ziert.
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