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Aufgabe 10:
Betrachte M = C1([a, b];R), Funktionen g, h ∈ C2(R;R), und das Funktional I : M → R
gegeben durch

I(u) =

∫ b

a

g(u′(x)) + h(u(x)) dx.

(a) Stelle die zugehörigen Euler–Lagrange-Gleichungen auf. Welche Bedingungen ga-
rantieren, dass Lösungen der Form u(x) = u∗ = const existieren?

(b) Nimm an, dass u(x) = u∗ = const ein kritischer Punkt von I ist. Zeige, dass die
Bedingungen h′′(u∗) > 0 and g′′(0) > 0 hinreichend sind um zu schließen, dass u∗ ein
strikter schwacher lokaler Minimierer von I ist.

(c) Nimm jetzt an, dass g(A) ≥ 0 = g(0) für alle A ∈ R1×1 und dass u0 ∈ R ein lokaler
Minimierer von h ist. Zeige, dass die konstante Funktion u : x 7→ u0 ein starker lokaler
Minimierer ist.

Aufgabe 11: Zweite Variation.
Betrachte das Funktional I : C1(Ω;Rm) → R mit I(u) =

∫
Ω
f(x, u(x),∇u(x)) dx, wobei

f ∈ C2(Ω× Rm × Rm×d). Für γ1, γ2 > 0 gelte∫
Ω

∂2
Af(x, u0(x),∇u0(x))[∇w,∇w] dx ≥ γ1

∫
Ω

|∇w|2 dx, (1)

D2I(u0)[w,w] ≥ γ2

∫
Ω

|w|2 dx. (2)

(a) Benutze (1) und geeignete Abschätzungen für ∂A∂uf und ∂2
uf um eine geeignete Kon-

stante C∗ zu finden, so dass

D2I(u0)[w,w] ≥ γ1/2

∫
Ω

|∇w|2 dx− C∗|w|2 dx für alle w.

(b) Benutze (2) und (1) um ein γ3 > 0 zu finden, so dass

D2I(u0)[w,w] ≥ γ3

∫
Ω

|∇w|2+|w|2 dx für alle w ∈ C1(Ω;Rm).

Aufgabe 12: Anisotrope Elastizität.
Das Funktional I : C1(Ω;Rd)→ R; u 7→

∫
Ω
f(∇u) dx ist definiert über

f(A) =
λ

2
(spurA)2 +

µ

4

∣∣A+ AT
∣∣2 +

δ

2
A2

11.

(a) Zeige die Identität ∂2
Af(A)[B,B] = 2f(B) für alle A,B ∈ Rd×d.

(b) Für welche λ, µ, δ ∈ R haben wir f(A) ≥ 0 für alle A ∈ Rd×d? Betrachte zunächst den
Fall d = 2.
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(c) Für welche λ, µ, δ ∈ R erfüllt f die Legendre–Hadamard-Bedingung? Betrachte
wieder erst den Fall d = 2.

Aufgabe 13: Eigenwerte.
Für eine symmetrische Matrix A ∈ Rm×m betrachten wir den Rayleigh-Quotienten

RA(y) =
y · Ay
y · y

für y ∈ Sm−1 = {y ∈ Rm | |y| = 1}.

Zeige, dass der Minimierer y− und der Maximierer y+ von RA auf Sm−1 existiert und
Ay± = λ±y± erfüllt, wobei λ− und λ+ das Minimum und Maximum von RA sind.
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