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Aufgabe 5: Lemma of du Bois—Reymond.
Betrachte die Menge T' = {v € C!([, 8]; R™) |v(a) = v(B) = 0} und f, g € CO([av, B]; R™).

(a) Zeige, dass aus ff g(x)-v'(z)dx = 0 fiir alle v € T folgt, dass g konstant in [«, 5] ist.
(Tup: (Konstruiere ein v € T mit v'(z) = g(z) —7.))

(b) Sei nun faﬁ[f(x) ~v(z) + g(x) - V'(z)]de = 0 fiir alle v € T. Schliefle, dass g €
C'([a, B]; R™) und ¢'(z) = f(z) fiir alle z € [, B].

Aufgabe 6: Euler-Lagrange-Gleichung. B
(a) Betrachte ein Gebiet Q C R?, die Menge M = C?(Q; R) und das Funktional I : M — R
definiert {iber

I(u) = /Q [% (Vu(a)- (121 é‘) Vu(z) + g—;@ﬂ) - iuﬂ dz + /8 9exp(—u(@)) .

Leite die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen mit Randbedingungen her.

(b) Betrachte ein Gebiet Q C R?, die Menge M = C*(Q; R) und das Funktional I : M — R
definiert iiber

I(u) = % /Q []Au(x)P - f(x)u(a:)] do + /8 g(@)u(z) da

Leite die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen mit Randbedingungen her.

Aufgabe 7: Faltung = Glattung.
Betrachte eine Lipschitz-stetige Funktion u : R — R™, d.h. fiir L = Lip(u) gilt

Yo,y €RY: () —u(y)| < Lla—yl.

a) Betrachte die Funktion s : — R gegeben durch ¥s(z) = v (x un
Betrachte die Funktion v5 : R? — R ben durch ¢ 51¢6d

() = {cexp (—ﬁ) fir |z] < 1,

0 sonst.

(¢ > 0so, dass [, (x)dz = 1) und definiere

Us = Uk s : T+ /Rd u(y)vs(z—y) dy.

Zeige, dass Lip(us) < L und ||u — usl|co < L6 gilt.
(b) Zeige, dass fiir alle w € C'(R% R™) die folgende Identitt gilt

Lippp ag) (w) = sup{[|[Vw (y)[|zmxa [y € Br(wo)},



wobei die linke Seite die kleinste Lipschitz-Konstante von w|p,,(4,) bezeichnet.
(Tip: Um w(z)—w(y) abzuschitzen, betrachte w auf der verbindenen Gerade.)

(c) Schlussfolgere, dass ||Vus|lco < L = Lip(u) gilt.

Aufgabe 8: Vektoranalysis und Eshelby’s Tensor.
Betrachte ein Gebiet ) ¢ R%.

(a) Leite fiir Tensorfelder A € C'(Q; R™*?) und B € C1(; R™™) die Produktregel her,
d.h.
div(BA) = C:A+ BdivA  mit (C:A), =Y 0| 0y BuuA,,.

(b) Fiir eine Energiedichte f € C2(Q x R™ x R™*4) ist ESHELBY’s Tensor definiert iiber
E(l’, U, A) = ATaAf(m7 U, A) - f(l’, U, A)]d € RdXd

Zeige, dass eine Losung u € C%(Q) der Euler-Lagrange-Gleichung beziiglich f die folgende
Gleichung erfiillt

divIE(-, u, Vu)(z) + 0p f (z,u(z), Vu(z)) = 0 € R%

(c) Betrachte den Fall d = 1 und vergleiche die Beziehung in (b) mit dem Satz von Noether
aus der Vorlesung.

Aufgabe 9: Klassische Mechanik
In der LAGRANGE’schen Mechanik betrachten wir ein Funktional aus Kinetischer Energie
minus potentieller Energie:

£t0,4) = K, )~ U(t,) miv K(g,0) = 5(M(q)o) o

(a) Leite die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir 1(q) = tt01 L(t,q(t),q(t))dt her und zeige
deren Aquivalenz zu den Newton’schen Gleichungen (Impulséinderung = Kraft), siche z.B.
W. Nolting, Theoretische Physik, Band 2, Analytische Mechanik.

(b) Wann ist die Energie £(t, q,q) = K(q, ¢) + U(t, q) entlang von Losungen konstant?

(c) Es sei w € R™ eine Richtung fiir die DU(¢, ¢)[w] = 0 fiir alle (¢,q) € R x R™ gilt.
Folgere, dass der Impuls in w-Richtung konstant entlang von Losungen ist.



