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Aufgabe 1: Lineare Algebra.
Sei I(u) = £ (u, Au) — (b, u) mit A € R™" b,u € R", und (-,-) das euklidische Skalarpro-
dukt.

(a) Zeige, dass u genau dann ein kritischer Punkt von I ist, wenn £(A+ A")u = b ist.
(b) Nimmt [ sein Infimum an, falls A symmetrisch und positiv definit ist?

(c) Es sei A symmetrisch und positiv semidefinit. Unter welchen Bedingungen an b ist
inf I > —o0? Gilt dann inf I = min I?

Aufgabe 2: Vektoranalysis.

(a) Beweisen Sie, dass eine differenzierbare Funktion f : R” — R nur dann ein Extremum
im Punkt 2° € R” besitzt, wenn 2° ein kritischer Punkt von f ist, d.h. die erste Variation
ist 0.

(b) Sei 2° € R™ ein kritischer Punkt einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion
f:R™ — R. Zeige, dass die Funktion f im Punkt 2° ein lokales Minimum (bzw. Maxi-
mum) in z° hat, wenn die zweite Variation, d.h. die quadratische Form (H (z°)w,w) =
> i<i<n 0 f(z9) w;wj, positiv (bzw. negativ) definit ist (H(2°) = Hesse-Matrix).

:Z'iaiﬂj

Aufgabe 3: Ein Beispiel ohne Minimierer.
Im Folgenraum (2 = {u = (un)nen © Dopeq u2 < 00} mit Norm ||(un)nll2 = ( Toui)ln
ist Funktional I : (> — R durch I(u) = (1 — [Jul|3)? + >_°2, 1u? definiert.

n=1ln-"mn

(a) Zeige, dass I stetig ist und dass I(u) > 0 fiir alle u € ¢? gilt.

(b) Uberpriifen Sie durch Konstruktion einer geeigneten infimierenden Folge, dass das
Infimum des Funktionals I gleich 0 ist.

Aufgabe 4: Lokale Minimierer.
Finde eine Funktion I € C'(R? R) mit den folgenden Eigenschaften

(a) Fiir alle Geraden v, : R € t — tv € R? hat die Einschriinkung von I auf +, ein striktes
lokales Minimum in ¢ = 0.

(b) x = 0 € R? ist kein lokaler Minimierer von I, d.h. es gilt Ve > 03y € B.(0) : I(y) <
1(0)

(Tip: Betrachte ein I, dass zwischen den Graphen von zwei Parabeln negativ und auferhalb
positiv ist.)



