Satz 1. Seien X ein Hilbertraum, 1 < p < oo und s — s € Prob(X), s € [0,1], eine
Geoddte mit konstanter Geschwindigkeit bzgl. der Wasserstein-Metrik W,,, dann existiert
ein optimaler Transportplan v € Prob(XxX), so dass ps = (Gs)yy, wobei Gs(x,y) =
(1=$)x + sy firx,y € X.

Beweis. Sei s € ]0,1] gegeben. Dann existieren optimale Transportplane 4%, ~*! €
Prob(X xX) fiir die Paare (po, pts) und (ps, ). Wir betrachten die Disintegrationen
von 4%* und 4! bzgl. p, d.h. wir schreiben 4%*(dzg,di) = p2®(dzo) ® pus(dE) sowie
v (dE,dzy) = po'(dey) ® pe(di) fiir durch & € X parametrisierte Familien p2® €
Prob(X) und x5 € Prob(X).

Wir zeigen zunichst, dass v%% und v*! sogar eindeutig sind und durch Transportab-
bildungen 7% : X — X bzw. T%! : X — X induziert sind. Dazu definieren wir wie im
Beweis der Dreiecksungleichung fiir die Wasserstein-Metrik den Plan 3 € Prob(X x X x X))

uber
/ (0, 7, 1) dB = / / / (w0, 7, 1) AP (o) dpis (1) dpss ()
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wobei eine beliebige ¢ : X x X x X — R Borel-melbare Funktion ist. Wir iiberpriifen
leicht, dass der Plan 4 := 7rﬁl’36 € Prob(XxX) (hierbei ist 7%3(xg,Z,21) = (w0, 21)
die kanonische Projektion auf die erste und dritte Komponente) ein Transportplan fiir
po und gy ist (4 transportiert zunéchst pg nach ps und dann pg nach pg, 7 ist die
Hintereinanderausfithrung von 4% und ~4*!). Damit gilt nun

0,s

Wi (1o, 1) < flmo—21||Le(xxx:09) = [[To—21[|Lr(xxx < x:08)
< N|wo—=Z|lLe(x xxxx:8) + [|Z—=21]| e (x x X x X;a8)
= [[ 20— ||Lr(x x X:dvy05) + |T=21 ]| e (x5 X30721)
= W (ttos fts) +W(ps, p1) = Wy (pio, p11)

wobei wir in der zweiten Zeile die Dreiecksungleichung fiir die LP-Norm, in der dritten
Zeile die Konstruktion von @3 und in der vierten Zeile die Optimalitit von v%* und ~*!
und das us eine Geodate mit konstanter Geschwindigkeit ist. Insbesondere gilt iiberall
Gleichheit und 4 ist ein optimaler Transportplan fir fg, f.

Da fiir p > 1 die LP-Norm strikt konvex ist, muss gelten, dass eine Konstante a > 0
existiert mit oy — & = (¥ — x;) B-f.i. (siche Beweis der Minkowski-Ungleichung fir
LP-Réume). Umstellen dieser Identitat fithrt auf

N 1
T = Ty +

1+a 1r a.fCl = (1—)\)330 + )\513'1, B—f.u. (1)

mit A = a/(1 + «) € ]0,1[. Diese Beziehung fiihrt auf
W, (1o, ths) = [[0—T||Lr(x xx xx508) = M|To—21||Lr(x xxxx:08) = AW, (10, p11)-

1



Andererseits gilt W, (110, ft5) = sWp, (20, p11), so dass A = s folgt.
Wir integrieren nun die Identitiit & —zo = s(x;—20) bzgl. p2*(dz) und bzgl. 15" (dzy)
und erhalten

i—2"1(%) = s(x1 —2"'(2)) V'L und i—x0=5(2"°(2) —x0) oL (2)

wobei 20%(%) = [, x1dpud’ (z1) und z1(%) == [, moduy®(zo) die Schwerpunkte (Baryzen-
tren) der Mafle 42 und p' sind.

Die Gleichungen in (2) definieren Transportabbildungen 7%% : X — X bzw. T :
X — X mit
T — s2%%(7) T — 25Y(7)

x =T (Z) =

w0 = T2%(7) = 1—-s 7 s

+271(%),
so dass ¥** = (T, Z)yus und v = (&, T )y pus.

Da 7% nur von pS" bzw. von 4*' abhingt, und 4% unabhingig von v>' gewihlt
wurde, muss v%* der eindeutige optimale Transportplan fiir zo und p, sein. Analog ist
~*1 der eindeutige Transportplan fiir p, und .

Letztendlich zeigen wir ps, = (Gy)yy mit Gy(zo,z1) = (1—s)xg + sz1. Sei dazu ¢ :
X — R eine beliebige Borel-mefibare Funktion. Wir folgern

S

/Xgo(.i)d(Gs)ﬁ = /X . o((1=5)xo + sz1)dy = / ¢((1—5)xo + sz1)d3

XxXxX

(1) o .
0 /X  plans - /X o(®)dpa,

das heiit es gilt s = (Gs)s7.



