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1 Einfiihrung

1.1 Markovketten-Monte-Carlo-Verfahren (MCMCQ)

Ausgehend von einer irreduziblen! Ubergangsmatrix P haben wir in Wahr-
scheinlichkeitstheorie 1 eine stationiire Verteilung? 7 konstruiert, d.h. also
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die die Bedingung © = 7w P erfiillt.

Wir wollen uns nun mit dem umgekehrten Fall befassen. Das Ziel ist es,
auf moglichst effiziente Weise aus der gegebenen, endlichen Menge () eine
Stichprobe mit gegebener Verteilung 7 auf ) zu ziehen.

Intuitiv naheliegende, naive Methoden, wie z.B. Simulation von Verteilung
oder die Verwerfungsmethode, findet man in [1, Kapitel 1].

Bei deterministischen Losungsalgorithmen, die sémtliche mogliche Falle aus-
probieren (,try & error), haben wir jedoch das Problem, dass die Laufzeit
vom Umfang der Datenmenge abhéngt, d.h. fiir sehr groftes 2 konnen wir
aufgrund der Laufzeit und des erforderlichen Speicherplatzbedarfs diese Me-
thoden nicht nutzen. Ein einfacher Ansatz ist es, zufallsbasierte Algorithmen
zu verwenden, die nur ,typische Félle behandeln.

Wir benétigen also ein Verfahren, das ausgehend von einer auf 2 gegebenen
Verteilung 7 eine geeignete Markovkette konstruiert, die bei gentigend langer
Laufzeit die gewiinschte Verteilung 7 geniigend gut approximiert.

Eine solche Methode nennt sich Markovketten-Monte-Carlo-Verfahren (kurz
MCMC?) und erzielt in der Praxis seit vielen Jahren trotz pessimistischer
theoretischer Schranken* gute Ergebnisse. Zwei bekannte Vertreter sind der
Metropolis-Algorithmus sowie der Gibbs-Sampler, den wir im nachfolgenden
Vortrag kennen lernen werden.

1.2 Metropolis-Algorithmus

Der Metropolis-Algorithmus wurde 1953 von Metropolis et al. [4] veroffent-
licht und 1970 von Hastings [5] erstmals in einer weiteren Variation vorge-
stellt.

Durch den Algorithmus wird eine Markovkette auf dem Zustandsraum €2 so
veréndert, dass sie - bei beliebiger Startverteilung - aufgrund der sogenannten

! Trreduzibel: Jeder Zustand ist von jedem anderen aus mit positiver Wahrscheinlichkeit
erreichbar.

2 Oft auch als invariante Verteilung bekannt.

3 Engl. ,Markov chain Monte Carlo methods®

4 D.h. Schranken die sehr hoch gewiihlt wurden und dadurch zu vielen unnétigen Schrit-
ten fiithren, aber dies kann nicht bewiesen werden.



Detailed-Balance-Bedingung® gegen die gewiinschte stationire Verteilung m
konvergiert.

Eine kurze Erinnerung:

Eine irreduzible, positiv rekurrente® Markovkette konvergiert genau dann ge-
gen eine stationiire Verteilung’, wenn sie aperiodisch® ist. (siehe hierfiir z.B.
[2, Satz 2.6.15|)

2 Algorithmus

Der Algorithmus wurde mittlerweile in verschiedenen Variationen verdffent-
licht. Wir konzentrieren uns zuerst auf zwei in [3] publizierte Varianten, die
den beiden urspriinglichen Verdffentlichungen entnommen wurden.

Grob gesprochen besteht der Algorithmus immer aus den folgenden Schritten:

e Definiere eine Referenz-Ubergangsmatrix Q = (Quy)ayen aperiodisch,
irreduzibel, diinn besetzt

e Definiere mit Hilfe von @) eine Metropolis-Matrix P = (py )z yecq

e Realisiere eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P, auch Metropolis-
kette genannt, die aufgrund der Detailed-Balance-Bedingung konver-
giert

5 Eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P = (p; ;)i jeq heilt reversibel bzgl. der
Verteilung 7, wenn fiir alle 4, j € Q gilt 7(4)p; ; = 7(j)pj,q-

6 Fiir jeden Zustand ist die erwartete Riickkehrzeit endlich.

7 Jede reversible Verteilung, also jede Verteilung, die die Detailed-Balance-Bedingung
erfiillt, ist eine stationére Verteilung.

8 D.h. alle Zustéinde der Markovkette haben Periode 1.



Wir wollen nun konkret analysieren wie die Matrizen zu wéhlen sind.

2.1 Symmetrische Referenzkette

Sei Q eine symmetrische Ubergangsmatrix, dann ist Q reversibel bzgl. uni-
former Verteilung auf 2. Wir konstruieren nun eine neue Markovkette aus
Q, um eine Kette mit stationdrer Verteilung 7 zu erhalten.

Die neue Kette wird wie folgt entwickelt:

Die Referenzkette schligt zunichst, geméif der Verteilung von @, einen Uber-
gang vom aktuellen Zustand z zu einem Zustand y vor. Um zu vermeiden,
dass immer wieder dieselben Ubergiinge angenommen werden, fiihrt man eine
Akzeptanzwahrscheinlichkeit a,, ein. Bei Erfolg wird der von der Referenz-
kette vorgeschlagene Ubergang nach y akzeptiert, ansonsten verharrt man im
momentanen Zustand x. Das heifst mit Wahrscheinlichkeit 1 — a, , wird der
Vorschlag abgelehnt. Jede Ablehnung eines Ubergangs verlangsamt die Kette
und reduziert die Effizienz des Rechenvorgangs. Ablehnungen sind aber ggf.
notig, um die gewiinschte stationdre Verteilung zu erlangen.

Die Ubergangsmatrix P der neuen Markovkette ist gegeben durch:

Gyl y, falls Yy # xT
Pay = Y1 - Y qu.a,., fallsy=ux
z:iz#T

Wie wihlt man nun die Akzeptanzwahrscheinlichkeit a, ,?

Jede Verteilung 7, die die Detailed-Balance-Bedingung erfiillt, ist eine sta-
tionédre Verteilung fiir P. Hieraus folgt Bedingung (1)

() oy Oy = T(Y) G2y, fiir alle x # y (1)

Aus der Symmetrie von Q folgt, (1) gilt g.d.w.
byy = by, mit by, = 7(2)ay, (2)
Da a,, eine Wahrscheinlichkeit ist, muss gelten a,, < 1. Hieraus folgt fiir b

bay < () (3)
b$,y - by,a: S 7T<y> (4)

Das Ablehnen von Ubergingen fiihrt zu Laufzeitverlusten, daher muss die
Losung b fiir (2)-(4) moglichst maximal gewéhlt werden. Offensichtlich sind
alle Losungen nach oben beschrankt durch

byy = m(x) Am(y) := min{m(z), 7(y)} ()

4



=

Somit ist die Akzeptanzwahrscheinlichkeit a,, = (755 A1)

Insgesamt folgt also, dass die Metropolis-Matrix P = (p, )z e der neuen
Kette definiert ist als:

ey min{1, ,r(xg} falls y # x
Pry =V1- % q“mln{l,:g; b, o fallsy ==
z:z#T

Offensichtlich ist 7 aufgrund der gewéhlten Nebenbedingungen stationére

Verteilung fiir die Metropolisiibergangsmatrix P.
Die Metropoliskette hangt nur vom Verhéltnis % ab. Oft ist 7(z) von der

Form @, mit bekannter Funktion h : Q — [0,00) und der Normierungs-
konstante Z = > h(z). Besonders bei gigantisch grokem 2 kann Z extrem

z€Q
schwer bis gar nicht berechenbar sein. Da “gg héyg ist, kénnen wir die Ket-

te simulieren, ohne Z explizit zu berechnen. Dies ist besonders bei Optimie-
rungsproblemen héufig der Fall. Hierfiir betrachten wir nun eine Anwendung.

2.2 Anwendung auf das Bergsteigerproblem

Sei f eine reelle Funktion?, die auf der Knotenmenge V' eines Graphen de-
finiert ist. In vielen Anwendungen wird ein Knoten x gesucht, fiir den f(x)
maximal ist. Wenn der Definitionsbereich sehr grof ist, kann eine vollstan-
dige Suche zu teuer sein. Ein  hill climb* (Bergsteigeralgorithmus) versucht
Maxima von f wie folgt zu bestimmen:

Wenn am Punkt z, und fiir einen Nachbarn y von x gilt f(y) > f(x), dann
gehe zu y. Hat f lokale Maxima, die keine globalen Maxima sind, kann es
passieren, dass der Bergsteiger stecken bleibt, bevor ein globales Maximum
gefunden wird. Eine Losung hierfiir ist es, Ubergéinge zu randomisieren, so-
dass von einem lokalen Maximum aus mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
auch zu einem niedrigeren Punkt iibergegangen wird.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass  ein regulidrer Graph'© ist, so-
dass die einfache Irrfahrt auf  eine symmetrische Ubergangsmatrix hat.

9 Haufig findet sich hier bei thermodynamischen Modellen der Boltzmann-Faktor
M@ = e=EB mit g = ﬁ, wobei E eine Energie, T' die Temperatur und k£ die Boltzmann-
Konstante beschreibt. Siehe hierfiir z.B. den Vortrag zum Thema ,Simulated Annealing*
oder auch das Ising-Modell [z.B. in 3, 3.3.5].

10 Ein Graph heift regulir, falls alle seine Knoten gleich viele Nachbarn haben, d.h.
gleichen Knotengrad besitzen.



Sei A > 1 und my(z) = ’\Zf—(x), wobei Z(A) := Y M@ (Normierungsfaktor).
€
Solange 7 (x) durch den Anstieg von f(x) wéchst, bevorzugt die Verteilung

7y Knoten z fiir die f(x) grok ist. Wenn f(y) < f(x) ist, wird der Ubergang
von « zu y mit Wahrscheinlichkeit A~/®)=/®)] akzeptiert. Definiere

Q= {z € Q: f(z) = f7:= max f(y)}

Dann gilt
2\ (@) ]1{ )
lim 7)(z) = lim DAl = r€
A—00 A—00 |Q*| + Z )‘;;*) |Q*|
zeQ\Q*

Fiir A — oo konvergiert die invariante Verteilung 7, dieser Metropoliskette
gegen die Gleichverteilung auf der Menge der globalen Maxima von f.

2.3 Allgemeine Referenzkette

Wir betrachten nun noch kurz den Fall der Konstruktion einer Metropo-
liskette mit nicht symmetrischer Referenz-Ubergangsmatrix (), wie er von
Hastings eingefiihrt wurde:

Sei @ eine irreduzible stochastische Ubergangsmatrix und 7 eine beliebige
Verteilung auf . Wir definieren P = (p, )4 yeq durch:

zy min{1 M}, falls y # = und ¢, , > 0

! 7 (2)qa,
0, falls x # y und ¢, = 0
1-— Z Pz, 2, falls Yy=x
z:z#T
P ist per Definition zeilenstochastisch und fiir alle z,y € Q ist p,, € [0, 1],
d.h. P ist eine stochastische Matrix und 7 ist invariante Verteilung fiir P,
was man wie folgt sieht:

Pzy =

Fir x # y gilt:
Wenn ¢, , = 0 oder ¢y, = 0= pyy = pyo =0
Wenn ¢, , > 0 und ¢, , > 0:

T(Y) 4y,
@)y = g min{1, 200 )
= min{m(z)qsy, 7(¥)qy.2 }
W(l‘)qu}

T(Y)y.2

= 7(y)qy min{1,
— Tr(y)py,az
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d.h. 7 ist reversibel fiir P und somit invariante Verteilung.

2.4 Eine kleine Aussage fiir irreduzible () Matrizen

Sei () irreduzibel. Unter der Voraussetzung, dass ¢,, > 0 < ¢, , > 0 kénnen
wir leicht sehen, dass P ebenfalls irreduzibel ist:

Sind z,y € €2, dann existiert ein Pfad von z nach y mit nur jeweils positiven
Ubergéingen. P erlaubt dieselben Ubergénge wie @, d.h.

Pzys Pyz > 0& Qzy > 0

2.5 Vorteile & Nachteile des Algorithmus
Vorteil:

e Es ist nur der Quotient % notwendig um P zu berechnen (siche 2.2)
e Oft einfach zu implementieren

e Vorgeschlagene Schritte miissen nicht gespeichert werden

Nachteil:

e Hiufig werden Nachbarschaftsstrukturen genutzt, was bei Knoten mit
hohem Knotengrad, also mit vielen Nachbarn, problematisch sein kann.



3 Eine konkrete Anwendung: Packproblem

Der Metropolis-Algorithmus wird haufig fiir Optimierungsprobleme genutzt.
Wir betrachten folgende Problemstellung:

Gegeben sind Objekte 1, ..., m mit Grofen aq, ..., a, und ein Rucksack mit
Kapazitiat K, wobei gilt a; + - -+ + a,, > K. Wir definieren einen Mitnah-
mevektor y = (y1,...,Ym) € {0,1}", wobei 0 das Weglassen und 1 das
Mitnehmen des Objekts bezeichnet.

Wir beginnen mit der Irrfahrt auf dem Hyperwiirfel H := {0, 1}™. Es gilt:

y ~ 1y < v,y unterscheiden sich in hochstens einer Komponente
Seia = (a,...,a,) € N und a;+---+a,, > K. Sei Q die Menge der Tupel
y € H mit der Eigenschaft

(a,y) = Zakyk <K
k=1

Wir suchen einen Metropolis-Algorithmus, der eine Markovkette simuliert,
fir die die Gleichverteilung auf Q@ = {y € H : (a,y) < K} eine invariante
Verteilung ist.

1. Definiere (), sodass

1 11
5, fallsy ~
Qyy = %, falls y = o/
0, sonst

fiir alle Ubergéinge von y € H nach ¢/ € H gilt.
2. Definiere P, sodass

1

. m(y')ay
5> min{1, quj}’ falls y ~ o/

2
Pyy = 1- > Dy falls y = ¢/
k#y
0, sonst

fiir alle Ubergéinge von y € H nach 3y € H gilt, wobei m die Gleichver-
teilung auf €2 ist, d.h. 7(y) =0, falls y ¢ €.

1 Der Faktor % ergibt sich, wie man leicht sieht, durch Gleichverteilung auf der Menge
aller ¢/, fiir die fiir ein bestimmtes y gilt y ~ '



Wir haben also eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P und Gleichver-
teilung auf Q = {y € H : (a,y) < b} als reversible Verteilung. Fiir jeden
Vektor y, der eine giiltige Losung auf (2 liefert, sieht man leicht, dass man
mit positiver Wahrscheinlichkeit wieder zum Nullvektor zuriickkehren kann,
indem man schrittweise die Nichtnulleintrdge des Vektors nacheinander auf
Null setzt (d.h. zum jeweiligen Nachbarn wechselt). Ebenso kann man vom
Nullvektor aus jeden giiltigen Losungsvektor y erreichen. Die Markovkette
ist also irreduzibel.

Es bleibt zu zeigen, dass die Markovkette zudem aperiodisch ist.

Angenommen Y a; > K, dann gibt es ein j € [1,m] und einen Vektor
k=1

vy = (W1, Yj,---Ym) € H, mit y; # 0, sodass Y aryr, < K, aber es
k=1

gilt Z aryy + a; > K, dh. p,, > 0. Mit der Irreduzibilitdt folgt die
Behauptung fir alle y € H mit y; = 0 - die Markovkette ist also aperiodisch.

Nun betrachten wir noch den Fall, dass die m Objekte zusétzlich einen be-
stimmten Wert w haben (z.B. der Preis des Objekts). Ziel ist es, fiir gege-
bene Werte wy, ..., w,, die Funktion U(y) = >  wgyr zu maximieren. Da

k=1
sich der Metropolis-Algorithmus in der bisherigen Form mit Minimierungs-

problemen befasst, betrachten wir einfach die negativen Werte und minimie-
ren die Funktion U'(y) = — Z wiyk. Sei 7(y) = Yie_BU'(y) = YieBU(y) mit

Ys=> e —BU'W) fiir B> 0. Ausgehend von der Ubergangsmatrix P gemif
yeN

2. suchen wir eine Ubergangsmatrix P mit invarianter Verteilung 7. Wir
bendtigen hier nun also

=N\ L BU(y)
win(1, 0ty gy, 5 L Dy
Y)yy Ys . Pyy

T =AUV

= min{1, eﬁ(U(y/)*U(y))py’,y 1,
Py

wobei (U(y') — U(y)) gerade den Wertzuwachs beschreibt. Fiir y ~ ¢ ergibt
sich daher

B . Py, o
Py = Pyy min{1, /W00 ))py —20} = min{py,,, " CO)p, )
Yy



Die gesuchte Ubergangsmatrix ist somit gegeben durch

min{p, ,, eﬁ(U(y')_U(y))py/,yL falls y ~ o/

~ _ -y :/
Pyy = 1 %p%k, falls y = y

0, sonst

4  Ubersicht iiber weitere Anwendungsmoglich-
keiten

Weitere typische Anwendungsszenarien sind z.B.

1. Physikalische Modelle, wie z.B. das Ising-Modell oder

2. Optimierungsmodelle mit zeitabhéngiger Temperaturabkiihlung (Simu-
lated Annealing)

3. g-Féarbung auf Graphen

4. Problem des Handelsreisenden
5. Kartenmischen

6. Hard-Core-Modell

7. Self-avoiding walk

8. Anwendungen in der Bayesschen Statistik, z.B. im Logit-Modell mit
A-posteriori-Verteilung als Zielverteilung

5 Kurze Vorstellung verschiedener Variationen
und interessanter Ideen

Der Metropolis-Algorithmus wird héufig als einer der Top 10 Algorithmen des
20. Jahrhunderts bezeichnet. Dementsprechend umfangreich ist die Vielzahl
an Artikeln zum Thema. Hierunter finden sich immer wieder weitere Ideen zur
Umsetzung und Anwendung des Algorithmus, die hier kurz erwidhnt werden
sollen, aber selbstverstindlich keinem Anspruch auf Vollstandigkeit gerecht
werden.
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5.1 Burn-In

Die Markovkette konvergiert unabhéngig vom gewahlten Startpunkt, jedoch
kann von einer geeigneten Wahl die Zeit bis zur Konvergenz ins Gleichgewicht
abhédngen. Unter Burn-In versteht man die ersten k Stichproben, die meist
wenig oder gar nicht brauchbar sind. Hierbei ist k abhéngig vom konkreten
Problem.

5.2 Thinning-Idee

Da die Stichproben per Konstruktion alle korreliert sind, scheint es eine weit
verbreitete Idee zu sein, nur jeden k-ten Schritt der Kette zu behalten, um
néher an eine u.i.v. Stichprobe zu kommen.

5.3 Akzeptanzrate

Es gilt als sinnvoll die Rate zu iiberwachen mit der Ubergéinge akzeptiert
werden, um zu vermeiden, dass die Kette bei zu hoher Akzeptanzrate nicht
gut genug gemischt wird, oder das bei zu niedriger Rate, kaum Vorschlédge
angenommen werden und die Kette im selben Zustand verharrt. Einige inter-
essante Empfehlungen finden sich in [6]. So sollte die Akzeptanzrate hiernach
fiir univariate Probleme um die 44% liegen und fallt fiir multivariate Problme

bei zunehmender Dimension n, fiir lim bis auf 23%.
n—oo

5.4 Accept-Reject

Rejecting-Algorithmen oder auch Accept-Reject-Algorithmen sind weitere
Algorithmen, um Stichproben mit gewiinschter Verteilung zu erhalten. Aus-
fiihrliche Informationen zur Kombination mit dem Metropolis-Algorithmus
finden sich z.B. in [6].

5.5 Single Component vs. Block-at-a-time

Fiir multivariate Zufallsvariablen wird haufig komponentenweise (Single Com-
ponent) vorgegangen. D.h. erst fiihrt man den Metropolis-Algorithmus fiir
die 1. Komponente durch und hierauf basierenden dann fiir die jeweils nach-
folgende Komponente. Block-at-a-time ist eine Variante in der gleichzeitig
mehrere Komponenten betrachtet werden.
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