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AUFGABE 7.1 (5 Punkte) — Eine Menge N C E = [0, 1]% mit A%, (V) = 0 heift eine (Lebesgue-)
Nullmenge. Zeigen Sie Folgendes.

(i) Jede Nullmenge ist Lebesgue-messbar.

(if) Jede abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge.
(iii) Uberabzahlbare Vereinigungen von Nullmengen sind i. Allg. keine Nullmengen.
(iv) Jede abzadhlbare Teilmenge von E ist eine Nullmenge.

(v) Die Verbindungsstrecke von zwei beliebigen Punkten aus E ist eine Nullmenge.

AUFGABE 7.2 (4 Punkte) — TRANSLATIONSINVARIANZ. Es sei E = [0, 1]2, und fiir eine Menge
A CR?undeinz € R*sei A+ z = {a +z: a € A} die Verschiebung von A um z.

(i) Zeigen Sie, dass fiir jede Menge A C E und jedes x € E mit A+ x C E qilt: A\},(4) =
A (A+ ).

(i) Zeigen Sie, dass fiir jede Lebesgue-messhare Menge A C E und jedes z € R2mit A+ 2 C E
die Menge A + z ebenfalls Lebesgue-messbar ist und dass gilt: Ag(A) = Ap(A4 + ).

(iii) Zeigen Sie die Translationsinvarianz des Lebesgue-MaRes \ auf dem R2.

AUFGABE 7.3 (4 Punkte) — Seien €2 und Q' beliebige Mengen und sei f: Q — Q. Beweisen oder
widerlegen Sie:

1. Ist 7’ eine o-Algebra tber €/, soist f~1(F') = {f1(A): A € F'} eine o-Algebra Uber Q.
2. Ist F eine o-Algebra tber 2, soist f(F) = {f(A): A € F} eine o-Algebra lber 2’

AUFGABE 7.4 (3 Punkte) — Sei zu n € N das Mengensystem &, = {{1},...,{n}} € P(N)
gegeben, und sei F,, = o(&,,) die von &, Uber N erzeugte o—Algebra. Zeigen Sie:

1. F, ={AcCN: Ac{l,...,n} oder {n+1,n+2,...} CA},
2. fann+1n

3. UD2 | F, ist keine o—Algebra tber N.



