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AUFGABE 26.1 (4 Punkte) — Es sei (€2, F) ein messbarer Raum, und 7": Q — € messbar. Mit ®
bezeichnen wir die Menge der T-invarianten Wahrscheinlichkeitsmaie auf (€2, F). Zeigen Sie:

(i) @ ist konvex.

(ii) Ein Wahrscheinlichkeitsmall P € & ist genau dann ein Extremalpunkt von & (d. h., P kann nicht
als P = APy + (1 — \)P, dargestellt werden mit Py, P, € ® und P; # Py und A € (0,1)),
wenn es T-ergodisch ist.

Hinweise zu (b): Stellen Sie ein nicht T-ergodisches Mal} P € ® als Konvexkombination zweier Mafe
der FormP(- | A) und P(- | A°) dar. Falls P = APy +(1—\)Py mit Py, Py € &, Py ;é Pound A € (0,1),
bestimmen Sie im Fall, dass P; und PP, ergodisch sind, den Wert von P(lim,, . 2 Py 01 14(T7) =
P1(A)) fur ein geeignetes Ereignis A.

AUFGABE 26.2 (4 Punkte) — Zeigen Sie die Umkehrung der Aussage in Aufgabe 25.2(i): Falls eine
MaR erhaltende Transformation ergodisch ist, ist sie auch schwach mischend.

Hinweis. Benutzen Sie den Ergodensatz.

AUFGABE 26.3 (L'-KONVERGENZ IM ERGODENSATZ) (4 Punkte) — Es sei 7' eine MaR erhal-
tende Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) und J die o-Algebra der T-
invarianten Ereignisse. Sei X eine integrierbare Zufallsgréfle. Nach dem Ergodensatz gibt es eine
J-messbare ZufallsgréBe Y mit E[X] = E[Y] und lim,, .o + 37 | X o T% = Y fast sicher. Zeigen
Sie, dass auch gilt:
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Hinweise: Uberlegen Sie sich, dass Sie von Y = 0 ausgehen diirfen, integrieren Sie | X o 7% tiber die
Menge {|X o T"| > N}, und wenden Sie die Sétze von Egoroff und Lebesgue an.

Gegenstand der MaRtheorie ist der

Satz von Egoroff. Es sel(fn)neN eine Folge messbarer Funktionen f,,: © — R, die fast sicher gegen
eine Funktion f: 2 — R konvergiere. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein Ereignis A mit P(A€) < ¢, so

dass lim,, .o Sup,c 4 | fn(w) — f(w)| = 0 gilt.

AUFGABE 26.4 (4 Punkte) — Es seien P; und P, zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf einem messba-
ren Raum(Q2, F) und T": Q — €2 sowohl unter P; als auch unter P, ergodisch. Zeigen Sie, dass dann
entweder P; = P, gilt oder es ein Ereignis A gibt mit P;(A) = 1 und Py(A) = 0.

Hinweis. Benutzen Sie den Ergodensatz fiir eine geeignete Funktion f.



