
Mathematisches Institut Prof. Dr. WOLFGANG KÖNIG
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AUFGABE 25.1 (4 Punkte) — Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf ([0, 1], B[0,1]) und T (x) :=
x2 für x ∈ [0, 1]. Zeigen Sie, dass T genau dann Maß erhaltend ist, wenn P({0, 1}) = 1 gilt.

Tipp zu ,,⇒“: Betrachten Sie P ◦ T−n([x, 1]) für x ∈ (0, 1) und n ∈ N.

AUFGABE 25.2 (4 Punkte) —

(i) Eine Maß erhaltende Transformation T auf (Ω,F , P) heißt schwach mischend, falls

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

j=0

P(A ∩ T−jB) = P(A) · P (B), A,B ∈ F .

Zeigen Sie, dass T ergodisch ist, wenn es schwach mischend ist.

(ii) Es seien ω(0) = (0, 1, 0, 1, . . . ) ∈ {0, 1}N und ω(1) = (1, 0, 1, 0, . . . ) ∈ {0, 1}N sowie ein
Wahrscheinlichkeitsmaß P auf {0, 1}N definiert durch

P =
1

2
(δω(0) + δω(1)).

Zeigen Sie, dass der Verschiebungsoperator auf {0, 1}N ergodisch bezüglich P ist und dass die
terminale σ-Algebra T∞ nicht P-trivial ist.

AUFGABE 25.3 (SATZ VON HEWITT-SAVAGE) (4 Punkte) — Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß
auf (RN,BN), so dass die Projektionen π1, π2, . . . unabhängig und identisch verteilt sind. Mit Sn sei
die Menge der Permutationen von 1, . . . , n bezeichnet. Für σ ∈ Sn sei Tσ : R

N → R
N definiert durch

(Tσ(x))j :=

{

xσ(j), falls j ∈ {1, . . . , n},

xj sonst.

Zeigen Sie, dass Tσ Maß erhaltend ist und dass

C := {F ∈ BN : T−1
σ F = F für alle n ∈ N und σ ∈ Sn }

eine P-triviale σ-Algebra ist.

Hinweis: Approximieren Sie Mit Hilfe von Lemma 10.2.12 ein F ∈ C mit einem Element der Algebra
⋃

n∈N
σ(π1, . . . , πn). Zeigen Sie, dass P(F ) = P(F )2 gilt.

AUFGABE 25.4 (4 Punkte) — Es sei Γ = (γ(i, j))i,j∈N eine unendliche Matrix, so dass jede linke
obere n × n-Teilecke Γ(n) positiv definit ist, und (Xn)n sei eine Folge von zentrierten Zufallsgrößen,
so dass für alle n ∈ N der Vektor (X1, . . . , Xn) gemeinsam normalverteilt ist mit Kovarianzmatrix
Γ(n). Zeigen Sie, dass der Prozess (Xn)n genau dann stationär ist, wenn es eine Funktion ϕ : N0 → R

gibt mit γ(i, j) = ϕ(|i − j|) für alle i, j ∈ N.


