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AUFGABE 17.1 (4 Punkte) — Seien P, P1, P2, . . . Wahrscheinlichkeitsmaße auf R mit P(Z) =
Pn(Z) = 1 für jedes n ∈ N. Mit P̃ bzw. P̃n bezeichnen wir die Einschränkungen auf die Potenz-
menge von Z. Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden vier Aussagen:

(i) P = w-limn→∞ Pn,

(ii) P̃ = w-limn→∞ P̃n,

(iii) limn→∞ Pn({k}) = P({k}) für jedes k ∈ Z,

(iv) limn→∞ Pn(B) = P(B) für jedes B ∈ B.

AUFGABE 17.2 (VERTEILUNGSKONVERGENZ UND STETIGE BILDER) (3 Punkte) — Seien (E1, d1)
und (E2, d2) metrische Räume, und sei h : E1 → E2 eine Borel-messbare Funktion, so dass die Un-
stetigkeitsmenge Uh messbar sei. Ferner seien P, P1, P2, . . . Wahrscheinlichkeitsmaße auf E1 mit
P(Uh) = 0 und P = w-limn→∞ Pn. Zeigen Sie, dass dann auch die Bildmaße Pn ◦ h−1 gegen das
Bildmaß P ◦ h−1 schwach konvergieren.

AUFGABE 17.3 (3 Punkte) — Sei Φ = {N (µ, σ2) : (µ, σ2) ∈ L} eine Familie von Normalverteilun-
gen, wobei L ⊂ R × (0,∞) eine Indexmenge ist. Zeigen Sie, dass Φ genau dann straff ist, wenn L
beschränkt ist.

AUFGABE 17.4 (3 Punkte) — Mit C bezeichnen wir die Menge aller stetigen Abbildungen [0, 1] →
R. Für m ∈ N und 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tm ≤ 1 sei πt1,...,tm : C → R

m die Projektionsabbildung
f 7→ (f(t1), . . . , f(tm)).
Seien f, f1, f2, · · · ∈ C. Zeigen Sie, dass fn genau dann punktweise für n → ∞ gegen f konvergiert,
wenn für jedes m ∈ N und alle 0 ≤ t1 < · · · < tm ≤ 1 die Bildmaße δfn

◦ π−1
t1,...,tm

schwach gegen

das Bildmaß δf ◦ π−1
t1,...,tm

konvergieren.

AUFGABE 17.5 (3 Punkte) — Mit M1(R) bezeichnen wir die Menge der Wahrscheinlichkeitsmaße
auf R. Es sei ϕ : R → [0,∞) eine stetige Funktion mit lim|x|→∞ ϕ(x) = ∞. Benutzen Sie den Satz
von Prohorov, um zu zeigen, dass das Variationsproblem

inf
P∈M1(R)

∫
ϕdP

mindestens einen Minimierer besitzt.
Hinweis: Wählen Sie eine minimierende Folge, benutzen Sie den Satz von Prohorov, um einen Häu-
fungspunkt zu erhalten, und zeigen Sie, dass er ein Minimierer ist. Für jedes K > 0 existiert ein
R > 0 mit 1 ≤ ϕ(x)/K für alle |x| > R.


