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AUFGABE 14.1 (4 Punkte) — Zeigen Sie, dass das d-fache Produkt der Borel-σ-Algebra B auf R

gleich der Borel-σ-Algebra Bd auf dem R
d ist.

AUFGABE 14.2 (4 Punkte) — Zeigen Sie, dass die Menge der reellen Nullfolgen und die der reellen
konvergenten Folgen beide in der Produkt-σ-Algebra B⊗N liegen.

AUFGABE 14.3 (4 Punkte) —

1. Es seien λ das Lebesgue-Maß auf ([0, 1],B[0,1]) und {δn}n∈N ⊂ [0, 1) eine wachsende Folge
mit limn→∞ δn = 1. Für jedes n ∈ N sei gn : [0, 1] → R stetig mit

∫
[0,1] gn dλ = 1 und

Supp(gn) ⊂ [δn, δn+1]. Die Funktion f : [0, 1]2 → R sei definiert durch

f(x, y) =
∞∑

n=1

(gn(x) − gn+1(x)) gn(y), x, y ∈ [0, 1].

Zeigen Sie, dass gilt

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)λ(dy)λ(dx) = 1 6= 0 =

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)λ(dx)λ(dy).

2. Es sei µ das Zählmaß auf ([0, 1],B[0,1]), d. h. µ(A) = #A, falls A endlich, und µ(A) = ∞
sonst. Ferner sei f die Indikatorfunktion auf ∆ := { (x, y) ∈ [0, 1]2 | x = y }. Zeigen Sie:

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)µ(dy)λ(dx) = 1 6= 0 =

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)λ(dx)µ(dy).

AUFGABE 14.4 (4 Punkte) — Seien (Ω,F , µ) ein σ–endlicher Maßraum, λ das Lebesgue–Maß auf
(R,B) und f : Ω → [0,∞) eine nichtnegative messbare Funktion. Zeigen Sie:

∫
Ω

f dµ =

∫
(0,∞)

µ (f > t) λ(dt).


