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AUFGABE 13.1 (3 Punkte) — (LINEARITAT UND MONOTONIE DER BEDINGTEN ERWARTUNG)
Seien X und Y zwei integrierbare ZufallsgroRen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, ), und
sei A eine Teil-o-Algebra von F. Zeigen Sie, dass gilt:

(i) Firjedes A e RQItENX +Y | A] = AE[X | A] + E[Y | A] fast sicher.
(ii) Falls X <Y fastsicher, so gilt E[X | A] <E[Y | A] fast sicher.

AUFGABE 13.2 (4 Punkte) — (BEDINGTE ERWARTUNG ALS ORTHOGONALPROJEKTION) Sei X
eine quadratisch integrierbare ZufallsgroRe auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P), und sei A
eine Teil-o-Algebra von F. Zeigen Sie, dass fur jede .A-messhare ZufallsgroRe Y € L£L2(P) gilt:

E[(X - Y)* > E[(X - E[X | A))?]
mit Gleichheit genau dann, wenn Y = E[X | A] fast sicher.

AUFGABE 13.3 (4 Punkte) — Das Intervall [0, 1] werde durch einen uniform verteilten Teilungs-
punkt X € [0,1] in zwei Teile zerlegt. Danach werde das groRere der beiden Teilintervalle erneut
durch einen auf diesem Teilintervall uniformen Punkt Y zerlegt. Es sei A das Ereignis, dass sich aus
den drei Teilstlicken ein Dreieck konstruieren lasst. Geben Sie ein wahrscheinlichkeitstheoretisches
Modell an, und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit von A.

AUFGABE 13.4 (5 Punkte) — Sei n € N fest, und sei &,, die Menge aller Permutationen von
1,...,n. Wir erinnern daran, dass B,, die Borel-o-Algebra auf dem R™ ist. Betrachte das System

A= {AEBn: Vo€ &, gilt (z1,...,2,) € A= (T501), - To(n)) EA}.

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (R", B,,,P), wobei P = p®™ das n-fache ProduktmaR
eines WahrscheinlichkeitsmaRes p auf (R, B) ist.

1. Zeigen Sie, dass A eine Teil-o-Algebra von B,, ist.
2. Zeigen Sie, dass fiir jede ZufallsgroBe X € £!(PP) die Abbildung
1
('Tla oo ,CL‘n) = E Z X(xa(l), s 7xa(n))

’ 0’6677,

fast sicher gleich dem bedingten Erwartungswert von X gegeben A ist.



