LOSUNGSSKIZZEN ZUR UBUNGSSCHEINKLAUSUR
ZUR VORLESUNG MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

Aufgabel u: F — [0,00] (1 P.) und (%) = 0 (1 P) sind klar. Zur o-Additivit'at: Sei (4 )ken
eine Folge paarweise disjunkter messbarer Mengen. Dann gilt wegen Monotonie

(U Ak) = lim 3" (4 = (9). (2P)
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Wegen /i, (Ag) < pu(Ay) ar jedes n, k gilt () < sup,ey D pen 4(AR) = D ey 14(Ax). (3P)
Fir jedes N € N gilt (%) > limg, oo S0 fin(A) = S0 limy oo i (Ar) = S0 u(Ap),
also auch (x) > >, i(Ax) (3 P.), und dies zeigt die o-Additivit at.

Aufgabe 2 Nach dem Cavalieri’schen Prinzip ist
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Vol (K) ‘2 / 2 dzdy “E) / dz 2 / dy = / dza®(2 - 22) = Sa°
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Aufgabe3 DaC C o(C), gilto(C) C o(a(C)), also gilt *C’. (4 P)
o(c(C)) ist enthalten in jeder o-Algebra, die o(C) enthalt (3 P.). Da o(C) eine solche ist, ist
o(o(C)) auch in ihr enthalten, und das zeigt die umgekehrte Inklusion. (3 P.)

Aufgabe 4 O.B.d.A. ist x nicht das NullmaR. Die Abbildung p — || |, ist wachsend, denn f"ar
1 < p < q giltauf Grund der H'6lder’schen Ungleichung mit 1/(q/p) + 1/[q/(q — p)] = 1:

I £ll, = (/ﬂﬂ|f|pd,u>1/p < (/]l?)p/(q_p) dﬂ>(qp)/qp</|f|qdu)1/q <IIfll

wobei im letzten Schritt (£2) < 1 benutzt wurde. Alternativ kann man die Jensen’sche Unglei-
chung f'ur das W’-MaB P = 11/ (£2) und die konvexe Abbildung y — /7 benutzen:

1£llp = () YPEF) < n(@VPE(FDYE = [ a2V < N £,

da % - % > 0. Also ist sup e (1 o0y | fllp = limp oo || f |- (B P)

Sei A € Fmit|f| <|fl|lo auf Aund p(A¢) = 0. Dann ist f'0r jedes p € [1, c0):

1= ([ 1100)" < ([ W) " < w171 < Wl 5P

Aufgabe 5 Man identifiziert das Mald Ay ;) o llﬂg\lQ als das Dirac-Mal3 9; (insges. 7 P.), indem
man es auf eine Menge A anwendet und die Fallunterscheidung 1 € A und 1 ¢ A macht und
beachtet, dass Aj 1)((R \ Q) N [0, 1]) = 1 (2 P.) sowie A\jp1;(Q N [0, 1]) = 0 (2 P.) gilt. Also ist

/fd)\[()ﬂ o ]1&\1@ = /fd51 = f(l) = 2. (3P)



Alternativ kann man die Integrationsformel far das BildmaR benutzen:

/ f gy o Igly = / F(mo(@) Aoy (dz) B [ f()dhoy = f(1) =2,  (2P.)

[0,1]
denn die Funktion f o lp\q ist A yj-fast “uberall gleich f(1).
Aufgabe 6 Wegen

R
> = .
‘ dz Blgrgo \/_xQ 7 I%EEO logx 00 (5P.)

o x
/1 V1+ a2t
existiert das uneigentliche Riemann-Integral “Uber (0, co) nicht, wegen (Anti-)Symmetrie auch

nicht “uber R. (2 P.) Da der Integrand stetig ist, also "Uber jedes Kompaktum Riemann- und daher
auch Lebesgue-integrierbar ist, existiert sein Lebesgue-Integral "uber R ebenfalls nicht. (3 P.)

Aufgabe 7 Mit Hilfe des Transformationssatzes f'ur lineare Funktionen und des Satzes “uber
rotationssymmetrische Funktionen erh"alt man

1
|| Az| 1=\ (qz) 2 / =l 1122 X\ 5 (d
/Rde [Az|" Ag(dx) "= [aet(A)] Jau© ly[I"~ Aa(dy)

(4P.) 1 o 14 i1, (2P) dTg
= d dr ' =7 —¢
|det<A>|/o ¢ T Tet(A)

wobei 7, = %2 /T'(£ + 1) das Volumen der Einheitskugel ist.

Aufgabe 8 Mit Hilfe der Dreiecksungleichung (Minkowski-Ungleichung) und der H dlder’schen
Ungleichung erh’alt man f°ar jedes n € N:

(2P.)

(3P.)
”fn(n 9)+9(fu—Hllh < 1falgn =D+ llg(fu = Hlla

S [ fnllpllgn = gllg + lgllgll fn = Fllo-

Da (|| fullp)nen Wegen || full, < || fll, + || fn — fll, beschriankt ist (2 P.), konvergiert die rechte
Seite gegen Null, also konvergiert f,,g,, im ersten Mittel gegen fg.

||fngn - ng1
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