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AUFGABE 9.1 (REKURRENZ UND TRANSIENZ SIND KLASSENEIGENSCHAFTEN) Sei P eine sto-
chastische Matrix auf einer höchstens abzählbaren Menge I . Seien i, j ∈ I mit i  j. Zeigen Sie,
dass i genau dann rekurrent ist, wenn es j ist.

4 Punkte

AUFGABE 9.2 Sei N ∈ N und P = (pi,j)i,j∈I eine stochastische Matrix auf I = {0, . . . , N} mit
pi,j = 0 für |i − j| ≥ 2 und pi,i+1 > 0 für i = 1, . . . , N − 1. Es gelte p0,0 = 1 und pN,N =
1, d. h. die Zustände 0 und N seien absorbierend. Wenn (Xn)n∈N0

eine Markovkette auf I ist mit
Übergangsmatrix P , dann sei Ti = inf{n ∈ N : Xn = i} die Ersteintrittzeit in i ∈ E. Ferner
sei ui = Pi(TN < T0) die Wahrscheinlichkeit, daß die in i gestartete Kette in N (und nicht in 0)
schließlich absorbiert wird.
Zeigen Sie:

(i) Der Vektor (ui)i∈E ist ein Rechtseigenvektor der Matrix P zum Eigenwert 1.

(ii) Mit %j =
∏j

k=1

pk,k−1

pk,k+1
für j ∈ I \ {N} und %N = 0 gilt die Formel

ui =

∑i−1

j=0
%j

∑N
j=0

%j

, i ∈ I.

(iii) Die in 1 gestartete symmetrische Irrfahrt auf Z besucht mit Wahrscheinlichkeit 1

N
den Punkt

N , bevor sie die Menge −N0 erreicht.

4 Punkte

AUFGABE 9.3 (RANDOMISIERTES EHRENFESTMODELL) Insgesamt N Kugeln seien in zwei Behäl-
tern A und B. Es sei ein Parameter p ∈ (0, 1) gegeben. Für jedes n ∈ N wählen wir im Zeitintervall
(n − 1, n) eine dieser N Kugeln mit gleicher Wahrscheinlichkeit aus und geben sie mit Wahrschein-
lichkeit p in den Behälter A und mit Wahrscheinlichkeit 1−p in den Behälter B. Es sei Zn die Anzahl
der Kugeln in A zum Zeitpunkt n, also sind N−Zn Kugeln in B. Alle Ziehungen und Zurücklegungen
seien unabhängig, also ist (Zn)n∈N0

eine Markovkette auf {0, 1, . . . , N}.

(i) Bestimmen Sie die Übergangsmatrix der Kette (Zn)n∈N0
.

(ii) Die Verteilung von Z0 sei die Binomialverteilung auf {0, 1, . . . , N} mit Parameter p. Zeigen
Sie, dass Zn für jedes n die selbe Verteilung hat.

4 Punkte



AUFGABE 9.4 Es sei die folgende stochastische Matrix mit der Indexmenge I = {1, . . . , 6} gegeben:
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(i) Bestimmen Sie alle Klassen, ihre Rekurrenzeigenschaften und ihre gegenseitigen Erreichbar-
keiten.

(ii) Ermitteln Sie die Werte von fi,j = Pi(Tj < ∞) für alle (i, j) ∈ {(1, 2), (1, 4), (2, 4), (4, 2)}.

Hinweis zu (ii): Überlegen Sie sich, dass fi,j = pi,j +
∑

k∈I\{j} pi,kfk,j für alle i, j ∈ I gilt, und
lösen Sie das Gleichungssystem. 4 Punkte


