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AUFGABE 4.1 Sei (X;);cr eine Familie von ZufallsgroBen. Es existiere eine Funktion H : [0, 00) —
[0, 00) mitlim,_,oc H(z)/z = oo und sup,c; E[H (X;)] < oco. Zeigen Sie, dass (X;);cr gleichgradig
integrierbar ist.

2 Punkte

AUFGABE 4.2 Es sei ® eine Familie von Teil-o-Algebren und X eine integrierbare Zufallsgrofie.
Zeigen Sie, dass {E[X | A]: A € &} gleichgradig integrierbar ist. 4 Punkte

AUFGABE 4.3 (SATZ VON SLUTZKY) Sei (E,d) ein polnischer Raum, und seien X, X, X, ...
und Y7, Y5, ... Zufallsgroen mit Werten in E. Die Verteilung von X,, konvergiere schwach gegen
die von X, und die Folge d(X,,, Y, ) konvergiere in Wahrscheinlichkeit gegen Null. Zeigen Sie, dass
dann auch die Verteilung von Y;, schwach gegen die von X konvergiert. 3 Punkte

AUFGABE 4.4 Sei (FE,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass eine Folge (x,,)»en in E genau dann
gegen ein x € E konvergiert, wenn die Folge der Diracmalie d,,,, gegen ¢, konvergiert.
3 Punkte

AUFGABE 4.5 Sei (E,d) ein metrischer Raum, und es seien P, P;, IP,, ... Wahrscheinlichkeitsmaie
auf £ mit lim,,_,, P, = PP im schwachen Sinn. Sei f: E — R stetig (und eventuell unbeschrankt).
Zeigen Sie Folgendes:

(i) Falls sup,,cy [5 |f| AP, < 00,50 gilt [, [f]dP < oc.

(ii) Esgibt E, f und P, Py, P, ... wie oben (d. h. insbesondere mit w — lim,, ., P,, = IP), so dass
sup,en Jp |f1dP, < oo gilt, aber ;| f| dP,, nicht gegen [, | f| dP konvergiert.

(iii) Falls eine stetige Funktion ¢: R — (0,00) mit lim, . p(z)/z = oo existiert, so dass
sup,en [z @(1f]) dPy, < oo gilt, so gilt limy, .o [ | f| APy, = [ | f|dP.

Hinweis zu (i): Betrachten Sie | f| A M flr M > 0.
Hinweis zu (ii): Es genligen Zweipunktmale auf Z. 4 Punkte



