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Wahrscheinlichkeitstheorie I: Ubungsblatt 15

Ferienlibungsblatt, Abgabe in der Woche vom 10. Oktober 2005. Die hier erreichten Punkte sind
Bonuspunkte zum Ubungsscheinkriterium der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie Il im
Wintersemester 2005/06.

AUFGABE 15.1 (4 Punkte) — Es sei (f,,)nen €ine Folge messbarer Funktionen auf einem Malraum
(Q, F, 1t), und es existiere eine u-integrierbare Funktion g mit | f,,| < g firr alle n € N. Zeigen Sie:

/hmlnffn u< hmlnf/ fndu < limsup/ fndu < / limsup f,, du.
Q & Q Q

n— n—o00 n—o00

AUFGABE 15.2 (4 Punkte) — Es seien (€2, F, ;1) ein Maraum, f: Q — [0, oc| eine integrierbare
Funktion mit ¢ := [, fdu > 0und « € (0, 00) eine Konstante. Zeigen Sie

oo fira e (0,1),
lim [ nlog(l+ (f/n)¥)du=<c fira=1,
“ 0 firae(1,00).

Hinweise: Fir o € (0,1) benutze man das Lemma von Fatou, fir a € [1,00) den Satz von der
beschrénkten Konvergenz; auBerdem zeige und benutze man log(1 + z®) < au fiir 2 > 0.

AUFGABE 15.3 (4 Punkte) — Zeigen Sie, dass die Menge der reellen Nullfolgen und die der reellen
konvergenten Folgen beide in der Produkt-o-Algebra BN liegen.

AUFGABE 15.4 (4 Punkte) —

. Es seien \ das Lebesgue-MaR auf ([0, 1], Bjg ) und {d,}nen C [0,1) eine wachsende Folge mit
lim,, o0 8, = 1. Fir jedes n € N sei g,: [0,1] — R stetig mit f[o 1 9ndA = 1 und Supp(g,) C
[61, 1] Die Funktion f: [0,1]2 — R sei definiert durch

Z gn+1 ))gn(y)a x,y € [07 1]'

n=1

Zeigen Sie, dass gilt

/Ol/olﬂx,y)x(dywdm :uéo—//fa:y (dz) A(dy).

. Es sei p das ZahlmaR auf ([0, 1], Bjg 1)), d.h. u(A) = #A, falls A endlich, und p(A) = oo sonst.
Ferner sei f die Indikatorfunktion auf A := { (z, ) [0,1]% | z = y }. Zeigen Sie:

1 1 1 1
/O/Of(x,y)u(dy)A(dw)zl%(l:/o /0 f(z,y) AM(dz) p(dy).

AUFGABE 15.5 (4 Punkte) — Jede Kante zwischen zwei Nachbarn auf dem Gitter Z< sei mit einer
festen Wahrscheinlichkeit *durchléssig’ und ansonsten *undurchléssig’. Die Durchldssigkeit der Kan-
ten sei unabhédngig. Im Ursprung ist eine Wasserquelle. Das Wasser kann nur entlang durchldssiger
Kanten flieRen. Beweisen Sie fiir d = 1, dass das Ereignis "Es existiert ein Punkt, von dem aus das
Wasser nach Unendlich flieRen kann’ nur die Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 annehmen kann.



