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AUFGABE 12.1 (4 Punkte) — Sei B die Borel-o—Algebra auf R und sei f: R — R eine Abbildung.
Beweisen Sie:

1. Ist f monoton, so ist f B-3—messbar.
2. Ist f differenzierbar mit (eventuell unstetiger) Ableitung f’, so ist f/ B—B-messbar.

AUFGABE 12.2 (4 Punkte) — Seien Q1 und Q5 zwei nichtleere Mengen, f: Q1 — Q5 eine Abbil-
dung und C C P(£2) ein Mengensystem. Beweisen Sie, dass

Yo @) = a(f71(C)).
AUFGABE 12.3 (4 Punkte) — Sei (2, F, ) ein MafRraum.

1. Zeigen Sie, dass
F={AUN: A€ F, NCQ Nullmenge }

eine o—Algebra ist.
2. Es sei weiter 7i: F — [0, 0c] definiert durch m(A U N) = u(A) fir alle A € F und alle

Nullmengen N C Q. Zeigen Sie, dass & ein wohldefiniertes MaR auf (€2, F) ist, das p fortsetzt.

Hinweis: Der MaRraum (2, F, 7z) heiBt die Vervollstandigung von (€2, F, u).

AUFGABE 12.4 (4 Punkte) — Es seien (2, F) ein messharer Raum, f: € — [0, co] eine nichtnega-
tive Funktion und A := { (w,y) € @ x R: 0 <y < f(w) }. Zeigen Sie:

f ist F—B-messbar = A€ o(F xB).

Tips: ,,=": Betrachten Sie A; := {w € Q: f(w) >t} x (0,t) furt € QN (0, c0).
,,<=""1 Betrachten Sie Schnitte von 1 4.



