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Modell

» Beobachter im Ursprung von R¢

» Transmitter £ = {x; : i € N} ¢ R9\{0}

> die Signalstarke des Transmitters x; ist gegeben, durch
Si

Pi = 1(x;)S; =: 2(x)

» wobei {S};cn ein Folge von positiven i.i.d. Zufallsvariablen
und /(x) die path loss function ist

» der Propagation loss Process ist definiert als
N = {P }ien = {56} jen




Konvergenz Theorem

Theorem
Sei ¢ C RY\{0} eine lokal endliche Menge von Punkten, sodass es
eine nicht fallende Funktion D gibt, fiir die

- [€l(r) - _
Jim ey =10 JDC0 =
fast sicher gilt. Sei auBerdem g : RY — R eine auf R9\{0}
positive Funktion mit g(x) = h(|x|), wobei h eine linksstetige und
nicht fallende Funktion ist. Sei (5(c))s>0 eine Familie positiver

Zufallsvariablen und N(°) der Propagation loss Process erzeugt
durch S(o), g und . Wenn

(i) S(o) — 0 und (ii) E[D(h~1(S(0)t))] — L(t),Vt € C(L),

fiir o — oo, wobei C(L) := {t € RY. : |i_r)nt L(s) = L(t)}, dann

konvergiert N(°) schwach gegen einen Poisson Prozess auf R(}r mit
Erwartungsmald L.



Setup

» ¢ C RY\{0} sei eine lokal endliche Menge an Punkten

> g sei eine messbare Abbildung von (R?, B(R?)) nach
(R4, B(R4)), sodass {g(x) : x € £} lokal endlich ist

» {S;:i €I} sei eine Folge unabhingig, identisch verteilter,
positiver Zufallsvariablen

> Setze {Yi}ieze, N = ) jcze Oy,
» Fiir jedes Radon MaR p and 7 > 0, definiere p(7) := p((0, 7])
und p|, als das Radon Mal beschrankt auf das Intervall (0, 7]

» definiere fiir zwei Warscheinlichkeitsmale vq, v» auf
(D, F(D)) d(v1,v2) = supacp(py [#1(A) — p2(A)|
» Z sei ein Poisson Prozess mit Erwartungsmal

M(t) = Zp<o< g(sf:") < t>

i€T¢




Poisson Prozess Approximation

Theorem

Fiir jedes n, sei &n = {xnitiez,, In = I,%, S,i und Y, erfiillen
Setup. Definiere N(") der Propagations Prozess erzeugt von den
{Yhitiez,. Wenn fiir alle t € C(L) gilt,

lim supP(0 < Y, <t)=0 und

n—0o0 ieIn

lim EN((t) = L(¢),

n—o0

dann konvergiert N(") gegen einen Poisson Prozess Z- mit
Erwartungsmald L.



Poisson Prozess Approximation

Proposition
Sei g(x) = h(|x|). Dann gilt

wenn h positiv, linksstetig und nicht fallend ist, dann gilt

M(t) = E[¢[(h~(5t))]-

Beweis.
Es gilt,

€](r) = Z Lo<|<r-

i€Té



Poisson Prozess Approximation

Daraus folgt,

/omp <° <" < f) Eldr) =P <0 < M) t) M),

i€zt

Mit der Inversen h~1 von h bekommen wir auBerdem

E[I(h (SN =E > Tocpgi<h-1s) =E D Locg(l)<st
i€Z¢ i€T¢



Beweis des Konvergenz Theorems
Wir zeigen

lim E[D(h}(S(o)t))] = lim E[&|(h~(St))].

ag—00

Sei € > 0 und r,, sodass fiir r > r.

1 §D(r)<1+

gilt. Sei F, die Verteilungsfunktion von S(c), dann haben wir
limsupE[](h~1(S(0)))] < Iimsup/ €[(h(st)) o (ds)
o—00 T—00 0

_ Iimsup/hoo 1€](h~Y(st))F, (ds)

o—00 (I’e/t)

Die Gleichheit gilt, da S(o) — 0 und lim,_,0 h=1(y) = 0.



Beweis des Konvergenz Theorems
Da aus s > h(r.)/t folgt, dass h=1(st) > r., gilt

limsup E[|€|(h~1(S(0)t))] < (1 + €) lim sup/h:O/t) D(h~Y(st))F,(ds)

g—00 g—00

<1+ limsun [ (b s1)F(ds)

g—00

= Ii;nﬁsolip E[D(h~1(S(0)t))]-

Wir haben also

lim sup E[J€|(h~1(S(o)t))] < lim E[D(h~}(S(0)t))]

o—00 g0
Ahnlich zeigen wir

liminf E[[¢](h(S(0)1)] > lim E[D(h~(S(o)1))]

T—00



Zufallige Transmitter Positionen

Wir ersetzen ¢ durch einen Prozess = = ). /= dx;.
Theorem

Sei © ein Poisson Prozess auf RY unabhéangig von S; : i € N und

definiere Z =}y cq 0g(0,)/s;- Dann ist Z ein Poisson Prozess mit
Erwartungsmall

M(t) =EZ(t) = E/P (0 < g(se) < t) O(db)

und

d(L(Z]+), L(N]7)) < d(L(©), £(=))-



Zuféllige Transmitter Positionen

Theorem
Definiere

M=(t) = /RdIP’ (0 < g(sx) < t) =(dx).

Sei Z ein Cox Prozess gerichtet vom Mal M=, das heift Z ist,
bedingt auf =, ein Poisson Prozess mit Erwartungsmall M=. Dann

gilt
d(L(Z],), L(N],)) < E/de< Q < T> =(dx).



Poisson/Cox

Theorem
Sei = ein Prozess auf RY mit lokal endlichem ErwartungsmaR A,
sodass lim,_o |A|(r) = 0 und fiir r — oo,

AI(r) — oo, YAUIEID)
(IAI(r))

Sei (S(0))9>0 eine Familie positiver Zufallsvariablen und N(®) der
Propagation loss Process erzeugt durch S(o), g und =. Sei
auBerdem g(x) = h(|x|), wobei h eine linksstetige, nicht fallende,
positive Funktion auf R& ist. Wenn

(i) S(o) — 0 und (i) / <O< E; < t) A(dx) — L(t),Vt € C(L)

fiir o — oo, dann konvergiert N(°) schwach gegen einen Poisson
Prozess Z- mit ErwartungsmaR L.
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