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Phaseniibergange vom Mikro-Makro-Typ L‘Z: 6}

B Wir betrachten Systeme, die aus vielen mikroskopisch kleinen zufélligen Objekten
bestehen (z.B. Partikel, Kanten zwischen je zwei Punkten, Schlingen, ...)

B Diese Objekte haben lokale mikroskopische Beziehungen mit einander (Verbundenheit,
Zusammenhangskomponenten, Wegstlicke, ...).

B Die Anzahl N ist sehr groB3, und Effekte zeigen sich nur im Grenzwert N — oo.

B Es gibt einen gewissen Wachstumsparameter, meist die Wahrscheinlichkeit, mit der die
Objekte oder die Beziehungen existieren.

B Die vielen kleinen Dinge kénnen plétzlich auch makroskopische Eigenschaften
herausbilden, wenn der Parameter eine gewissen Schwellenwert Uberschreitet.

B Die Fragen sind, was diese makroskopischen Eigenschaften sind und ob dieser
Schwellenwert endlich ist und ob er positiv ist. Es schlieBen sich viele Fragen an.

B Der Wahrscheinlichkeitstheoretiker (aber der Physiker oft nicht) spricht dann oft von
einem Phaseniibergang, hier konkreter von einem Mikro-Makro-Phasentbergang. Einige
davon sind beriihmt und der Ausgangspunkt flr eine riesige Menge an Forschungsarbeit.
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(I) ZUFALLIGER GRAPH MIT N KNOTEN

B Zufalliger Graph auf N Knoten
B Frage nach Gr6Be der groBten Komponente: wie wachst sie mit N ?
B Im Jahre 1960 total Uberraschend, aber heute gut bekannt.

B Anwendungen in Informatik und Kombinatorik, aber mathematisches Hauptinteresse
wegen des hiibschen Phasenlibergangs.
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Komponenten in einem zufélligen Graphen ‘»‘Zx éj

Der Erdos—Rényi-Graph G(N, p)

B Eckenmenge [N] = {1,2,...,N}
B Jede Kante {i, 5} mit¢, 5 € [N], ¢ # j, existiert mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1).

B Die Existenz der Kanten ist unabhangig.

Frage: Wie groB ist die groBte Komponente von G( .V, p)?
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Komponenten in einem zufélligen Graphen

Der Erdos—Rényi-Graph G(N, p)

B Eckenmenge [N] = {1,2,..., N}
B Jede Kante {4, j} miti, j € [IV], ¢ # j, existiert mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1).

B Die Existenz der Kanten ist unabhéngig.

Frage: Wie grof3 ist die gréBte Komponente von G (N, p)?

Ein berlihmter Phaseniibergang:

[Erdos/Rényi 1960]

Wenn man p = py = ¢/N wahlt, dann gilt fiir groBe N mit Wahrscheinlichkeit — 1:
B Falls ¢ < 1, so ist die groBte Komponente = log /N grofB,
B Falls ¢ > 1, soist sie ~ K (¢) N groB (mit einem bekannten K (c) € (0, 00)).

= Mikro-Makro-Phasenibergang bei ¢ = 1: “Emergence of a giant cluster”.
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Bemerkungen

B Die zweitgroBte Komponente ist = log N groB.

B Man kann sagen, dass alle Komponenten ab der zweiten mikroskopisch grof3 sind (also
von Ordnung Eins). Nur der (einzige) Gigant ist makroskopisch grof3 (also von Ordnung
N).

B Es gibt viele Beweise des Phaseniibergangs; meist benutzt man eine Approximation mit
einem Verzweigungsprozess.

B Einbettung in einen zeitabhangigen Prozess (G(N,t/N))ic0,00), den
ER-Graphenprozess, mdglich: Zum Zeitpunkt Eins erscheint der Gigant (im Limes
N — o0). Diesen Zeitpunkt kann man Explosionszeitpunkt nennen. AnschlieBend
wachsen alle Komponenten weiter, auch der Gigant.

B Man kann das Modell raumlich einbetten und erhalt einen geometrischen Graphen
bzw. einen inhomogenen ER-Graphen; da gibt es viele Varianten.

B Wenn man, statt eine Kante zu ziehen, die beiden Partikel mit einander koagulieren l&sst
(also aus zwei Partikeln eines mit summierter Masse bildet, das zwischen den beiden
Partikeln platziert wird), dann erh&lt man einen Partikelprozess mit Koagulation. Bei
geeigneter Wahl der Koagulationswahrscheinlichkeiten ist der ER-Prozess ein Teil davon.

W
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Mathematische Richtungen

B Hineinzoomen in t /& 1: Phasenlbergénge auf anderen Skalen!

B Beschreibung der GréBen aller Komponenten (meist mit Hilfe von
Verzweigungsprozessen als Approximation oder mit Kombinatorik)

B Kombinatorische Untersuchungen weiterer Gré3en, z.B. die Anzahl der Kanten im
Giganten, Durchmesser des Giganten, Wahrscheinlichkeit fiir das Entstehen zweier
Giganten, ...

B Untersuchungen des rdumlichen bzw. des zeitlichen Prozesses.

B Erweiterungen des Modells, z.B. Kanten mit unterschiedlichen Farben und
Wahrscheinlichkeiten, dann Cluster mit gegebenen Farbkombinationen z&hlen.

Wird ein Gigant erscheinen oder nicht? - FU Berlin, 5. Januar 2023 - Seite 6 (22) A



(Il) PERKOLATION

B Zufalliger Graph im unendlichen d-dimensionalen Raum
B Frage nach Unendlichkeit der gréBten Komponente
B Vollig neue eingeflhrt in den 1960ern; heute ein Standardmodel der W' Theorie

B Anwendungen in Materialwissenschaft oder Telekommunikation, aber Hauptinteresse
wegen mathematischer Schénheit (= stochastische Geometrie).
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Perkolation (= Durchsickern)

Perkolation auf Z

B Jede Kante zwischen nachsten Nachbarn im Z ist mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1)
offen und sonst geschlossen.

B Die Offenheit der Kanten ist unabhangig.

Poréser Stein: Wasser flieBt durch den Z¢ nur entlang offener Kanten. Im Ursprung ist eine
Wasserquelle. Der Stein ist [— N, N|¢ N Z%. Wird die Oberflache des Steins nass? (d.h. an
mindestens einem Punkt?).

Perkolation auf R¢

B Sei (X;)icr eine zuféllige, homogene Punktwolke im R¢, ein Poisson’scher
Punktprozess.

B Je zwei Punkte X; und X; mit | X; — X;| < 2R werden durch eine Kante verbunden.
B Die Vereinigung der R-Kugeln um die X; heiBt das Boole’sche Modell.

Telekommunikation: Multihop-System, X; = Basisstationen, Nachrichten springen Distanzen
< R. Kann man Nachrichten unendlich weit verbreiten?
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lllustration: diskrete Perkolation Céj

50 x 50-Gitter mit p = 0, 51
https://commons.wikimedia.org
/w/index.php?curid=655409
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lllustration: kontinuierliche Perkolation

Kugeln um Poisson’sche Punkte mit Radius R, das Boole’sche Modell.
Mittelpunkte kdnnen verbunden werden, wenn die Kugeln sich schneiden.
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Perkolations-Phaseniibergang

Ein Perkolationsmodell (egal, ob diskret oder kontinuierlich) ist ein raumlich eingebetteter
zuféalliger Graph im R? und hat daher auch eine gréBte Komponente C.

Diskrete Perkolation: Beide Phasen existieren

In Dimension d > 2 existiert ein kritischer Schwellenwert p. € (0, 1), so dass fast sicher
#C < oo ist, falls p < pc und fast sicher #C = oo ist, falls p > pc.

B Der Wert von pc ist nur in d = 2 bekannt mit p. = 1/2.

B p. ist genau der Wert, ab dem die Perkolationswahrscheinlichkeit
6(p) = P(Die Komponente des Ursprungs ist unendlich groB3) positiv ist.

B Die beiden Beweise fiir p. > 0 und p. < 1 beruhen auf einer diskreten Abz&hlung aller
Konturen, die die Komponente des Ursprungs umfassen (in d = 2). Dies geht mit Hilfe
des Arguments von Rudolf Peierls.
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Kontinuierliche Perkolation

B Poisson’scher Punktprozess X = (X;);cs mit Intensitat A € (0, 00).

B Konnektivitatsradius R € (0, cc). Boole'sches Modell: Zr = |J,; Br(X:).

B C(x) = Komponente Zg, die x enhilt.

B Perkolations-Wahrscheinlichkeit (A, R) = P(|C(0)| = c0).

B Kritische Dichte A\¢(R) = inf{\: 0(\, R) > 0}.

B Folgerung aus PEIERLS’S Argument: A¢(R) € (0, 00).

B Numerischer Wert von Ac(R) und Stetigkeit von 6(-, R) in Ac(R) generell unbekannt!
4ey
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung: Approximatives Diagramm der Perkolations-Wahrscheinlichkeit
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Mathematische Forschungsrichtungen

B “Sharp transition”: Zeige, dass gewisse andere Phdnomene genau bei p = pc
auftauchen, z.B. Existenz eines Weges vom linken bis zum rechten Rand der Box
[-N, N]% N Z%, oder dass die Ws., einen Weg vom Rand der 7-Kugel bis zum Rand der
27-Kugel nicht verschwindet fir r — co.

B “chemischer Abstand”: Wie lang ist der Weg innerhalb der gigantischen Komponente
zwischen zwei weit entfernten Punkten?

B Telekom-Anwendungen: Lasse eine Familie von Nachrichtentrajektorien auf der gréBten
Komponenten laufen und betrachte deren Interferenz und deren kiirzeste Wege.
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(1) Bose—Einstein-Kondensation

B Voraussage 1924 Uber einen neuen Aggregatzustand sehr geheimnisvoll
B Experimentelle Realisierung erst 1995 (== Nobelpreis 2001)

B Viele mathematische Forschungstétigkeit, besonders seit 2000, mit vielen Ergebnissen
aber Hauptproblem noch offen.

i
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Eine Voraussage von 1924 g
B Im Jahre 1924 bat der junge, damals weitgehend unbekannte Physiker SATYENDRA NATH
BOSE den beriihmten ALBERT EINSTEIN um Hilfe bei der Ubersetzung und

Verdffentlichung seiner neuesten Arbeit Gber Lichtquanten in der Zeitschrift fir Physik.

B Einstein Ubersetzte das Manuskript ins Deutsche und sorgte fiir Publikation flr Bose.

B Er betonte, dass diese neue Methode geeignet sei, die Quantenmechanik des idealen (=
interaktionsfreien) Gases zu erklaren. Er erweiterte die Idee auf Gasatome und sagte
1925 die Existenz eines neuen, bisher vollig unbekannten Zustands voraus, das nun
unter dem Namen Bose—Einstein-Kondensat bekannt ist.

ALBERT EINSTEIN (1879-1955) in 1921 SATYENDRA NATH BOSE (1894-1974) im Jahre 1925
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Mathematische Beschreibung

Jedes Partikel hat drei Attribute:
B eine kinetische Energie (in Form des Laplace-Operators A),
B eine (weiche oder harte) Falle (z.B. in einer Box A im ]Rd),

B Interaktionen mit jedem anderen Partikel.
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Mathematische Beschreibung

Jedes Partikel hat drei Attribute:
B eine kinetische Energie (in Form des Laplace-Operators A),
B eine (weiche oder harte) Falle (z.B. in einer Box A im ]Rd),
B Interaktionen mit jedem anderen Partikel.

Man beschreibt das System mit Hilfe eines Hamilton-Operators fir N Partikel an den Orten
ZT1,...,xN ineiner Box A C R? mit paarweiser Interaktion via ein Paarpotential
v: R — [0, 00]:

N
MY =38+ Y wlm-nl) anaved
1=1

1<i<j<N
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Mathematische Beschreibung

Jedes Partikel hat drei Attribute:
B eine kinetische Energie (in Form des Laplace-Operators A),
B eine (weiche oder harte) Falle (z.B. in einer Box A im ]Rd),
B Interaktionen mit jedem anderen Partikel.
Man beschreibt das System mit Hilfe eines Hamilton-Operators fir N Partikel an den Orten

ZT1,...,xN ineiner Box A C R? mit paarweiser Interaktion via ein Paarpotential
v: R — [0, 00]:

N
MY =38+ Y wlm-nl) anaved
1=1

1<i<j<N

[ ] HE\?) wird angewendet auf Wellenfunktionen ¢: AN — R.

B |¢(x1,...,2N)|? = Dichte der Wahrscheinlichkeit fiir N Partikel an den Orten
Z1y...,TN.
B [¢(x1,...,zN)|? is symmetrisch (= permutationsinvariant).

Bosonen-System (Quantenmechanik!):

B Auch ¢(z1,. ..,z N) ist symmetrisch.
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Positive Temperatur 1/

B Hauptuntersuchungsobijekt: N
symmetrisierte Spur  Zn (8, A) = Try (exp{—BH’}).

B Physik <= Mathematik:

Temperatur

/6

kinetische Energie e”® <= Brown’sche Bewegung auf [0, 5]

—v(z;—xj)

Interaktion e

Mittelung Uber zuféllige Teilchen Spur

111ty

Symmetrisierung zuféllige Permutation
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Positive Temperatur 1/

B Hauptuntersuchungsobjekt:
symmetrisierte Spur

B Physik <= Mathematik:
Temperatur
kinetische Energie
Interaktion
Mittelung Uber zuféllige Teilchen
Symmetrisierung

B Feynman-Kac-Formel:

Zn(B,A) = Try (exp{—BH'}).

1/B
e”® <= Brown’sche Bewegung auf [0, 5]

e v(@i—zj)

Spur

111ty

zuféllige Permutation

zuféllige Permutation Interaktion
/—’1 — N
_ o (4) ()
ZN(ﬁ,A):/dmy--/de N > ®M;‘?Io(i) [e Ticicjen Va(BY.B )}.
A A , T oesy  i=1

N Punkte in A

————
N Brown’sche Briicken
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Positive Temperatur 1/

B Hauptuntersuchungsobjekt: N
symmetrisierte Spur  Zn (8, A) = Try (exp{—BH’}).

B Physik <= Mathematik:

Temperatur <— 1/
kinetische Energie <= e”® <= Brown’sche Bewegung auf [0, 5]
Interaktion <= e V(*i7%)
Mittelung Uber zuféllige Teilchen <=  Spur
Symmetrisierung <=  zuféllige Permutation
B Feynman-Kac-Formel:
zufallige Permutation Interaktion

T X

= il (8) - i< Vj(B(i)Jg(j))

Zn (B, ) /Adml /Ade i E ®Mmi‘%(i)[e Yi<i<j<nN Ve .
—_—

oceG N i=1

) ———
N Punkte in A N Brown’sche Briicken

B Freie Energie im thermodynamischen Grenzwert (d.h. |Anx| = N/p):

. 1
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lllustration

Ein Bosegas aus 14 Partikeln, aufgeteilt in drei Brown’sche Zykel,
angeheftet an drei Poisson’sche Punkte (dick).
Der rote Zykel enthélt sechs Partikel, der griine und der blaue je vier.
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Bemerkungen L‘Z: : 6 j

B Wir betrachten hier das kanonische Ensemble, wo die Zahl der Partikel IV fest ist. Wenn
N zufallig und Poisson-verteilt ist, spricht man vom groBkanonischen Ensemble.

B Das interagierende Bosegas ist also ein Ensemble von interagierenden Brown’schen
Schlingen verschiedener Lange in einer groBen Box. Eine Schlinge der Lange & (d. h. mit
Zeitinterval [0, 5k]) hat genau k Partikel. Insgesamt gibtes N =, _ kN}, Partikel
(wenn Ny, die Anzahl der Schlingen der Lange k ist).

B Eine natirliche Formulierung ist als ein zufélliger Punktprozess mit Marken (= Schlingen)
und Interaktionen zwischen den Schlingen.

BEK-Frage: Liegt ein makroskopischer Teil der IV Partikel in "langen” Schlingen?
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lllustration des Kondensat-Phaseniibergangs

Subkritisches Bosegas Superkritisches Bosegas
(kleine Partikeldichte) (groBe Partikeldichte)
ohne Kondensat mit zusétzlichem Kondensat (rot)
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Der freie (= nichtinteragierende) Fall v = 0

B Kein Raum, keine Box A.
B Keine Positionen 1, . .., x N der Partikel.
B Keine Brown'sche Bewegungen.

B Aber: Statistik der Zykellangen.
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Der freie (= nichtinteragierende) Fall v = 0

B Kein Raum, keine Box A.

B Keine Positionen x1, ...,z N der Partikel.

B Keine Brown’sche Bewegungen.

B Aber: Statistik der Zykellangen.
Referenz-Dichte der Zykellangen: g, = %(47r,3k)_d/2.
Effektive Zykelldngendichte: my,. Partikeldichte: ZkeN kmy.
Entropie: H(m|q) = Y, (qx — my + my log ZL—:)

freie Energie:  f(8, p) = inf {H(m|q): m € [0,00)", Z kmy = p},
keN
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Der freie (= nichtinteragierende) Fall v = 0

B Kein Raum, keine Box A.

B Keine Positionen x1, ...,z N der Partikel.

B Keine Brown’sche Bewegungen.

B Aber: Statistik der Zykellangen.
Referenz-Dichte der Zykellangen: g, = %(47r,3k)_d/2.
Effektive Zykelldngendichte: my,. Partikeldichte: ZkeN kmy.
Entropie: H(m|q) = Y, (qx — my + my log ZL—:)

freie Energie:  f(8, p) = inf {H(m|q): m € [0,00)", Z kmy = p},
keN

BEK-Frage: Gibt es ein minimierendes (my )ken?
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Der freie (= nichtinteragierende) Fall v = 0

B Kein Raum, keine Box A.

B Keine Positionen x1, ...,z N der Partikel.

B Keine Brown’sche Bewegungen.

B Aber: Statistik der Zykellangen.
Referenz-Dichte der Zykellangen: gx = 1 (47 3k) —d/2,
Effektive Zykelldngendichte: my,. Partikeldichte: EkeN kmy.
Entropie: H(m|q) = Y, (qx — my + my log ZL—:)

freie Energie:  f(8, p) = inf {H(m|q): m € [0,00)", Z kmy = p},
keN
BEK-Frage: Gibt es ein minimierendes (mx)ken?

Euler-Lagrange-Gleichung: my = qkeak fur £ € N mit dem Lagrange-Multiplikator o € R.
Kritische (= grdBte erreichbare) Partikeldichte:

pe(B) = 3 kg = (4m8) "2 3 2 {— oo ifd<2,

e e < oo ifd> 3.

—> Phaseniibergang in d > 3, aber nichtin d < 2.
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Mathematische Forschungsrichtungen

B Konstruktion interagierender zufélliger Punktprozesse im R? mit zufélligen Schlingen
(= statistische Mechanik, Gibbs-MaB-Theorie)

B Freie Energie in verschiedenen Regimes (GroBe von A, Reskalierung von v, z.B.
Mean-field oder hydrodynamischer Grenzwert)

B Ensembles zufalliger Zykellangen mit anderen Gewichten als g;, (= zuféllige
geometrische Permutationen oder Partitionen)

B Verwandte Modelle: Heisenberg-Modell, XY-Modell, ...

B Zusammenhang zwischen Bosegas und Ensembles von unendlich langen Brown’schen
Bewegungen (== Brownian interlacements)

B Reflektions-Positivitat (—> interagierende Spinsysteme)
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