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Vorwort

Dies ist das Vorlesungsskript zu einer vierstiindigen Vorlesung iiber Maf}- und Integrationstheo-
rie, gehalten an der Universitéiit Leipzig im Wintersemester 2007/08. Der Stoff umfasst die mehr-
dimensionale Riemann- und Lebesgue-Integration bis zum Gauf’schen Integralsatz sowie eine
umfassende Einfithrung in die allgemeine Maf3- und Integrationstheorie. Die Vorlesung wurde im
dritten Fachsemester gehalten, und eine zweisemestrige Analysisausbildung wurde vorausgesetzt,
insbesondere mehrdimensionale Differenziation und das eindimensionale Riemann-Integral.

In Kapitel 1 folgen wir dem Beginn des Lehrbuches Analysis 3 von Otto Forster [Fo3] und
widmen uns dem mehrdimensionalen Riemann-Integral stetiger Funktionen. Insbesondere wer-
den Approximationstechniken, der Transformationssatz, Differenzialoperatoren und Volumenbe-
rechnungen behandelt. Dann erfolgt ein Sprung in Kapitel 2 in die allgemeine Mafitheorie, deren
Abstraktheit wir zunéchst mit einer expliziten Préasentation des zweidimensionalen Lebesgue-
Mafles abzumildern versuchen. Im weiteren Verlauf behandeln wir unter Anderem den Existenz-
und Eindeutigkeitssatz von Carathéodory und Beweistechniken mit Hilfe von Dynkin-Systemen,
Algebren und Inhalten. In Kapitel 3 fithren wir messbare Funktionen und ihre Integration ein
und stellen die fundamentalen Begriffe, Objekte und Techniken bereit wie z. B. die beriihm-
ten Konvergenzsétze, Bildmafle und Dichten sowie Produktmafe. Kapitel 4 ist dem Gauf’schen
Integralsatz im R und Anwendungen gewidmet. Dazu untersuchen wir zunichst Untermannig-
faltigkeiten und die Integration auf ihnen. Eine der Anwendungen des Gauf’schen Satzes betrifft
auch die klassische Version des Stokes’schen Integralsatzes, dessen volle Wirksamkeit wir leider
im Rahmen dieser Vorlesung nicht zeigen kénnen.

Etliche Ubungsaufgaben und Beispiele sind in den Text eingearbeitet. Die wichtigsten Be-
weise sind voll ausformuliert worden, aber Wiederholungen von Standardargumenten wurden
weitgehend vermieden.

Leipzig, im Januar 2008






Kapitel 1

Das mehrdimensionale
Riemann-Integral

In diesem Kapitel behandeln wir das Riemann-Integral fiir stetige Funktionen R¢ — R mit kom-
paktem Trager und stellen etliche wichtige Regeln und Techniken bereit. Insbesondere klaren wir
in den Abschnitten 1.1-1.3 viele fundamentale Eigenschaften dieses Integralbegriffs wie Mono-
tonie, Translationsinvarianz, Stetigkeit, Verhalten unter linearen und, allgemeiner, differenzier-
baren Transformationen und vieles mehr. Ferner benutzen wir Teilungen der Eins, um gewisse
Approximationen durchzufiihren. Um in Abschnitt 1.6 auch die Volumina einiger kompakter
Korper berechnen zu koénnen, erweitern wir in Abschnitt 1.5 den Integralbegriff auf halbstetige
Funktionen, die wir mit Hilfe monotoner Grenzwerte stetiger Funktionen mit kompaktem Tréager
einfithren. In diesem Kapitel halten wir uns eng an [Fo3, Kap. 1-5].

1.1 Das Haar’sche Mafl

In diesem Abschnitt betrachten wir die Abbildung, die stetige Funktionen mit kompaktem Trager
auf ihr Riemann-Integral abbildet. Unser Hauptergebnis lautet, dass dieses Funktional bis auf
konstante Vielfache durch die Eigenschaften der Linearitit, Monotonie und Translationsinvari-
anz eindeutig festgelegt wird.

Wir erinnern an die Definition des Riemann-Integrals fiir Funktionen auf einem kompakten
Intervall. Eine Funktion f: [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar oder kurz integrierbar, wenn
fiir jedes £ > 0 zwei Treppenfunktionen, d. h. stiickweise konstante Funktionen ¢, : [a,b] — R
mit ¢ < f < existieren, so dass

b
[ @ - ez <

Hierbei ist ff olx)de = Y1 @ti)(t; — tic1), wenn a =ty < t1 < tg < --- < t,, = b eine
Unterteilung ist, so dass ¢ auf (¢;_1,t;] konstant ist, analog fiir 1) und ¢ — ¢. Eine #quivalente
Formulierung ist, dass f genau dann Riemann-integrierbar ist, falls eine Zahl I € R existiert, so
dass fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir jede Unterteilung a = tg < t; < to < -+ <

3



4 KAPITEL 1. DAS MEHRDIMENSIONALE RIEMANN-INTEGRAL

tn, = b mit Feinheit max]" ,(¢; — ¢;—1) < ¢ und fiir jede Wahl von Stiitzstellen &; € (t;—1,t;] gilt:

‘[ _ if(fi)(ti - ti_l)‘ <e.

Man schreibt dann )
I= / flx)dz

und nennt I das Riemann-Integral von f. Die Summe Y " | f(&)(ti —ti—1) heifit eine Riemann-
Summe zu dieser Unterteilung und diesen Stiitzstellen. In diesem Kapitel lassen wir oft den
Zusatz ‘Riemann’ weg.

In der zweisemestrigen Vorlesung Analysis A zeigt man, dass integrierbare Funktionen immer
beschrankt sind. Ferner sieht man, dass stetige Funktionen integrierbar sind. In diesem Abschnitt
wollen wir den Riemann-Integralbegriff auf Funktionen RY — R ausdehnen, wobei wir uns
allerdings zunéchst auf stetige Funktionen beschréanken wollen. Einen Schritt in diese Richtung
machten wir schon am Ende der Vorlesung Analysis A, wo wir Funktionen auf kompakten
Quadern betrachteten. Dabei beweisen wir unter Anderem Folgendes.

Satz 1.1.1 (Satz von Fubini fiir Riemann-Integrale stetiger Funktionen). Es sei Q =
ngl[aubz‘] ein kompakter Quader im RY. Ferner sei f: Q — R stetig. Dann gilt fiir jede Per-
mutation i1, ...,iq der Zahlen 1,...,d, dass die folgend auftretenden Integrale existieren mit

/abd (< ablf($1,...,1:d)dx1>...)dmd:/jid <(

Dies folgt etwa aus [Fo2, Satz 9.3]. Eine wichtige Vorbereitung des Beweises ist [Fo2,
Satz 9.1], der besagt, dass die Abbildung = +— fcd f(z,y)dy auf dem Intervall [a,b] stetig ist,
wenn f auf dem Quader [a,b] X [c, d] stetig ist.

" f(ml,...,xd)dmil) --->dmid.
1

(1.1.1)

ajg

Also kénnen wir leicht das Riemann-Integral erklédren fiir stetige Funktionen, die aulerhalb
eines kompakten Quaders verschwinden. Wir brauchen die folgenden fundamentalen Begriffe.

Definition 1.1.2 (Triger einer Funktion, C.(R?)). (i) Der Triger (engl. support) einer
Funktion f: R% — R ist definiert als die Menge

supp (f) = {z € Re: f(x) # 0},

also der Abschluss der Menge, auf der f nicht verschwindet.

(i) Mit C.(R?) bezeichnen wir die Menge aller stetigen Funktionen R — R mit kompaktem
Trdager.

Der Trager einer Funktion ist also das Komplement der gréfiten offenen Menge, auf der die
Funktion verschwindet. Natiirlich ist der Trédger genau dann kompakt, wenn er beschrankt ist.

Nun kénnen wir das Integral jeder Funktion in C.(R?) leicht definieren, indem wir setzen:

f(a:)dx:/f(x)dx, f € Ce(RY), (1.1.2)
R4 Q



1.1. DAS HAAR’SCHE MASS )

falls supp (f) in dem Quader @ enthalten ist. Das Integral fQ f(z)dz ist auf natiirliche Wei-

se erkldrt als die linke Seite von (1.1.1), falls @ = H?:ﬂai,bz’]- Man kann sich leicht davon
iiberzeugen, dass die Definition in (1.1.2) nicht von der Wahl des Quaders @ abhingt, solan-
ge supp (f) C Q gilt. Statt [, f(z)dz schreibt man auch [pq f() d?z oder [ f(z)dz oder
Jga f(z1,. .. 2q)day ... dzg oder [pq f(y)dy und so weiter.

Bemerkung 1.1.3 (Produktfunktionen). Falls f von der Form f = ®§l:1 @; ist, also
flzy, ... zq) = H?Zl @i(x;), fiir stetige Funktionen 1, ..., ps: R — R mit kompaktem Triiger,
so ist f € C.(R?) und es gilt

d
y flx)dx = g/Rapl(xl)dxl

(Ubungsaufgabe). Man nennt f auch das Tensorprodukt der Funktionen ¢1, ..., ¢q. <&

Wir kénnen das Integral als ein Funktional auf C.(R¢) auffassen. Wir sammeln seine wich-
tigsten Eigenschaften:

Satz 1.1.4 (Eigenschaften des Riemann-Integrals). Das durch (1.1.2) definierte Funk-
tional I: Co(R?) = R, I(f) = [ga f(x)da, ist linear, monoton und translationsinvariant.

Dabei heiBt ein Funktional J: C.(R?) — R

linear, falls J(of + Bg) = aJ(f) + BJ(g) fiir alle o, 8 € R, f, g € Cc(RY),
monoton oder isoton, falls fiir f,g € C.(R?) gilt: f < g = J(f) < J(9),
translationsinvariant, falls J(0,f) = J(f) fiir jedes f € C.(RY),y € R%

Dabei ist der Verschiebungsoperator 6y: Co(R%) — C.(R?) definiert durch 6, f(z) = f(z —y). Der
Beweis von Satz 1.1.4 ist eine leichte Ubungsaufgabe: Man fiihrt die Linearitét und Monotonie
auf die bekannten Eigenschaften des eindimensionalen Riemann-Integrals auf Kompakta zuriick
und benutzt die Substitutionsregel fiir den Nachweis der Translationsinvarianz.

Wir werden als Néchstes zeigen, dass I das einzige lineare, monotone und translationsin-
variante Funktional C.(R%) — R ist, zumindest bis auf konstante Vielfache. Dazu benotigen
wir ein paar Vorbereitungen, zunéchst eine gewisse Stetigkeitseigenschaft. Wir erinnern daran,
dass gleichmiBige Konvergenz von Funktionen in C.(R?) die Konvergenz beziiglich der Supre-
mumsnorm || f|lec = sup,epa |f(x)] ist: fi konvergiert genau dann gleichméfig gegen f, wenn

Lemma 1.1.5. Es sei J: C(R?) — R ein lineares und monotones Funktional. Es sei (fi)ren
eine Folge in CC(Rd), deren Trager alle in einem gewissen kompakten Quader Q@ C R? enthalten
sind. Die Folge der fi, konvergiere gleichmifig gegen ein f € Co(R%). Dann gilt limy_o J(fi) =
J(f)-

Beweis. Wir betrachten eine stetige Funktion ®: R? — [0, 1] mit kompaktem Triiger und ®|g =
1. (Eine solche Funktion erhélt man z. B. als ®(z1,...,24) = ngl vi(x;), wobei ¢;: R — [0, 1]
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stetig mit kompaktem Triger ist und ;|4, 5,) = 1, wenn Q = H?Zl[ai, b;].) Da der Tréger von
fr — f in Q enthalten ist, haben wir daher

~[Ife = flloc® < fio = f < I fk = fllo®  inRY,

also wegen der Linearitdt und Monotonie von J auch

—fe = Flloo (@) < T(fi) = J(f) < i = flloo T (@),
und dies heifit, dass |J(fx) — J(f)| < ||fx — flloo/(®). Daraus folgt sofort die Aussage. O

Im Folgenden wollen wir beliebige Funktionen in C.(R?) gleichméBig approximieren mit Hilfe
spezieller Funktionen besonders einfacher Gestalt. Dazu betrachten wir zunéchst die reskalierte
Version einer gewissen Zackenfunktion.

Bemerkung 1.1.6 (Teilung der Eins). Betrachte ¢ € C.(R), definiert durch ¢(t) = (1 —
|t|)+, dann ist der Graph von v ein Dreieck mit Grundfliche [—1,1] und Hohe Eins. Die d-
dimensionale Variante definieren wir durch ¥ = ¢®? € C.(R) als das d-fache Tensorprodukt, also
U(zy,...,2q) = H?Zl ¥ (z;) (siche Bemerkung 1.1.3). Dann ist der Graph von ¥ eine Pyramide
mit Grundfliche [—1,1]¢ und Héhe Eins. Fiir € > 0 sei ¥_(x) = ¥(z/e), also ist insbesondere
U, = . Der Triiger supp (¥.) = [—¢,¢]? ist der Wiirfel mit Mittelpunkt im Ursprung und
Seitenliinge 2¢.! Mit Hilfe von Bemerkung 1.1.3 und einer elementaren Substitution sicht man,
dass [pa Ve(z)da = ([po(x/e) da)? = e

Wir erinnern an den Verschiebeoperator 0, f(x) = f(x—y). Wenn man ¢ und 619 addiert, so
erhélt man eine Funktion, die im ganzen Intervall [0, 1] konstant gleich Eins ist. Addiert man 65
hinzu, ist die resultierende Funktion konstant gleich Eins im Intervall [1, 2], und im Intervall [0, 1]
hat sich nichts geiindert, da der Triger von #y¢ ja gleich [1,3] ist. Diese Uberlegung kann man
iterieren und erhélt, dass ), ., 0% die konstante Einsfunktion in R ist. Durch Multiplikation
erhélt man die entsprechende Aussage fiir die d-dimensionale Version:

d

Z Gk\I/(xl,...,xd) :Hzakl’lﬁ(xl) :Hl = 1, T1y...,2¢q ER,

keZd =1k, €Z =1

d.h. die Summe der Verschiebungen 6, ¥ mit k € Z¢ ist konstant gleich Eins. Man sagt, dass
die Familie dieser Funktionen eine Teilung der Fins darstellt. Insbesondere haben wir auch
1 = 3 174 OkeVe fiir jedes ¢ > 0. Die Graphen der Funktionen 6. V. mit k € Z¢ bilden
spitze Pyramiden auf Wiirfeln der Seitenlénge 2¢ um ke. Uberlappungen der Tréiger zweier
Funktionen 0. ¥, und 6.V, sind nur nichttrivial, wenn k& und k" Nachbarn sind in dem Sinne,
dass max?_| |k; — k!| < 1. <&

Diese Teilung der Eins wird das Geriist unserer Approximation einer beliebigen Funktion in
C.(R?) bilden, also betrachten wir erst einmal, wie ein beliebiges lineares translationsinvariantes
Funktional auf ihre Skalierung wirkt:

Lemma 1.1.7. Seien 1, ¥ und V. definiert wie in Bemerkung 1.1.6. Dann gilt fir jedes lineare
translationsinvariante Funktional J: Cc(R) — R und jedes € > 0:

J(Uepp) =2"0J(T.),  e>0.

Man kann diesen Wiirfel auch ansehen als den ‘Ball’ um Null mit ‘Radius’ ¢ beziiglich der Maximumsnorm
l|lz]lco = max® ; |x;|, aber diese Sprechweise kénnte verwirren.
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Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall d = 1. Nach scharfem Hinsehen oder mit Hilfe einer
geeigneten Skizze sieht man, dass gilt:

1 1
Ve = 56—5/2¢5/2 + 1/}8/2 + 5‘95/2¢5/27 >0,

wobei wir an den Verschiebungsoperator 0, f(x) = f(xz — y) erinnern. Daraus folgt mit der
Linearitdt und Verschiebungsinvarianz, dass gilt:

T0be) = 2O cpstbera) + T (Wege) + 5T Ocpabess) = 27 (tey2),

also ist die Behauptung im Fall d = 1 nun schon bewiesen. Fiir allgemeines d benutzen wir die
obige Darstellung in jeder einzelnen Dimension und multiplizieren aus:

d d
Uo(z1,...,2q) = [ [ (@) = [ (%975/2%/2(%) + e o (i) + %95/2%/2(%))
=1 =1
d

=11 > (%)‘ai‘eaia/ﬂap(%)

i=1 0;e{~1,0,1}

_ ¥ (H()‘“")Heamwa/mz)

at,...,aqe{—1,0,1} =1

S (1)t

at,...,aqe{—-1,0,1} =1

wobei wir a = (g, ...,aq) € {—1,0,1}% und 2 = (x1,...,4) schrieben. Nun ergibt die Linea-
ritédt und Verschiebungsinvarianz:

J(Ve) = J(Ve)o) > <H (%)‘a“) =J(Vep2) ﬁ > <%>|a‘ = J (V)27

at,...,aqge{-1,0,1} =1 i=1 ae{-1,0,1}

und das beendet den Beweis. O

Mehrmalige Anwendung von Lemma 1.1.7 ergibt natiirlich, dass J(¥y-n) = 27"4J(W) fiir
jedes n € N.

Mit Hilfe der reskalierten Teilung der Eins werden wir nun beliebige Funktionen in C.(R9)
gleichméflig approximieren.
Lemma 1.1.8. Seien v, ¥ und V. definiert wie in Bemerkung 1.1.6. Dann gilt fir jedes f €
C.(R9):

hme ka:s 00| =o.

(Da f kompakten Triger hat, ist die obzge Summe fiir jedes € > 0 endlich.)

Beweis. Sei ein kleines n > 0 vorgegeben. Da f kompakten Tréger hat, ist f gleichméfig stetig,
also gibt es ein ¢ > 0 mit |f(z) — f(y)| < n fiir alle z,y € R? mit ||z — y|0 < .2 Wir zeigen

2Hier benutzen wir, dass f: RY — R stetig ist, wenn man den R? mit der Maximumsnorm ||z||eo = max{; ||
ausstattet. Da alle Normen auf dem R? #quivalent sind (explizit fiir diese Norm und die Euklid’sche Norm || - ||
gilt: || - oo < ||+ ]| € Vd|| - ||oc), durften wir uns eine ‘angenechme’ Norm aussuchen.
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nun, dass gilt:

IGelloo <7, wobei Ge = f— > f(ke)0p e,
kezd
und dies beendet den Beweis.
Fiir jedes € RY sei A(z) = {k € Z%: 2 € supp (0 V.)} (dies ist eine endliche Menge),
dann ist

Ge(z) = Y (f(z) = f(ke)OreWe(x) = > (f(2) — f(ke))Ope Ve ().

kezd kEA(z)

Fiir k € A(z) gilt ||z — ke|loo < &, da der Tréger von ¥, gleich dem Wiirfel mit Seitenlénge 2¢
ist. Also kénnen wir fiir £ € A(z) abschétzen: |f(x) — f(ke)| < n. Wenn wir dies oben einsetzen,
erhalten wir

Ge(@)| < D If@) = fFke)|OpVe(z) < > OpVe(z) <,

keA(x) kEA(z)

und der Beweis ist beendet. O

Nun konnen wir endlich das angekiindigte Resultat iiber die Eindeutigkeit linearer monoto-
ner translationsinvarianter Funktionale beweisen:

Satz 1.1.9. Es sei J: Co(R?) — R ein lineares monotones translationsinvariantes Funktional.
Dann gibt es ein ¢ € R mit J(f) = chd x)dz fir jedes f € Co(R?).

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit ¢ = J(¥), wobei ¥ in Bemerkung 1.1.6 definiert wurde.
Wir setzen I(f) = [pa f(x)dz und miissen zeigen, dass J = cI. Aus der Bemerkung nach
Lemma 1.1.7 folgt dass J(\112 n) = cl(Wy-n) fiir jedes n € N. Fiir beliebiges f € C.(R?) setzen
wir

Fa= > J(E27)0p-nTyen.

kezd

Aus der Linearitét und Translationsinvarianz von J und I folgt J(f,) = cI(f,) fiir jedes n € N.
Die Tréger der Funktionen f;, sind alle in einem gemeinsamen Kompaktum enthalten, das nur von
f abhiingt. Nach Lemma 1.1.8 konvergieren die f,, gleichméBig auf R? gegen f. Aus Lemma 1.1.5
folgt dann, dass J(f) = cI(f). O

Definition 1.1.10 (Haar’sches Maf). Jedes lineare monotone und translationsinvariante
Funktional C(R?) — R heifit ein Haar’sches Ma8.

Wir haben also die Eindeutigkeit des Haar’schen Mafles bis auf Vielfache gezeigt.

Der Begriff ‘Maf}’ ist an dieser Stelle fiir uns nur ein Wort, da wir die allgemeine Theorie
der Mafle und der Integrale beziiglich ihrer erst noch kennenlernen werden. Hinter dieser Be-
griffsbildung steht die Idee, dass hinter jedem linearen monotonen und translationsinvarianten
Funktional ein Mafl steht, so dass dieses Funktional gleich dem Integral beziiglich diesen Mafles
ist. In diesem Fall wird es sich als das Lebesgue-Maf} herausstellen.
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1.2 Die Transformationsformel

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir die Transformationsformel fiir d-dimensionale
Riemann-Integrale stetiger Funktionen mit kompaktem Tréger, eine Verallgemeinerung der be-
kannten Substitutionsregel fiir eindimensionale Riemann-Integrale. Fiir lineare Koordinations-
wechsel kann die Transformationsformel leicht aus der axiomatischen Charakterisierung des In-
tegrals (siche Lemma 1.1.4) abgeleitet werden, fiir differenzierbare Wechsel werden wir geeignet
lokal approximieren.

Mit GL(d,R) bezeichnen wir die Menge aller reellen invertierbaren d x d-Matrizen. Wir
machen keinen Unterschied zwischen einer reellen (d x d)-Matrix A € R?*? und der von ihr
induzierten linearen bijektiven Abbildung A: RY — R?. Fiir f € C.(R%) liegt f o A auch wieder
in C.(R%).

Lemma 1.2.1. Fiir jedes lineare monotone und translationsinvariante Funktional J: C.(RY) —
R und jedes A € GL(d,R) ist auch die Abbildung f — J(f o A) ein lineares monotones und
translationsinvariantes Funktional.

Beweis. Die Linearitit und Monotonie sind sehr leicht zu zeigen. Fiir jedes f € C.(R?) und
z,y € R% ist
((Byf) 0 A)(x) = (0, f)(Az) = f(Az —y) = [(A(z — A7'y)) = (fo A)(z — A 'y)
= 04-1,(f 0 A)(2),

also gilt (0, f) o A= 64-1,(f o A). Daraus folgt

J((0yf) 0 A) = J(04-1,(f 0 A))) = J(f 0 A),
und dies zeigt die Translationsinvarianz. O

Damit wollen wir nun zeigen, dass das Riemann-Integral unter orthogonalen Koordina-
tentransformationen invariant bleibt. Mit O(d) bezeichnen wir die Menge der orthogonalen
d x d-Matrizen, d.h. die Menge der Matrizen A € R¥™? die AAT = E = ATA erfiillen
bzw. ||Az|| = ||z|| fiir jedes x € Re (Hier ist E die (d x d)-Einheitsmatrix und || - || die Eu-
klid’sche Norm.)

Satz 1.2.2 (Bewegungsinvarianz des Riemann-Integrals). Fiir jedes A € O(d) und jedes
f € C.(RY) gilt

f(Az)dx = f(x)d.
R4 R4

Beweis. Die beiden Seiten der behaupteten Gleichung definieren nach Lemma 1.1.4 bzw. 1.2.1
jeweils ein lineares monotones und translationsinvariantes Funktional auf C.(R%). Also gibt es
nach Satz 1.1.9 ein ¢ € R mit [p, f(Az)da = ¢ [z f(z)da fiir alle f € Cc(RY). Um den Wert
von ¢ zu bestimmen, werten wir beide Seiten in der Funktion fo € C.(R%) aus, die gegeben ist
durch fo(z) = (1 — ||z||)4. Da A orthogonal ist, gilt fo(Az) = fo(x) fiir jedes z € R?, also auch
Jga fo(Az) dz = [ fo(x) dz # 0. Also ist ¢ = 1. O
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Bemerkung 1.2.3. Nun konnen wir einen neuen Beweis des Satzes von Fubini (Satz 1.1.1)
fithren: Wenn 41, . .., i4 eine Permutation von 1, ..., d ist, dann wird die Abbildung (x1,...,zq) —
(@iy, ..., xi,) durch eine orthogonale Matrix A beschrieben, also folgt (1.1.1) aus Satz 1.2.2. <

Nun wollen wir [, f(Az)dz fiir eine beliebige Matrix A € GL(d, R) identifizieren. Zunéchst
sieht man im Spezialfall einer Diagonalmatrix A = Diag(ay,...,aq) mit Diagonalelementen
a1,...,0q > 0 sofort durch d-malige Anwendung der Substitutionsregel fiir eindimensionale
Riemann-Integrale, dass gilt:

1

flaqzxy,. .. aqzg)de = 7/ f(x)de. (1.2.1)
R4 ay...0q Jrd

Um den Fall einer beliebigen Matrix A € GL(d,R) auf diesen simplen Fall zuriick zu fiithren,

bendtigen wir das Folgende. Mit Diag(ay,...,aq) bezeichnen wir die Diagonalmatrix mit den

Zahlen aq,...,aq € R auf der Diagonalen.

Lemma 1.2.4. Fir jede Matrix A € GL(d,R) gibt es orthogonale Matrizen S und Sy und
at,...,aq >0, so dass A = S1Diag(ay,...,aq)Ss.

Beweis. Die Matrix AT A ist positiv definit, lisst sich also durch eine orthogonale Transfor-
mation auf Diagonalgestalt mit positiven Diagonaleintrigen a%,...,ai > 0 bringen, d.h. es
gibt eine orthogonale Matrix S mit STATAS = Diag(a?,... ,a?l). Zur Abkiirzung setzen wir
D = Diag(a,...,aq) (also D* = Diag(a?,...,a2)) und gehen davon aus, dass aq,...,aq > 0.

Die Matrix S; = ASD™! ist orthogonal, denn es gilt
STS, = (D71STATY(ASD™) = D™Y(STATAS)D™! = D 'Diag(a?,...,a2)D" ' = E.
Die Matrix Sy = S~! ist ebenfalls orthogonal, und wir haben S1DSy = ASD™'DS™1 = A. O

Damit kénnen wir nun die Transformationsformel fiir bijektive lineare Koordinationswechsel
beweisen:

Satz 1.2.5. Fiir jede Matriz A € GL(d,R) und jede Funktion f € C.(R%) gilt

/ f(Az)| det(A)] dz = / £ () dy.
R4 R4

Symbolisch kann man schreiben: d(Az) = |det(A)|dz.

Beweis. Wie in Lemma 1.2.4 schreiben wir A = S1.DS5 mit orthogonalen Matrizen S; und Ss
und D = Diag(ay,...,aq) mit ai,...,aq > 0. Wegen |det(S1)| = | det(S2)| = 1 und det(D) > 0
ist dann |det(A)| = det(D). Setzen wir zur Abkiirzung I(f) = [pa f(x)dz, dann kann man
Satz 1.2.2 formulieren als I(f) = I(f oSy), und (1.2.1) schreibt sich als det(D)I(f o D) = I(f),
jeweils fiir jedes f € C.(R?). Setzen wir dies zusammen, ergibt sich fiir jedes f € C.(R%):

I(f) =I(f o 51) = det(D)I(f o S1 0 D) = det(D)I(f o S10DoSy) = |det(A)|I(f o A),
und das beendet den Beweis. O

Man mag sich wundern iiber die Betragstriche um die Determinante von A, die ja in der
Theorie der Riemann-Integrale iiber kompakte Intervalle nicht auftauchen. Der Grund ist, dass
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in unserer aktuellen Schreibweise fR x)dx eine Regel wie f f(=z)dz = — f fly dy nicht
ausgedriickt werden kann, denn wir integrieren immer ‘von links nach rechts . Statt — f .S dy

schreiben wir also immer [ f(y) dy und meinen damit [~,* f(y) dy

Bemerkung 1.2.6 (Alternativbeweis). Man kann Satz 1.2.5 auch beweisen (Ubungsaufga-
be), indem man ihn zunichst auf elementare Weise nur fiir Matrizen beweist, die sich in nur
einer Zeile von der Einheitsmatrix unterscheiden, und dann eine beliebige invertierbare Matrix
als ein Produkt solcher Matrizen schreibt. <

Beispiel 1.2.7 (Volumen eines Parallelepipeds). Der von den Vektoren ary,...,aq € R?
aufgespannte Parallelepiped oder auch Parallelflach oder Parallelotop oder Spat ist die Menge

d
P(al,...,ad) = {Z)\Za, Ayeeoy, Ag € [0,1]}
=1

Sei A € R¥*? die Matrix mit den Spalten ar,...,aq, dann kann man als eine Anwendung von
Satz 1.2.5 zeigen, dass das Volumen von P(ay,...,aq) gerade gleich |det(A)| ist. Hierbei defi-
nieren wir das Volumen einer kompakten Menge K C R? als [} 1dy oder auch als [, 1x(z) dz,
wobel 1x(x) =1 fir z € K und 1g(z) = 0 sonst die Indikatorfunktion auf K ist, haben aller-
dings solche Integrale fiir allgemeine kompakte Mengen K noch nicht definiert.? Allerdings ist
die Definition dieses Integrals fiir K = [0, 1]¢ klar, denn es handelt sich dann um ein Riemann-
Integral einer stetigen Funktion iiber einen achsenparallelen Quader. Aulerdem ist

P(A) = P(ay,...,aq) = {AX: X € 0,1]7} = A([0,1]%)

gleich dem Bild dieses Quaders unter A. Also kénnen wir das Volumen von P(A) im Geiste von
Satz 1.2.5 definieren als

1
1dx = = AL = = A
Lo 1= [ B @ e = [ Mo ) de = s [ (o) dy = der(4)

falls A invertierbar ist. &

Nun wollen wir Satz 1.2.5 verallgemeinern auf beliebige stetig differenzierbare Funktionen
an Stelle von A. Dafiir benétigen wir ein paar Vorbereitungen. Zunéchst bezeichnen wir fiir
eine offene Menge U C R mit C.(U) die Menge aller stetigen Funktionen U — R mit Tréger
in U. Wenn man eine Funktion f € Ce(U) zu einer Funktion f: RY — R trivial mit f(x) =0
fiir s R?\ U fortsetzt, dann ist f € Co(R%), und wir kénnen natiirlicherweise Jo f(x)dz =
fRd r) dz setzen. Seien nun U und V zwei offene Teilmengen des R%. Eine bijektive Abblldung
w: U — V heift Cl-invertierbar, falls sowohl ¢ als auch die Umkehrabbildung ¢~ ': V — U

stetig differenzierbar sind. Die Funktionalmatrix Dy = (g—%)i,jzl .4 ist dann in jedem a € U
J K 2

invertierbar mit Dip(a)~! = Dp~!(¢(a)). Fiir jedes f € C.(V) ist fop € C(U).

Satz 1.2.8 (Transformationssatz fiir stetige Funktionen mit kompaktem Triger).
Seien U und V offene Teilmengen des R% und ¢: U — V eine Ct-invertierbare Abbildung.
Dann gilt fiir jedes f € Cc(V):

/f )| det Dip(z ]dx—/f (1.2.2)

3Dies machen wir erst in Abschnitt 1.6.
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Symbolisch kann man schreiben: d(yp(x)) = | det Dp(z)| dz.

Beweis. Wir fithren die Aussage durch lokale Approximation auf Satz 1.2.5 zuriick, den Spe-
zialfall fiir lineare Abbildungen ¢ mit U = V = R? Ein kleiner Uberblick iiber den Beweis
ist wie folgt. Die Funktion f wird nach Lemma 1.1.8 mit Hilfe von f. = >, 7 0r V. ap-
proximiert, wobei wir an die in Bemerkung 1.1.6 eingefiihrten Zackenfunktionen W, und den
Verschiebeoperator 0, f(x) = f(x — y) erinnern. Wegen Linearitit des Integrals muss man also
die Transformationsformel nur fiir die Funktionen hy, . = 03V, beweisen, und zwar reicht es, sie
nur approximativ zu beweisen. Der Fehler muss fiir € | 0 gleichmé8ig in den k verschwinden, die
einen nichttrivialen Beitrag geben (hier kommt die Kompaktheit des Trégers von f in’s Spiel).
Um eine approximierende Transformationsformel fiir Ay . zu erhalten, reicht es, die transformie-
rende Funktion ¢ auf dem Tréger von hy. . (dem Wiirfel um ke mit Seitenléinge 2¢) mit einer
linearen Abbildung zu approximieren. Dies macht man natiirlich mit Hilfe der Taylorformel,
d. h. mit Hilfe der Differentialmatrix D¢y im Mittelpunkt dieses Tréagers, ke. Fiir die linearisierte
Version von ¢ gibt Satz 1.2.5 die exakte Giiltigkeit des Transformationssatzes. Es ist dann eine
Sache der Technik zu zeigen, dass alle Approximationsfehler im Grenzwert € | 0 verschwinden.

Kommen wir zu den Details.

Schritt 1: Vorbereitungen. Es sei ||7||oo = max® | |z;| die Maximumsnorm des Vektors z =
(z1,...,74) € RY dann gilt %Hx” < |7lloo < |||l Es sei W(a,e) = {z € R?: ||z —all < &} der
abgeschlossene Wiirfel um a mit Seitenlénge 2. Sei nun f € C.(V'). Wir diirfen davon ausgehen,
dass f in C.(R%) liegt und sein Triger L = supp (f) in V liegt. Die Menge K = ¢~ (L) ist
dann eine kompakte Teilmenge von U, und f o ¢ verschwindet auflerhalb von K. Da K von oU
und L von 9V jeweils einen positiven Abstand haben, kénnen wir ein e; > 0 wihlen, so dass
die abgeschlossene £1-Umgebung von K (in Maximumsnorm) in U liegt und die abgeschlossene
£1-Umgebung von L in V. Nennen wir diese Umgebungen K’ bzw. L', dann sind sie kompakt,
und daher sind Dy auf K’ und D! auf L’ beschréinkt, d.h., es gibt ein C' > 0 mit

IDe(a)é]loc < Cliélloe und  [Dp™ (B)¢lloo < Cllélloc, € €R%a€ K be L
Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir alle a,z € U mit [a,z] C U:

1
o(x) — ¢(a) = /0 Dy(a+t(z —a))dt (z — a), (1.2.3)

wobel wir ¢(x) — ¢(a) und x — a jeweils als einen Spaltenvektor und das Integral komponenten-
weise als eine Matrix auffassen. Also folgt (W (a,e)) C W(p(a),Ce) tiir alle € € (0,£1] und alle
a € K. Analog haben wir =YW (b,e)) C W (p~1(b), Ce) fiir alle € € (0,¢1] und alle b € L.

Schritt 2: Approzimation durch lineare Abbildungen. Nun approximieren wir ¢ lokal in jeder
Umgebung W (a,e1) eines a € K mit Hilfe der affin-linearen Funktion

Aot RT=RY - Aa(2) = p(a) + Do(a)(z — a).
Mit Hilfe von (1.2.3) erhalten wir die Abschitzung

1
I9(0) = Al = || [ (Dpla + 4o = a)) = Dipta) dt o = )| _ (1.2.4)
<orllo—alu)lo - a0 € Ko € Wiaen)

wobei wy: [0,61] — [0,00) eine geeignete monotone Funktion ist mit lim.jowi(e) = 0. (Eine
solche Funktion finde man als Ubungsaufgabe mit Hilfe der gleichméBigen Stetigkeit der Kom-
ponenten von Dy auf K'.)
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Schritt 3: approzimative Transformationsformel. Man sieht leicht, dass die Zackenfunktionen
aus Bemerkung 1.1.6 erfiillen:

1T(z) = U(2)|oo < dfz = 2|, x,2" €RY,
also auch p
|hpe () — hbyg(ac')Hoo < gHm — 2|00, z, 2 € Rd,e > 0, (1.2.5)

wobel wir hyo(x) = 0¥ (z) setzten. Fiir hy . haben wir nun eine approximative Transforma-
tionsformel: Wir setzen 9 = £1/C und behaupten, dass fiir alle b € L und alle ¢ € (0,¢e5]
gilt:

‘/ hpe(@(2))] det(Do(z ))]da:—/vhbﬁ(y)dy‘ Swg(a)&td, (1.2.6)

wobei wy: (0,e2] — [0,00) eine geeignete monotone Funktion mit lim.|gws(e) = 0 ist. Um dies
zu beweisen, setzen wir zunéchst a = ¢~1(b) und schreiben h an Stelle von hy, .. Wir kombinieren
(1.2.4) und (1.2.5), um zu erhalten:

h(p()) = h(Xa(2))] < gwl(llw —alloo)llz = alleo,  x € W(a,e1).

Wir erinnern uns, dass das Bild des Wiirfels W (b, ¢) unter ¢! im Wiirfel W (o~1(b), Ce) liegt
und dass || D1 (b)€]|so < C||€]|0o fiir jedes & € RY gilt. Also liegt der Triiger von hoyp = 0¥ o
im Wiirfel W (a, Ce), der wegen Ce < e1 in W(a,e1), also in K’ liegt. Analog sehen wir, dass
der Triger von h o A, ebenfalls in W (a,Ce¢), also auch in K’ liegt. Daher gilt

Ih(o(@)) — h(hu(x))] < gwl(Ca)Ca — dCuwi(Ce),  wel

Da die Abbildung x +— |det(Dp(z))| auf K’ gleichméBig stetig ist, gilt
[h(e(@)] det(Dp(@))] = h(Aa(@))| det(Dp(@)|| < T(e), @ €T,

wobei & unabhéngig von z € U und von a = ¢! gew#hlt werden kann mit lim. o &(g) = 0. Also
haben wir

| / )| det (D ()| dz — / hha()| det(Dip(a)| da | < / () dz = B(e)(2Ce),
U W(a,Ce)
Da aber Satz 1.2.5 auf h angewendet werden kann und die Beziehung
| Hw@)lderDptaplde = [ nway

\%4
liefert, ist (1.2.6) bewiesen mit wo(e) = (2C)%@(¢).
Schritt 4: Beweisende. Nun approximieren wir f mit den Funktionen
fe= Y Fke)0k Ve = Y f(ke)hgee, >0,
kezd kezd

die ja nach Lemma 1.1.8 fiir ¢ | 0 gleichm#Big gegen f konvergieren. Auerdem gilt supp (fe) C
L' fiir jedes € € (0,e1], daher lésst Lemma 1.1.5 folgen, dass lim, o fV fely)dy = fvf(y) dy.
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Also konvergieren auch die Funktionen z — g.(x) = f-(¢(x))|det(Dy(x))| gegen die Funktion
g(z) = f(p(x))| det(De(x))|, und wir haben lim. o [;; g-(z) dz = [;; g(x) dz. Also ist nur noch

zu zeigen, dass die Differenz
b= [ grds - [ f)ay
U \%

fiir € | 0 verschwindet. Dies sehen wir mit Hilfe von (1.2.6) wie folgt:

A < Fk)| [ hreclota] detDe@)lda = [ o) dy
keZd keeL v (1.2.7)
<#{keZ kee L} sug |f (1) |wa(e)e?.
ye

Da L kompakt ist, ist der Zahlterm #{k € Z%: ke € L} hochstens von der Ordnung =%, Wegen
lim. | wa(e) = 0 konvergiert die rechte Seite von (1.2.7) fiir ¢ | 0 gegen Null. Das beendet den
Beweis. U

Die Bedingung, dass f kompakten Trager hat, ist fiir viele interessante Anwendungen zu
einschrinkend, also wollen wir nun den Transformationssatz erweitern auf stetige nichtnegative
Funktionen V' — R, fiir die beide Seiten der Gleichung (1.2.2) sinnvoll sind. Dies miissen wir
zunéichst genauer erkléren:

Definition 1.2.9. Es sei V C R? offen und f: V — [0,00) stetig. Dann definieren wir

| o)y = tim [ 1wy e o) (1.28)
Vv n—oo

wobei (fn)nen eine Folge von Funktionen in C.(V') ist mit f,, T f fir n — oo. Wir nennen f
integrierbar, falls die rechte Seite von (1.2.8) endlich ist.

Dies ist ein Spezialfall des Integrals fiir halbstetige Funktionen, das wir in Abschnitt 1.5
behandeln werden. Insbesondere werden wir in Lemma 1.5.3 zeigen, dass diese Definition nicht
von der Wahl der Folge (fn)nen abhéngt, und in Lemma 1.5.8 (sieche auch Lemma 1.5.4(ii)),
dass iiberhaupt eine solche Folge existiert. Fiir stetige Funktionen f: V — R, die eventuell bei-
de Vorzeichen annehmen, definieren Wir f f(y)dy durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil
f=f+—f-als [, f+(y)dy — [, f-(y) dy, falls f, und f_ jeweils im Sinne von Definition 1.2.9
integrierbar sind. Es ist nicht 5chwer zu sehen, dass im Spezialfall d = 1, wenn V ein Inter-
vall ist, dieser Integralbegriff identisch ist mit dem des uneigentlichen Riemann-Integrals fiir
nichtnegative stetige Funktionen. Falls V' ein Produkt von Intervallen ist, so ist das in (1.2.8)
definierte Integral gleich dem iterierten uneigentlichen Riemann-Integral, wobei man mit Hilfe
von Lemma 1.5.3 zeigen kann, dass es nicht auf die Reihenfolge der Grenzwerte der einzelnen
eindimensionalen Integrale ankommt. Da wir spéter noch viel allgemeinere Funktionenklassen
integrieren werden und fiir sie auch den Transformationssatz beweisen werden, verzichten wir
an dieser Stelle auf formale Beweise dieser Aussagen.

Nun ist es leicht, den Transformationssatz 1.2.8 auf beliebige stetige Funktionen zu erwei-
tern, wenn sie im Sinne von Definition 1.2.9 integrierbar sind:

Korollar 1.2.10 (Transformationssatz fiir stetige Funktionen). Seien U und V offene
Teilmengen des R? und p: U — V eine C-invertierbare Abbildung. Dann gilt fir jede stetige
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Funktion f: V — [0,00), so dass fy und f— im Sinne von Definition 1.2.9 integrierbar sind:

/f )| det Dp(x ]dx—/f

Beweis. Wir approximieren beide Seiten der Gleichung mit Integralen iiber approximierende
Funktionenfolgen in CC(Rd) und wenden Satz 1.2.8 auf jede der approximierenden Funktionen
an. Genauer machen wir Folgendes. Wegen Zerlegung in Positiv- und Negativteil reicht es, f
als nichtnegativ voraus zu setzen. Sei (f,)nen eine Folge in C.(V'), die monoton steigend gegen
f konvergiert. Dann bilden die Funktionen g,(z) = f,.(¢(x))| det De(x)| eine Familie in C.(U),
die monoton gegen g(z) = f(¢(x))| det Dp(x)| konvergieren. Fiir jedes n € N liefert Satz 1.2.8
die Giiltigkeit der behaupteten Formel fiir f,, an Stelle von f. Nun liefert der Grenziibergang
n — oo nach Definition 1.2.9 auch die Formel fiir f. O

Beispiel 1.2.11 (Ebene Polarkoordinaten). Wir betrachten das Komplement V = R?\ S des
Halbstrahls S = {((): r € [0,00)}. Dann bildet ®: U — V, definiert durch ®(r, ) = (15°%) =

rsin @
(;) die Menge U = (0,00) x (0, 27) bijektiv auf V' ab und ist sogar C!-invertierbar. (Dies zeigt
man, indem man die Umkehrabbildung angibt und ihr die stetige Differenzierbarkeit ansieht.)
Man nennt (r, ) die Polarkoordinaten des Punktes (z,y). Die Funktionalmatrix ist

[ cosp —rsing

D2 (r.¢) = ( sinp rcosgp ) (12.9)
Also ist | det D®(r, ¢)| = r. Nach Satz 1.2.10 gilt fiir jede stetige, im Sinne von Definition 1.2.9
integrierbare Funktion f: V — R:

27
/f(;) dxdy:/f(;gfgg)\dew@(w d(r, / / F559) drde
1% U

Insbesondere wenn f rotationssymmetrisch ist, d.h. von der Form f ( ) = g(ll (Z) ) fiir eine (im
eventuell uneigentlichen Riemann-Sinne) integrierbare Funktion g: [0, 00) — R, so folgt

/R2 f(;) dxdy = 27 /000 rg(r)dr,

wobei wir das Integral iiber V = R?\ S dem Integral iiber R? gleichgesetzt haben, also das Integral
iiber den Halbstrahl ignoriert haben. (Wir werden spéter begriinden, warum dies moglich ist, und
wir werden d-dimensionale Varianten kennenlernen; siehe Lemma 3.6.13 und auch Beispiel 1.2.12
fir d = 3.) Insbesondere kénnen wir den Wert des uneigentlichen Integrals von e {iber R
berechen:

9 o0
(/ e’ dm) = / / e eV dady =/ ef(m2+y2)d(x y) = 277/ re" dr
R R JR 1% 0

1 2|9°
= 2m—e"
2e

0

Zwar gibt es fir z — e~ keine explizite Stammfunktion, aber der Trick des Quadrierens des
Integrals fiihrt auf eine zweidimensionale Variante, fiir die nach Ausnutzung der Rotationssym-
metrie leicht eine Stammfunktion gesehen werden kann. &
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Beispiel 1.2.12 (Raumliche Polarkoordinaten). Sei H die Halbebene SxR = {(r,0,2): r >
0,z € R} im R3. Wir betrachten V = R?*\ H und U = (0,00) x (0,7) x (0,27). Die Abbildung
®: U — V, definiert durch

rsin 4 cos ¢ x
O(r,9,0) = rsindsing | =| vy |,
r cos v z

ist Cl-invertierbar. Man nennt (7,9, ¢) die Polarkoordinaten des Punktes (z,v, 2). Die Funktio-

nalmatrix ist
sincosp rcostvcosp —rsindsing

O(r,0,¢0) = | sinvsing rcosdsing rsindcosy ,
cos ¥ —rsind 0

also gilt |det D®(r, ¢)| = r?sin¥. Nach Satz 1.2.10 gilt fiir jede stetige, im Sinne von Definiti-
on 1.2.9 integrierbare Funktion f: V' — R:

/f(x,y,z)da:dydz:/f(@(r,l?,go))\detD@(r,ﬁ,ap)\d(r,ﬂ,gp)
|4 U

2 pm e’}
= / / / r? sinﬂf(rsinﬁcos p,rsin ¥ sin @, r cos 19) drddde.
o Jo

Insbesondere wenn f rotationssymmetrisch ist, d.h. von der Form f(z) = g(||z|) fiir eine (im
eventuell uneigentlichen Riemann-Sinne) integrierbare Funktion g: [0, 00) — R, so folgt

/ Flz|) dx—/%/ / drdl?dcp—47r/ooor2g(r)dr,

wobei wir wieder das Integral iiber die Halbebene H ignoriert haben. <&

Beispiel 1.2.13 (Jacobi-Transformation). Definiere J: R? — R? durch J(}) = (u(;”)).
Dann ist J eine Cl-invertierbare Abbildung von (0,00) x (0,1) auf (0,00)2. Daher liefert eine
Anwendung von Satz 1.2.10 auf die Abbildung (x,y) — zP~le ¥y9 e~V die folgende Identifika-

tion des Fuler’schen Beta-Integrals:

L'(p)I'(q)
Lip+q)’

wobei I' die Gamma-Funktion bezeichnet. (Ubungsaufgabe.)

1
Blp,q) = / (1 — tp1ga1 4t = p.q € (0,00),
0

1.3 Partielle Integration

In diesem Abschnitt formulieren wir mehrdimensionale Versionen der Regel von der partiellen
Integration. Dafiir ist es zweckmiflig, Differentialoperatoren einzufiihren.

Zunichst fithren wir ein paar natiirliche Bezeichnungen ein. Sei U C R? eine offene Menge.
Mit C(U) bzw. C"(U) bezeichnen wir die Menge der stetigen bzw. n Mal stetig differenzierbaren
Funktionen U — R, wobei auch n = oo eingeschlossen ist. Funktionen in C*°(U) nennt man auch
manchmal glatt. Statt C(U) kann man auch C°(U) schreiben. Der Index ‘c’ bedeutet wie bisher,
dass wir zusétzlich einen kompakten Trager in U fordern. Es ist klar, dass fiir offene Mengen
V Cc U C R? jede Funktion in C?*(V) trivial mit Null zu einer Funktion in C?(U) fortgesetzt
werden kann.
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1.3.1 Glatte Teilung der Eins

Als Verstirkung der Approximationstechniken aus Abschnitt 1.2 (siehe insbesondere auch Be-
merkung 1.1.6) konstruieren wir nun unendlich oft differenzierbare Funktionen mit gewissen
Eigenschaften. Betrachten wir g: R — R, definiert durch

ot) = exp ( — ﬁ), falls || < 1,
0 sonst,

dann liegt g in C3°(R).* Die Funktion G(t) = Y, 5 g(t — k) ist beliebig oft differenzierbar in
R, iiberall ungleich Null und erfiillt G(t) = G(t — k) fiir jedes t € R und k € Z. Setzt man
h(t) = g(t)/G(t) fiir t € R, so ist h € C°(R) mit supp (k) = [~1,1] und >, ., h(t — k) = 1 fiir
alle t € R. Also bildet die Familie der 83k mit k € Z eine glatte Teilung der Eins in R, wobei wir
wieder an den Verschiebungsoperator 6, f(x) = f(x — y) erinnern. Somit spielt i die selbe Rolle
wie ¢ in Bemerkung 1.1.6, aber ist glatt. Nun bilden wir noch Tensorprodukte und reskalieren
mit einem kleinen Parameter: Fiir k£ € Z% und € > 0 sei

d d
are(z) =] h<% - kﬁ) = QOch)(w/e) = 0,05 x), xR
i=1

=1

wobei wir he(z) = h(z/e) setzten. Dann ist oy, . € C2°(R?) und Y, 74 - = 1. Ferner ist der
Triiger von ay . gleich dem Wiirfel W (ke,e) = {z € R%: ||z — kel < €}

Mit dieser Teilung der Eins kann man jede stetige Funktion auflerhalb eines Kompaktum
glatt auf Null ‘herunterdriicken’:

Lemma 1.3.1. Sei U C R? offen und K C U kompakt. Sein € NU{oo}. Dann gibt es zu jeder
n Mal stetig differenzierbaren Funktion f: U — R eine Funktion 5 € C(U) mit Bk = f.

Beweis. Zunichst behandeln wir nur den Fall, dass f = 1 auf K. Wir wéhlen £ > 0 so klein,
dass jeder abgeschlossene Wiirfel der Seitenldnge 2¢, der K trifft, ganz in U enthalten ist. Sei
P = {k € Z%: supp (age) N K # 0} die Menge der Multiindizes k, so dass der Tréger von ay .
das Kompaktum K trifft. Wir zeigen, dass 8 = ) ;. p ar die gewiinschten Eigenschaften hat.
Zunéchst sieht man, dass der Tréger von (3 gleich der Vereinigung der Tréger der oy, . mit k € P
ist, also selber auch in U enthalten ist, d.h. 8 € C°(U). AuBerdem ist klar, dass f(z) = 1
fiir jedes x € K. Also ist das Lemma bewiesen fiir den Fall, dass f = 1 auf K. Im Fall einer
allgemeinen n Mal stetig differenzierbaren Funktion f: K — R multiplizieren wir die obige
Funktion 8 mit f und erhalten eine Funktion aus C7'(U), die auf K mit f iibereinstimmt. [

Mit Hilfe von Lemma 1.3.1 kann man auch einen Beweis der Existenz von Funktionenfolgen
(fn)nen fithren, wie sie in Definition 1.2.9 vorausgesetzt werden, siche Lemma 1.5.4(ii). Auflerdem
konnen wir mit Hilfe der Funktionen «y, . zeigen, dass eine stetige Funktion schon Null ist, wenn
ihre Integrale gegen alle Funktionen aus C°(U) verschwindet:

Lemma 1.3.2. Sei U C R? offen und h € C(U) mit der Eigenschaft, dass [, h(z)g(z)dz = 0
fir jedes g € C°(U). Dann ist h(z) =0 fir jedes x € U.

“Dies beweist man #hnlich wie in [Fol, Bsp. (22.2)], wo gezeigt wurde, dass die Taylorreihe der Funktion

1/a?

T e mit Entwicklungspunkt Null konstant gleich Null ist.
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Beweis. Angenommen, fiir ein a € U gilt h(a) # 0, also etwa h(a) > 0. Wegen der Stetigkeit von
h gibt es dann eine offene Umgebung V' C U von a und ein § > 0 mit h(x) > § fiir z € V. Nach
(dem Beweis von) Lemma 1.3.1 gibt es eine nichtnegative Funktion g € C°(V) mit g(a) = 1.
Dann haben wir

/U h(z)g(z) dz = /V h(z)g(z)dz > § /V g(z)dz > 0,

und dies beendet den Beweis. O

1.3.2 Partielle Integration im R?

Wir formulieren nun die Regeln der partiellen Integration fiir stetige Funktionen R — R mit
kompaktem Trager. Wegen der Kompaktheit des Trégers ist dies eine sehr leichte Aufgabe.
Wesentlich schwieriger wird die Sache, wenn Randterme zu beachten sind und das Integrati-
onsgebiet nicht einfach durch einen Quader ausgedriickt werden kann. Diesen interessanten Fall
werden wir spater im Zusammenhang mit dem Gauf$’schen Integralsatz behandeln.

Wir erinnern an die Notation D; = a%i fiir die partielle Ableitung nach der i-ten Koordina-

ten. Mit Di2 = 8‘9; 5 wird die zweite Ableitung nach x; bezeichnet.

Lemma 1.3.3 (Partielle Integration). Sei U C R? offen und i € {1,...,d}. Dann gelten
(i) [y Dig(x)dx =0 fir jedes ¢ € C3(U) und

(i1) fU D,f(z)g(x)dx = — fo(x)Dig(x) dx fiir jedes f € C1(U) und jedes g € CL(U).

Beweis. Man kann (ii) leicht aus (i) folgern, denn fg € CX(U) und D;(fg) = Dif - g + f - Dsg.
Um (i) zu zeigen, kann man ohne Einschrinkung annehmen, dass U = R? und i = d = 1. Dann
wéhlt man R > 0 so gro8, dass supp (¢) C [~ R, R] und hat nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

-R

R R

[ Dre@as= [ Swyde=p| | =R~ o(-R) =0

R R

O

Beispiel 1.3.4. Seien U C R? offen und f € C?(U) und g € C?(U). Dann gilt fiir jedes
ie{l,...,d}:

2 = _ f(x)D;g(z)dx = 2)D?g(z) dz.
| Pr@ata)ae =~ [ Dif@Dgla)de = [ sa)DEgla)a
Summation iiber i € {1,...,d} ergibt
| @ngas == [(0r.vg = [ rag)a.

wobei wir an den Laplace-Operator A = Z?Zl D? und den Gradienten V = (Dy,..., D) erin-
nern. <&
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1.3.3 Lineare Differentialoperatoren und ihre Adjungierte

Wir erinnnern an die kompakte Notation

lal =1+ -+ aq und D% =D{"...Dy?

fiir o = (aq,...,aq) € N% Dann ist ein Operator der Gestalt
L= Z aa D, neN,
aeN?: |a|<n

ein linearer Differentialoperator der Ordnung n in einer offenen Menge U C R? wobei wir
einfach annahmen, dass die Funktionen a, in C*°(U) liegen. Dann definiert L eine lineare Ab-
bildung C™(U) — C™ ™(U) fur m € {n,n+1,...} U {oco}, wobei co —n = co. Wenn L die
Ordnung n = 0 hat, so ist L der Multiplikationsoperator mit der Funktion ag. Lineare Differen-
tialoperatoren kénnen auf natiirliche Weise mit Skalaren multipliziert werden und mit einander
addiert werden, bilden also einen Vektorraum. Ferner kann man ebenfalls auf natiirliche Weise
eine Multiplikation erklédren, die Komposition: Wenn Ly: C™(U) — C™"2(U) die Ordnung no
hat und Ly: C™™(U) — C™ ™~ "2(U) die Ordnung n; (natiirlich unter der Voraussetzung
m > ny + ng), so ist Ly o Ly: C™(U) — C™ ™~ "2(U). Es ist klar, dass L; o Ly ein linearer
Differentialoperator der Ordnung n; + no ist. Dies zeigt man per Induktion, so dass es reicht,
den Fall L; = D; und Ly = aD® zu betrachten, wobei i € {1,...,d}, o € N? und a € Coo(U)
seien. Dann ist némlich fiir jedes f € Cl+H(U)

(L1 0 Ly)f = Li(Laf) = Di(aD" f) = (Dia)(D"f) + aD;D* f = (aD; D* + (D;a) D") f,
also ist Ly o Lo ein linearer Differentialoperator der Ordnung || + 1.

Bemerkung 1.3.5 (Nicht-Kommutativitit). Man beachte, dass die Komposition von linea-
ren Differentialoperatoren nicht kommutativ ist. Zum Beispiel ist der Kommutator

[Ll,LQ] - L1 OL2 —L2 OL1

im Allgemeinen nicht der Null-Operator. Wenn etwa L = D; und Ly = z; (Multiplikation mit
der Funktion x — x;), dann ist

(L1, Lo f = L1(Laf) — Lo(L1 f) = Di(x; f) — x;Dif = 6ijf +a;Dif — x;Dif = 635,
wobei §; ; das Kroneckersymbol bezeichnet. In Kurzschreibweise: [D;, z;] = d; ;. &

Nun kénnen wir mit Hilfe der partiellen Integration aus Lemma 1.3.3 den Begriff eines
adjungierten linearen Differentialoperators einfiihren:

Satz 1.3.6. Sei U C R? offen und L ein linearer Differentialoperator der Ordnung n € N in U.
Dann gibt es genau einen linearen Differentialoperator L* der Ordnung n mit

[wnets= [ swgae  jecwigecw) (1:3.1)
Man nennt L* den zu L adjungierten linearen Differentialoperator. Es gelten die Rechenregeln
(AL)* = \L¥, (L1 + Lo)* = LT + L5, (LyoLy)" =L50 L3 (1.3.2)

fiir A € R und lineare Differentialoperatoren L, Ly und Lo.
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Beweis. Zunichst zeigen wir die Eindeutigkeit. Falls M; und My zwei lineare Differentialope-
ratoren der Ordnung n sind, die die Eigenschaft in (1.3.1) an Stelle von L* haben, so gilt fiir
jedes f € C™(U):

/(le—sz)gdxz/ f(Lg—Lg)de =0, geCU).
U U

Nach Lemma 1.3.2 folgt, dass My f — My f = 0. Also ist My = Ms.

Leicht ist zu zeigen, dass, falls A € R und lineare Differentialoperatoren L, L; und Lo
gegeben sind, auch (AL)*, (L1 + L2)* und (L; o Ly)* gegeben sind und die Formeln in (1.3.2)
erfiillen. Dies folgt ndmlich daraus, dass fiir alle f € C"(U) und g € C2(U) gilt:

Jowng=x [wna=x [ rra= [ s0r9.
Jiwi+mno = [wing+ [wsne= [ 19+ [ 1229 = [ 1121+ L)
[@ioLing = [@in g = [ f(Lao Lig)

Fiir einen Operator L = a der Ordnung Null mit a € C*°(U) ist L* = a, denn [(af)g = [ f(ag).
Fiir L = D; ist L* = —D; nach Lemma 1.3.3(ii). Da sich jeder lineare Differentialoperator durch
Addition, skalare Multiplikation und Komposition aus diesen speziellen Operatoren zusammen-

setzen lédsst, erhalten wir die Existenz des Adjungierten zu jedem linearen Differentialoperator.
O

Beispiel 1.3.7. (i) Fiir aj,...,aq € C*°(U) ist

d d

d d d
(ZazDz> = Z(a,Dl)* = Z(—Di)ai = — Z aiDi — Z(Dzaz)
i=1

i=1 i=1 i=1 i=1

Man beachte, dass in dieser Kurzschreibweise die Klammerung entscheidend ist. Zum Bei-
spiel ist (D;a;) der Multiplikationsoperator mit der Funktion D;a;, aber D;a; ist der Ope-
rator f — D;(a;f), und man muss die Produktregel anwenden.

(ii) Fiir n € Nund ¢, € R fiir @ € N? mit |a] < n ist
( wb) = Y (cpeenn
aeN?: |a|<n aeN?: |a|<n

Insbesondere gilt A* = A, und man sagt, der Laplace-Operator sei selbstadjungiert (siehe
auch Beispiel 1.3.4).

<

1.4 Der Laplace-Operator in krummlinigen Koordinaten

Wir wollen nun den Transformationssatz benutzen, um den Laplace-Operator in krummlinigen
Koordinaten darzustellen. Seien Q,Q’ C R? offen und & = (®y,...,04): & — Q eine C?-
invertierbare Abbildung, also eine bijektive Abbildung, so dass sowohl ® als auch ® ~! zweimal
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stetig differenzierbar sind. Wir betrachten die Matrix

Gly) = (D))" =y (22w 220

1 8% 8%

ij=1,d

wobei wir daran erinnern, dass D® = (%3” )V j=1,.

Determinantenmultiplikationssatz ist y/det(G) = | det(D®)|, also kann der Transformationssatz
(Satz 1.2.8) auch formuliert werden als

// u(®(y))vdet(G(y)) dy = /Qu(x) dz, u € Ce(Q). (1.4.1)

.4 die Differentialmatrix von @ ist. Nach dem

Wir fassen hier alle Vektoren a,b € RY als Zeilenvektoren auf und schreiben das Skalarpro-
dukt als (a,b) = ab™. Zuniichst bendtigen wir die folgende Hilfsaussage.

Lemma 1.4.1. Fiir alle u,v € C1(Q) gilt
((Vu) 0 @, (Vo) 0 @) = (V(uo 9)G~!, V(vo D)),

ausgeschrieben:

d d
> 2 @) @) = Y Gty L) 00y ear,

Beweis. Die Kettenregel ergibt
V(uo @) = [(Vu) o @] D,

wobei Vu als ein Zeilenvektor aufgefasst wird, und eine analoge Formel fiir v statt u. Also haben
wir wegen G~ = (D®)~}((D®)") !

(V(uo®)G™,V(vo®)) = ([(Vu) o @] (DD)(DD) "} ((DD)T)™", [(Vv) 0 B] DD)

T

= [(Vu) o ®]((D®)") ™ ([(V0) 0 @] D)
)

(V) o @]((D2)") " (DD)* [(VU) o ®]"
= ((Vu) o ®,(Vv) o ).

0

Wir definieren nun die Transformation A® des Laplace-Operators A = ZZ 1 a e bezughch
® durch
A%u= (Auod ) od,  welH). (1.4.2)

In Termen der oben definierten Matrix G = (D®)T(D®) und ihrer Inversen kénnen wir A®
wie folgt identifizieren:
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Satz 1.4.2.
5 _ 9 9
A V/det(G ,;::1 o ( det(G) 5yk)
. Edj 9 akl,ret (143)
o 0yk o \/det ) ayk

Beweis. Seien u € C?(Q2) und v € (32((2)7 und wir setzen u = w o ® und v = v o . Nach der
Transformationsformel in der Form (1.4.1) haben wir

/Q(Au)v dz = o Au(d( )V det(G(y)) dy = /QI(A(I)ﬂ)@V\/det(G) dy.

Andererseits gilt nach Beispiel 1.3.4 und Lemma 1.4.1:

/Q (Aujvde = — /Q (Vu, Vo) dz

d
= / Z G, }Bu o —+/det(G) dy
Py Oyr. Oy
d

= /Z GpyV/det(G >8yl

k=1

d ~

0 ou
= — (G 1 /det(G)=— ) v dy,
/Q’ k;1 i < ki VS ( )3yk>v Y

wobel wir im letzten Schritt noch einmal partielle Integration anwendeten (siche Satz 1.3.3).
Wenn man die beiden Rechnungen kombiniert, erh&lt man

ou
P~ _
/A Juy/det(G) dy = / E 33/1 kl det(G)a k)vdy

k=1
Da v € C2(€)) beliebig ist, impliziert Lemma 1.3.2, dass
d

0
O~ /
Al V/det(G k; oy <G’” det(@ 0yk)

Da u € C(€) beliebig ist, ist der Beweis der ersten Gleichung beendet. Die zweite folgt direkt
aus einer Anwendung der Produktregel. U

Beispiel 1.4.3 (Ebene Polarkoordinaten). Wie in Beispiel 1.2.11 betrachten wir das Kom-
plement Q = R?\ S des Halbstrahls S = {({): 7 € [0,00)}. Dann bildet ®: Q' — €, definiert
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durch ®(r,) = r(5°7) = () die Menge €' = (0,00) x (0,2n) bijektiv auf Q ab und ist sogar

X
sin ¢ Y
Cloinvertierbar. Die Funktionalmatrix ist

>, also G(r,¢) = < (1) 792 ) und G~ (r, @) = < (1) 7“92 >

(1.4.4)
Insbesondere ist y/det(G(r,¢)) = r. Fiir den Laplace-Operator in ebenen Polarkoordinaten
ergibt sich daher (man benutze die zweite Zeile von (1.4.3) mit y; = r und yo = @)

cosp —rsing
sing rcosgp

Do(r, ) = (

_1&(8) 18<1£>:82 10 1 02

A =29 (, 9 LA A S
ror T@r or2 + r Or + r2 Op?

7 dp \1r 0y

Sei zum Beispiel u: R?\ {0} — R eine Funktion, die in Polarkoordinaten gegeben wird durch
u(r, ) = u(®(r, p)) = r™ cos(me)

mit einem m € Z, dann ist

10/ o™ 0? cos
AT = e <7°—(;0 ) cos(me) + rm2icgj;mp) = m2r™ 2 cos(myp) — ™ 2m? cos(my) = 0,
also erweist sich w als harmonisch. O

Beispiel 1.4.4 (Raumliche Polarkoordinaten). Wie in Beispiel 1.2.12 sei H die Halbebene
SxR={(r,0,2): 7 >0,z € R} im R3. Wir betrachten Q = R3\ H und Q' = (0,0) x (0,7) x
(0,27). Die Abbildung ®: Q" — Q, definiert durch

rsind cos @ x
O(r,0,¢9) = | rsindsing | =\ vy |,
rcos z

ist Cl-invertierbar mit Funktionalmatrix

sincosp rcostvcosy —rsindsing
D®(r,9,¢9) = | sindsing rcosdsing rsindcosy
cos —rsind 0
Also ist
G(r,0,¢) = Diag(l,rQ,r2 sin? ) und G, 9, ) = Diag(l,r_Q, (rsin 19)_2).

und +/det(G(r,9,¢)) = r?sind. Fiir den Laplace-Operator in riumlichen Polarkoordinaten
ergibt sich daher

= gl o) ()
2 20 1710 0 1 0?
=57t oo tralaE Tt g e
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1.5 Integrale halbstetiger Funktionen

Wir wollen auch Integrale stetiger Funktionen f: K — R iiber kompakte Mengen K C R¢ be-
rechnen, also Integrale der Form [, f(z) dz. Solche Integrale werden wir natiirlich als [ fz)dz
definieren, wobei f: R? — R die triviale Fortsetzung von f mit f(a:) = 0 fiir z € R%\ K ist. Insbe-
sondere wiirden wir dann das Volumen von K berechnen kénnen, wenn wir f = 1 auf K wéhlen;
dann ist f: Ix: R? — {0,1} die sogenannte charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion

von K:
1, falls A
y(z) = {0 OTE ACRY
0, fallszeR*\ A,

Allerdings ist es fiir uns noch unklar, ob die Funktion f Riemann-integrierbar ist oder wie wir
dieses Integral sonst auf natiirliche Weise erkldren wollen. Tatséchlich ist Tk fiir viele kompakte
Mengen K nicht Riemann-integrierbar. Das bringt uns auf die Idee, f bzw. 1x durch eine Folge
von Funktionen aus C.(R?) zu approximieren, etwa mit Hilfe eines gleichméBigen Grenzwertes.
Demonstrieren wir zunéchst, dass fiir diese Idee es ausreichend ist, einen monotonen Grenzwert
vorauszusetzen:

Satz 1.5.1 (Dini). Sei K C R? kompakt und f, fo, f1, f2,...: K — R stetige Funktionen,
sodass fp(z) < fuy1(x) fir jedes x € K und jedes n € N und lim, .o fn(x) = f(z). Dann ist
die Konvergenz von f, gegen f sogar gleichmdflig auf K.

Beweis. Wir betrachten g, = f— f,,, dann konvergieren die nichtnegativen Funktionen g,, fallend
punktweise gegen Null. Sei ¢ > 0. Zu jedem = € K gibt es dann ein N, € N mit g,(x) < £/2 fiir
alle n > N,. Da gn, stetig in z ist, gibt es ein d, > 0 mit |gn, (y) — gn, (2)| < /2 fiir alley € K
mit ||y — z|| < 0. Insbesondere ist g, (y) < € fiir alle y € K mit ||y — z|| < d, und alle n > N,.

Da K kompakt ist, geniigen endlich viele der Kugeln U, = {y € K: |ly — z|| < 0.}, um

K zu iiberdecken, sagen wir etwa K C Uy, U---UU,, fiir geeignete x1,...,x; € K. Wenn wir
N =max{Ny,,..., Ny, } setzen, dann haben wir fiir alle n > N, dass g, (y) < € fiir jedes y € K.
Dies heifit aber, dass sup,cx [f(y) — fu(y)| < € fiir alle n > N. O

Also reicht monotone Konvergenz, um Integrale zu approximieren. Wir schreiben f, T f,
wenn f, fo, f1, fo, - .. : R* — R Funktionen sind mit f,, < fp41 fiir jedes n € N und limy, o0 fn =
f punktweise.

Korollar 1.5.2. Seien f, fo, f1, f2,- -+ € Cc(R?) mit f,, T f. Dann gilt

lim fn(z)dz = f(z)dz. (1.5.1)
d Rd

n—oo R

Beweis. Wegen der Monotonie ist der Tréiger von jedem f, in der Vereinigung der Tréger von
fo und dem von f enthalten. Auf diesem Kompaktum koénnen wir den Satz von Dini anwenden
und erhalten gleichméflige Konvergenz der f,, gegen f. Dann folgt die Konvergenz der Integrale
aus Lemma 1.1.5 in Kombination mit Satz 1.1.4. O

Wir lassen uns durch Korollar 1.5.2 nun leiten und definieren fiir jede Funktion f, die sich
als monotoner Grenzwert von Funktionen f,, aus C.(R%) schreiben ldsst, das Integral von f
durch (1.5.1), egal ob f selber in C.(R?) liegt oder nicht und sogar egal, ob f reellwertig ist



1.5. INTEGRALE HALBSTETIGER FUNKTIONEN 25

oder die Werte oo oder —oo annimmt. Sei also H(R?) bzw. H!(R?) die Menge aller Funktionen
f:R? = RU {00} bzw. f: R? — R U {—oc}, die sich als monoton steigender bzw. monoton
fallender Grenzwert von Funktionen fo, f1, f2,--- € Cc(R?) schreiben lassen. Dann definieren
wir das Integral [, f(z)dz durch (1.5.1). Dieser Grenzwert existiert in jedem Falle wegen
Monotonie, aber wir behalten im Auge, dass er in R U {oo} bzw. in R U {—oc} liegt. Falls f
schon in C.(R?) liegt, so impliziert Korollar 1.5.2, dass diese Definition nicht von der Wahl der
approximierenden Funktionen f, abhéingt. Im allgemeinen Fall miissen wir das nachholen:

Lemma 1.5.3. Sei f € HI(R?) und (fp)nen und (gn)nen 2wei Folgen in Co(R?) mit f, T f und
gn T f. Dann gilt
lim fn(l') dz = lim gn(-%') dzx.

n—oo Jpd n—0o0 Jpd
Beweis. Aus Symmetriegriinden reicht es, fiir jedes k € N zu zeigen, dass

y fr(x)dz < lim gn(x)da.

n—oo Jpd

Dies folgt aber aus einer Betrachtung der Funktion h, = min{fz,g.} € C.(R?%), denn es gilt
hn T fr und h, < g, also nach Korollar 1.5.2 auch

fr(x)dr = lim hp(z)dz < lim gn(x) dz.
Rd

n—00 Jpd n—0o0 Jpd

0

Um zu sehen, dass diese erweiterte Definition des Integralbegriffes sinnvoll ist, miissen wir
priifen, ob fiir eine Funktion, die sowohl in H'(R?) als auch in H!(R%) liegt, die beiden Definitio-
nen des Integrals fRd f(x) dz miteinander iibereinstimmen, d. h. ob die Grenzwerte bei fallender
und bei steigender Approximation mit Funktionen aus C.(R?) miteinander iibereinstimmen. Dies
wird in Korollar 1.5.9 nachgeholt werden, wo wir zeigen, dass H'(R?) N H!(R?) = C.(R?) gilt.

Nun interessiert uns, ob wir mit dieser Erweiterung der integrierbaren Funktionen auch
die oben genannten Funktionen erreicht haben, d.h. ob wir nun Integrale der Form | i f(x)de
behandeln kénnen.

Lemma 1.5.4. (i) Sei K C R? kompakt und f: K — [0,00) stetig. Mit fiRE - [0,00)
bezeichnen wir die triviale Fortsetzung von f, d.h. f(x) =0 fir x € R4\ K. Dann liegt f
in HY(R?). Insbesondere ist die folgende Definition sinnvoll:

/ flz)dz = f(x) da. (1.5.2)
K R

(i) SeiU C R offen und f: U — [0,00) stetig. Mit f:RT [0, 00) bezeichnen wir die triviale
Fortsetzung von f, d.h. f(x) =0 fir x € RY\ U. Dann liegt f in H'(R?). Insbesondere
ist die folgende Definition sinnvoll:

/ fl@)dz = | f(z)dz. (1.5.3)
U R4
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Beweis. Ubungsaufgabe. Man benutze z. B. die Teilung der Eins aus dem Beweis von Lem-
ma 1.3.1. Alternativ kann man auch Lemma 1.5.8 (siche weiter unten) benutzen. O

Im Abschnitt 1.6 werden wir Lemma 1.5.4 benutzen, um einige Integrale iiber Kompakta
zu berechnen. Jetzt geben wir eine Charakterisierung der Funktionen in H'(RY) bzw. H!(R?).
Es stellt sich heraus, dass dies im Wesentlichen genau die halbstetigen Funktionen sind.

Definition 1.5.5 (halbstetige Funktion). (i) Eine Funktion f: R® — R U {oo} heifit in
r € R? halbstetig von unten oder unterhalbstetig, falls zu jedem ¢ € R mit ¢ < f(x) ein
§ > 0 existiert mit ¢ < f(y) fir jedes y € R mit ||y — z|| < 6.

(i) Eine Funktion f: R? — RU{—oc} heifit in x € R? halbstetig von oben oder oberhalbstetig,
falls — f unterhalbstetig ist.

Natiirlich nennen wir eine Funktion halbstetig (von unten bzw. oben), wenn sie in jedem
Punkt dies ist. Man sieht leicht, dass eine Funktion, die in einem Punkt gleichzeitig von oben
und von unten halbstetig ist, dort stetig ist. Wir sammeln ein paar Charakterisierungen der
Halbstetigkeit, die Beweise sind Ubungsaufgaben:

Lemma 1.5.6 (Charakterisierungen der Halbstetigkeit). (i) Die Indikatorfunktion 1 4
einer Menge A C R ist genau dann von unten halbstetig, wenn A offen ist, und sie ist
genau dann von oben halbstetig, wenn A abgeschlossen ist.

(ii) Eine Funktion f: R? — R U {oo} ist genau dann von unten halbstetig in x € R, wenn
liminfy_., f(y) > f(x) gilt.

(iii) Eine Funktion f: RY — RU{oc} ist genau dann von unten halbstetig in x € R?, wenn gilt:

T _
i i (x)f(y) f(z),

wobei Be(z) = {y € RY: ||y — x| < €} die offene e-Kugel um = ist.

(iv) Bine Funktion f: RY — R U {oo} ist genau dann von unten halbstetig, wenn die Niveau-
mengen {f < s} = {x € R%: f(x) < s} fiir jedes s € R abgeschlossen sind.

Bemerkung 1.5.7. Jede oberhalbstetige Funktion f: R — R U {—o00} nimmt auf jeder kom-
pakten Menge K C RY ihr Maximum max,c f(z) an (Ubungsaufgabe). O

Damit kénnen wir nun H!(R%) charakterisieren. Wir schreiben kurz {f > a} fiir die Menge
{x € R%: f(x) > a}, analog fiir andere Ungleichungen oder Gleichungen.

Lemma 1.5.8 (Charakterisierung von H'(R%)).

HI(RY) = {r: R? — RU{oo}: f ist unterhalbstetig und {f < 0} ist beschrdnkt}.  (1.5.4)

Beweis. ‘C’: Man sieht leicht, dass das punktweise Supremum jeder Familie von unterhalbste-
tigen Funktionen ebenfalls von unten halbstetig ist. Jedes f € HT(R?) ist insbesondere das Su-
premum von stetigen Funktionen, also daher unterhalbstetig. Auflerdem gibt es ein fy € CC(Rd)
mit fo < f, woraus auch folgt, dass f hochstens in dem kompakten Tréger von fy negativ sein
kann.
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‘% Sei f: R?Y — RU{oo} eine unterhalbstetige Funktion, so dass {f < 0} eine beschrinkte
Menge ist. Dann ist K = {f < 0} kompakt. Wir konstruieren nun eine Folge in C.(R?), die
monoton steigend gegen f konvergiert.

Nach Bemerkung 1.5.7 ist f von unten beschrinkt, d.h. es gibt ein M > 0 mit f(x) > —M
fiir alle z € RY. Mit J bezeichnen wir die Menge aller rationalen Tupel (¢, a,c) in (0,00) x R? x
[~ M, 00) NQ¥2 mit f(z) > c fiir alle z in B.(a), der e-Umgebung von a. Dann ist .J abzihlbar.
Zu jedem j = (g,a,c) € J gibt es eine Funktion g; € C.(R?) mit den Eigenschaften

(i) gj(x)=c fiir alle x € B./s(a),
(i1) gj(x) <c fir alle z € B:(a),
(ti3) gj(x) =—M firalle z€ K\ B:(a),
(tv) gj(x) <0 fir alle o € R?\ (K U B.(a)).

Aus der Konstruktion ersieht man, dass f > g; fiir jedes j € J gilt. Mit einigem technischen
Aufwand kann man auch noch zeigen, dass f = sup{g;: j € J} gilt. (Anleitung: Fiir gegebenes
r € R? wihle man eine geeignete Folge (e, Gn, Cp)nen in J mit e, | 0, a, — = und ¢, T f(x).)
Da J abzéhlbar ist, kann man J = {gj,, gj,, ... } aufzéhlen. Dann liegt f, = max{gj,,...,0j,}
in C.(R%), und wir haben f,, T f fiir n — oo. Das heifit, dass f € HT(R?). O

Korollar 1.5.9.
H'(RY nHYRY) = C.(RY).

Beweis. Der Ubergang von f zu —f in Lemma 1.5.8 zeigt, dass
HYRY) = {f: R% — RU{—o0}: f ist oberhalbstetig und {f > 0} ist beschréinkt }.
Daraus folgt die Aussage leicht. O

Bemerkung 1.5.10. Der Sinn dieses Abschnittes iiber Integrale halbstetiger Funktionen ist,
moglichst schnell interessante Integrale behandeln zu kénnen, siche Abschnitt 1.6. Mit Hilfe ei-
nes vollig anderen, viel allgemeineren Zugangs, der allgemeinen Mafitheorie, werden wir spéter
viel grofiere Funktionenklassen integrieren lernen, aber das nimmt einige Zeit in Anspruch. Ein
alternativer Zugang zu dieser Funktionenklasse (siehe [Fo3]) lduft iiber einen weiteren Appro-
ximationsschritt mit Grenzwerten von Funktionenfolgen aus H'(R?) bzw. H!(R?), aber diesen
Weg verfolgen wir in diesem Skript nicht. &

Da wir also spéter viel grofiere Funktionenklassen behandeln werden, werden wir uns jetzt
bei der Herleitung der Integrationsregeln fiir Funktionen aus H'(R?) bzw. H}(R?) kurz fassen.

Satz 1.5.11. Fiir alle f,g € H'(R?) und X € [0,00) liegt f + Ag in H'(R?), und es gilt
/(f(x) + Ag(x))dz = /f(a:) dz + )\/g(x) dz.
Ferner gilt [ f(z)dz < [ g(z)dz, falls f < g.
Der Beweis ist eine einfache Ubungsaufgabe. Man beachte, dass alle in Satz 1.5.11 auftre-

tenden Integrale auch gleich oo sein konnen. Dabei benutzen wir die Konventionen a + oo =
00 + a = oo fiir jedes a € RU {oo} sowie A - 0o = oo fiir jedes A > 0 und 0 - oo = 0. Eine analoge
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Version von Satz 1.5.11 fiir H'(R?) gibt es selbstverstindlich auch, wir formulieren sie hier aber
nicht.

Die Translationsinvarianz des Integrals (siehe Satz 1.1.4) und den Transformationssatz fiir
lineare Funktionen (Satz 1.2.5) kann man leicht auf Integrale iiber Funktionen aus H'(R%)
ausdehnen:

Satz 1.5.12. Seien A € GL(d,R) und b € R?, dann liegt fiir jede Funktion f € HT(R?)UH(R?)
die Funktion x — f(Azx +b) ebenfalls in HT(R?) UH(RY), und es gilt
1

- f(Az +b)dz = Tdet(A)] Je f(z)dx.

Ferner benotigen wir noch eine Version des Satzes 1.1.1 fiir Integrale iiber Funktionen aus
HT(R?):
Satz 1.5.13 (Satz von Fubini fiir Funktionen aus H'(R%)). Sei f € HI(RY), und sei
ke {l,...,d—1}. Dann liegt fiir jedes (Tpy1,...,2q) € RIF die Punktion (x1,...,x) — f(z)
in H'(R¥), also ist das Integral

Flopar ) = [ f@)der dr, 2= (o120,
R
wohldefiniert. Ferner liegt F in H1(RYF), und es gilt

/ F(karl,...,xd) dxk+1 ...dxd = f(a:) dx.
RA—k R4

Der Beweis besteht aus einer Anwendung des Satzes 1.1.1 auf approximierende Funktionen
aus C.(R?); wir verzichten auf eine Ausfiihrung der Details.

1.6 Berechnung einiger Volumina

Nun haben wir das theoretische Riistzeug, um Integrale der Form [ i f(x)dz zu berechnen,
wobei K C R¢ kompakt und f: K — R stetig ist, siche Lemma 1.5.4. Wir benutzen dies, um in
diesem Abschnitt Volumina einiger Korper zu berechnen. Dabei definieren wir das Volumen der
kompakten Menge K C R¢ durch

Vol(K) = Voly(K) = /

. ldx = /]Rd g (z)de. (1.6.1)

Nach Lemma 1.5.4 ist diese Definition sinnvoll. Das zweidimensionale Volumen Vol, wird auch
Fldche genannt und das eindimensionale Vol; Léinge. Zunéchst berechnen wir die Volumina von
Kreuzprodukten:

Lemma 1.6.1. Sei k € {1,...,d — 1}, und seien K; C R* und Ky C RYF kompakt. Dann gilt
VOld(Kl X KQ) = Volk(Kl) : VOld,k(Kg).

Beweis. Wir erinnern uns, dass K7 x Ko ebenfalls kompakt ist, also ist Voly(K; x K2) wohlde-
finiert. Offensichtlich ist

I, i, () = Mg (21, - - ) Ly (Thr 1y - - 24g)s x=(1,...,249).

Also folgt die Aussage leicht aus dem Satz 1.5.13 von Fubini. O
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Beispiel 1.6.2 (Volumen eines Quaders). Es ist klar, dass Vol;([a,b]) = b — a fiir alle
—00 < a < b < oo. Also folgt aus Lemma 1.6.1:

d d
VOld(H[ai7bi]) = H(bl — ai), —oco<a; <b<ooVi=1,...,d.
i=1 i=1
Also ist das Volumen des Quaders H‘ij:l[ai, b;] genau sein elementargeometrischer Inhalt. <&

Beispiel 1.6.3 (Volumen eines Zylinders). Das Volumen eines Zylinders Z = B x [0, h]
mit kompakter Basismenge B C R?! und Hohe h > 0 ist nach Lemma 1.6.1 gegeben als
Voly(Z) = h - Volg—1(B). <&

Wir untersuchen nun, wie sich Volumina unter linearen Abbildungen transformieren.

Lemma 1.6.4. Seien A € R¥9 eine Matriz und b € R? ein Vektor. Ferner sei K C R? kompakt.
Dann ist das Volumen der Menge AK +b = {Ax +b: x € K} gegeben durch

Volg(AK + b) = | det(A)[Voly(K).

Insbesondere dndert sich das Volumen unter orthogonalen Transformationen nicht.

Beweis. Wenn A regulér ist, folgt die Aussage sofort aus Satz 1.5.12. Wenn A nicht regulér ist
(also det(A) = 0), so ist AK +b in einer Hyperebene enthalten, die durch eine orthogonale Trans-
formation (die das Volumen nicht #ndert) in die Hyperebene {z € R?: z,, = 0} {iberfiihrt werden
kann. Also ist AK + b in einem Zylinder der Hohe Null enthalten, hat also nach Beispiel 1.6.3
das Volumen Null. 0

Beispiel 1.6.5 (Volumen eines Parallelepipeds). Wir erinnern an das Volumen eines Par-
allelepipeds, das wir in Beispiel 1.2.7 ausrechneten. &

Bemerkung 1.6.6 (Verhalten unter Streckungen). Fiir jedes Kompaktum K C R? und
jedes 7 > 0 gilt Volg(rK) = r?Voly(K), denn 7K = {rz: x € K} ist das Bild von K unter der
Multiplikation mit rE, wobei E die d x d-Einheitsmatrix ist. &

Satz 1.6.7 (Cavalieri’sches Prinzip). Sei K C R? kompakt, und fiir t € R sei
K; = {('Tla °00 7:Ed—1) < Rdilz (xla °00 7:Ed—1at) € K}

der t-Schnitt von K. Dann gilt

Volg(K) = / Volg_1(K;) dt.
R

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Satz 1.5.13 von Fubini, da

]th(Il, e ,l‘d_l) = ]IK(.Tl, e ,l‘d_l,t).

Auf dhnliche Weise zeigt man das Folgende.
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Lemma 1.6.8. Sei A C R? kompakt und f: A — [0,00) stetig. Dann hat die kompakte Menge
K={(r,y) e AxR:0<y < f(x)}

das Volumen Volgy1(K) = [, f(z)da.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Beispiel 1.6.9 (Volumen eines Kegels). Sei B ¢ R%! kompakt und h > 0. Wir betrachten
den Kegel mit Basis B und Héhe h:

Ch(B) = {((1 = Ny, A\h) e R%: y € B,A € [0,1]}.
Die Schnitte sind
1-4)B, fallstel0,h],
Ch(B)t — ( h) [ ]
0, falls ¢ < 0 oder t > h.

Dann folgt aus dem Cavalieri’schen Prinzip und Beispiel 1.6.6:

Volg(C(B)) = /Oh Volg_ ((1 - %)B) dt = Volg_(B) /Oh (1 - %)d_l dt = %vold,l(B).

Das Volumen des Kegels ist also der d-te Teil des Volumens des Zylinders mit der selben Basis
und der selben Hohe. &

Beispiel 1.6.10 (Volumen eines Simplex). Unter dem von den Vektoren aq,...,aq € R
aufgespannten Simplex versteht man die Menge

d d
S(ai,...,aq) = {Z)\iai: ALy, A € [O,OO),Z)\Z' < 1}.
i=1 =1
Es sei A die d x d-Matrix, deren Spalten die aq,...,aq sind. Wir werden nun die Formel

1
Volg(S(a1,...,aq)) = E| det(A)]

zeigen. Man beachte, dass also das Volumen eines Simplex gleich dem d!-ten Teil des Volumens
des zugehorigen Parallelotops ist, sieche Beispiel 1.2.7.

Da S(ai,...,aq) = A(S(e1,...,eq)) ist, wobei ey, ...,eq die kanonische Standardbasis des
R? ist, geniigt es nach Lemma 1.6.4 zu zeigen, dass Volg(S(er,...,eq)) = = ist. Wir benutzen
dafiir eine Induktion iiber d und sehen, dass S(e;) = [0,1], also stimmt die Behauptung fiir
d = 1. Fiir allgemeines d mache man sich klar, dass

S(ety...,eq) = C1(S(e1,...,eq4-1))

der Kegel mit Hohe 1 iiber der Basis S(ey,...,eq—1) C R4! ist, siche die Notation aus Bei-
spiel 1.6.9. Also erhalten wir aus der Formel in diesem Beispiel und der Induktionsvoraussetzung;:

1 1 1

1
VOId(S(el, e ,ed)) = _V01d71(5(617. .. ,edfl)) = Em = E

d
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Beispiel 1.6.11 (Volumen einer Kugel). Es sei K4(r) = {z € R%: |z|| < r} die d-
dimensionale Kugel mit Radius r > 0. Wegen Volg(K4(r)) = r?Volg(Ky(1)) geniigt es, das
Volumen 74 = Voly(K,) der Einheitskugel Ky = K4(1) zu berechnen. Wir benutzen wieder
eine Induktion tiber d und sehen zunéchst, dass 71 = 2, denn K; = [—1,1]. Um mit Hilfe des
Cavalieri’schen Prinzips (Satz 1.6.7) das Volumen von K, auf das von K;_1 zuriick zu fiihren,
schauen wir uns die Schnitte von K  an:

(K = {Kdl(\/l — ), fallst e [-1,1],

0, falls |t| > 1.

Also haben wir
1 1 de1
Td = / VOldfl((Kd)t) dt = / VOldfl(del(\/ 1-— t2)) dt = Td—1 / V1-— t2 dt.
R -1 -1

Es bleibt das letzte Integral zu berechnen. Mit Hilfe einer Substitution ¢ = cos(x) sieht man,

1 d—1 ™ /2
cq = / V1—-t2 dt= / (sinz)?dz = 2/ (sin )¢ de.
-1 0 0

Dies wurde in der Vorlesung Analysis A berechnet, sieche [Fol, Beispiel (19.22)]:

dass

4 on 1 4 op
CQd:ﬂ'H o™ und CQdH:zHQn—i—l'
n=1 n=1
Da also cgcq4—1 = %Tﬂ fiir jedes d € N gilt, haben wir die Zweischritt-Rekursionsformel 745 =

Tg—1Cd = Td—2CdCd—1 = %”Td_g. Daraus kann man explizit die Werte
7.[.d 9d+1

e T T TN T

)71'

erhalten. Eine einheitliche Formel fiir gerade und ungerade Dimensionen erhalten wir mit Hilfe
der Gammafunktion, die ndmlich fiir jedes k € N erfiillt:

k k
o+ 1 o + 1
T(k+1)=k wd Tk+3)=TH][]H—=va]] %

Daher ist

<&

Beispiel 1.6.12 (Volumen eines Ellipsoids). Ein Ellipsoid mit Halbachsen a;,...,aq €
(0,00) ist die Menge

E(ag,...,aq) = {(ml,...,xd) e R%: i <%)2 < 1}.
i=1 "

Alsoist E(aq, ..., aq) = A(Ky) das Bild der Einheitskugel K4 unter der linearen Abbildung A =
Diag(ai,...,aq). Nach Bemerkung 1.6.6 gilt Volg(E(au,...,aq)) = 74 ngl a;, siehe (1.6.2). &
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Lemma 1.6.13 (Volumen von Rotationskdrpern). Sei —co < a < b < oo und f: [a,b] —
[0,00) stetig. Dann hat der dreidimensionale Rotationskédrper

K ={(z,y,2) € [a,b] x R?: y* 4+ 2* < f(x)*}

das Volumen Vol3(K) = m fabf(a:)2 dz.

Beweis. Ubungsaufgabe. O



Kapitel 2

Einfiihrung in die Mafitheorie

Sind wir in Kapitel 1 von der Integration von Funktionen ausgegangen, so werden wir in diesem
Kapitel das Messen von Mengen zu Grunde legen. Wir haben schon in Abschnitt 1.5 das Maf}
(dort ‘Volumen’ genannt) von beliebigen kompakten Mengen definiert und bestimmt; jetzt aber
wollen wir noch viel allgemeinere Mengen messen. Mehr noch, wir werden die gesamte Theorie
auf dem Begriff des Mafles einer Menge aufbauen.

In Abschnitt 2.1 werden wir zundchst an einem konkreten Beispiel die Vorgehensweise de-
monstrieren, dem zweidimensionalen Lebesgue-Mafl. Danach geben wir eine Einfiithrung in die
allgemeine Mafitheorie. In Abschnitt 2.2 erldutern wir die fundamentalen Begriffe und Konzep-
te wie o-Algebren, Messbarkeit und Mafle und deren Eigenschaften. Das wichtige Problem der
Konstruktion von Maflen mit gegebenen Eigenschaften wird in Abschnitt 2.3 diskutiert; hierbei
werden Dynkin-Systeme, Algebren und Priamafle eine wichtige Rolle spielen, und das Haupt-
ergebnis wird der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Carathéodory sein. In Abschnitt 2.4
werden wir Mafle mit Hilfe von Verteilungsfunktionen charakterisieren, wobei ein alternativer
Existenzbeweis des Lebesgue-Mafles abfallen wird.

2.1 Motivation und Einfiihrung: das Lebesgue-Maf3 auf R?

In diesem Abschnitt werden wir das Problem des Messens von Teilmengen am Beispiel des
R? genauer betrachten. Die folgenden Uberlegungen kénnen leicht auf den R? verallgemeinert
werden; sie werden uns in der allgemeinen Theorie als Leitfaden dienen. In diesem Abschnitt
lassen wir uns von Abschnitt 2 des Skriptes [GO5] inspirieren.

Es sei P(R?) die Potenzmenge von R2. Das Ziel ist, auf einer moglichst groBen Teilmenge
F von P(R?) eine Abbildung \: F — [0,00] zu definieren, so dass fiir jedes A € F die Zahl
A(A) in moglichst natiirlichem Sinne das Mafl von A genannt werden kann. (Eine solche Menge
F nennt man meist ein Mengensystem.) Insbesondere sollte fiir Rechtecke A die Zahl A(A) auch
immer der elementargeometrische Inhalt sein, d. h., wir fordern, dass

M[a,b] x [e,d]) = (b—a)(d —¢), a<b,c<d. (2.1.1)
Damit kénnen wir also A schon einmal auf dem Mengensystem R aller Mengen der Form
@8] x o), (a,0) x[edl, (@b x (d),  [ab)x(cd uw.  (212)

33
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sinnvoll definieren, wobei ¢ < b und ¢ < d sind. Man beachte, dass R alle offenen, abgeschlossenen
oder halboffenen beschrinkten achsenparallelen Rechtecke enthilt, insbesondere auch die leere
Menge, Punkte und achsenparallele Strecken. Im Folgenden nennen wir jede Menge aus R kurz
ein Rechteck. Fiir jede Menge R € R kann man durch ein offensichtliche Erweiterung von
(2.1.1) den Wert von A(R) definieren: Jedes Rechteck mit Seiten von a bis b und von ¢ bis d
hat das MaB (b — a)(d — ¢), egal ob es offen, abgeschlossen oder halboffen ist. Insbesondere
haben wir A(f) = 0. Man sieht auch leicht, dass X\ additiv ist: Falls sich ein Rechteck R € R
als eine paarweise disjunkte Vereinigung von Rechtecken Ry,..., R, € R darstellen lédsst (also
RiNR; =0 fir i # j und R=J ;| R;), dann gilt A(R) = >_7" | A(R;).

Nun wollen wir die Abbildung A fortsetzen auf die Menge & aller elementaren Mengen,
d.h. die Menge aller endlichen Vereinigungen von paarweise disjunkten Mengen aus R. Dieses
Mengensystem ist nicht mehr so leicht zu iiberblicken, hat aber immer noch ein paar angenehme
Abgeschlossenheitseigenschaften beziiglich der elementaren Operationen:

Lemma 2.1.1. Fiir je zwei Mengen A, B € € liegen auch AUB, ANB, A\ B und AAB" in €.

Beweis. Wenn A = |J | R; und B = U;“:l (Q)j zwei elementare Mengen sind mit paarweise
disjunkten Rechtecken Ri,..., R, € R bzw. paarweise disjunkten Rechtecken Q1,...,Qmn € R,
soist ANB =}, U;nzl(Ri NQ;) eine Vereinigung paarweise disjunkter Rechtecke in R, gehort
also zu £. Ferner sieht man, dass die Differenzmenge eines Rechteckes R, das A umfasst, und A
immer eine elementare Menge ist, denn R\ A = (', (R\ R;), und R\ R; ist leicht als elementar
zu erkennen. Also ist AUB = R\ [(R\ A) N (R\ B)| elementar, wenn R € R sowohl A als auch
B umfasst. Die Beweise, dass A\ B und AAB elementar sind, sind Ubungsaufgaben. O

Insbesondere sehen wir, dass £ genau die Menge aller endlichen Vereinigungen von (nicht
notwendigerweise paarweise disjunkten) Rechtecken in R ist. Nun kénnen wir A auf £ fortsetzen,
indem wir setzen:

n n
AA) = Z A(R;), falls A = U R; mit paarweise disjunkten Rq,..., R, € R.
i=1 i=1

Da die Darstellung von A als Vereinigung paarweise disjunkter Rechtecke nicht eindeutig ist,
muss man noch den Beweis fiihren, dass verschiedene solche Darstellungen auf den selben Wert
von A(A) fiihren (Ubungsaufgabe). Offensichtlich ist das so definierte A wirklich eine Fortset-
zung des oben auf R definierten A. Somit ist A: & — [0,00) wohldefiniert und ordnet jedem
Rechteck seinen elementargeometrischen Inhalt zu. Es stellt sich heraus, dass dieses A nicht nur
die oben erwihnte Additivitdt geerbt hat, sondern sogar eine weitaus stirkere Eigenschaft hat,
die sogenannte o-Additivitit:

Lemma 2.1.2. Sei (Ay)nen eine Folge elementarer Mengen, so dass auch die abzdihlbare Ver-
einigung A = U, ey An in € liegt. Dann gilt
A(A) <) A(An). (2.1.3)
neN
Falls die Mengen A, zusditzlich noch paarweise disjunkt sind, gilt sogar

A(A) =) A(An). (2.1.4)

neN

'Die symmetrische Differenz von A und B ist definiert als die Menge AAB = (AUB)\(ANB) = (A\B)U(B\A).
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Die Eigenschaft in (2.1.4) heifit o-Additivitdt und wird auch manchmal abzdihibare Addi-
tivitat genannt. Man beachte, dass fast alle der Mengen A, auch als die leere Menge gewéihlt
werden konnen, so dass (2.1.4) insbesondere auch die (einfache) Additivitét von A auf £ beinhal-
tet. Die Eigenschaft in (2.1.3) wird die abzdhlbare Subadditivitit oder o-Subadditivitit genannt.

Beweis von Lemma 2.1.2. Wir zeigen zunéchst die (einfache) Additivitdt. Wenn Ay, ..., Ay
paarweise disjunkte elementare Mengen mit Darstellungen A; = U?;l R; ; sind (wobei die Recht-
ecke R; 1,..., R;,, paarweise disjunkt seien), so ist A = U@]\L L Ai = Uf\; 1 U;“Zl R; ; eine Vereini-
gung von paarweise disjunkten Rechtecken. Die oben erwihnte Additivitdt von A auf R ergibt,

dass
N

N n; N ng
AA) = 30> MR = SA(U Rig) = Do A4,
j=1

i=1 j=1 i=1 i=1
also ist A auch auf £ additiv.

An dieser Stelle sollte man sich als Ubungsaufgabe davon iiberzeugen, dass A\: £ — [0, c0)
auch subadditiv und monoton ist: Fiir jedes n € N und alle (nicht notwendigerweise paarweise
disjunkten) elementaren Mengen Ay, ..., A, gilt AU 4i) < > i1 A(A;), und fiir alle elemen-
taren Mengen A C B gilt A(A) < A\(B).

Nun zeigen wir die abzdhlbare Additivitéit. Zunéchst zeigen wir ‘>’ in (2.1.4). Sei (A, )nen
eine Folge paarweise disjunkter elementarer Mengen. Da auch ihre Vereinigung A als elementar
vorausgesetzt wurde, ist nach Lemma 2.1.1 fiir jedes N € N auch By = A\ (J)_, A,,) elementar.
Die (einfache) Additivitét ergibt, dass

AMA) = ABy)+ > M4,

n=1 n=1

v
(]
>
£

Der Grenziibergang N — oo lisst folgen, dass in (2.1.4) ‘> gilt.

Der Beweis von ‘<’ in (2.1.4) ist schwieriger und benutzt ein Kompaktheitsargument. Aus
dem Folgenden folgt auch die o-Subadditivitit von A, also (2.1.3). Sei (A4, )nen eine Folge elemen-
tarer Mengen, und sei € > 0. Zunéchst zeigen wir, dass eine kompakte Menge K C A existiert
mit A(K) > A(A) — 5. Um dies zu zeigen, wéhlen wir paarweise disjunkte Rechtecke Ry, ..., R,
mit A = (J;_; R; und fiir jedes i ein kompaktes Rechteck Q; C R; mit A(Q;) > A(R;) — 55. Dann
erfiillt K =J;" ; Q; die Bedingung.

Auf #hnliche Weise zeigt man, dass zu jeder elementaren Menge B und jedem § > 0 eine
offene elementare Menge G existiert mit B C G und A\(G) < A(B) + 4. Dies wenden wir an
auf die Mengen A,: Fiir jedes n € N gibt es also eine offene Menge G,, mit A, C G, und
MGR) € AMAy) + 27 Die oben gewihlte kompakte Menge K wird von der Vereinigung der
Gy, tiberdeckt, denn K liegt in A, und A wird von den A,, also auch von den G, iiberdeckt.
Nach dem Satz von Heine-Borel gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt ein N € N
und (paarweise verschiedene) rq,...,ry € N, so dass K C UnN:1 G, . Also sehen wir mit Hilfe
der oben erwdhnten Monotonie und Subadditivitét, dass gilt:

N
A(4) < A(K) + % <D MG+ g <> MG + % <N (AM(A) 427 ¢
neN neN

<.
Il
—_
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Da ¢ > 0 beliebig war, haben wir ‘<’ in (2.1.4) sowie (2.1.3) gezeigt. O

Nun wollen wir \ sogar auf die Potenzmenge von R? fortsetzen. Um unendliche MaBzahlen
zu vermeiden, beschriinken wir uns zuniichst auf E = [0,1]2. Mit R und £ bezeichen wir die
Mengen aus R bzw. £, die Teilmengen von FE sind, und mit A g bezeichnen wir die Einschrankung
von A auf €g. Dann definieren wir das duffere Mafl der Menge A C E als die Zahl

N (A) = inf{ S Ap(Ry): Ry € Ry fiir jedes n € N,A C | Rn}. (2.1.5)
neN neN
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass in dieser Definition an Stelle von Rechtecken R,
auch elementare Mengen R,, eingesetzt werden konnen.

Wir werden spiéiter sehen, dass dieser Erweiterungsschritt ein wenig zu grof3 ist: Die Abbil-
dung \3,: P(E) — [0, 1] hat nicht die ersehnte o-Additivitdtseigenschaft, die wir gerne von einem
MaB haben wollen. Daher werden wir A}, auf eine geeignete Teilmenge von P(E) einschrénken,
die Menge der Lebesgue-messbaren Teilmengen von E, die allerdings immer noch viel grofler ist
als €. Zunichst zeigen wir, dass A}, wirklich eine Fortsetzung von Ag: &g — [0, 1] ist:

Lemma 2.1.3. Fir jedes A € g gilt A\;;(A) = Ag(A).

Beweis. Sei A € £g. Da in der Infimumsbildung in (2.1.5) auch die Vereinigung endlich vieler
Rechtecke eingeschlossen ist (man nehme R,, = () fiir fast alle n), ist klar, dass \};(A4) < Ag(A4)
gilt. Falls (Ry)nen eine Folge von Rechtecken ist mit A C J,,cy Rn, so gilt auf Grund der Mo-
notonie und o-Subadditivitiat von Ag auf &g (siche Lemma 2.1.2), dass Ag(A) < Y- oy Ae(Ry)
gilt. Also folgt auch, dass A\},(4) > Ap(A) gilt. O

Nun zeigen wir die o-Subadditivitdt des dufleren Mafles.

Lemma 2.1.4 (o-Subadditivitit von A}). Sei (A,)nen eine Folge in P(E) und A € P(E)

mit A C Upen An- Dann gilt X5 (A) <30 cn Ap(An).

Insbesondere ist A}, monoton (auch isoton genannt), d.h. fiir alle A, B € P(E) mit A C B
gilt A%.(A) < Ag(B). Dies sicht man durch eine Anwendung auf A; = B und A,, = 0 fiir n > 2.

Beweis von Lemma 2.1.4. Sei ¢ > 0. Zu jedem n € N gibt es per Definition eine hochstens
abzéhlbare Familie (R, j)ren von Rechtecken mit A,, C |J, Ry und >, Ap(Rn k) < Ap(4y) +
€27". Dann liegt A in der abzéhlbaren Vereinigung der Rechtecke R,, ., und wir haben

* € *
Xp(A) < 3 Ae(Rap) = 3 (Do An(Run)) < D (Mp(dn) + 57 ) S+ D Xi(A).
n,k neN k neN neN
Da die linke Seite nicht von € abhéngt, ist die Aussage bewiesen. O
Nun kommen wir endlich zum vorldufigen Hauptobjekt dieses Abschnittes: Wir nennen jede

Menge, die mit Mengen aus £g beliebig genau im Sinne des dufleren Mafles approximiert werden
kann, messbar, und die Einschrinkung von A}, auf diese Mengen das Lebesgue-Maf} auf E.

Definition 2.1.5 (Lebesgue-messbar, Lebesgue-Maf). (i) Eine Menge A € P(E) heifit
Lebesgue-messbar, falls zu jedem ¢ > 0 ein B € g ezistiert mit \j;(AAB) < e. Sei Fg
die Menge der Lebesgue-messbaren Teilmengen von E.

(11) Die Einschrinkung Ag von Xy, auf Fg heifit das Lebesgue-Mafl auf E.
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Man sieht leicht, dass jede elementare Menge Lebesgue-messbar ist, d.h. £ C Fg. Au-
Berdem folgt aus Lemma 2.1.3 auch leicht, dass das Ag aus Definition 2.1.5(ii) eine Fortset-
zung von Ag ist. Die fundamentalen Eigenschaften des Mengensystems Fg und der Abbildung
Ag: Fg — |[0,1] werden nun zusammengefasst:

Satz 2.1.6. (i) Das Mengensystem Fg ist abgeschlossen gegen Bildung von Differenzen, sym-
metrischer Differenz und abzdhlbarer Vereinigungs- und Durchschnittbildung.

(ii) Die Abbildung A\g: Fr — [0, 1] ist o-additiv.

Aussage (i) sagt, dass fiir A, B, Ay, A, A3, --- € Fg auch wieder A\ B, AAB, |J,,cy An und
Mhen An in Fg liegen. Aussage (ii) sagt, dass fiir jede Familie paarweiser disjunkter Mengen

Ay, Ay, Az, - € Fg ogilt: Ap(Upeny An) = Donen AE(Ay). In der spiter benutzten Sprechweise

heifit dies, dass F eine o-Algebra ist und Ag ein Mafl darauf. Der Beweis von Satz 2.1.6 wird
tiber die folgenden Lemmata verteilt.

Lemma 2.1.7 (Abgeschlossenheit von Fg gegen endliche Operationen). Seien n € N
und A, B, A1, Ao, ..., A, in Fg. Dann liegen auch folgende Mengen in Fg:

(i) E\ A, (i) | A, (iii) () As, (iv) A\B,  (v) AAB.
=1 =1

Beweis. (i) folgt aus (E'\ A)A(E \ B) = AAB und der Definition der Lebesgue-Messbarkeit.

Aussage (ii) fiir n = 2 (den Fall eines allgemeinen n beweist man dann durch Induktion) folgt
aus (A1 U A2)A(B1 U By) C (A1ABy) U (A2ABs) mit Hilfe der Monotonie und Subadditivitét
von \g.

Wegen (), A; = E\ U, (E\ 4;) folgt (iii) aus (i) und (ii).

(iv) ist klar wegen A\ B = AN (E \ B) und (i) und (iii).

(v) folgt wegen AAB = (A\ B)U (B \ A) aus (ii) und (iv). O

Lemma 2.1.8 (Endliche Additivitdt von Ag). Seienn € N und Ay,..., A, € Fg paarweise
disjunkt, dann gilt \p(U;—, Ai) = >y Ae(4i).

Beweis. Wir diirfen uns auf n = 2 beschrinken. Wegen der Subadditivitdt von Agp muss nur
noch gezeigt werden, dass Agp(A; U Az) > Ag(A1) + Ap(A2) gilt. Sei € > 0, dann kénnen wir
elementare Mengen By, By wihlen mit A},(A4;AB;) < ¢ fiir i € {1,2}. Wir zeigen zunéchst, dass
fiir beliebige A, B € Fp gilt:

NB(A) = Xi(B)| < Xp(AAB), (2.1.6)

Um dies zu sehen, benutzen wir die Subadditivitét von A}, und die Beziehung A C (AAB)U B,
um A\ (A) < AR (AAB) 4+ Xj(B) zu erhalten. Daraus folgt die behauptete Ungleichung ohne
Betragstriche, und aus einer Vertauschung der Rollen von A und B folgt die Ungleichung selber.

Also haben wir [Ag(4;) — Ag(B;)| < ¢ fiir ¢ € {1, 2}.

Die elementaren Mengen B; und Bj sind i. Allg. nicht disjunkt, aber wir kénnen abschéitzen:

)\E(Bl N Bz) < )\E((AlﬁBl) U (AQABQ)) < A*E(AlABl) + )\*Ev(AQABQ) < 2e¢,
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wobei die erste Ungleichung aus der Inklusion B; N By C (A1AB;) U (A3/AB,) folgt, die man
als eine kleine Ubungsaufgabe beweist (hier geht die Disjunktheit von A; und A, ein). Die
Menge B = By U By ist ebenfalls elementar, und AAB liegt in (A1 ABy) U (A2/AB3), wobei wir
A = A; U Aj setzten. Die Subadditivitdt ergibt, dass A;,(AAB) < 2¢e gilt. Also folgt aus (2.1.6),
dass auch |A},(A) — A} (B)| < 2¢ ist. Nun kénnen wir zusammensetzen und erhalten, indem wir
auch die Additivitdt von Ag auf £ benutzten (siche Lemma 2.1.2),
)\E(A) > AE(B) —2e = )\E(Bl) + )\E(BQ) — )\E(Bl N Bg) —2e > AE(Bl) + )\E(BQ) —4e
> )\E(Al) + )\E(AQ) — Ge.

Da die linke Seite nicht von € abhéngt, ist der Beweis beendet. O

Lemma 2.1.9 (Abgeschlossenheit von Fg gegen abzihlbare Operationen). Seien die
Mengen Ay, Az, --- € Fg, dann liegen auch ey An und (), ey An in Fg.

Beweis. Wir brauchen nur die Vereinigung zu betrachten, denn (,,cn An = (U,en 45)¢, und
FE ist abgeschlossen gegen Komplementbildung nach Lemma 2.1.7.

Zunichst sehen wir, dass wir die Menge A = (J, oy An auch als disjunkte Vereinigung
Unen Ay, schreiben kénnen mit A7 = Ay und A, = A, \ U A; fir n > 2. Sei ¢ > 0. Da
die endliche Vereinigung J;* ; A} nach Lemma 2.1.7(ii) in Fg liegt, gibt es eine Menge B,, in &g
mit N (U7, A7) ABy,) < 5. AuBerdem ist

AAB, C (( Lnj A;>A3n) U G AL
=1

i=n+1
Auf Grund der o-Subadditivitdt des aufleren MaBes erhalten wir daraus
* * " ! = * ! 8 = * !
Np(ADB,) < N ( EJlAi)ABn> + E%AE(A,‘) <+ ';1 Nip(AD).

Der letzte Term verschwindet fiir n — oo, denn die gesamte Reihe konvergiert: Fiir jedes N € N
haben wir auf Grund der Additivitit von g

N N N
D AR(AD) =) Ap(4) = )\E< U AQ) <1,
i=1 i=1 i=1

also auch ), A;;(A5) < oo. Also kann man n so grofi wihlen, dass die elementare Menge B,,
erfiillt: A\j,(AAB,,) < e. Daher ist A Lebesgue-messbar, und der Beweis ist beendet. g

Mit dem folgenden Lemma wird der Beweis von Satz 2.1.6 beendet:

Lemma 2.1.10. Die Mengenfunktion \g: Fg — [0,1] ist o-additiv.

Beweis. Sei (A,,)nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen in Fg, und wir setzen A =
Unen An- Nach Lemma 2.1.9 ist A auch Lebesgue-messbar. Wir miissen zeigen, dass Ag(A) =
Y nen AE(Ay) gilt. Wegen der o-Subadditivitét (siehe Lemma 2.1.4) gilt schon ‘<’, so dass wir
nur noch ‘>’ zeigen miissen. Mit Hilfe der endlichen Additivitdt (siehe Lemma 2.1.8) und Mo-
notonie von A\g sehen wir, dass fiir jedes N € N gilt:

N N
3 Ap(An) = AE( U An> < Ap(A).
n=1 n=1
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Der Grenziibergang N — oo lisst die Behauptung folgen. O

Also haben wir nun auf dem Einheitsquadrat £ = [0, 1]? ein Mengensystem Fg definiert, das
gegen alle abzéhlbaren elementaren Operationen abgeschlossen ist, und auf Fgr eine Abbildung
Mg, die kompatibel mit diesen Mengenoperationen ist und die wir deswegen ein Maf} auf F
nennen diirfen.

Es bleibt noch, dieses Maf8 auf den ganzen R? zu erweitern. Dies machen wir auf die folgende
Weise. Fiir 7, j € Z setzen wir

Ej=[i+1]x[j,j+1 und  E);=[i,i+1)x[jj+]1),

dann ist R? gleich der Vereinigung der E; ; und auch gleich der Vereinigung der EY j» wobei wir
bemerken, dass letztere disjunkt ist. Mit J; ; bezeichnen wir die Menge der Lebesgue-messbaren
Teilmengen von E; ;, wobei man sich leicht davon iiberzeugen kann, dass alles Bisherige auch fiir
diese Mengen an Stelle von E durchgefiihrt werden kann. Insbesondere haben wir auf F; ; ein
Lebesgue-Mafl \; ;. Wir definieren nun eine Menge A C R? als Lebesgue-messbar, wenn fiir alle
i,j € Z die Menge AN E; ; in F; ; liegt. Sei F die Menge der Lebesgue-messbaren Teilmengen

des R2. Auf F definieren wir nun das zweidimensionale Lebesque-Mafi \: F — [0, 00] durch

A) = Z )\Z'J(AOEZ‘J).

1,JEZL

Bemerkung 2.1.11 (Vollstiindigkeit des Lebesgue-Mafles auf F). Als eine Ubungsauf-
gabe zeigt man, dass jede Teilmenge einer Menge A € F mit A\(A) = 0 ebenfalls wieder in F
liegt. Wir werden in Bemerkung 2.2.11 diese Eigenschaft die Vollstédndigkeit des Mengensystems
F nennen. Mit Hilfe dieser Eigenschaft zeigt man als Ubungsaufgabe, dass eine Menge A C R?
genau dann Lebesgue-messbar ist, wenn fiir alle i,j € Z die Menge A N E?,j in F;; liegt, und

dass auch gilt:
=Y Aij(ANEY;)

1,JEL
O

Es lésst sich auch leicht zeigen, dass das Mengensystem F und die Mengenfunktion A\: F —
[0, 00] ebenfalls die Kompatibilitéitseigenschaften von Fr und Ag besitzen:

Satz 2.1.12. (i) Das Mengensystem F ist abgeschlossen gegen Bildung von Differenzen, sym-
metrischer Differenz und abzdhlbarer Vereinigungs- und Durchschnittbildung.

(ii) Die Abbildung A: F — [0, 00| ist o-additiv.

In der Sprechweise der allgemeinen Mafitheorie (siehe Abschnitt 2.2) heifit dies, dass F eine
o-Algebra ist und A ein Maf} darauf.

Wir bemerken noch, dass das System F sehr unhandlich und riesengrof ist, aber dass es nicht
P(R?) umfasst, d.h., dass es Mengen gibt, die nicht Lebesgue-messbar sind. In Beispiel 2.2.14
wird mit Hilfe des Auswahlaxioms eine solche Menge konstruiert. Als Faustregel kann man sagen,
dass alle Mengen, die mehr oder weniger explizit konstruiert werden kénnen durch abzéhlbare
Operationen, in F liegen. Zur Konstruktion nicht Lebesgue-messbarer Mengen ist bisher immer
das Auswahlaxiom benutzt worden.
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2.2 o-Algebren und Mafle

Nach der Motivation an Hand des zweidimensionalen Lebesgue-Mafles wollen wir die Grund-
begriffe der allgemeinen Mafitheorie einfiihren. Es sei € eine nichtleere, eventuell sehr grofle
Menge. Wir mo6chten auf €2 ein Maf einfiihren, um die Teilmengen von €2 zu messen. In anderen
Worten, wir méchten eine Abbildung p auf der Menge der Teilmengen von 2 mit Werten in
[0, 0] festlegen, so dass u(A) in einem verniinftigen Sinn das Maf} einer Menge A angibt. Zu
den Grundanforderungen an p gehort sicher die Forderung, dass fiir jede Folge von paarweise
disjunkten Teilmengen Ay, As,... gelten soll: pu(lU,cn An) = D onen #(Arn). Diese Eigenschaft
nennt man die o-Additivitdt; sie ist eine der Grundpfeiler der Mafitheorie.

Allerdings definiert man ein Maf} fast nie auf der gesamten Menge aller Teilmengen von
Q) (der sogenannten Potenzmenge P(€2) von ), sondern auf Teilmengensystemen, die kom-
patibel sind mit der o-Additivitit und auch noch mit dem Ubergang zu Komplementen. Die
betrachteten Systeme miissen abgeschlossen sein gegeniiber allen elementaren abzdhlbaren Men-
genoperationen:

Definition 2.2.1 (o-Algebra). FEin Mengensystem F auf Q (also eine Teilmenge F wvon
P(Q2)) heifit eine o-Algebra, falls gelten:
(i) Qe F,

(ii) falls A € F, so gilt auch A° € F,

(i1i) falls Ay, As, As, -+ € F, so gilt auch |, .y An € F.

neN

Die Elemente von F heiffen messbare Mengen und das Paar (2, F) ein messbarer Raum.

Also sind o-Algebren geeignete Definitionsbereiche fiir Mafle, siche Definition 2.2.7 weiter
unten. Die folgenden Bemerkungen sind offensichtlich oder Ubungsaufgaben.

Bemerkung 2.2.2. (a) Die Potenzmenge und {0,Q} sind zwei o-Algebren, und zwar die
beiden trivialen. Alle anderen o-Algebren liegen zwischen diesen beiden.

(b) Jede o-Algebra F ist nicht nur gegen Komplementbildung und abzéhlbare Vereinigung
abgeschlossen, sondern auch gegen abzihlbare Schnittbildung, d.h. auch [,y Ax liegt in
F, wenn Ay, Ay, Az,--- € F, denn (e An = (Upen 45)°-

(c) Beliebige Schnitte von o-Algebren sind ebenfalls o-Algebren, aber im Allgemeinen sind
Vereinigungen von o-Algebren selber keine.

(d) Fiir jede Menge Q ist das System der Mengen A C €, so dass A oder A¢ abzihlbar ist,
eine o-Algebra.

(e) Wenn Q und Q' zwei Mengen sind und f: Q — Q' eine Abbildung, dann ist fiir jede o-
Algebra F’ auf €' das System aller Urbilder f~}(4') = {w € Q: f(w) € A’} mit A’ € F'
eine o-Algebra auf 2. Im Allgemeinen ist aber fiir eine o-Algebra F auf ) das System der
Bilder f(A) mit A € F keine o-Algebra.

<
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Im Allgemeinen gibt es sehr viele o-Algebren auf €2, und viele o-Algebren sind nicht nur
selber gigantisch grof}, sondern auch kaum explizit zu beschreiben. Daher ist es oft niitzlich,
Erzeugendensysteme gut zu kennen:

Lemma 2.2.3 (erzeugte o-Algebra). Zu jedem Mengensystem C auf Q gibt es genau eine
kleinste o-Algebra o(C), die C enthilt, d. h. eine o-Algebra, die C enthilt und die in jeder o-
Algebra enthalten ist, die C enthdlt. Wir nennen o(C) die von C erzeugte o-Algebra.

Beweis. Wir kénnen o (C) angeben als?
o(C) = ﬂ{A: A ist eine o-Algebra mit C C A}.

Diese Definition ist sinnvoll (also ein nichtleerer Schnitt), denn mindestens P(f2) ist in dem
Mengensystem enthalten, tiber das der Schnitt gebildet wird. Man verifiziert leicht, dass dieses
Mengensystem die beiden Eigenschaften besitzt. O

Es ist klar, dass immer C C o(C) gilt und dass Gleichheit genau dann gilt, wenn C eine
o-Algebra ist. Ferner gilt (C1) C 0(Ca), falls C; C Ca.

Bemerkung 2.2.4. Wenn fiir jedes i aus einer beliebigen Indexmenge I das System F; eine
o-Algebra ist, so ist ja (wie schon in Bemerkung 2.2.2(c) erwéhnt) die Vereinigung |J;c; F; im
Allgemeinen keine o-Algebra. Die kleinste o-Algebra, die diese Vereinigung enthélt, wird mit

\V Fi=o(UR)
iel iel
bezeichnet. Im Fall I = {1,...,n} schreibt man auch F; V ---V F,. &

Die wichtigste o-Algebra auf R bzw. R ist die folgende.

Beispiel 2.2.5 (Borel-o-Algebra). (a) Auf R betrachten wir die von den offenen Mengen
erzeugte o-Algebra, also B = o(O), wobei O die Menge aller offenen Teilmengen von R
ist. Die o-Algebra B heifit die Borel-o-Algebra auf R. Es gilt auch

B=oc({(a,b): —c0o<a<b< oo}
o({(~00,1]: t €R})

o({(—o0,t]: t € Q}),

d.h. B wird auch von dem System der offenen Intervalle, dem der links unbeschréankten
und rechts beschrénkten, abgeschlossenen Intervalle (mit rationalem Randpunkt) erzeugt
(Ubungsaufgaben). Es gibt kein direktes Kriterium, an Hand dessen man von einer gege-
benen Teilmenge von R erkennen kann, ob sie zu B gehort oder nicht.?

(b) Auf dem R? betrachten wir die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra By, die die

Borel-o-Algebra auf RY genannt wird. Auch By wird von einer Reihe anderer Mengensyste-

me erzeugt, wie etwa vom System der offenen Kuben H?:l(a”ﬁ b;) mit —oo < a; < b; < 00

fir ¢« = 1,...,d, dem der abgeschlossenen Mengen oder auch von dem der kompakten
Mengen (Ubungsaufgabe).

O

*Wir schreiben ({A;: i € I} an Stelle von (,.,; Ai = {M C Q: M € A;Vi € I}.
3Dies ist etwa bei dem Begriff der Offenheit einer Menge anders: Falls zu jedem Punkt der Menge noch eine
ganze Umgebung dazu gehort, hat die Menge diese Eigenschaft.
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Es sei bemerkt, dass die Borel-o-Algebra echt kleiner ist als die in Definition 2.1.5 eingefiihrte
o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen. Genauer gesagt, ist die letztere die Vervollstéandi-
gung der ersteren, siehe Definition 2.2.11 und Bemerkung 2.2.13. (Der Beweis dieser Aussage ist
eine Ubungsaufgabe.)

Bemerkung 2.2.6 (Spur-o-Algebra). Wenn F eine o-Algebra iiber € ist und Q C Q eine
beliebige Teilmenge von €2, so sieht man leicht, dass

F={ANQ: Aec F}
eine o-Algebra iiber Q ist. Wir nennen F die Spur-o-Algebra_von F iiber Q. Falls Q selber
messbar ist, so besteht F aus allen messbaren Teilmengen von ). Beispielsweise werden wir die

Spur-o-Algebra der Borel-o-Algebra auf einer Teilmenge I von R? mit B bezeichnen. <&

Der zweite zentrale Begriff der Mafitheorie ist das Maf:

Definition 2.2.7 (Maf3, Maflraum, Wahrscheinlichkeitsraum). Es sei (2, F) ein messba-
rer Raum. Es sei p: F — [0,00] eine Abbildung.
(a) w heifst ein MaB, falls gelten:
(1) n(0) =0,
(ii) p ist o-additiv, d. h. fir alle Folgen (Ap)nen von paarweise disjunkten Mengen A, €
F qilt M(UneN An) = ZneN M(An)

In diesem Fall heifit das Tripel (Q, F, 1) ein Mafiraum.

(b) w heif$t o-endlich, falls eine aufsteigende Folge (2, )nen von messbaren Teilmengen von €2

existiert mit Q = |J, ey Qn und p(Qy,) < oo fiir jedes n € N.

(c) p heifit endlich, falls pu(Q) < oco.

(d) w heifit ein Wahrscheinlichkeitsmaf, falls p ein Majf$ ist mit 1(2) = 1. In diesem Fall heifit
das Tripel (Q,F,p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und wir schreiben meist P statt p.

Man nennt p(2) die Masse des MaBes p. Die Bedingung u(()) = 0 soll ausschliefen, dass
die konstante Abbildung F — {oo} ein Maf ist. Man sieht leicht, dass positive Vielfache eines
Mafles wieder Mafle sind. Also kann man ein beliebiges endliches Mafl p # 0 leicht zu einem
WahrscheinlichkeitsmaB P = /() normieren. AuBerdem zeigt man als eine Ubungsaufgabe,
dass abzéhlbare Summen von MaBlen ebenfalls Mafle sind.

Wir erwdhnen schon einmal das natiirlichste Mafl auf der Borel-o-Algebra:

Beispiel 2.2.8 (Lebesgue-Borel-Maf}). Auf dem messbaren Raum (R%, B,) (siche Beispiel
2.2.5) wollen wir ein Mafl Ay betrachten, das jedem Kubus @ = ngl[ai,bi] seinen elemen-
targeometrischen Inhalt A\g(Q) = H‘ij:l(bi — a;) zuordnet. Ein solches Mafl nennen wir das
Lebesgue-Borel-Maf auf (R?, By). Allerdings miissen wir die Frage nach der Existenz und Ein-
deutigkeit noch ein wenig zuriick stellen, siehe Korollar 2.4.3 und Beispiel 3.8.7. (Es wird sich
spater herausstellen, dass das in Abschnitt 2.1 konstruierte Lebesgue-Maf3 die Vervollstindigung

des Lebesgue-Borel-Mafles ist, siche Bemerkung 2.2.13.) &
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Die Existenz und Eindeutigkeit von Maflen mit gewissen gewiinschten Eigenschaften be-

handeln wir in Abschnitt 2.3. Wir sammeln zunéchst ein paar fundamentale Eigenschaften von
Maflen:

Lemma 2.2.9 (Eigenschaften von Maflen). FEs sei pu ein Maf$ auf einer o-Algebra F. Dann
hat v die folgenden FEigenschaften.

(a) p ist stetig von unten und von oben, d. h.
(i) fiir jede Folge (Ap)nen in F mit A, T A* fiir ein A € F gilt lim,, oo u(Ay) = p(A),

(11) fir jede Folge (Ap)nen in F mit pu(Ay) < oo fir einn € N und Ay, | A firein Ae F
gilt limy, oo pu(Ap) = p(A).

(b) w ist o-subadditiv, d. h. fiir jede Folge (Ay)nen in F gilt (U, e An) < 2 nen #(An)-

(¢) p ist monoton oder isoton, d. h. fiir je zwei Mengen A, B € F mit A C B gilt u(A) < u(B).

Beweis. (a) Wir behandeln nur den Fall A, T A. Mit Ag = () definieren wir B,, = A, \ A,_1,
dann sind die Mengen By, Bs, Bs, ... paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung ist A. Also gilt

w(A) = (U Ba) = 3 u(By) = lim fjuwn) = lim g
n=1

N—oo N—o0
neN neN

1C=

Bn) = lim pu(An).

N—oo

(b) und (c) Ubungsaufgabe. O

Es ist eine der Stidrken der Mafitheorie, dass auch die Theorie der Reihen als ein Spezialfall
in dem allgemeinen Konzepts von Definition 2.2.7 eingeschlossen ist:

Beispiel 2.2.10 (diskrete Mafle, Dirac-Maf}). Es sei Q beliebig und Q C Q eine hichstens
abzihlbare Teilmenge. Mit einer Abbildung p: 2 — (0, cc] definieren wir

wA) = > plw), AcQ
WwEANQ

Dann ist ¢ ein Mafl auf der Potenzmenge von €2, das auf der diskreten Teilmenge Q konzentriert?
ist. Bs gilt dann p({w}) = p(w) > 0 fiir alle w € Q, und man nennt w ein Atom von p. Das
Ma8 p (oder auch seine Einschrinkung auf die Potenzmenge von ﬁ) heilt ein diskretes Mafs.
Falls p(w) < oo fiir alle w € €, so ist u o-endlich. Falls Ywea P(w) =1, so ist p ein diskretes

Wahrscheinlichkeitsmaf. Falls p(w) = 1 fiir jedes w € €, nennen wir p das Zdhimaf auf Q; dann
zéhlt pu(A) = #(AN Q) die Anzahl der Punkte aus 2 in A.

Falls einelementig ist, also Q= {wo} fiir ein wg € Q, so heifit p das Dirac-Maf in w, und
wir schreiben 1 = §,,. Es gilt also

1, fallswy € A,

2.2.1
0 sonst. ( )

O (A) = {

4Wir schreiben A, 1 A, falls A, C A1 fiir jedes n € Nund A = Unen An, und wir schreiben A, | A, falls
Apy1 C A, fiir jedes n € Nund A = ﬂneN An.
SWir sagen, ein MaB ist konzentriert auf einer messbaren Menge Q C €, falls u(Q \ Q) = 0 gilt.
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Ein beliebiges diskretes Mafl ;1 wie oben kann man dann auch als eine Linearkombination von
Dirac-Mafien auffassen, denn es gilt = 3 & p(w)d,. Wenn man z. B. Q = Q = N wiihlt, so
kann man fiir nichtnegative Koeffizienten a,, die (eventuell unendliche) Summe } _y a, als die
Masse p(N) auffassen, wenn pp = "y andn.

Jede aus der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie bekannte Verteilung lésst sich auffassen
als ein diskretes Maf} auf (R, P(R)). Die wichtigsten Beispiele sind die folgenden:

geometrische Verteilung Z p(1 —p)"0np, Parameter p € (0,1),
n€Ng
n
Poisson-Verteilung Z a—e_o‘én, Parameter a > 0,
n!
nENg
" /n
Binomial-Verteilung Z <k>pk(1 —p)" %5, Parameter n € N,p € (0,1).
k=0

Ein oft benutzter Begriff im Zusammenhang mit Maflen ist der folgende.

Definition 2.2.11 (Nullmengen, Vollstindigkeit). Es sei (Q,F,u) ein Mafraum. Eine
Menge A C Q (auch wenn sie nicht in F liegt) heifit eine p-Nullmenge, falls eine messbare
Menge F € F existiert mit u(F) = 0 und A C F. Der Mafraum (Q,F,p) heifit vollstindig,
falls F alle p-Nullmengen enthdlt.

Als eine einfache Ubungsaufgabe zeigt man leicht:
Lemma 2.2.12. Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

Bemerkung 2.2.13 (Vervollstindigung). Jeder Mafiraum (2, F, ) lédsst sich sehr leicht
vervollstandigen. Das Mengensystem

G={ACQ: Esgibt ein B € F, so dass AAB eine p-Nullmenge ist}

kann man leicht als eine o-Algebra erkennen. Ferner lésst sich p leicht auf G erweitern: Fiir A € G
existiert ja ein B € F, so dass AAB eine py-Nullmenge ist. Nun setzt man @(A) = u(B). Als
Ubungsaufgabe verifiziert man leicht, dass 77 wohldefiniert ist (d.h. dass diese Definition nicht
von der Wahl von B abhingt) und dass (2,G, 1) ein vollstdndiger Mafiraum ist. Man nennt ihn
die Vervollstindigung von (2, F, u). Es hat manchmal Vorteile, mit einer Vervollstédndigung zu
arbeiten, aber man darf nicht vergessen, dass die o-Algebra G vom Mafl u abhéngt. <&

Warum konstruieren wir nicht alle Mafle, die uns interessieren, gleich auf der Potenzmenge
von {2, sondern machen uns die Miihe, auf o-Algebren einzuschrénken, die ja ein wenig wider-
spenstig sind? Ein beriihmtes Beispiel von Vitali (1905) gibt eine {iberzeugende Antwort:

Beispiel 2.2.14 (Potenzmenge ist zu grof3). Es gibt kein translationsinvariantes Maf} auf
der Potenzmenge von R, das jedem Intervall gerade seine Léinge zuordnet, d.h. man kann das
Lebesgue-Borel-Mafl aus Beispiel 2.2.8 nicht auf P(R) erweitern. (Der Beweis der Translations-
invarianz des Lebesgue-Borel-MafBes ist eine Ubungsaufgabe.)

Nehmen wir an, dass A: P(R) — [0, 0] ein solches Ma$ sei, und betrachten wir die Aqui-
valenzrelation ~ auf R, die definiert wird durch x ~ y <= = — y € Q. Unter Benutzung des



2.3. KONSTRUKTION VON MASSEN 45

Auswahlaxioms kann man eine Menge A C [0,1] konstruieren, die mit jeder Aquivalenzklasse
genau ein Element gemeinsam hat. Daher ist R gleich der abzéhlbaren disjunkten Vereinigung
R=U qu(q + A), wobei ¢ + A die um ¢ verschobene Menge A ist. Wegen der abzihlbaren
Additivitat ist also

00 =AR) =D Ag+4)=> A,

=0) q€Q

wobei wir die Translationsinvarianz von A benutzt haben. Nun zeigen wir aber, dass A(4) =0
gilt, womit ein Widerspruch hergestellt ist. Dies geht so. Fiir die Menge

c= |J @+4cp?

qeQNIo,1]
gilt
2=X([0,2) =ANC)= > Ag+A)= > XA).
q€QN[0,1] q€QN[0,1]
Daraus folgt A(4) = 0, und der Widerspruch ist komplett. &

2.3 Konstruktion von Maflen

Wie wir schon in Beispiel 2.2.8 gesehen haben, ist es eine wichtige Aufgabe, die Existenz und
Eindeutigkeit von Maflen zu sichern, die auf gewissen Teilsystemen bestimmte Eigenschaften
aufweisen. Das Hauptmittel ist hierbei der Satz von Carathéodory (siehe Satz 2.3.7), der besagt,
dass Mengenfunktionen, die auf geeigneten Teilsystemen gewisse Struktureigenschaften haben,
auf die davon erzeugte o-Algebra erweitert werden kénnen. Betrachten wir zunéchst geeignete
Teilmengensysteme:

Definition 2.3.1 (durchschnittstabil, Dynkin-System). FEs sei C C P()) ein nichtleeres
Mengensystem.

(a) C heifst durchschnittstabil, falls fiir je zwei Mengen A, B € C auch AN B € C gilt.

(b) C heif$t ein Dynkin-System, falls gelten:
(i) QecC,
(i) falls A € C, so gilt auch A° € C,
(iii) falls Ay, Az, Ag,--- € C paarweise disjunkt sind, so gilt auch |J,cn An € C.

Ein Dynkin-System unterscheidet sich also nur darin von einer o-Algebra, dass die Abge-
schlossenheit gegen abzéhlbare Vereinigung nur fiir Folgen paarweise disjunkter Teilmengen ge-
fordert wird. Insbesondere ist jede o-Algebra ein Dynkin-System, aber nicht umgekehrt.® Dieser
kleine Unterschied macht es in vielen Fillen viel einfacher, die Eigenschaft eines Dynkin-Systems
zu verifizieren als die einer o-Algebra. Der Zusammenhang ist allerdings sehr eng:

Lemma 2.3.2. Jedes durchschnittstabile Dynkin-System ist eine o-Algebra.

SFalls Q eine (endliche) gerade Anzahl > 2 von Elementen enthélt, ist das System der Teilmengen mit gerader
Elementanzahl ein Dynkin-System, aber keine o-Algebra.
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Beweis. Es sei C ein durchschnittstabiles Dynkin-System. Seien A1, Ay, As, - -+ € C, dann miissen
wir zeigen, dass auch A = J, .y An in C liegt.

Mit Ay = () betrachten wir die Mengen B, = A, \ (41 U---U A,_1), die ja offensichtlich
paarweise disjunkt sind. Offensichtlich ist die Vereinigung der B,, gleich der Vereinigung der
Aj,. Nun zeigen wir mit einer Vollstindigen Induktion nach n, dass B, und Ay U---U A, zu C
gehoren, was also den Beweis beendet.

Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir n > 2 gilt
B,=A,N (AU UA, )"

Nach Induktionsvoraussetzung ist Ay U --- U A,,_1 in C, also auch sein Komplement, also auch
der Schnitt mit A,,, das heifit B, liegt in C. Ferner ist

AU UA, =(A1U---UA,1)UB,

eine disjunkte Vereinigung von zwei Mengen, die in C liegen, also liegt auch Ay U---U A, in C.
Damit ist die Induktion beendet und damit auch der Beweis des Lemmas. U

Analog zu Lemma 2.2.3 erzeugt jedes Mengensystem C auf {2 auch ein Dynkin-System, das
wir mit d(C) bezeichnen wollen, also

dC) = ﬂ{A C P(2): A ist ein Dynkin-System mit C C A}. (2.3.1)

Ein weiterer wichtiger Zusammenhang ist der folgende.

Satz 2.3.3. Fir jedes durchschnittstabile Mengensystem C ist d(C) = o(C).

Beweis. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, ist klar, dass d(C) C o(C). Wenn wir zeigen,
dass d(C) eine o-Algebra ist, folgt also Gleichheit. Nach Lemma 2.3.2 reicht es zu zeigen, dass
d(C) durchschnittstabil ist. Dazu betrachten wir das Mengensystem

A={ACQ: ANC €d(C) fiir alle C € C}.

Da C durchschnittstabil ist, gilt C C A. Nun zeigen wir, dass A ein Dynkin-System ist, indem
wir die drei definierenden Eigenschaften nachweisen. Die erste ist klar. Fiir jedes A € A ist
fiir jedes C' € C auch die Menge A°NC = (C°U (AN C))° in d(C), wie man leicht sieht, also
liegt auch A° in A. Und wenn Aj, As,--- € A paarweise disjunkt sind, so liegt fiir jedes C' € C
auch die Menge (|,cy An) NC = U,en(4n N C) in d(C), also J, oy An in A. Also ist A ein
Dynkin-System. Insbesondere gilt d(C) C \A.

neN

Nun betrachten wir das System
A={AcCQ: AnA € d(C) fiir alle A’ € d(C)}.

Wegen d(C) C Agilt C C A. Wie bei A zeigt man, dass A ebenfalls ein Dynkin-System ist. Also
folgt auch d(C) C A. Dies ist aber #quivalent dazu, dass d(C) durchschnittstabil ist. O

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, Mengenfunktionen auf gewissen Mengensystemen zu
MafBlen auf o-Algebren zu erweitern. Dazu brauchen wir zunéchst geeignete Mengensysteme, die
einfacher zu behandeln sind als o-Algebren:
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Definition 2.3.4 (Algebra). FEin nichtleeres Mengensystem A C P(S) heifst eine Algebra,
falls fiir alle A,B € A auch A° und AN B und AU B in A liegen.

Einer Algebra fehlt also nur die Abgeschlossenheit gegen abzdhlbare Vereinigungsbildung
zu einer o-Algebra.” Die Bedeutung des Begriffes der Algebra liegt darin, dass Algebren (im
Gegensatz zu o-Algebren) oft sehr explizit angegeben werden kénnen. Zum Beispiel ist das
System aller endlichen Vereinigungen von Intervallen eine Algebra iiber R. Ein zweidimensionales
Analogon ist das Mengensystem £g der elementaren Teilmengen des Einheitsquadrates £ =
[0,1]2, das wir in Abschnitt 2.1 einfiihrten.

Analog zur Algebra gibt es auch eine nur endlich additive Version von Maflen:

Definition 2.3.5 (Inhalt, Pramafl). (a) Ein Inhalt u auf einer Algebra A ist eine Abbil-
dung p: A — [0,00] mit den Figenschaften p(0) =0 und p(AU B) = u(A) + u(B) fiir alle
disjunkten Mengen A, B € A.

(b) Ein o-additiver Inhalt heifit ein Pramaf.

Einem Inhalt fehlt also nur die abzdhlbare Additivitdt zu einem Maf}, vorausgesetzt, dass
sein Definitionsbereich eine o-Algebra ist. Wenn der Definitionsbereich eines Pramafles nicht nur
eine Algebra, sondern sogar eine o-Algebra ist, so ist es schon ein Mafl. Es ist klar, dass jeder
Inhalt p monoton ist (d.h. u(A) < wu(B) fiir alle A, B € A mit A C B), endlich additiv (d.h.
p(Ury Ai) = >0 w(A;) fiir paarweise disjunkte Ay, ..., A, € A) und endlich subadditiv (d.h.
p(Uisy Ai) < D°0 u(4;) fiir beliebige Ay, ..., A, € A). Die Fortsetzung von Ag auf die Algebra
&g der elementaren Teilmengen von E = [0,1]? in Abschnitt 2.1 erwies sich in Lemma 2.1.2 als
ein Pramas.

Die o-Additivitit ist sogar dquivalent zur Stetigkeit in (:

Lemma 2.3.6. Es sei u ein endlicher Inhalt auf einer Algebra A. Dann sind dquivalent:
(i) w ist o-additiv (d. h. ein Primaf),

(ii) p ist stetig in der leeren Menge, d.h. fir alle Folgen von Mengen Ay, Ag,--- € A mit
Ay L0 gilt limy, o0 u(Ay) = 0.

Beweis. (i)=>(ii): Sei 4,, | 0. Wir definieren B,, = A, \ A+1 fiir n € N. Dann sind die Mengen
B,, paarweise disjunkt, und es gilt A, = |J,._,, B, fiiralle n € N. Alsoist u(A4,) = > oo 11(Bp).
Da diese Summe konvergiert, gilt lim,, o u(A4,) = 0.

(ii))=>(i): Es sei (Bp)nen eine Folge von paarweise disjunkten Mengen in A, so dass B =
Unen Bn in A liegt. Fiir n € N betrachte A1 = Up_,, 1 Bm = B\ (B1U---UB,) € A. Dann
sind die Mengen By, ..., By, A,11 paarweise disjunkt und in A. Wegen der endlichen Additivitét
gilt

n

p(B) =Y (Bm) + p(Anta)-

m=1

Wegen Ayt | 0 gilt limg, oo 1(Apy1) = 0. Also folgt p(B) = > 00| pu(Bp,), d. h. p ist o-additiv.
[l

Nun kommen wir endlich zum Hauptergebnis dieses Abschnittes:

"Zum Beispiel ist das System der Teilmengen A von €2, so dass A oder A€ endlich sind, eine Algebra, aber fiir
unendliches 2 keine o-Algebra.
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Satz 2.3.7 (Carathéodory). Es sei y ein o-endliches Priamaf auf einer Algebra A. Dann
gibt es genau ein Maf$ i auf o(A), das p erweitert, d. h. das auf A mit p tbereinstimmdt.

Der Existenzteil dieses Satzes wird am Ende dieses Abschnittes bewiesen werden. Wir iso-
lieren zunéchst die Eindeutigkeit, die direkt aus dem folgenden Resultat folgt, das wir noch oft
benutzen werden.

Satz 2.3.8 (Eindeutigkeitssatz). Es sei F eine o-Algebra auf Q und C ein durchschnitt-
stabiles Erzeugendensystem von F. Falls zwei auf F definierte Mafle u, v auf C mit einander
ibereinstimmen und eine Folge (Qp)nen in C existiert mit 0, T Q und p(Q,) = v(Q,) < 00
fir jedes n € N, so gilt p = v auf F.

Beweis. Zunichst behandeln wir den Spezialfall, wo p(Q2) = v(Q2) < co. Wir betrachten das
Mengensystem

F={AeF:uA)=vA))}

und brauchen nur zu zeigen, dass F C F. Hierzu reicht es zu zeigen, dass F ein Dynkin-System
ist, denn dann gilt nach Satz 2.3.3 schon F = o(C) = d(C) C F, und F enthiilt offensichtlich C.
Dass F ein Dynkin-System ist, rechnet man leicht an Hand der Definition nach: Offensichtlich
ist Q € F, und fiir jedes D € F gilt u(D°) = u(Q) — p(D) = v(Q) — v(D) = v(DC), also liegt
auch D in F. Und fiir jede Folge (D,,)nen von paarweise disjunkten Mengen in F gilt

1(U Dn) =D mDn) = 3 v(pn) = (| Da).

neN neN neN neN

also liegt |J,,cry Dn auch in F. Damit ist der Spezialfall 11(Q) = v(Q) < co bewiesen.

Im allgemeinen Fall betrachten wir fiir n € N die endlichen Mafle p, und v,, die definiert
sind durch p,(A) = (AN Q,) baw. v,(A) = v(ANQ,) fir alle A € F. Auf p,, und v, kénnen
wir die oben bewiesene Aussage anwenden und erhalten, dass p, = v, fiir jedes n € N. Durch
Grenziibergang n — oo erhélt man p(A) = v(A) fiir jedes A € F, also stimmen g und v iiberein.

O

Korollar 2.3.9. Falls zwei endliche MafSe p, v mit u(Q) = v(Q) auf einem durchschnittstabilen
Erzeugendensystem mit einander tberein stimmen, so sind sie schon gleich.

Beispiel 2.3.10. Wir betrachten das Mengensystem C = {{1,2},{2,3}} auf Q = {1,2,3,4},
dann kann man leicht sehen, dass o(C) = P(Q) gilt. Aber C ist nicht durchschnittstabil.
Tatachlich stimmen die beiden Wahrscheinlichkeitsmafle %51 + %53 und %52 + %54 auf C mit
einander iiberein, d. h., die Werte auf C legen das Wahrscheinlichkeitsmaf§ nicht eindeutig fest.

Dass die Bedingung p(€2) = v(£2) nicht weggelassen werden kann, sieht man an dem Beispiel
2 ={1,2} und C = {1} und v = 9; und p = 01 + 2. <&

Nun kommen wir zum Beweis der Existenzaussage in Satz 2.3.7. Wir zerlegen ihn in mehrere
Schritte, die fiir sich genommen ebenfalls interessant sind. Ein Uberblick ist wie folgt: Zu dem
Pramaf p definiert man auf der Potenzmenge von ) ein dufleres Mass p* und den Begriff der
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Messbarkeit beziiglich p*. Die Menge aller p*-messbaren Mengen stellt sich als eine o-Algebra
heraus die o(A) enthélt, und p* als ein Maf§ darauf. Daraus folgt, dass die Einschrénkung von
w* auf o(A) das gesuchte Mafl 1 ist.

Definition 2.3.11 (AuBeres Maf). Eine Mengenfunktion p*: P(Q) — [0, 00] heifit ein dule-
res Ma8B, falls gelten:

(i) w*(0) =0, (ii) p* ist monoton, (111) p* ist o-subadditiv. (2.3.2)

Sehr viele Mengenfunktionen kénnen zu einem #ufleren Maf fortgesetzt werden (siehe auch
das Beispiel des Lebesgue-Mafles in (2.1.5)):

Lemma 2.3.12. Sei C C P(Q) ein beliebiges Mengensystem mit O € C und p: C — [0,00] eine
monotone Mengenfunktion mit u(0) = 0. Definiere p*: P(Q2) — [0, 00] durch

pr(A) = inf { 37 u(An): Ar, Az, o€ A Anl,

neN neN

wobei inf ) = oco. Dann ist p* ein duferes Maf, das p fortsetzt (d.h., p*(A) = p(A) fir jedes
AecC).

Beweis. Wir priifen die drei Eigenschaften aus (2.3.2). (i) ist klar. Sei A C B, und sei (By,)nen
eine Familie in C mit B C |J, ey Bn. Dann ist p*(A) < }°, oy u(By), denn die By, iiberdecken ja
auch A. Der Ubergang zum Infimum iiber alle (B,,),en ldsst folgen, dass u*(A4) < p*(B), also
ist ;4 monoton.

Nun zeigen wir (iii). Sei (Ap)nen eine Familie in P(Q) und A C U,y An. Wir miissen
zeigen, dass p1*(A) < 3, oy #(An). Ohne Einschrénkung kann man annehmen, dass p(A4y) < 00
fiir jedes n € N. Sei ¢ > 0. Wir wéhlen fiir jedes n € N eine Uberdeckung (B, ;)icn von A,
mit Y oy 1(Bni) < p*(An) +€27". Dann ist die Vereinigung der Mengen B, ; mit n,i € N eine

abzihlbare Uberdeckung von A, und wir haben
A Y uBa) €30 (0 (A F 27 = e+ > (An).
i,n€EN neN neN
Da € > 0 beliebig ist, ist das Ziel erreicht. O
Nun definieren wir Messbarkeit beziiglich eines dufleren Mafles.

Definition 2.3.13 (p*-messbare Mengen). Sei u* ein duferes Mafs. Eine Menge A € P(Q)
heif$t p*-messbar, falls

p(ANE)+ u* (A°NE) = p*(E), E e P(Q).
Mit M(p*) bezeichnen wir die Menge aller p*-messbaren Mengen.

Zum Zusammenhang zwischen diesem Messbarkeitsbegriff mit dem Lebesgue’schen aus De-
finition 2.1.5 siche Bemerkung 2.3.16 und Satz 2.3.17.

Bemerkung 2.3.14. Man sieht leicht, dass eine Menge A € P(Q2) genau dann p*-messbar ist,
wenn

W(ANE)+ u* (A°NE) < p*(E), E e P(Q),

denn wegen Subadditivitét gilt ja ‘>’ sowieso immer. &
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Die folgende Aussage ist die abstrakte Form des Lemmas 2.1.6.

Lemma 2.3.15. Wenn p* ein dufleres Maf ist, so ist M(u*) eine o-Algebra und die Ein-
schrinkung von p* auf M(u*) ein Map.

Beweis. Zunichst priifen wir nach, dass M(u*) eine Algebra ist. Es ist klar, dass Q € M(u*).
Dass Komplemente von Mengen aus M(u*) auch in M(u*) liegen, ersicht man sofort aus der
Definition. Dass fiir A, B € M(u*) auch AN B in M(u*) liegt, sieht man mit Hilfe der Bemer-
kung 2.3.14 daraus, dass fiir jedes F € P(Q) gilt:

p((ANB)NE) +u*((ANB)°NE)
= (ANBNE)+p (ANBNE)U(A°NB°NE)U(ANB°NE))
<P ANBNE)+p (ANBNE)+u* (A°NB°NE)+pu (ANB°NE)
= W' (BNE) + u*(B°NE) = u*(E).

Als Néchstes zeigen wir, dass p* auf M(p*) o-additiv ist. Die endliche Additivitét folgt
daraus, dass fiir disjunkte Mengen A, B € M(u*) gilt:

W(AUB) = u*(AN (AU B)) + ' (A° N (AU B)) = " (A) + " (B).

Dabher folgt fiir jede Familie (A, )nen paarweise disjunkter Mengen A4,, € P(£2) und jedes N € N:

(U )= (Ua) =3 w
neN n=1 n=1

Indem man N — oo ldsst, sieht man, dass ;" (U, ey An) = D onen 17 (An) gilt. Die umgekehrte
Ungleichung gilt, da p* ein dufleres Maf ist.

Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass M (u*) eine o-Algebra ist. Da M(u*) eine Algebra ist,
also insbesondere durchschnittstabil, miissen wir nach Lemma 2.3.3 nur noch zeigen, dass M (u*)
ein Dynkin-System ist. Sei also (A,,)nen eine Familie paarweise disjunkter Mengen A,, € P(Q),
dann miissen wir zeigen, dass A = J,,cyy An in M(p*) liegt, also dass gilt:

p(ANE)+ p*(A°NE) =p*(E), EePE).
Sei E € P(Q). Mit der Abkiirzung By = JY_, A4, gilt fiir jedes N € N:

p*(ENBnt1) = 1" ((EN Byy1) N By) + p*((E N By41) N BY)
— 1(E N By) + p* (B0 Ax 1),
Per Induktion leitet man daraus her, dass p*(E N By) = Zf\il W (ENA;) fiir jedes N € N gilt.
Wegen der Monotonie von p* folgt

N
W(E) = i (B0 By) +p* (BN BY) = p* (BN By) + 7 (BN AY) = 7 5 (B0 A) + (B 1A,
=1

Indem wir N — oo gehen lassen, erhalten wir mit der o-Subadditivitét von p*, dass gilt:

PH(E) > 3 i (BN A) + i (BN AS) > pf (B OVA) + i (B0 A°).
i=1
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Also ist das Ziel erreicht. O

Beweis der Existenzaussage in Satz 2.3.7 von Carathéodory. Es sei das duflere Maf} p*
wie in Lemma 2.3.12 mit C = A definiert. Aus Lemma 2.3.15 wissen wir, dass p* ein Maf} auf der
o-Algebra M(p*) ist, das p fortsetzt. Also reicht es zu zeigen, dass o(A) in M(p*) enthalten ist,
denn dann wére die Einschrankung i von p* auf o(.A) ein Maf}; das die geforderten Eigenschaften
hat. Da M(u*) eine o-Algebra ist, reicht es zu zeigen, dass A in M(u*) enthalten ist, und dies
machen wir nun.

Sei also A € A, und sei E € P(Q) mit p*(E) < co. Sei € > 0, dann gibt es in A eine Familie
(En)nen, die E tiberdeckt und ) - u(Ey) < p*(E) + ¢ erfiillt. Wir setzen B, = E, N A € A.
Somit wird £ N A von der Vereinigung der B,, iiberdeckt und E N A° von der Vereinigung der
Mengen E, \ A = E, \ By,. Da u* abzéhlbar subadditiv und p additiv sind und da p* < p auf
A gilt, haben wir

pr(ENA) + (BN A < (U Ba) + (U B\ Ba)
neN

neN
<> W (Ba)+ Y 1w (En\ By)
neN neN
<> (u(Bn) + 1(En \ Bn))
neN
= 3 ulB) < p(B) +e.
neN
Also haben wir p*(ENA) + p*(EN A°) < p*(E) fir jedes E € P(2) und damit A € M(u*).
Dies beendet den Beweis. 0

Bemerkung 2.3.16 (Zusammenhang zwischen p*- und Lebesgue-Messbarkeit). Als
Ubungsaufgabe zeigt man, dass jede im Sinn der Definition 2.1.5 Lebesgue-messbare Menge auch
im Sinn der Definition 2.3.13 A\*-messbar ist. Die umgekehrte Richtung folgt aus Satz 2.3.17. Dies
zeigt, dass die Herangehensweise von Abschnitt 2.1 tatséchlich ein Spezialfall der allgemeinen
Theorie in diesem Abschnitt ist. &

Satz 2.3.17 (Approximationssatz). Es sei A eine Algebra und p ein o-endliches Maf auf
der o-Algebra o(A). Dann gibt es zu jedem A € o(A) mit u(A) < oo und jedeme >0 ein B € A
mit pn(AAB) < e.

Beweis. Im Beweis der Existenzaussage im Satz 2.3.7 von Carathéodory sahen wir, dass das auf
M(p*) definierte duBere Mafl p* auf der o-Algebra o(A) (die ja in M(u*) enthalten ist) mit u
ibereinstimmt. Seien nun A € o(A) mit pu(A) < co und € > 0 gegeben, dann ist u(A) = p*(A).
Nach Definition des Infimums gibt es eine Familie (A, )nen in A mit A C (J,,cy An und p(A) <
> nen M(An) < pu(A) + /2. Unter Ausnutzung der o-Subadditivitéat von  ergibt sich dann

(4204) n(Jar )+ O 4) <5 en( § ).

Mit n — oo konvergiert der letzte Term gegen Null wegen der Stetigkeit des Mafles p in der
leeren Menge. Also ist u(AA ;- A;) < e fiir alle geniigend grofien n. Daher erfiillt B = (J;"_; A4;
die Forderung, und dies beendet den Beweis. O
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2.4 Verteilungsfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir den Satz 2.3.7 von Carathéodory benutzen, um viele Mafle auf
der reellen Achse zu konstruieren. Wir erinnern daran (siche Beispiel 2.2.5), dass die Borel-o-
Algebra B auf R insbesondere von den Mengen (—oo,t] mit t € R erzeugt wird. Wir zeigen
in diesem Abschnitt, dass MaBle p auf (R, B) eindeutig festgelegt werden durch die Abbildung
t +— p((—o0,t]). Im Fall eines Wahrscheinlichkeitsmafies ¢ nennt man diese Abbildung die Ver-
teilungsfunktion von u. Im Folgenden finden wir hinreichende und notwendige Eigenschaften von
Funktionen F': R — R, so dass es ein Mafl p gibt mit F(t) = pu((—o0,t]) fiir alle ¢ € R. Zunéchst
eine einfache Beobachtung.

Lemma 2.4.1. Fiir jedes Maf$ 1 auf (R, B) mit u((s,t]) < oo fir alle s < t ist die Abbildung

t — p((s,t]) monoton steigend und rechtsseitig stetig.

Beweis. Die Monotonie ist klar, und die rechtsseitige Stetigkeit folgt aus der Darstellung
(—00,t] = Nyen(—00,t + 1] sowie der Stetigkeit des MafBies 4 von oben, siche Lemma 2.2.9(a).
O

Tatséichlich erweisen sich diese beiden Eigenschaften schon als entscheidend:

Satz 2.4.2. Zu jeder monoton steigenden, rechtsseitig stetigen Abbildung F: R — R gibt es
genau ein Maf p auf (R, B) mit F(t) — F(s) = u((s,t]) fir alle s,t € R mit s < t.

Beweis. Es sei J die Menge aller Intervalle (s,t] mit —oo < s <t < oo und aller Intervalle (s, 00)
mit —oo < s < co. Ferner sei a(J) die von J erzeugte Algebra, das heifit die kleinste Algebra,
die J enthilt. Man kann leicht zeigen, dass a(J) aus allen endlichen disjunkten Vereinigungen
der Intervalle in J besteht. Wir definieren

u((s,t]) = F(t) — F(s), —00 < s <t < oo,
11((s,00)) = F(00) — F(s), —00 < 5 < 00,

wobei wir F(00) = limy_o F(t) € (00,00] und F(—o00) = lims,_ o F(s) € [—00,00) setzen.
Natiirlich kénnen wir p sofort leicht auf a(J) erweitern: Eine disjunkte Vereinigung von Inter-
vallen dieser Form erhélt als p-Wert natiirlich die Summe der p-Werte der Intervalle. Es ist evi-
dent, dass 1 ein Inhalt auf a(J) ist. Offensichtlich ist y auch o-endlich, denn R = J,,cn(—mn, 7],
und pu((—n,n]) = F(n) — F(—n) < oc.

Nach dem Satz von Carathéodory geniigt es zu zeigen, dass p ein Pramafl auf a(J) ist.
Diese Eigenschaft zeigen wir nur fiir den Fall —oo < F(—o00) < F(00) < o0, der allgemeine Fall
ist eine Ubungsaufgabe. Nach Lemma 2.3.6 miissen wir zeigen, dass p(A,) — 0 fiir jede Folge
(An)nen in a(J) mit A, | 0 gilt. Dies beweisen wir indirekt: Sei (A, )nen eine fallende Folge in
a(J) mit a = limy, o p1(Ay) > 0, dann werden wir zeigen, dass [,y An # 0 gilt.

(i) Zuniichst zeigen wir, dass fiir jedes Intervall I € J und jedes € > 0 ein Intervall I’ € J
und ein kompaktes Intervall L existieren mit

I'cLcI und p(I') > u(I) —e. (2.4.1)

Im Fall I = (s,t] mit s,t € R wéhlen wir I’ = (¢/,t] und L = [(s + s')/2,t], wobei s’ € (s,t)
so gewihlt wurde, dass F(s') < F(s) + € gilt. Dann ist offensichtlich (2.4.1) erfiillt. Im Fall
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I = (—o0,t] wihlen wir ein s’ € (—o0,t] mit F(s') < F(—o00) 4+ € und setzen I’ = (s',t] und
L =[s' —1,t]. Die Fille I = (s,00) und I = R gehen analog.
(ii) Jedes A,, € a(J) ist eine endliche Vereinigung von Intervallen in J. Aus (i) folgt daher,

dass wir B,, € a(J) und eine kompakte Menge K,, C R finden kénnen mit B, C K, C A, und
1(Bn) > p(Ap) — a2

(iii) Es gilt fiir jedes n € N
A\ (Bi NN Bp) = (A1 N---NA)\ (Bin---NBy,) C | J(4i\ By)

und daher auch

3

=1

p(By 00 By) = pl(An) = (| J(Ai\ BY)
> p1(Ap)

- Zu(Ai \B;) >a— Zn:aQﬂ'*l > a/2.

n
i=1 i=1

Daher ist BiN---NB,, # ( fiir jedes n € N. Wegen B,, C K,, ist auch die Menge K,, = K1N---NK,
nicht leer fiir jedes n € N. Da (K, )nen eine absteigende Folge nichtleerer kompakter Mengen
ist, ist ihr Schnitt nnENK nicht leer. Wegen K, C A, ist auch (), .y An nicht leer, und das
war zu zeigen. [l

Nachzutragen ist noch, dass p im Falle F(co) — F(—o0) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf
ist. In diesem Fall kann man ohne Einschriankung voraus setzen, dass F'(—oc) = 0 gilt, und
man nennt F' die Verteilungsfunktion von p. Wir haben dann p((—o0,t]) = F(t) fiir jedes t € R.
Ferner haben wir endlich einen Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis fiir das Lebesgue-Borel-Maf,
siehe Beispiel 2.2.8:

Korollar 2.4.3 (Lebesgue-Borel-Mafl). Es gibt genau ein Mafi X auf (R, B) mit A((s,t]) =
t — s fir alle s <t. Dieses Maf$ \ heif$t das Lebesgue-Borel-Maf} auf R.

Beweis. Wir wenden Satz 2.4.2 auf F(t) =t an. O

Das d-dimensionale Lebesgue-Borel-Mafl kann man aus einer d-dimensionalen Version von
Satz 2.4.2 erhalten, die nicht wirklich schwieriger zu beweisen ist als die eindimensionale Ver-
sion. Wir werden in Beispiel 3.8.7 das d-dimensionale Lebesgue-Borel-Maf} als ein Produktmaf}
erhalten.

Korollar 2.4.4 (stetige Dichten). Es sei f: R — [0 o0) eine stetige nichtnegative Funktion.
Dann existiert genau ein Maf$ puy auf (R, B) mit ps((a,b]) f f(z)dz fir alle a < b. (Hierbei
set fa f(x)dz ein Riemann-Integral.) Wir sagen, j1y habe die chhte f-

Beweis. Wir wenden Satz 2.4.2 auf F(t fo x)dx an. O

Das Beispiel aus Korollar 2.4.4 kann man stark verallgemeinern; siche Abschnitt 3.6.






Kapitel 3

Integration messbarer Funktionen

Nachdem wir nun das Messen von Mengen formalisiert haben, wollen wir auch begrifflich fassen,
was die Integration von Funktionen sein soll. In Abschnitt 3.1 stellen wir die Funktionen vor,
die mit der messbaren Struktur kompatibel sind, die messbaren Funktionen. In Abschnitt 3.2
erkldren wir, was das Integral einer messbaren Funktion beziiglich eines Mafles sein soll. Den
Zusammenhang zwischen dem Riemann- und dem Lebesgue-Integral untersuchen wir in Ab-
schnitt 3.3. Die fundamentalen Grenzwertséitze zur Vertauschung von Grenzwert und Integral
sind der Gegenstand des Abschnitts 3.4. Die wichtigen £P-Riume und ihre Eigenschaften sind
der Inhalt des Abschnitts 3.5, und die Integration beziiglich Mafle, die durch messbare Abbildun-
gen transportiert bzw. transformiert werden, werden in Abschnitt 3.6 behandelt, wo wir auch
den allgemeinen Transformationssatz fiir Lebesgue-Integrale nebst Anwendungen betrachten.
Die abschlielenden Abschnitte 3.7 und 3.8 behandeln Produktrdume und -mafle und Integration
auf ihnen.

3.1 Messbare Abbildungen

Bei Abbildungen zwischen messbaren Riumen muss die Kompatibilitdt mit den jeweiligen o-
Algebren beachtet werden.

Definition 3.1.1 (messbare Abbildung). Es seien (Q, F) und (', F') zwei messbare Riume)
Eine Abbildung f: Q — Q' heifit F-F'-messbar oder auch nur kurz messbar, falls fiir jedes
A€ F das Urbild f~1(A) = {w € Q: f(w) € A} in F liegt.

Eine Abbildung f: Q — Q’ heifit also messbar, falls die Urbild-o-Algebra
JTHFE) = {1 A): Ae 7y

eine Teilmenge von F ist. Im Fall (', F') = (R, B) sprechen wir auch einfach von F-Messbarkeit
oder von Borel-Messbarkeit.

Bemerkung 3.1.2. Wenn iiber ) a priori keine o-Algebra existiert, so kann man mit Hilfe
eines messbaren Raums (Q', F') und einer Abbildung f: Q — Q' iiber Q eine o-Algebra erkliren,
indem man F = o(f) = f~Y(F’) setzt. Diese o-Algebra ist die kleinste o-Algebra iiber 2, so
dass f beziiglich ihr messbar ist. Man nennt o(f) auch die durch f auf Q erzeugte o-Algebra. &

55
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Fiir das Urbild f~!(A) werden wir manchmal auch abkiirzend {f € A} schreiben. Dariiber
hinaus werden wir auch folgende Konventionen benutzen:

{f<ty={we: f(v) <t}
{f=g}={weQ: f(w) =g},
{f=0}={we: f(w) =0}

und so weiter.

Es ist im Folgenden bequem, den Wertebereich R = RU{oo}U{—00} = [~0o0, 00] zuzulassen.
Eine Funktion f: @ — R belegen wir auch mit der unsinnigen, aber iiblichen Bezeichnung
numerisch. Auf R betrachten wir die o-Algebra B, die von B, {oo} und {—oc} erzeugt wird.
Eine F-B-messbare Funktion ist dann also eine messbare numerische Funktion.

Bemerkung 3.1.3 (fast iiberall, fast sicher). Eine wichtige, oft benutzte Begriffsbildung im
Zusammenhang mit Eigenschaften in Bezug auf Elemente in € ist die folgende. Wir sagen, eine
Eigenschaft E(w) gilt u-fast iberall oder kurz u-f. i., falls es eine p-Nullmenge N gibt, so dass
die Menge derjenigen w, fiir die E(w) nicht gilt, in N enthalten ist; siche Definition 2.2.11. (Man
beachte, dass nicht vorausgesetzt wird, dass die Eigenschaft E(w) messbar ist.) Falls also z. B.
zwei messbare Funktionen f und ¢ sich nur auf einer p-Nullmenge von einander unterscheiden,
d.h. wenn p({w: f(w) # g(w)}) = 0 (die Messbarkeit der Menge {w: f(w) # g(w)} folgt aus
Lemma 3.1.7(b)), so schreiben wir f = g p-f. ii. In dem Fall, dass pt = IP ein Wahrscheinlichkeits-
maf ist, sagen wir P-fast sicher und schreiben P-f.s. O

Es ist schlicht unmdglich, alle Urbildmengen f~!'(A) auf Zugehorigkeit zu F zu priifen.
Gliicklicherweise kann man sich stark einschrianken:

Lemma 3.1.4. Fine Abbildung f: Q — Q' ist genau dann F-F'-messbar, wenn es ein Erzeu-
gendensystem C von F' gibt mit f~1(C) C F.

Beweis. Man weist leicht als Ubungsaufgabe nach, dass das System
Ap={AcQ: f1(A4) erF}

eine o-Algebra ist. Da nach Voraussetzung C C Ay gilt, gilt auch 7' = o(C) C Ay. Dies aber
bedeutet, dass f~1(F’) C F gilt. O

Insbesondere ist eine Abbildung f: 2 — R schon Borel-messbar, wenn fiir alle t € R gilt:
{weQ: f(w) <t} = f1((~o0,t]) € F, denn die Intervalle (—oo,t] bilden ein Erzeugendensy-
stem von B.

Messbarkeit wird unter nahezu allen nur denkbaren sinnvollen Operationen erhalten. Wir
sammeln diese Ergebnisse in den folgenden Lemmata.

Lemma 3.1.5. Hintereinanderausfithrungen von messbaren Funktionen sind messbar. Ausfihr-
lich: Falls (2, F;) miti = 1,2,3 drei messbare Riume sind und f1: Q1 — Qo sowie fo: Qo — Qg
messbar sind, so ist auch foo f1: Q1 — Q3 messbar.

Beweis. Dies folgt leicht aus (fa o f1)"1(A) = f5 H(fi1(A)) € F fiir A € F3. O
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Lemma 3.1.6. Es sei (Q,F) ein messbarer Raum und (fn)nen eine Folge messbarer numeri-
scher Funktionen auf Q. Dann sind liminf, . f, und limsup,,_,. fn ebenfalls messbare nume-
rische Funktionen. Falls alle f, reellwertig sind und lim inf,,_, f, ebenfalls, so ist liminf,,_ . fr
Borel-messbar, analog fiir imsup,,_, . fr. Insbesondere sind (punktweise) Grenzwerte von messba-
ren Funktionen messbar.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur im reellwertigen Fall fiir liminf,_ o fn. Es geniigt zu
zeigen, dass die Menge {w € Q: liminf,, o fn(w) < t} fiir jedes ¢ € R in F liegt. Es ist
liminf, o fr = lim, oo infy, >y fin, wobei dieser Grenzwert monoton steigend ist. Also kénnen
wir schreiben:

{w:i(w)gt}:ﬂ{w: 1nf fm } ﬂ ﬂ{ w: Hlf fm( )<t+%}
neN

neN keEN

=N U {Wifm(w)<t+z}€}". 0

neENkeNmeN: m>n

Messbarkeit erhélt sich auch unter allen algebraischen Verkniipfungen:

Lemma 3.1.7. (a) Jede konstante numerische Funktion ist messbar.
(b) Sind f und g messbare numerische Funktionen, so sind auch f + g und fg messbar.

(c) Sind f und g messbare numerische Funktionen und g(w) # 0 fir jedes w, so ist f/g
messbar.

(d) Die Indikatorfunktion 14 einer Menge A C Q ist genau dann messbar, wenn A messbar
15t.

Hierbei ist die Indikatorfunktion 14: 2 — R auf einer Menge A C 2 definiert durch

1, fallswe A
]1 w — ) M
AW) {O sonst.

Beweis von Lemma 3.1.7. Die Aussagen (a) und (d) sind klar. Offensichtlich ist die Menge

{r<gy=U{r<anfa<gr = r[=o0.9)ng ' (([~0,9))

=0 q€Q

messbar, wenn f und g messbar sind, und leicht sieht man auch die Messbarkeit der Mengen
{f < 9t = Nyeono,)lf < 9+a}, {f =g} und {f # g} ein. Auch sieht man leicht die
Messbarkeit von a+7g fiir alle o, 7 € R. Die Messbarkeit von f+g¢ folgt dann aus der Messbarkeit
der Menge {f +¢g <t} = {f <t — g} fiir jedes t € R. Dass fg messbar ist, siecht man an der
Darstellung fg = i( f+g9)? - i( f — ¢)?, denn auch die Messbarkeit von Quadraten messbarer
Funktionen ist leicht zu sehen. Der Beweis von (c) ist eine Ubungsaufgabe. g

Bemerkung 3.1.8 (Borel-o-Algebren). Die Borel-o-Algebra kann natiirlicherweise auf je-
dem topologischen Raum €2 definiert werden als die von dem System der offenen Mengen erzeugte
o-Algebra. Dies erzwingt auf natiirliche Weise eine Kompatibilitéit mit der Stetigkeit: Jede stetige
Abbildung zwischen messbaren Réumen, die mit der entsprechenden Borel-o-Algebra versehen
sind, ist messbar. Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass die Urbilder offener Mengen unter
stetigen Abbildungen offen sind, in Kombination mit Lemma 3.1.4. &
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Lemma 3.1.9. Ist f eine messbare numerische Funktion, so sind f* = max{f,0}, f~ =
max{—f,0} und |f| messbar.

Beweis. Man kombiniere Lemma 3.1.5, Lemma 3.1.7 und Bemerkung 3.1.8. U

Definition 3.1.10 (einfache Funktion). Es sei (2, F) ein messbarer Raum. Eine einfache
Funktion ist eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen auf messbaren Mengen,
d. h. eine Funktion der Form Y ", a;la, mitn €N, ai,...,a, € R und Ay,..., A, € F.

Man kann auch leicht eine Darstellung mit paarweise disjunkten Mengen A4,..., A, € F er-
reichen. Die Menge der einfachen Funktionen ist offensichtlich abgeschlossen gegen (punktweise)
Addition, Multiplikation, Maximum- und Minimumbildung. Mit ihnen kann man alle nichtne-
gativen messbaren numerischen Funktionen approximieren durch monotone Grenzwertbildung:

Lemma 3.1.11. Fiir jede nichtnegative messbare numerische Funktion f gibt es eine monoton
wachsende Folge von einfachen nichinegativen Funktionen f1, fo, fs,... mit fr, T f fiir n — oo.

Beweis. Wir wahlen z. B.

n2™
Fa= Y (k=12 Ui 1jp-nssera-ny + nl{son).
k=1
(Man beachte, dass wir den Bildbereich der Funktion f zerlegt haben.) O

Mit diesem Ergebnis kann man die Menge aller nichtnegativen messbaren numerischen Funk-
tionen wie folgt charakterisieren:

Satz 3.1.12. Es sei (2, F) ein messbarer Raum und T eine Menge von nichtnegativen messba-
ren numerischen Funktionen mit den folgenden FEigenschaften:
(i) Falls f,g € T und a,b € (0,00), so gilt af +bg € T.

(ii) Falls f1, fa, f3,--- € T mit f, T f fiir n — oo, so gilt f € T.

(i1i) T enthdlt alle Indikatorfunktionen 14 mit A € F.

Dann st I' die Menge aller nichtnegativen messbaren numerischen Funktionen.

Beweis. Aus (i) und (iii) folgt, dass I" alle nichtnegativen einfachen Funktionen enthélt. Mit (ii)
und Lemma 3.1.11 folgt die Aussage. O

Satz 3.1.12 wird routineméBig fiir diverse Beweise iiber Eigenschaften messbarer Funktionen
oder verwandter Objekte eingesetzt werden. Wenn gezeigt werden soll, dass alle nichtnegativen
messbaren numerischen Funktionen eine gewisse Eigenschaft besitzen, so reicht es also zu zeigen,
dass alle Indikatorfunktionen auf messbaren Mengen diese Eigenschaft besitzen und dass diese
Eigenschaft sich erhilt unter Bildung von Linearkombinationen und monotonen Grenzwerten.
Die letztere Eigenschaft wird sehr oft mit Hilfe des Monotonen Konvergenzsatzes (Satz 3.4.1)
gepriift. Ein sehr klares Beispiel fiir diesen Beweisweg ist der Beweis von Satz 3.6.1.
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3.2 Integration

In diesem Abschnitt sei ein beliebiger Mafiraum (€2, F, u) vorgegeben. Wir wollen nun das In-
tegral fQ f dp von messbaren Funktionen f: €2 — R beziiglich u einfithren. Dies machen wir in
drei Schritten:

(i) fiir einfache Funktionen durch eine offensichtliche Formel,
(ii) fiir nichtnegative Funktionen durch monotonen Grenziibergang,

(iii) fiir beliebige Funktionen durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil.

Dieses Vorgehen ist fundamental in der Integrationstheorie, und es wird sich spéter an vielen
Stellen zeigen, dass es auch ein effektives Beweisgeriist liefert fiir eine Vielzahl von Aussagen
iiber Integrale messbarer Funktionen (siche auch die Bemerkung nach Satz 3.1.12).

Definition 3.2.1 (Definition des Integrals).
(i) Das Integral einer nichtnegativen einfachen Funktion f =" a;la, mit Ay,..., A, € F
und ay,...,ay, >0 wird definiert als

/fd,u = Zai,u(Ai).
=1

(i) Das Integral einer nichtnegativen messbaren numerischen Funktion f: Q — [0, 00] wird
definiert als

/fd,u = lim /fn dp € [0, 0], (3.2.1)
wobei (fn)nen eine Folge nichtnegativer einfacher Funktionen sei mit f, T f.

(iii) Sei f: Q — R messbar und numerisch, so dass Jfrdp <ocound [ f~du < co. In diesem
Fall nennen wir f integrierbar beziiglich u, und das Integral von f wird definiert als

/fdu=/f+du—/f‘du

Wir schreiben LY(Q, F, i) (oder auch kurz £LY(p) oder einfach nur L) fir die Menge aller
beztiglich p integrierbaren Funktionen.

Es sind etliche Bemerkungen notwendig;:

Bemerkung 3.2.2. (a) Um zu zeigen, dass Definition 3.2.1(i) sinnvoll ist, muss man zeigen,
dass der Ausdruck Y7, a;u(A;) nicht von der gewihlten Darstellung f = > " a;l4,
abhéngt. Dies kann man leicht tun, nachdem man sich iiberlegt hat, dass man ohne Ein-
schrinkung davon ausgehen kann, dass die Mengen Ai,..., A, paarweise disjunkt sind
(Ubungsaufgabe bzw. siche [Ba91, Lemma 10.2] oder [K106, Lemma 4.1]).

(b) Eine &hnliche, aber etwas schwierigere Aufgabe hat man bei Definition 3.2.1(ii): Man muss
zeigen, dass der Ausdruck lim,, o [ fn du nicht von der gewihlten Folge (fy,)nen abhéngt.
(Die Existenz einer solchen Folge wird ja durch Lemma 3.1.11 garantiert.) Dies wird in
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Lemma 3.2.3 behandelt. Wir weisen darauf hin, dass dieser Punkt die eigentliche Schwie-
rigkeit ist beim Beweis der folgenden Resultate in Lemma 3.2.6 und den Sétzen 3.4.1 und
3.4.6. Man konnte auch das Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion definieren als
Supremum aller Integrale messbarer nichtnegativer einfacher Funktionen, die nicht grofer
sind als die betrachtete Funktion, und verschiebt die oben genannte Schwierigkeit.

(c) Statt [ fdu schreibt man auch oft ausfiihrlicher [, f(w) u(dw) oder [q f(w)du(w).

(d) Fiir nichtnegative numerische messbare Funktionen f ist [ fdu also immer definiert, aber
es kann gleich oo sein. Man definiert manchmal das Integral einer beliebigen numerischen
messbaren Funktion f auch dann noch, wenn [ fTdy = oo und [ f~dp < oo (dann
mit Wert [ fdu = oo) oder wenn [ fTdy < oo und [ f~dp = oo (dann mit Wert
J fdp=—o0).

(e) Falls f > 0 und p({w: f(w) = oo}) > 0, so gilt [ fdu = oo, wie man leicht als eine
Ubungsaufgabe zeigt.

(f) Falls u = IP ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, so schreiben wir auch E(f) (oder Ep(f), falls
P betont werden soll) statt [ fdP und nennen E(f) den Erwartungswert von f.

<

Nun folgt also die in Bemerkung 3.2.2(b) angekiindigte Rechtfertigung dafiir, dass Defini-
tion 3.2.1(ii) sinnvoll ist: Wir zeigen, dass der Wert der linken Seite von (3.2.1) nicht von der
Folge (fn)nen abhéngt.

Lemma 3.2.3. Seien f: Q — [0,00] eine messbare Funktion und (fp)nen und (gn)nen zwei
Folgen einfacher nichinegativer Funktionen mit f, T f und g, T f fir n — oo. Dann gilt

Beweis. Wegen der Symmetrie der Aussage in f,, und ¢, miissen wir nur die Ungleichung
limy, oo [ frndp < lim, oo [ gn dpe zeigen. Dalfiir reicht es zu zeigen, dass fiir jedes k € N gilt:
[ fredp <limy_oo [ gn du. Es sei fi, = Zfil a;14, mit ay,...,ay > 0 und messbaren, paarweise
disjunkten Mengen Aq,..., Ay. Sei € > 0. Wir betrachten die Menge B,, = {g, > (1 — &) fx}-
Wegen g, T f gilt B, T Q fiir n — oo. Es ist leicht zu sehen, dass das Integral fiir einfache
Funktionen monoton und linear ist. Also gilt

/gn dp > /Iangn dp > /Ian((l —e)fi) dp = /EN:(l —¢&)a;ila,ng, du

(1 —e)aip(A; N By) THOOZ (1 —¢)a;u(A; 1—€/fkd,u
i=1 i=1

Mz

Nun koénnen wir € | 0 lassen und erhalten die gewiinschte Aussage. U
Lemma 3.2.4 (Eigenschaften des Integrals). Seien f,g € £'(u).

(i) (Monotonie.) Fulls f < g, so gilt [ fdu < [gdu.

(ii) (Dreiecksungleichung.) Es gilt | [ fdu| < [|f]dp.
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(iii) (Linearitit.) Fir alle o, 3 € R ist af +83g € L1 (1), und es gilt [(af +Bg)du = [ fdu+
B [ gdu. Dies gilt auch noch, wenn hichstens eines der Integrale [ fdp und [ gdp einen
der Werte co oder —oo annimmdt.

Beweis. (i). Fiir nichtnegative einfache Funktionen kann man die Ungleichung leicht nachrech-
nen, nachdem man Darstellungen fiir f und g gewahlt hat, die die selben paarweise disjunkten
messbaren Mengen benutzen. Fiir nichtnegative messbare Funktionen f und g wihlen wir Fol-
gen einfacher nichtnegativer Funktionen (fy,)nen und (gn)neny mit f, T f und g, T g. Die Folge
(fa A gn)nen® besteht dann ebenfalls aus einfachen Funktionen, die monoton steigend gegen f
konvergieren. Wegen f, Agy, < g, gilt [ foAgn dp < [ g, dp fiir jedes n € N. Der Grenziibergang

n — oo ergibt
/fd,u: lim /fn/\gnd,uﬁ lim /gnd,MZ/ng-

Fiir allgemeine messbare f und ¢ mit f < ¢ haben wir f™ < g% und f~ > ¢~ und daher die
entsprechenden Ungleichungen fiir die Integrale der Positiv- und Negativteile. Durch Zusam-
mensetzen erhélt man die Aussage.

(ii). Fiir nichtnegative messbare Funktionen f und g und nichtnegative o und ( folgt die
Beziechung [(af+8g)dp =« [ fdu+ 3 [ gdp (also die Linearitéit) leicht aus der Linearitét des
Integrals fiir einfache Funktionen sowie der Definition des Integrals durch Grenziibergang, d.h.
monotone Approximation. Dies wenden wir an auf die Zerlegung f = f*—f~ (also | f| = fT+f7)
und erhalten die Dreiecksungleichung.

(iii). Wie im Beweis von (ii) erwihnt, ist die Linearitét klar fiir nichtnegative f, g, o und
(. Seien nun f,g € £'(p) und o und B € R beliebig. Um die Linearitit zu zeigen, reicht es
zu zeigen, dass (die folgenden Integrale existieren und) (a) [(f +¢)du = [ fdu+ [gdu gilt,
dass (b) fiir o > 0 gilt: [(af)du = a [ fdp, und dass (¢) [(—f)dp = — [ fdu gilt. (a) zeigt
man, indem man zerlegt: (f +¢)* — (f+9)” = f+g=f"—f" +g" — g, also hat man
(f+9)T+f +g9 = (f+9)” +fT+g" und daher die entsprechende Beziehung fiir die Integrale,
und daher

JG+aan= [+t an- [t+ro du= [rran- [ an+ [gran- [g au
:/fdu+/gdu.

Dei beiden anderen Aussagen (b) und (c) zeigt man wiederum durch Zerlegung in Positiv- und
Negativteil. Der Beweis des Zusatzes ist eine Ubungsaufgabe. O

Wir ziehen ein paar Folgerungen:

Korollar 3.2.5. (i) Falls g: Q — [0, 00] nichtnegativ und integrierbar ist und f eine nume-
rische messbare Funktion mit |f| < g, so ist auch f integrierbar. Insbesondere ist eine
messbare numerische Funktion genau dann integrierbar, wenn ihr Betrag integrierbar ist.

(ii) Die Menge L(p) ist ein Vektorraum.

Fiir eine messbare Menge A € F und ein f € L' setzt man [, fdu = [(f1a)dp. Die
Wohldefiniertheit dieses Integral folgt aus Korollar 3.2.5(i), denn |f14| < |f].

Noch zwei wichtige Eigenschaften der Integrale messbarer Funktionen sind die folgenden.

"Wir schreiben z Ay = min{z, y} und x V y = max{z, y} fiir das Minimum bzw. das Maximum zweier reeller
Zahlen x und y.
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Lemma 3.2.6. Es seien f,g € L. Dann gelten:

(a) Falls f < g p-f ., so gilt [ fdu < [gdp.

(b) Falls f > g p-f. . und [ fdp= [gdu, so gilt f =g p-f .

Beweis. (a) Durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil kénnen wir annehmen, dass f und
¢ nichtnegativ sind. Es sei (f,)nen eine Folge von einfachen Funktionen mit f, T f. Fir die
(messbare) Menge D = {w € Q: f(w) < g(w)} gelten u(D°) =0 und Ipf, T Ipf < 1pg. Man
beachte, dass fiir jede einfache Funktion h gilt: [, hdu = [hdpu, da ja D¢ eine p-Nullmenge
ist. Insbesondere ist fD fndp = [ fndp fiir jedes n € N, und der Grenziibergang n — oo lisst
Jp fdp= [ fdu folgen. Analog gilt [, gdu = [ gdu. Wegen 1pf < 1pg folgt die Aussage.
(b) Nach Voraussetzung gelten f — g > 0 p-f. 1. und [(f — g)du = 0. Es geniigt also, den
Fall ¢ = 0 zu betrachten. Fiir n € N sei A, = {f > %} Dann gilt f > %11,4”. Aus [ fdp =0
folgt somit 0 = [ 11,4, du = Lu(A,), also p(4,) = 0. Da {f > 0} = J,cn An eine abzihlbare
Vereinigung von Nullmengen ist, ist {f > 0} nach Lemma 2.2.12 selber eine. O

Beispiel 3.2.7 (Diskrete Integrale). Sei u = ) . a(w)d, ein diskretes Maf; siche Bei-
spiel 2.2.10. D. h., Q ist eine héchstens abzidhlbare Menge, ¢, ist das Dirac-Mafl (Einpunktmaf})
in w, und a(w) sind nichtnegative Zahlen. Dann ist eine Abbildung f: 2 — R genau dann
integrierbar beziiglich y, wenn die Reihe )° ¢ [f(w)|a(w) konvergiert, und in diesem Fall ist
[ fdp =3 cq f(w)a(w). Wir sehen also, dass die Theorie der absolut konvergenten Reihen ein
Spezialfall der Integrationstheorie ist.

Ein konkretes Beispiel ist das Zahlmafl = ) J, auf dem messbaren Raum (NN, P(N)),
das p(A) = #A fur jede endliche Menge A C N erfiillt und pu(A) = oo, falls A C N nicht endlich
ist. Hier ist der Raum £!(N,P(N), 1) nichts Anderes als der Folgenraum ¢!(N), die Menge aller
absolut summierbaren reellen Folgen. O

3.3 Riemann- versus Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Mafi Ay auf der Borel-o-Algebra By auf dem R? wurde in Bemerkung 2.2.8 als
dasjenige Maf} eingefiihrt, das den achsenparallelen Quadern ihren elementargeometrischen In-
halt zuordnet. Seine Existenz wurde in Korollar 2.4.3 bewiesen, zumindest fiir d = 1. Mit B}
wollen wir die Vervollstéandigung von By beziiglich dieses Mafles bezeichen und mit dem selben
Symbol A; die Erweiterung von Ay auf B}, siche Definition 2.2.11 und Bemerkung 2.2.13. Es
ist eine Ubungsaufgabe zu zeigen, dass B} identisch ist mit der o-Algebra F der Lebesgue-
integrierbaren Mengen, die in Abschnitt 2.1 eingefiihrt wurde, und dass das Maf} Ay auf B
identisch ist mit dem dort eingefiihrten Lebesgue-Ma$, siche Bemerkung 2.1.11. Die Integration
beziiglich des Lebesgue-MaBles A\q auf (R?, By) wird Lebesgue-Integration genannt, wobei wir
hierbei das vervollstdndigte Lebesgue-Mafl meinen.

Der grofite und wichtigste Unterschied zum Riemann-Integral ist, dass die Unterteilungen
beim Riemann-Integral im Definitionsbereich gemacht werden und beim Lebesgue-Integral im
Wertebereich. Das Riemann-Integral respektiert die Geometrie des Definitionsbereichs, indem
es als Grenzprozess aus einer Summe vieler schmaler, senkrechter Streifen entsteht, wéahrend
das Lebesgue-Integral iiber waagerechte Streifen definiert ist. Insbesondere macht letzteres keine
Annahmen iiber den Definitionsbereich, was es universeller macht.
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Das Riemann-Integral kommt nicht von einem Maf her, denn dieser Integralbegriff ist nicht
kompatibel mit abzéhlbaren Operationen. Zum Beispiel ist 1, fiir jedes w € [0,1] Riemann-
integrierbar, aber nicht die abzéhlbare Summe lgnjo, 1 = ZwGQﬂ[O,l] Iy, die allerdings ihrer-
seits wieder Lebesgue-integrierbar ist. Trotzdem gibt es enge Zusammenhéinge zwischen dem
Riemann- und dem Lebesgue-Integral:

Satz 3.3.1. Jede auf einem kompakten Intervall Riemann-integrierbare Funktion ist Lebesque-
integrierbar, und die beiden Integrale stimmen tberein.

Beweis. (a) Sei I = [a,b] C R das kompakte Intervall, und sei (¢t™),cn eine Folge von Un-
terteilungen t™ = {a = i’ < t{” < ... < ) = b} des Intervalls I, so dass die Feinheit
Np = max?zl(tén) — t;@l) gegen Null konvergiert. Wir diirfen annehmen, dass ™+ eine Verfeine-
rung von t™ ist, d.h. dass t™*Y C t™ gilt. Da f Riemann-integrierbar iiber I ist, konvergieren
die Unter- und die Obersumme

n n

U(f,t") = (" =) b, [ b O(f, 1) => (" =) sup f
i=1 [t;20t) i—1 [t ¢y

fiir n — oo gegen f; f(x)dz. Insbesondere ist f beschrinkt. Nach Addition einer Konstanten
konnen wir davon ausgehen, dass f nichtnegativ ist.

Wir betrachten nun die einfachen Funktionen

gn = ]l{b} + Z < ("l)lr,lf(m) > ﬂ[tﬁ")l ’t(n))a
h, = [f(O)lg + sup f 40 (n)
( ) {b} ZZ; < t(n)l ,t(n)) > [z 1t )

Da ¢tV eine Verfeinerung von ¢™ ist, gelten g, < gni1 < f < hpi1 < hy, fiir jedes n € N. Also
existieren messbare nichtnegative Funktionen g und h mit g, T g und h, | h sowie g < f < h.
Nach Konstruktion gilt fiir die Lebesgue-Integrale

/gd)\: lim gnd)\— Jim U(f,t"™) = Jim O(f,t™) = lim hnd)\:/hd)\.
I oo I

n—0o0

Nach Lemma 3.2.6(b) ist A-fast iiberall g = h. Fiir jedes @ € R haben wir

{f<a}={g<a}n{g=h})U({f <a}u{g#h}),

und dies ist die Vereinigung einer Menge aus B(I) (der Spur-o-Algebra auf I) und einer Teil-
menge einer Nullmenge. Also liegt {f < a} in der Vervollstandigung B(I)* von B(I) beziiglich
des Lebesgue-Mafles. Also ist f messbar beziiglich B(I)*. Die Definition des Integrals impliziert,

dass [, fdp = lim,_.o [; gndpu = fab f(z)dz gilt, und das beendet den Beweis. O

Als Ubungsaufgabe leitet man daraus den folgenden Zusammenhang zwischen uneigentlichen
Riemann-Integralen und dem Lebesgue-Integral her:

Lemma 3.3.2. Jede auf einem unbeschrdinkten Intervall I messbare nichtnegative Funktion, die
Giber jedes kompakte Teilintervall Riemann-integrierbar ist, ist genau dann Lebesgue-integrierbar
tber I, wenn ihr uneigentliches Riemann-Integral iber I existiert, und die beiden Integrale stim-
men dann tberein.
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Dass man nicht auf die Nichtnegativitéit verzichten kann, sieht man an dem Beispiel [1, 00)
T %sin x: In einer beliebten Ubungsaufgabe zeigt man in der Analysis-Grundvorlesung, dass
das uneigentliche Riemann-Integral floo % sinx dx existiert, nicht aber floo ]% sinz| dz. Fiir das
uneigentliche Riemann-Integral gilt eben nicht die Regel (siche Korollar 3.2.5), dass eine Funk-
tion genau dann integrierbar ist, wenn ihr Betrag integrierbar ist.

Satz 3.3.1 und Lemma 3.3.2 implizieren, dass die meisten Riemann-Integrale, die in der
Praxis auftauchen, auch als Lebesgue-Integrale aufgefasst werden konnen und dass insbesonde-
re die bekannten Integrationstechniken auch fiir diese Integrale gelten. Wir zitieren hier ohne
Beweis (dafiir siehe etwa [E05, Abschnitt VI.6.1]) die folgende schéne Charakterisierung der
Riemann-Integrierbarkeit: Eine beschrénkte Lebesgue-messbare Funktion ist auf einem kom-
pakten Intervall genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen
eine Lebesgue-Nullmenge ist, und die beiden Integrale stimmen dann iiberein.

3.4 Die fundamentalen Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt sei (2, F, ) wieder ein gegebener Mafiraum. Man steht oft vor dem Pro-
blem, ein Integral mit einem Grenzwert zu vertauschen, also eine Regel wie [lim,_ . f,, dp =
lim, a0 f fndu anzuwenden. Dies geht natiirlich nicht immer; zum Beispiel konvergieren die
‘Zackenfunktionen’ f,: [0,1] — [0,00), deren Graph der Polygonzug durch (0,0), (%,n), (%,0)
und (1,0) ist, gegen f = 0, aber ihre Integrale sind alle gleich Eins.

Wir geben die zwei beriihmten hinreichenden Kriterien, unter denen man den Grenzwert
mit dem Integral vertauschen darf. Man beachte, dass die Voraussetzungen extrem schwach sind
im Vergleich etwa zum Riemann-Integralbegriff. Wir erinnern daran, dass die Notation f,, T f
bedeutet, dass (f,)nen monoton steigt und gegen f konvergiert.

Satz 3.4.1 (Monotoner Konvergenzsatz). Sei (f,,)nen eine Folge nichtnegativer, messbarer
numerischer Funktionen mit f, T f p-f. d. fir n — oo. Dann gilt

Jggo/fndu=/fdu-

Man beachte, dass wir nicht vorausgesetzt haben, dass [ fdu endlich ist. Die Bedingung
fn > 0 ist notig, wie man an dem Beispiel 2 = R, u = Lebesgue-Mafl und f, = —% sieht.

Beweis. Durch eine Modifikation auf Nullmengen (die nach Lemma 3.2.6(a) nichts an den
Werten der Integrale dndert) konnen wir annehmen, dass fp(w) T f(w) sogar fiir alle w € Q
gilt. Wegen der Monotonie des Integrals gilt natiirlich [ f, du < [ fdu fiir jedes n € N. Wegen
Monotonie der Folge (fy)nen existiert der Grenzwert lim, .o [ f dp in [0, co]. Wir miissen also
nur noch zeigen, dass er nicht kleiner als [ f dp ist.

Wir wihlen fiir jedes n € N eine Folge (fy m)men nichtnegativer einfacher Funktionen mit
fnm T fn fiir m — oco. Wir betrachten die einfache Funktion

In.m = max{fl,ma cee 7fn,m}'

Es gilt auch g, T fy fiir m — oo fiir jedes n € N, denn die Monotonie in m ist klar, und es gilt
fn 2 Gnym = frnm. AuBerdem ist offensichtlich gy, ,, monoton in n, d.h. gni1.m > gnm fiir alle
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n, m. Daraus folgt sehr einfach, dass g, T f fiir n — co. Damit ergibt sich

/fduz lim /gn,nduﬁ lim /fndu,
n—oo n—oo
denn g, < fn. O

Dieser Satz ist das Kernstiick vieler Beweise von Aussagen iiber nichtnegative messbare
Funktionen, siehe auch die Bemerkungen im Anschluss an Satz 3.1.12. Ein gutes Beispiel fiir diese
Beweisstruktur ist der Beweis des Satzes 3.6.1. Man beachte, dass der Monotone Konvergenzsatz
per Definition schon fiir Folgen einfacher Funktionen f, gilt; er erweitert diese Aussage auf
beliebige nichtnegative messbare Funktionen.

Eine Variante des Monotonen Konvergenzsatzes ist der folgende Satz (Beweis als Ubungs-
aufgabe):

Korollar 3.4.2 (Satz von Beppo-Lévy). Sei (fn)nen eine Folge integrierbarer Funktionen
mit fn 1 f p-f. . fiir n — oo und sup,,cy [ fndp < co. Dann ist auch f integrierbar, und es gilt

T}Lrgo/fndu:/fdu-

Weitere Folgerungen aus dem Satz von der monotonen Konvergenz:
Korollar 3.4.3. Fiir beliebige nichtnegative messbare Funktionen f1, fo, f3,... gilt

[ tadu=3 [ fudn

neN neN

Insbesondere gilt fiir paarweise disjunkte messbare Mengen Ay, Aa, As, ... und jede nichtnegative

messbare Funktion f:
=Y [ fan.
a2,

neN “in neN
Satz 3.4.4 (Lemma von Fatou). Es sei (f,)nen eine beliebige Folge nichtnegativer messbarer
numerischer Funktionen. Dann gilt

/lim inf f,, dp < lim inf/fn du.

Beweis. Nach Definition des Limes Inferior konvergiert inf,,. ,,>p f, monoton steigend gegen
liminf, .. fn. Nach dem Monotonen Konvergenzsatz gilt

/liminffnd,u: lim .inf> fmdp < lim inf> /fmd,u:liminf/fndu.

n—oom:

0

Bemerkung 3.4.5. Es ist leicht, Beispiele zu geben, in denen die Ungleichung im Lemma von
Fatou strikt ist. Etwa fiir (Q,F,u) = (R,B,\) kann man ‘Zackenfunktionen’ wihlen, deren
Graph die lineare Interpolation der Punkte (0,0), (£,n) und (2,0) ist. &

n’
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Der wohl niitzlichste und stirkste Satz {iber die Vertauschung von Grenzwert und Integral
ist der folgende.

Satz 3.4.6 (Satz von Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz). Es sei
(fn)nen eine Folge von p-integrierbaren Funktionen. Es existiere eine nichtnegative Funktion
g € LY(w) mit |f(w)| < g(w) fiir alle w € Q und alle n € N. Falls f(w) = lim, oo fn(w) fiir

u-fast alle w € Q) existiert, so gilt
lim /fnd,u = /fd,u.

Beweis. Durch Anderung auf einer Nullmenge konnen wir erreichen, dass f,,(w) — f(w) fiir
alle w € Q gilt. Es gilt f, + ¢ > 0, und das Lemma von Fatou impliziert

/fduz/(f+g)du—/gduSlglrg{gf/(fnJrg)du—/gduSlglrg{gf/fndu-

Wenn wir den selben Trick auf g— f,, > 0 anwenden, erhalten wir die komplementére Ungleichung
[ fdp > limsup,, o [ fndp. O

Der Spezialfall eines diskreten Mafiraums enthélt aus der Analysis bekannte Sétze iiber
Doppelfolgen:

Bemerkung 3.4.7 (Zahlenfolgen). Es ist eine der Stérken der Mafitheorie, dass viele bekannte
Sétze iiber reelle Zahlenfolgen einen Spezialfall darstellen. Wendet man zum Beispiel den Satz
von Lebesgue auf das Zéhlmaf auf N an, also (Q,F,u) = (N, P(N), ) mit dem Zahlmafl p =
> nen On (siehe Beispiel 2.2.10), dann erhélt man das folgende Resultat. Wir erinnern daran
(siehe Beispiel 3.2.7), dass £!(N, P(N), 1) nichts anderes ist als der bekannte Folgenraum ¢!(N).
Der Satz von Lebesgue besagt dann, dass fiir jede Doppelfolge (a; )i nen, die die Bedingungen

a; = lim a;, existiert fiir alle ¢ € N,

n—oo

|ain| < biVi,n € Nmit Y b; < oo,
€N

erfiillt, die Summation mit dem Grenzwert vertauschbar ist, d.h. lim,, .. ZieN Qi p = ZieN a;
gilt. <&

Wir ziehen noch zwei Folgerungen aus dem Satz von Lebesgue, deren Beweise Ubungsauf-
gaben sind:

Korollar 3.4.8 (Stetigkeitslemma). Es sei f: @ xR — R eine Funktion und o € R, so dass
gelten:
(a) Fiir jedes v € R ist f(-,x) € L (),

(b) fiir fast alle w € Q ist f(w,-) stetig in xg,
(c) es gibt eine Umgebung U von x¢, so dass die Abbildung sup ey |f(-,2)| in LY () liegt.

Dann ist die Abbildung [ f(w,-) u(dw) stetig in .
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Korollar 3.4.9 (Differenziationslemma). Es sei I C R ein nichttriviales Intervall und f: Qx
I — R eine Abbildung, so dass gelten:
(a) Fiir jedes x € I ist f(-,x) € L (u),

(b) fiir fast alle w € Q ist f(w,-) differenzierbar (wir bezeichnen die Ableitung mit f'),
(c) die Abbildung sup,cr |f (-, )| liegt im L1 (u).

Dann liegt f'(-,x) fiir jedes z € I in LY(n), und die Punktion F(z) = [ f(w,z)p(dw) ist
differenzierbar mit F'(z) = [ f'(w,z) p(dw).

Bemerkung 3.4.10 (Momenten erzeugende Funktion I). Wir betrachten die sogenannte
Momenten erzeugende Funktion M(t) = [ e p(dz) eines MaBles p auf (R,B). Es sei voraus-
gesetzt, dass der Definitionsbereich I = {t € R: M(t) < oo} ein nichtleeres Inneres hat. Als
eine Anwendung des Differenziationslemmas sieht man, dass M im Innern von I beliebig oft
differenzierbar ist mit M®(t) = [ z¥e!® p(dz) fiir jedes k € Ny und ¢ € I°. Wenn insbesondere
0 € I°, so existieren alle Momente f:r: ,u dCL‘) k € Np, von p, und daher rithrt der Name der
Funktion M. Mit Hilfe der zweiten Ableitung erhilt man als Ubungsaufgabe insbesondere einen
Beweis fiir die Konvexitit der Abbildung log M, siehe auch Bemerkung 3.5.8. O

3.5 Die LP-Raume

Es sei (2, F, u) ein beliebiger Mafiraum. In diesem Abschnitt fithren wir die zur Potenz p > 1
integrierbaren Funktionen ein und leiten ein paar wichtige Ungleichungen her.

Fiir eine messbare numerische Funktion f:  — R und p € [1, 00] definieren wir

1
£l = (fQ|f| d,u)l’ falls p < oo,
P sup{a > 0: u(|f| > a) > 0}, falls p= oo,

und
LP(Q,F,pu) = LP(n) = {f: f ist messbar und numerisch mit ||f||, < co}.

Dies ist offensichtlich eine Erweiterung der Definition von £'. Man iiberlegt sich als Ubungs-
aufgabe, dass || f|lco = min{c € [0,00]: |f| < ¢ p-f.ii.}, d.h. || f||cc = ¢ gilt genau dann, wenn es
eine Nullmenge N gibt mit supye |f| = ¢, d. h. || f]|eo ist das Supremum von |f| auBlerhalb einer
p-Nullmenge. Man sieht auch leicht, dass (L?, || - ||;) ein Vektorraum ist. Fiir p < oo folgt dies
aus |f + gP < (2max{f,g})? < 2P(|f|P + |g|P) mit Korollar 3.2.5(i), und fiir p = oo mit der
soeben erwihnten Charakterisierung von || - ||oo-

Eines unserer Ziele ist es, (L?, || - ||p) als einen normierten Raum aufzufassen. Immerhin ist
| - |lp positiv homogen (d.h. |af|l, = |af||f|, fir @« € R und f € £P(u)), und in Satz 3.5.10
werden wir die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung zeigen. Allerdings ist || - ||, nicht definit, denn
aus Lemma 3.2.6 folgt: || f||, = 0 <= f = 0 p-f. ii. (Man sagt, dass || - ||, eine Halbnorm auf dem
LP(p) ist.) Dies bringt uns auf die Idee, zu dem folgenden Quotientenraum iiberzugehen: Mit

N ={f € LP(n): f =0 pfast iiberall}

definieren wir

LP(Q’]:’ ,LL) = Lp(:u) = LP(Q’]-" M)/Na
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also ist LP(u) die Menge aller Aquivalenzklassen [f] = f +N = {f +g: g € N} von LP(u)
beziiglich der Aquivalenzrelation ‘Gleichheit u-fast iiberall’. Auf dem Quotientenraum LP(u)
werden die iiblichen Operationen (Addition, skalare Multiplikation) vertreterweise erklirt, und
daher ist der LP(u) ein Vektorraum. Fiir eine Klasse [f] € LP(u) setzen wir ||[f]||, = || f|lp, und
wiederum Lemma 3.2.6 sagt uns, dass diese Definition sinnvoll ist, d.h. nicht vom gewéhlten
Vertreter f abhingt. Die Normeigenschaften sind ebenfalls leicht aus den Halbnormeigenschaften

von || - ||, abzuleiten. Also ist der LP(x) ein normierter Raum. Im wichtigen Spezialfall p = 2
wird durch ([f],[g]) = [ fgdu ein Skalarprodukt auf dem L?(x) definiert, das offensichtlich die
Norm | - ||2 erzeugt, also ist der L?(u) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Nun muss nur noch

die Vollsténdigkeit des Raumes LP(u) gezeigt werden, und der Beweis des folgenden Satzes ist
komplett.

Satz 3.5.1 (Riesz-Fischer). Fir jedes p € [1,00] ist (LP(n),| - ||p) ein Banachraum. Im
Spezialfall p = 2 ist (L*(u), {-,-)) ein Hilbertraum.

Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Vektorraum, und ein Hilbertraum ist ein
vollsténdiger Vektorraum mit Skalarprodukt. Den Beweis von Satz 3.5.1 werden wir nicht aus-
formulieren, insbesondere die Vollstédndigkeit werden wir hier nicht beweisen (siehe dazu etwa
[K106, Abschnitte 6 und 7] oder eine Funktionalanalysis-Vorlesung). Die Dreiecksungleichung fiir
|| - |l wird in Satz 3.5.10 bewiesen, und daraus folgen auch die Vektorraumeigenschaften.

Bemerkung 3.5.2 (Der Raum ¢P(N)). In Satz 3.5.1 ist als Spezialfall auch der Folgenraum

M) = {@nen: Y leal’ <oof,  pe L),

neN

aller Folgen reeller Zahlen, deren p-te Potenzen absolut summierbar sind, enthalten und natiirlich
auch der Raum ¢°°(N) aller beschrankten Folgen. Wenn man namlich y als das Zahlma8l ) 6,
auf N wahlt, entpuppt sich ¢P(N) als der LP(u). Man beachte, dass dieses Zahlmaf kein endliches
Ma# ist. &

Wir wollen im Folgenden die wichtigsten allgemeinen Ungleichungen im Zusammenhang mit
Integralen und L£P-Réumen vorstellen. Wir wihlen einen Beweisweg, der iiber die Jensen’sche
Ungleichung lduft, eine der wichtigsten Ungleichungen der Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie.
Wir erinnern daran (siehe Bemerkung 3.2.2(f)), dass wir E(X) statt [ X dP schreiben, wenn P
ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Satz 3.5.3 (Jensen’sche Ungleichung). Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und
es sei X: ) — R integrierbar. Ferner sei I C R ein Intervall und ¢: I — R eine konvexe
Funktion. Es gelte P(X ¢ I) = 0. Dann gilt

E(p o X) > ¢(E(X)).

Beweis. Da konvexe Funktionen immerhin im Inneren ihres Definitionsbereichs stetig sind, ist
¢ o X messbar. Es ist zugelassen, dass E(p o X) = oo gilt.

In dem Fall, dass E(X) im Innern von I liegt, gibt es eine Gerade unterhalb des Graphen
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von ¢, die durch den Punkt (E(X), p(E(X))) geht und eine Steigung « hat:

o(y) > aly — E(X)) + »(E(X)), yel.

Nun ersetzen wir y durch X (w) und integrieren iiber w, um zu erhalten:

BlpoX) = [o(X()P(dw) 2 a [(X(w) B Po) + [ @ECO) B(de) = o(ECY)).

Im anderen Fall, wo E(X) ein Randpunkt von [ ist, gilt X = E(X) P-fast sicher, und die
Behauptung gilt trivialerweise. O

Daraus sieht man leicht als Ubungsaufgabe, dass fiir endliche MaBriume bei wachsendem p
die £P- und die LP-Raume absteigend in einander enthalten sind:

Korollar 3.5.4. Es sei (2, F,u) ein endlicher Maffraum. Dann gelten fir 1 < p < p’ < o0
die Inklusionen LC¥ (1) C LP(u) und L () C LP(u). Falls u(Q) = 1, so ist die Abbildung

[1,00] — [0,00], p— ||f|lp fiir jede messbare numerische Funktion f monoton nichtfallend.

Bemerkung 3.5.5. Bei den Folgenrdumen (P(N) (siche Bemerkung 3.5.2) sind die Inklusionen
umgekehrt. Genauer gilt Folgendes. Falls ein Maf} 4 die Eigenschaft hat, dass fiir ein a > 0 gilt:
1(A) ¢ (0,a) fiir alle A € F, so gelten die Inklusionen £ (1) € £P(p) und L¥ (1) C LP(p) fiir
1 < p' < p < oo (Ubungsaufgabe). &

Bemerkung 3.5.6 (Entropien). Die relative Entropie eines Wahrscheinlichkeitsmafes P beziig-
lich eines Wahrscheinlichkeitsmafles P definieren wir durch

H(P|P) = /m%dﬂb,

falls die Dichte f = ﬁ existiert (fiir diesen Begriff siche Definition 3.6.6; dies heifit, dass

P(A) = [, f dP fiir jede messbare Menge A),und H (P | ]T”) = 0o sonst. Als eine einfache Ubungs-
aufgabe wendet man die Jensen’sche Ungleichung auf die konvexe Abbildung x — z logx an, um
zu zeigen, dass die Entropie nichtnegativ ist. Mit einer anderen Anwendung der Jensen’schen
Ungleichung kann man sehen, dass H(- | P) eine konvexe Abbildung ist. O

Eine weitere wichtige, berithmte Ungleichung ist die folgende, die wir nun als eine An-
wendung der Jensen’schen Ungleichung beweisen. Wie zu Beginn sei (2, F, ) ein beliebiger
Mafraum.

Satz 3.5.7 (Holder’sche Ungleichung). Es seien p,q € [1,00] mit % —i—% = 1. Ferner seien
f € LP(u) und g € LI(p). Dann gelten fg € LY (1) und

Ifglle < 17 1o - llgllq-

Beweis. Der Fall p = oo ist sehr leicht; wir behandeln nur den Fall 1 < p < co. Wir diirfen auch
voraussetzen, dass || f||, > 0 und ||g|l; > 0. Wir betrachten die Funktionen f= (If1/11£1p)P und
g = (l9//1l9ll¢)?. Dann gilt ffd,u = fﬁdu = 1. Daher ist das MaB P = fdy ein Wahrschein-
lichkeitsmaf§ (wobei wir P durch P(A4) = [, f dp definieren). Ferner sieht man, dass

e, 0= [ Peaean= [ (5)" Tan=e[($)").
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wobei wir E fiir den Erwartungswert beziiglich P geschrieben haben. (Man beachte auch, dass
der Quotient P-fast sicher wohldefiniert ist.) Nun benutzen wir die Konvexitidt der Abbildung
x — x? und erhalten mit Hilfe der Jensen’schen Ungleichung:

%d’“‘:EK%W} gE[%l/q = (/gdu)l/q —1,

also die Hélder’sche Ungleichung. (Genau genommen, diirfen wir die Jensen’sche Ungleichung
nur anwenden, wenn wir wissen, dass der Erwartungswert von (g/ f )1/ 9 endlich ist, aber indem
man den obigen Beweis zun#chst nur fiir nichtnegative einfache Funktionen durchfiihrt und dann
zu monotonen Grenzwerten iibergeht, erhilt man den allgemeinen Fall.) O

Es sei noch bemerkt, dass ein weiterer, sehr weit verbreiteter Beweis der Holder’schen Un-
gleichung iiber die Young’sche Ungleichung lauft (Ubungsaufgabe), die besagt, dass fiir p,q > 1
mitlzé—i—% und alle z,y > 0 gilt: zy < %—i—%q.

Bemerkung 3.5.8 (Momenten erzeugende Funktion IT). Wie in Bemerkung 3.4.10 be-
trachten wir wieder die Momenten erzeugende Funktion M (t) = [ e pu(dz) € [0, co] eines MaBes
wauf (R,B). Es sei I = {t € R: M(t) < oo} nicht leer. Eine Anwendung der Holder’schen Un-
gleichung zeigt, dass I ein Intervall ist und dass die Abbildung log M konvex auf I ist (Ubungs-
aufgabe). &

Der symmetrische Spezialfall der Holder-Ungleichung ist ebenfalls beriihmt:

Korollar 3.5.9 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir je zwei Funktionen f,g € L2(u)
gelten fg € L1(n) und ||fglly < I fll2 - llgllz-

Als eine Anwendung der Holder’schen Ungleichung zeigen wir nun die Dreiecksungleichung
fiir | - :

Satz 3.5.10 (Minkowski-Ungleichung). Es sei p € [1,00]|. Dann gilt fir alle f,g € LP(u):

1+ glly < [1fllp + llgllp-

Beweis. Die Fille p = co und p = 1 sind leicht bzw. schon bekannt, so dass wir nur den Fall
1 < p < 0o behandeln. Die Dreiecksungleichung impliziert, dass ||f + g||, < |[|f] + |g||lp, sodass
wir annehmen diirfen, dass f > 0 und g > 0. Wegen (f 4+ ¢)? < [2max{f,g}P < 2P(fP + gP) ist
schon klar, dass || f + gl < oo. Wir schreiben

/(f+9)pdu = /f(f+g)p1du+/9(f+g)p1du

und wenden die Holder’sche Ungleichung (mit einem ¢ > 1, so dass % + % = 1) auf die beiden
Integrale an, um zu erhalten:

[ +97an < 150G + 97+ Mol + 97 = (151 + gl) ([ 7+ 97 ) ™.

Elementare Umformungen lassen die Aussage folgen. O
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3.6 Bildmafie und Dichten

Mit Hilfe von messbaren Abbildungen kann man aus gegebenen Maflen weitere Mafle konstru-
ieren. Wir stellen die beiden wichtigsten Prinzipien hier vor; es handelt sich um Transportie-
ren mittels einer messbaren Funktion bzw. um das Transformieren mittels einer nichtnegativen
messbaren Funktion, der Dichte. Insbesondere werden wir in diesem Abschnitt auch die allge-
meine Transformationsformel fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen behandeln.

Bildmafle

Es sei (2, F, 1) ein Mafiraum und (€2, ') ein weiterer messbarer Raum. Ferner sei f: Q — @/
eine messbare Funktion. Wir definieren po f=1: 7' — [0, oo] durch

o FNA) = u(f1A),  AeF, (3.6.1)
wobei f~1(A) wie immer das Urbild von A unter f bezeichnet.
Satz 3.6.1. (a) po f~! ist ein Mafs. Falls u ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ ist, so auch po f 1.

(b) Fiir jede nichtnegative messbare numerische Funktion ¢: Q' — [0,00] gilt
[ sdiuo = [ @onan (3.6.2)

c) Fiir jede messbare Funktion ¢: Q' — R gilt
(c) Fiir j 9
GeLUQ, Fipof™) = pofeLiQF,m),

und in diesem Fall gilt (3.6.2) ebenfalls.

Beweis. (a) folgt aus den allgemein giiltigen Rechenregeln fiir die Abbildung f~!: 7' — F.

Um die Aussage (b) zu beweisen, werden wir Satz 3.1.12 anwenden und miissen also zeigen,
dass die Gleichung (3.6.2) (i) sich auf Linearkombinationen iibertrégt, (i) sich auf monotone
Limiten iibertréigt und (iii) fiir Indikatorfunktionen auf messbaren Mengen gilt. Diese drei Dinge
sind leicht zu sehen: (i) stimmt, da beide Seiten der Gleichung (3.6.2) linear in ¢ sind, (ii) folgt
direkt aus dem Monotonen Konvergenzsatz (Satz 3.4.1), und (iii) ist nach Definition (3.6.1)
vorausgesetzt.

Aussage (c) ergibt sich direkt aus einer Anwendung von (b) auf |¢|, und die Formel (3.6.2) fiir
allgemeine integrierbare Funktionen zeigt man leicht durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil.

0

Definition 3.6.2 (BildmaB). Das Maf$ pio f~! heifit das durch f induzierte Mafl oder das
Bildmaf von u unter f. Es sind auch die Schreibweisen puf ' und f(u) gebrauchlich.

Bemerkung 3.6.3. Der Beweis von Satz 3.6.1 ist ein Paradebeispiel fiir ein allgemeines Be-
weisverfahren fiir Aussagen iiber messbare Funktionen. Wir werden in Zukunft solche Beweise
nicht mehr voll ausformulieren, sondern Wendungen benutzen wie ‘beweist man auf die iibliche
Weise’. Umgangsprachlich spricht man auch manchmal vom ‘Hochziehen’. &
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Falls das BildmaR p1o f ! o-endlich ist, so auch p, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen
nicht (Ubungsaufgabe).

Beispiel 3.6.4. Sei y ein MaB auf dem Z? und f: Z? — Z definiert durch f(x,y) = z+v. Dann
ist dass Bildmafl von p unter f gegeben durch

) = S a2 —2)}) = 3 u{(z - 2,0))).

TEL T€Z
O

Beispiel 3.6.5. Sei A € GL(R,d) eine reguldre Matrix und A das Lebesgue-Mafl auf dem
R?. Dann ist das BildmaB von A unter der Abbildung A: R¢ — R? gegeben durch A o A™! =
|det(A)|~'\. Dies folgt daraus, dass fiir jeden Quader Q = ngl[ai,bi] der Spat A=1(Q) das
Volumen | det(A~1)| H?Zl(bi —a;) = |det(A)|7A(Q) besitzt, siehe Beispiel 1.2.7, wo wir A statt
A1 schrieben. Also stimmen die beiden Maie A o A~! und |det(A)|~!\ auf der Menge aller
Quader iiberein, und dies ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra.
Nach dem Eindeutigkeitssatz (Satz 2.3.8) ist also A o A~! = |det(A)| "L\ &

Man beachte, dass aus Bemerkung 3.6.5 die Erweiterung des Transformationssatzes 1.2.5 fiir
lineare Transformationen auf das Lebesgue-Integral folgt, wie wir im Beweis des Satzes 3.6.11
erldutern werden.

Dichten

Nun kommt die nach Korollar 2.4.4 angekiindigte starke Verallgemeinerung des Begriffs der
Dichte. Wir erinnern uns, dass B die Borel-o-Algebra auf R bezeichnet.

Definition 3.6.6 (Dichten). Es seien u und v zwei Maf$e auf einem messbaren Raum (2, F).

Eine F-B-messbare Abbildung ¢: Q@ — [0, 00) heifst eine Dichte von v beziiglich p, wenn v(A)

fA edu fir alle A € F gilt. Wir schreiben dann auch ¢ = Q und v = pdu.

Wenn ¢ eine Dichte von v beziiglich y ist, dann ist jede messbare Abbildung f: Q2 — R genau
dann v-integrierbar, wenn f¢ integrierbar beziiglich g ist, und dann gilt [ fdv = [ fedu. Dies
gilt per Definition fiir Indikatorfunktionen f und wird standardméfig auf beliebige messbare
Funktionen erweitert (sieche Bemerkung 3.6.3).

Lemma 3.6.7 (Eindeutigkeit der Dichte). Es seien p und v zwei Mafle auf einem messbaren
Raum (2, F). Der Mafraum (2, F,v) seio-endlich. Falls eine Dichte von v beziiglich p existiert,
so ist sie eindeutig bis auf Gleichheit p-f. .

Beweis. Seien ¢; und ¢y zwei Dichten von v beziiglich p. Wir betrachten die messbare Menge

A={p1 > p2} ={w e Q: p1(w) > p2(w)}. Nach Voraussetzung existiert eine Folge messbarer
Mengen €, C  mit v(€,) < oo und Q, T Q fiir n — co. Dann gilt fiir jedes n € N

[ a0 = 2 du= o o7 (AN D) = o 5 (AN Q) = V(AN D) — V(AN Q) =

Im Grenzwert n — oo erhélt man wegen l4(p1 — w2) > 0 mit dem Monotonen Konvergenzsatz
(Satz 3.4.1), dass [ La(p1 — ¢2)dp = 0. Wegen 14(¢1 — p2) > 0 folgt mit Lemma 3.2.6(b), dass
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Ta(pr — ¢2) = 0 p-f.ii., also 1 < o p-f.ii. Die komplementére Ungleichung o1 > ¢o p-f. .
folgt analog. O

Definition 3.6.8 (Absolutstetigkeit, Aquivalenz). Wir nennen ein Mafl v absolutstetig
beziiglich eines Mafles p, wenn jede p-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist, also falls aus
w(A) = 0 folgt: v(A) = 0. In diesem Fall schreiben wir v < p. Falls v < p und p < v
gelten, so nennen wir v und p dquivalent zu einander und schreiben v =~ u. Falls eine Menge
A € F existiert mit pu(A) =0 und v(A°®) =0, so nennen wir p singulér zu v.

Wenn v eine Dichte ¢ beziiglich p hat, so sind offensichtlich alle u-Nullmengen auch v-
Nullmengen, denn fiir jede messbare Menge A mit 1(A) = 0gilt v(A) = [, pdp = [@ladp =0,
da der Integrand p-fast sicher Null ist. Der beriihmte Satz von Radon-Nikodym dreht die Aussage
um: Falls v < pu, so existiert eine Dichte von v beziiglich p. Diese Dichte wird oft die Radon-
Nikodym-Ableitung oder Radon-Nikodym-Dichte von v beziiglich u genannt.

Satz 3.6.9 (Radon-Nikodym). Seien p und v zwei o-endliche Mafle auf (2, F) mit v < .
Dann existiert eine Dichte von v beztiglich (.

Beweis. Zunichst beweisen wir die Aussage unter der stérkeren Voraussetzung, dass p ein
endliches Maf ist und v < p gilt, also v(A) < u(A) fir jedes A € F. Ein elegantes Argument,
das den Riesz’schen Darstellungssatz’ benutzt, geht wie folgt. Zunichst sieht man mit Hilfe
eines Standardbeweises (siche Bemerkung 3.6.3), dass wir wegen v < pauch [gdv < [ gdu fiir
jede nichtnegative messbare numerische Funktion g: Q — [0, 00| haben. Daraus folgt fiir jedes

feL?(p):
| [rav]< [iniav< ([ ra) vy < i@ ( [ r2an) " = omisie,

wobei wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe Korollar 3.5.9) benutzten. Wegen v(Q2) <
() < oo zeigt diese Ungleichungskette, dass £2(u) C £2(v) C L£'(v) gilt und dass durch
[+ [ fdv eine lineare und stetige Abbildung L2(1) — R definiert wird.

Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz existiert ein h € L£2(u) mit [, fdv = (f,h) =
Jo fhdp fiir alle f € £2(p). Wenn wir f = 14 fir A € F wihlen, sehen wir, dass v(A4) =
(14,h) = [, hdu gilt, h also eine Dichte von v beziiglich p ist. Also ist die Aussage im Fall
v < p und p(Q) < oo bewiesen.

Nun beweisen wir die Aussage im Fall endlicher Male v und g mit v < p. Nach dem
Vorherigen existieren die Dichten g = d(_;(j-uk_u) und h = %. Die Menge N = {g = 0} ist
wegen p(N) = [y gd(u+v) = 0 eine p-Nullmenge, also auch eine v-Nullmenge. Die Funktion
f:Q — [0,00), definiert durch f(w) = h(w)/g(w) fir w € Q\ N und f(w) = 0 sonst, ist
nichtnegativ und messbar und erfiillt fiir jedes A € F:

V(A) = v(A N N°) = /AW hd(u+v) :/

ANN¢

Mdu+@=/i

ANN¢

fdu = /Afdu,

ist also eine Dichte von v beziiglich p.

2Der Riesz’sche Darstellungssatz besagt, dass zu jeder stetigen linearen Abbildung F': H — R auf einem reellen
Hilbertraum H ein h € H existiert mit F(f) = (f, h) fiir jedes f € H.
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Nun zeigen wir die Aussage fiir alle endlichen Mafie p und alle Mafle v mit v < pu. Wir
betrachten
a=sup{u(B): B€ F,v(B) <} € [0,00).

Dann gibt es eine wachsende Folge (B, )nen in F mit v(By,) < oo fiir jedes n € Nund p(By,) T «
und B,, 1 B mit u(B) = a. Man sieht, dass fiir jede Menge A € F mit A C B¢ entweder
w(A) = v(A) = 0 gilt oder pu(A) = 0 und v(A) = oo, denn falls ¥(A) < oo, so ist o+ p(A4) =
lim,, 0o pt(Bp U A) < «, denn v(B,, U A) < co. Die Mengen C,, = B, \ B,,—1 (wir haben By = ()
gesetzt) sind disjunkt, haben endliches v-Mafl und schépfen B aus. Wir setzen v,, = 1¢, dv fiir
n € N und vgec = 1gc dv, dann sind die v, endliche Mafle auf F mit v, < p. Nach dem zweiten
Schritt dieses Beweises gibt es die Dichten f, = %. Auflerdem ist ocollgec eine Dichte von vge
beziiglich p, und es folgt

v=3 vy tvp = (an—l—oo]lgc)d,u,

neN neN

also ist der Term in den Klammern eine Dichte von v beziiglich p.

Den letzten Schritt des Beweises (Erweiterung auf beliebige o-endliche Mafle v und p mit
v < p) fithren wir nicht mehr aus; dies ist analog zu dem entsprechenden Beweisteil im Eindeu-
tigkeitssatz, Satz 2.3.8. U

Diskrete Mafe (siehe Beispiel 2.2.10) haben keine Dichten beziiglich des Lebesgue-Mafles.
Ein Maf§ kann durchaus aus einem diskreten und einem absolutstetigen Anteil bestehen. Es
folgen die wichtigsten Beispiele mit Dichten:

Beispiel 3.6.10 (Lebesgue-Dichten). Wichtige Beispiele von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
R mit Lebesgue-Dichten sind die folgenden:

1 _ 2
Normalverteilung N'(a,0%) @, 2(z) = Noro exp{—%} Parameter a € R,o > 0,
Exponentialverteilung pa(r) = el o) (z), Parameter o > 0,
Cauchy-Verteilung ve(z) = g i_ I Parameter ¢ > 0.

<&

Nun formulieren wir die allgemeine Version des Transformationssatzes, die den Satz 1.2.8
auf Lebesgue-integrierbare Funktionen erweitert:

Satz 3.6.11 (Transformationsformel fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen). Seien
U und V zwei offene Mengen im RY und ¢: U — V eine Ct-invertierbare Abbildung. Dann
ist eine Funktion f: V — R genau dann Lebesque-integrierbar iber V, wenn die Abbildung
fopldet(Dy)| dber U integrierbar ist, und dann gilt

/f )| det(Dy(2))] Mdz) /f dy). (3.6.3)

Das Bildmaf der Abbildung ¢~' unter \ (also das Mafi A — X(p(A))) ist gegeben durch
| det(Dp(x))| AM(dx), d. h. als das Maf8 mit Lebesgue-Dichte x +— |det(Dp(z))].
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Insbesondere gilt fiir jede reguldre Matrix A und fiir jede Lebesgue-integrierbare Funktion
f: R4 - R:

/ F(A)| det(A)| A(de) = / £(5) AM(dy). (3.6.4)
Rd ]Rd

Nachzutragen ist noch, dass fiir nichtnegative Funktionen f die Bezichung (3.6.3) ohne weiteren
Zusatz gilt, aber beide Seiten kénnen oo sein. Das Einzige, was im Beweis des Satzes 3.6.11 zu
zeigen ist, ist die Identifikation des Bildmafes, denn dann folgt die Aussage in (3.6.3) nach der
Standardargumentation schrittweise fiir einfache Funktionen, nichtnegative messbare Funktio-
nen und integrierbare Funktionen.

Beweisskizze fiir Satz 3.6.11. Der Beweis von (3.6.4) besteht aus einer Anwendung der Bezie-
hung [gd(AoA™1) = [g|det(A)|~t d\ (siche Beispiel 3.6.5) auf g = f o A und einem Ubergang
von A zu A~!. Die Erweiterung auf beliebige C!-invertierbare Abbildungen ¢ wird dhnlich wie
im Beweis des Satzes 1.2.8 durch lokale Approximation durchgefiihrt. Beziiglich ¢ wird die selbe
Strategie verfolgt. Die Funktion f kann als eine Indikatorfunktion auf einer Menge A ange-
nommen werden, und A wird angendhert durch eine abzdhlbare Vereinigung immer kleinerer
achsenparalleler Quader. Die Details sind sehr &hnlich jenen des Beweises des Satzes 1.2.8; siehe
etwa [K02, Kap. 9]. O

Als eine Anwendung kénnen wir den Begriff einer Normalverteilung stark erweitern:

Beispiel 3.6.12 (mehrdimensionale Normalverteilung). Die Standardnormalverteilung N
auf dem messbaren Raum (R?, By) ist definiert als das MaB, das die Dichte

—5lz)? 1

_ ez _ —d/2 2 _ d
@(m)—w—(%r) exp{—igxi}, x=(x1,...,2q) € R,

besitzt. Jedes BildmaB N o f~! mit einer affinen Abbildung f: R¢ — R%, d.h. f(z) = Az + b

mit einer d x d-Matrix A und einem Vektor b € R?, heifit eine Normalverteilung. Dieses Ma8

N o f~! besitzt genau dann eine Dichte, wenn A invertierbar ist, und zwar ist dann eine Dichte

gegeben durch

1 1 Ty—1 d
7 x:—exp{——x—b Y x—b}, z € RY
#6:2(7) (2m)d det X2 2( ) ( )

wobei ¥ = AAT. Falls nimlich A nicht invertierbar ist, ist das Bild f(R%) in einer affinen
Hyperebene enthalten, besitzt also das Maf Null unter A4, aber es gilt Ao f~1(f(R?)) = 1. Also
hat Ao f~! keine Lebesgue-Dichte. Wenn andererseits A invertierbar ist, so ist auch f: R4 — R¢
bijektiv, und (3.6.4) (mit ¥ an Stelle von A) impliziert die Aussage.

Daher schreibt man oft auch N(b,X) an Stelle von N o f~1 und dann ist N' = N(0, 1),
wobei I die d x d-Einheitsmatrix ist. &

Mit Hilfe von Satz 3.6.11 kénnen wir nun endlich die letzten Unklarheiten aus den Beispie-
len 1.2.11 und 1.2.12 beseitigen. Wir geben eine d-dimensionale Version dieser Beispiele.

Lemma 3.6.13 (d-dimensionale Polarkoordinaten). Es seien d > 2 und U = (0,00) x
(0,7)472 x (0,27) und V = R4\ Hy der ‘geschlitzte’ R%, wobei Hy = {y € R%: yq_1 > 0,yq = 0}
eine halbe Hyperebene ist. Dann wird durch ®(r,o1,...,04-1) =y = (Y1,-..,Yyq) mit

Y = 7“<k1_[18in(90z‘)) % {COS(%)’ falls k < d,

paie} 1 sonst,
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eine C'-invertierbare Abbildung ®: U — V definiert mit Funktionaldeterminante
d—2 '
det (D®(r, 1, ..., pa-1)) = rd=1 H sin? 17 ().
i=1

Eine Funktion f: R¢ — R ist genau dann iber den R? Lebesque-integrierbar, wenn die Abbildung
(1,015 0a-1) — f(®(r,p1,...,pq-1))rt? H?;f sin®=1=¥(;) diber V integrierbar ist, und in
diesem Fall gilt

d—2

y f(x)A(dx) = /Uf(Q)(r, Ol ,cpd_l))rdfl H sindil*i(gpi) )\(d(r, O1y--- ,god_l)). (3.6.5)

i=1

Beweisskizze. Man beachte, dass y; = (Z?:k y2)/2 cos(gy,) fiir k=1,...,d — 1 gilt, withrend
ya = (Y2, +y3)/?sin(p4_1) gilt. Insbesondere ist |ly| = r. Mit Hilfe dieser Angaben kann
man eine Umkehrabbildung V' — U angeben und leicht die stetige Differenzierbarkeit von ®
und ®~! priifen. Die zweite Aussage folgt dann aus dem Transformationssatz 3.6.11, wobei wir
beachten, dass die Menge V durch den R? ersetzt wurde. Doch dies ist statthaft, da H, eine
Lebesgue-Nullmenge ist. O

Eine sehr hilfreiche Folgerung kann iiber rotationssymmetrische Funktionen gezogen werden:

Korollar 3.6.14 (Integrale rotationssymmetrischer Funktionen). Sei g: [0,00) — R
messbar, dann ist die Abbildung x — g(||z||) genau dann iber den R? Lebesgue-integrierbar,

wenn die Abbildung r — r%1g(r) iber [0,00) Lebesque-integrierbar ist, und dann gilt

/ a(l2l]) A(dz) = dry / rd=Lg(r) A (dr), (3.6.6)
Rd [0,00)

wobei 74 = 72 T(1 + %) das Volumen der d-dimensionalen Kugel mit Radius Eins ist, siehe
Beispiel 1.6.11.

Der Beweis besteht aus einer Anwendung von Lemma 3.6.13 auf die Abbildung f(x) =
g(||lz||) und einer Auswertung der Integrale:

d—2 is .
sad—1—i/, . o cod—1—i N
/(O,ﬂ)d_2><( H sin (i) )\(d(%, . ,SOd—l)) =27 21;[1 </0 sin (p) dgp) = d7y

0,2m) ;4

(Ubungsaufgabe). Es sei bemerkt, dass die Zahl dry genau die Oberfliche der Einheitskugel ist,
wie wir in Beispiel 4.2.13 berechnen werden.

3.7 Produkte messbarer Riume

In der Wahrscheinlichkeitstheorie méchte man auch gerne ganze Tupel oder gar unendliche Fol-
gen von zufélligen Experimenten (sogenannte stochastische Prozesse) behandeln und in die allge-
meine Mafitheorie einbetten. Das natiirlichste mathematische Konstrukt hierfiir ist das Produkt
der einzelnen Mengen, die die einzelnen Experimente beschreiben. In diesem Abschnitt fiithren
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wir die natiirlichste o-Algebra auf diesem Produkt ein, und zwar die kleinste, die es zulésst,
dass die einzelnen Experimente in dem Produktraum genauso gut beschrieben werden kénnen
wie fiir sich alleine.

Es sei I eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes ¢ € I sei (F;, ;) ein messbarer Raum.
Zur besseren Anschauung stelle man sich I = N vor, aber das Folgende ist nicht beschrénkt auf
abzihlbare Indexmengen. Auf der Produktmenge [[;.; E; wollen wir eine natiirliche o-Algebra
definieren. Dazu betrachten wir die Mengen der Form

AD(A)) = {(xi)iel c HEZ T € AJ} mit A; € &, € 1. (3.7.1)
iel

In Worten: AY(A;) ist die Menge derjenigen Elemente im Produktraum, deren j-te Komponente
eine Bedingung erfiillt, némlich dass sie in A; liegt. Diese Mengen wéhlen wir als Erzeuger der
gesuchten o-Algebra:

Definition 3.7.1 (Produkt-o-Algebra). Die o-Algebra auf dem Produkt ],.; E;, die von
den Mengen AV (A;) mit Aj € & und j € I erzeugt wird, heifit die Produkt-o-Algebra auf
[Lic; Ei und wird mit @Q,c; &; bezeichnet. Den messbaren Raum ([[,c; Ei, Q;cr £) nennt man
den Produktraum der (E;,&;). Falls alle (E;, &;) gleich sind, also (E;, &) = (E,E), so schreibt

man auch (ET,E%®1) fiir den Produktraum. Im Fall I = {1,... ,n} schreiben wir auch E*™ statt
£er,

Bemerkung 3.7.2. Die Produkt-o-Algebra ist die kleinste o-Algebra auf dem Produkt, so dass
die Projektionen

Ty HEZ — Ej, i ((xi)ier) = x5,

el
messbar sind. Fiir die Mengen in (3.7.1) gilt A9 (4;) = 7rj_1(Aj). Also haben wir auch auch
Ricr € = Viermi L&) = Vicr o(m;); sieche Bemerkung 3.1.2. <&

Bemerkung 3.7.3 (durchschnittstabile Erzeuger des Produktraums). Die Mengen der
Form (3.7.1) bilden kein durchschnittstabiles Erzeugendensystem. Insbesondere ist der Eindeu-
tigkeitssatz (Satz 2.3.8) nicht auf dieses System anwendbar. Daher benutzt man oft lieber das
Erzeugendensystem, das aus den endlichen Durchschnitten von Mengen der Form (3.7.1) be-
steht. Genauer: Fiir eine endliche Teilmenge J von I und Mengen A; € &; fiir j € J setzen
wir

AY( ﬂ AV (A;) = {(z4)ier: zj € A;j fiir alle j € J}. (3.7.2)

jeJ

Das Mengensystem D aller solcher A ((A;);es) ist offensichtlich ein durchschnittstabiles Erzeu-
gendensystem der Produkt-o-Algebra auf [],.; E;. Die Mengen A ((A;);cs) nennt man auch
endlichdimensionale Zylinder. Auf D kann man Satz 2.3.8 problemlos anwenden. Im Spezialfall

von Folgenrdumen (also I = Ny) und J = {0,1,...,n} hat A die Gestalt

AD((Aj)jes) = Ao x Ay x - x Ap x ] Ei.
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Beispiel 3.7.4. Als eine Ubungsaufgabe mache man sich klar, dass die Borel-o-Algebra By auf
dem R? gleich dem d-fachen Produkt der Borel-o-Algebra B auf R ist, also By = B®? (siche
Beispiel 2.2.5). O

Beispiel 3.7.5 (Unendliche Folgenriume). Fiir die mathematische Modellierung eines un-
endlich oft wiederholten Versuchs bendtigt man eine geeignete o-Algebra auf dem unendlichen
Folgenraum EY, wobei (E,€) ein gegebener messbarer Raum ist, der einen einzelnen Ver-
such beschreibt. Eines der einfachsten und meist bemiihten Beispiele ist der Miinzwurf, wo
man E = {K,Z} setzt und die Potenzmenge £ = P({K,Z}) wihlt. Die Produkt-o-Algebra
(P({K, Z}))®N besitzt das durchschnittstabile Erzeugendensystem, das aus den Zylindermen-
gen {(xp)nen: 1 € A1,..., Ty € A} mit m € Nund Ayq,..., A, € P{K,Z}) besteht. Diese
Mengen legen Bedingungen fest, die die ersten m Komponenten der betrachteten Folge betreffen.
Ein Ma auf dem Produktraum ({K, Z}, (P({K, Z}))®N) ist eindeutig festgelegt, wenn es auf
allen diesen Zylindermengen festgelegt ist.

Man beachte, das z. B. die Mengen ‘Fast alle Wiirfe zeigen Kopf’ oder ‘Unendliche viele
Wiirfe sind Kopf’ in der Produkt-o-Algebra enthalten sind, denn es gilt z. B.

{(wn)neNG{K,Z}N:xn:Kﬁir fast allenEN}: U ﬂ {(wn)neN:mN:K}
MeN NeN: N>M

-J N ='{xy,

MeN NeN: N>M

und die Menge auf der rechten Seite ist messbar als abzdhlbare Vereinigung eines abzéhlbaren
Schnitts des Urbilds von {K} unter der Projektion 7.

Die Produkt-o-Algebra (P({K, Z}))®N ist tatsichlich echt kleiner als die Menge P({K, Z})
aller Teilmengen des Folgenraums. Dies ist nicht leicht einzusehen, man muss das Beispiel von
Vitali (siehe Beispiel 2.2.14) geeignet modifizieren. Man kann zeigen, dass die Produkt-o-Algebra
von der Miichtigkeit des Kontinuums ist, d. h. dass es eine bijektive Abbildung (P({K, Z}))®N —
R gibt, withrend die Potenzmenge P({K, Z}") von der Michtigkeit von P(R) ist. <&

Beispiel 3.7.6 (Riume reeller Zahlenfolgen). Die Produkt-o-Algebra BZN auf der Men-
ge aller Zahlenfolgen RY enthilt unter Anderem auch die Menge aller beschrinkten Folgen,
die Menge aller Nullfolgen und die Menge aller konvergenten Folgen (Ubungsaufgaben). Die
Messbarkeit der Menge aller beschrénkten Folgen sieht man so:

{(zn)nen € RN: IM e NVN € N: zy| < M} = | [ my'((-M, M]),
MeN NeN

und die Menge auf der rechten Seite ist eine abzéhlbare Vereinigung eines abzihlbares Schnittes
von Urbildern messbarer Mengen unter Projektionen. &

3.8 Produktmalfle

Auf der Produkt-o-Algebra méchten wir nun auch Mafle definieren, die in geeignetem Sinn als
das Produkt von Maflen auf den einzelnen Faktoren aufgefasst werden kénnen. Dies tun wir in
diesem Abschnitt fiir endliche viele Faktoren. Es seien also zwei messbare Raume (€, 1) und
(Qq, F2) gegeben. Wir erinnern uns, dass die Produkt-o-Algebra F; ® Fo auf Q; x Qs durch das
durchschnittstabile Mengensystem

C= {A1 X Ag: A1 € F1,Aq € ]:2} (3.8.1)
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erzeugt wird. Unsere Idee ist, ein MaBl p zu definieren, dass die natiirliche Form pu(A; x Ag) =
w1 (A1)p2(Az) auf C annimmt. Um aber p(A) fiir eine beliebige messbare Menge A im Produkt-
raum zu definieren, werden wir (dhnlich wie bei zweidimensionaler Riemann-Integration) die
Menge A zuniichst entlang aller ‘waagerechten Schnitte’ integrieren und die einzelnen Ergebnisse
dann ‘senkrecht aufintegrieren’. (Alternativ kann man natiirlich auch die andere Reihenfolge
wéhlen und zunéchst entlang der ‘senkrechten Schnitte’ integrieren.) Um dies zu formalisieren,
fiihren wir die Schnitte einer beliebigen Menge A C €1 x 5 ein als die Mengen

Aé(fJQQ) = {wl € Ql: (wl’w2) € A}, Wy € QQ,
Aé(dll) = {w2 € Ql: (wl’w2) € A}, w1 € Ql-

Allgemeiner nennen wir fiir eine Abbildung f: Q; x Qs — R die beiden Abbildungen f3)(-) =
f(,wo) und £5(-) = f(wy,-) die Schnitte von f. Man sieht leicht, dass ]lAEJQQ) = (14)%) und eine

analoge Formel fiir A} gelten. Unser Ziel ist also, zunéchst das p;-Maf von AJ) zu bilden und

das Ergebnis dann beziiglich pa(dws) zu integrieren (oder auch mit vertauschten Rollen von ‘1’
und ‘2’). Um den ersten Schritt machen zu kénnen, miissen wir uns um Messbarkeit kiimmern:

Satz 3.8.1. Ist f: 1 x Qs — R eine messbare Funktion, so sind alle Schnitte messbar beziiglich
der jeweiligen o-Algebra, d. h. fir jedes wo € Qo ist f) Fi-messbar, und fiir jedes wy € Q ist
N Fay-messbar.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, und zwar zunéchst nur fiir alle Funktionen der Form
f =14 mit A € F; ® Fy. (Der Rest des Beweises folgt dann wie gewohnt etwa mit Hilfe von
Satz 3.1.12.) Betrachten wir das Mengensystem

G={AecF ®F: Aff; € F fiir alle wy € Qo}.

Wir mochten gerne zeigen, dass G = F; ® Fa, denn das beendet den Beweis. Zuniéchst sehen
wir, dass C C G (siehe (3.8.1)), denn

Ay, falls wy € Ay,

0 sonst.

(Ar x 45)%) = { (3.82)

Wegen (A°)5) = (AD))° fiir alle A C Q; x Q9 und (Unen B = UneN(Bn)fo) fiir alle Folgen
von Mengen By, By, Bs,--- C 1 X €9 ist G eine o-Algebra. Also gilt G = F; ® Fs. O

Nun kénnen wir ProduktmaBe auf (21 x Q9,F; ® F2) definieren. Dazu legen wir einen
Kandidaten zunéchst auf dem durchschnittstabilen Erzeugendensystem C aus (3.8.1) mit einer
offensichtlichen Formel fest und erweitern ihn dann auf die Produkt-o-Algebra:

Satz 3.8.2 (Produktmafle). Seien (21, F1, 11) und (2, Fa, p2) zwei o-endliche MafSrdaume.
Dann gibt es genau ein MafS p auf dem Produktraum (21 X Qao, F1 @ F2), so dass gilt:

,u(A1 X Ag) = /_,Ll(Al)/JQ(AQ), Ay € F,As € Fo.

Das Maf$ i heifst das Produktmafl von py und ps und wird mit p = p1 ® po bezeichnet.
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Bemerkung 3.8.3 (Produkte unendlich vieler Mafle). Das Produktma8l 4 = ®;cru; von
unendlich vielen Maflen p; mit ¢ € I wird analog definiert (wenn es existiert) durch die Forderung

<./4( ) ]EJ ) Hﬂz Z J C I endlich, A; € &; fiir i € J;
e

sieche (3.7.2). Die Existenz von p werden wir in der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie mit
Hilfe des Satzes 2.3.7 von Carathéodory zumindest im abzdhlbaren Fall unter gewissen weite-
ren Einschrankungen beweisen; siehe den Satz von Ionescu Tulcea. Hier geben wir hier einen
konstruktiven expliziten Beweis fiir endliche Produkte. <&

Beweis von Satz 3.8.2. Die Eindeutigkeit ergibt sich sofort aus dem Eindeutigkeitssatz 2.3.8.
Die Existenz zeigen wir nun konstruktiv mit Hilfe von Satz 3.8.1: Sei A € F; ® F,. Nach
Satz 3.8.1 ist Affg € JF fiir alle wy € Fa, also diirfen wir ,ul(A ) bilden. Nun zeigen wir, dass
die Abbildung ws +— ,ul(A&g ) eine Fy-messbare numerische Funktion ist. Da p; o-endlich ist,
gibt es eine Folge (B, )nen von messbaren Teilmengen von 21 mit B, T Q1 und pq(By,) < oo fiir
jedes n € N. Wegen p1(A$3)) = limy, oo p11(AS) N By,) geniigt es daher zu zeigen, dass fiir jedes
n € N die Abbildung wy +— ,ul(Afo) N B,,) eine Fy-messbare Funktion ist. Man kann elementar
zeigen, dass das Mengensystem

{Ae FL@ Fo: wr— (AL N By,) ist Fo-messbar}

ein Dynkin-System ist, das C enthélt. Also ist es gleich F; ® F». Insgesamt haben wir also die
Messbarkeit der Abbildung wy — u1(AS)) gezeigt.

Nun kénnen wir definieren:
pA) = [ A pa(den), ARG R
Q2
Eine Anwendung von Korollar 3.4.3 zeigt, dass p ein Maf ist. Und mit Hilfe von (3.8.2) sieht

man leicht, dass p auf C die gewiinschte Gestalt besitzt. O

Um problemlos beziiglich 1 ® po integrieren zu kénnen, brauchen wir noch zwei Vertau-
schungssitze. Es seien (1, F1, u1) und (Qg, Fa, uo) zwei o-endliche Mafirdume.

Satz 3.8.4 (Satz von Tonelli). Es sei f: Q1 xQ9 — [0, 00| eine messbare numerische Funktion.
Dann sind die Abbildungen wq — fff,ll) dpe und we — ff&) dpy messbar, und es gilt

/fd(m@l@) :/Q (/Q f&)(wz)uz(de))ul(dwl) :/Q </Q f&)(wl)m(dwl)>p2(dw2).

Beweis. Diese Aussage ist nach Konstruktion richtig fiir alle Funktionen der Form f = 14 mit
A € F1 ® F5. Die allgemeine Aussage folgt wie gewohnt mit Hilfe von Satz 3.1.12. O

Mit Hilfe der iiblichen Zerlegung in Positiv- und Negativteil erweitert man den Satz von
Tonelli leicht auf alle integrierbare Funktionen 7 x 23 — R und erhélt den beriithmten Satz
von Fubini, der vereinfacht sich so ausdriicken lisst: Falls f € £1(u1 ® p2), so kann man die
Integrationsreihenfolge vertauschen:

/fd p ® po) = / /f w1,w2),u1(dw1)),u2(dw2 / /f Wl,w2)ﬂ2(dw2))ﬂl(dwl)
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Satz 3.8.5 (Satz von Fubini). Sei f € L1(1 x Qo, F1 ® Fo, i1 ® o). Dann liegt fiir py-fast
alle wy € Q. die Funktion f) in £(Q, Fa, p2), und fiir pa-fast alle wy € Qy liegt die Funktion
£ in LY, Fi,pu1). Setzt man

sonst,

filwr) = {({92 S (wa) pa(dws), falls f5) € L1,

und fa(we) analog, so gilt

/ F A ® o) = / falwr) pia(dwy) = / Falws) pa(dwn).

Bemerkung 3.8.6 (endlich viele Faktoren). Die obigen Betrachtungen kénnen problemlos
auf endlich viele Faktoren ausgedehnt werden, wobei man sich klar machen muss, dass die
Produkte beliebig umgeklammert werden diirfen. Wenn also (£2;, F;, p;) fiir jedes i € {1,...,n}
ein o-endlicher Mafiraum ist, so definiert man rekursiv den Produktraum @' (s, Fi, pi) =
(IT, 4, Qi Fis @iy pi) und meint damit das Produkt [, Q; = (... ((21 x Q2) x Q3) X
-+ x Q) und analoge Formeln fiir die Produkte der o-Algebren und die der Mafie. Es ist
dann klar, dass [[i; Qi = (@1 X --+ x Q) X (Qgg1 X -+ x Q) fiir jedes k € {1,...,n} gilt
und analoge Formeln fiir die Produkte der o-Algebren und die der Mafle. Falls alle Faktoren
(Q4, Fiypi) = (9, F, u) iibereinstimmen, schreiben wir natiirlich Q" sowie F®" und pu®" oder
auch Q! sowie F®! und p®!, falls I = {1,...,n}. O

Beispiel 3.8.7 (d-dimensionales Lebesgue-Mafl). Im wichtigen Spezialfall, wo (siehe Bei-
spiel 2.2.5) (Q;, Fi, i) = (R, B, A) fiir i € {1,...,d}, identifizieren wir das d-fache Produkt mit
(R, B4, \*?) (siehe auch Beispiel 3.7.4) und fiihren das Lebesgue-MaB auf dem R? ein als das
d-fache Produkt des eindimensionalen Lebesgue-MafBes. Es ist klar, dass A®¢ {ibereinstimmt
mit den eindeutig bestimmten MaB A4 auf By, das jedem Quader Q = Hle[ai,bi] seinen
elementargeometrischen Inhalt A\y(Q) = ngl(bi — a;) zuweist. &

Beispiel 3.8.8 (Bernoulli-Maf). Fiir eine endliche Menge I heiit das Ma8 (pd1 + (1 —p)d)®!
auf {0,1}/ mit der Potenzmenge (siche Beispiel 2.2.10) das Bernoulli-Maff zum Parameter
p € (0,1). Es beschreibt eine endliche Folge von unabhéngigen Versuchen, die jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit p Erfolg haben und sonst nicht.

Wenn zum Beispiel I die Menge aller Kanten zwischen benachbarten Punkten in dem Git-
ter Z% N [—n,n]? bezeichnet, dann kann (pd; + (1 — p)do)®! als ein stochastisches Modell fiir
einen porosen Stein dienen, den man sich als in regelméflige Kammern unterteilt vorstellt, die
jeweils mit ihrer Nachbarkammer verbunden sind durch eine Wand, die mit Wahrscheinlichkeit
p durchlissig ist und sonst nicht. Dies ist der Ausgangspunkt des Forschungszweiges der Perko-
lation, die untersucht, ob solche auf zufillige Weise porose Steine eine Fliissigkeit durchsickern
lassen oder nicht. Am interessantesten wird diese Frage natiirlich, wenn wir statt eine endliche
Box Z%N[—n,n]? den gesamten Raum Z? betrachten, aber unendliche Produktmafe werden wir
erst spéter im Zusammenhang mit dem Satz von Ionescu Tulcea behandeln. &







Kapitel 4

Der (Gauf3’sche Integralsatz

In diesem Kapitel behandeln wir den Gauf3’schen Integralsatz, einen der wichtigsten Sétze der
Integralrechnung im R?. Er erlaubt, das Volumenintegral der Divergenz eines Vektorfeldes durch
ein Oberfldchenintegral zu ersetzen. Damit ist er das d-dimensionale Analogon des Fundamental-
satzes der Integral- und Differenzialrechnung. Als eine Anwendung beweisen wir in Abschnitt 4.4
auch die klassische Variante des Stokes’schen Integralsatzes. Aus Zeit- bzw. Platzgriinden ist die
Darstellung dieser berithmten und anwendungsreichen Séitze in diesem Skript extrem kurz ge-
halten; ihre weit reichenden Auswirkungen werden erst im Zusammenhang mit der Theorie der
exakten Differenzialformen durchsichtig, die allerdings nicht im Rahmen dieser Vorlesung ent-
halten ist.

Bevor wir den Gauf3’schen Satz in Abschnitt 4.3 formulieren und beweisen, miissen wir
in Abschnitt 4.2 erldutern, was ein Integral iiber gekriimmte Flachen im Raum sein soll. Die-
se gekriimmten Fldchen werden zunéichst in Abschnitt 4.1 eingefiihrt. Wir halten uns in den
Abschnitten 4.1-4.3 an [Fo3, Par. 14 und 15] und in 4.4 an [HO3, Abschnitt 6.4].

Im gesamten Kapitel seien k,d € N mit k£ < d fest vorgegeben.

4.1 Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt erkldren wir, was eine k-dimensionale Fliche im d-dimensionalen Raum
sein soll, eine sogenannte Untermannigfaltigkeit. Kurz gesagt, ist dies eine Menge, die lokal als
Nullstellenmenge eines Vektors von d — k differenzierbaren Funktionen dargestellt werden kann,
deren Funktionalmatrix maximalen Rang hat. Wir benutzen die Abkiirzung 0; = % fir die
Ableitung nach der j-ten Komponente. Aulerdem gehen wir dazu iiber, die Lebesgue-Integration
Aa(dz) als d%z zu schreiben. Fiir offene Mengen U’ und U” schreiben wir kurz C*(U’ — U") fiir
die Menge der a Mal stetig differenzierbaren Abbildungen U’ — U”.

Definition 4.1.1. Eine Teilmenge M des R? heifit eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
der Klasse C* (mit a € N), falls zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U und ein
f € CH(U — RI*) existiert, so dass MNU = {z € U: f(z) = 0} gilt und die Differenzialmatriz
Df = (0jfi)i=1,...d—kyj=1,...a im Punkt a den mazimalen Rang d — k besitzt.

Wir denken uns die Abbildung f = (fi,..., fi_x)" als eine Spalte angeordnet. Die Diffe-
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renzialmatrix D f ist also eine (d — k) x d-Matrix. Sie hat genau dann maximalen Rang, wenn
die Gradienten V fy, ...,V f4_i linear unabhéngig sind. Wenn wir die Klasse C* nicht gesondert
erwdhnen, wird o gleich Eins gesetzt.

Beispiel 4.1.2. Die (d — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R? heiflen auch Hy-
perflichen. Sie sind also lokal die Nullstellengebilde einer Funktion mit nicht-verschwindendem
Gradienten. Ein Beispiel ist die (d — 1)-dimensionale Einheitssphre

Sq_1 = {x e R ||lz|| = 1}.

Mit f(z) = ||z|| — 1 ist ndmlich Sy;_; = {x € R%: f(z) = 0}, und der Gradient V f(x) = 2z ist
iiberall in Sy_1 ungleich Null. &

Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen zeigen wir nun, dass eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit sich lokal als Graph einer Abbildung von k Variablen darstellen 1&sst.

Lemma 4.1.3 (Untermannigfaltigkeit als Graph). Sei M C R? eine k-dimensionale Un-

termannigfaltigkeit der Klasse C*, und sei a = (aq,...,aq) € M. Dann gibt es nach eventueller
Umnummerierung der Koordinaten offene Umgebungen U’ C RF von o' = (ay,...,ax) und
U" C R*F von a” = (apy1,...,aq) sowie eine Funktion g € C*(U' — U"), so dass

MNU xU")={(2',2") e U' xU": g(a') = 2"} mit o' = (x1,...,2),7" = (Tpi1,---,Tq)-
(4.1.1)

Beweis. Nach Definition gibt es eine offene Umgebung U von a und ein f € C*(U — RZF)
mit M NU ={z € U: f(z) =0}, und Df(a) hat maximalen Rang d — k. Also hat diese Matrix
d — k linear unabhéngige Spalten, die nach eventueller Umnummerierung gerade die letzten
d — k Spalten sind. Nach eventueller Verkleinerung von U kénnen wir also davon ausgehen, dass
(05 fi(x))i=1,....d—kij=k+1,..d fur jedes & € U regulér ist, wobei f = (fi,... fan)T.

Nun wenden wir den Satz iiber implizite Funktionen an (siehe etwa [Fo2, Par. 8, Satz
2]) und erhalten offene Umgebungen U’ von a' und U” von «” mit U’ x U” C U sowie ein
g € CHU' — U"), so dass (4.1.1) gilt. Dass g wirklich in C® liegt, sieht man an der Darstellung

Dg = % = —%(aaxjj, )~!, da die beiden Matrizen auf der rechten Seite jeweils (av— 1) Mal stetig
differenzierbar sind. O

Beispiel 4.1.4. Wir schreiben die Einheitssphére S;_1 aus Beispiel 4.1.2 lokal als einen Graphen
in der Umgebung eines Punktes a € S;_1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei ag > 0.
Dann setzen wir U’ = {2/ € R%!: ||2/|| < 1} und g(2') = y/1 — ||2/||. Dann ist Sq_1 N (U’ x
(0,00)) ={(a',2,) € U x (0,00): g(x') = x,}. Falls ay < 0, gehen wir zu —g iiber. <&

Nun zeigen wir, dass sich k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten lokal wie k-dimensionale
Ebenen im R? verhalten, die differenzierbar gekriimmt wurden. Fiir offene Mengen U,V C R¢
und a € N nennen wir eine Funktion F': U — V einen Diffeomorphismus der Klasse C® oder
kurz C%invertierbar, falls F bijektiv ist mit F € C*(U — V) und F~! € C*(V — U). Wir
schreiben Ej, fiir die k-dimensionale Ebene {z € R%: 2, = - = 24 = 0}.

Lemma 4.1.5 (Untermannigfaltigkeit als gekriimmte Ebene). Eine Menge M C R ist
genau dann eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C¢, wenn zu jedem a € M
eine offene Umgebung U C R® von a und eine C*-invertierbare Abbildung F: U — V existiert
(mit einem offenen V. .C R?), so dass F(M NU) = E, NV gilt.
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Beweis. ‘=" Wir wenden Lemma 4.1.3 an und benutzen die Bezeichnungen von dort. Wir
setzen U = U’ x U” und definieren

F:U —R? durch F(a',2") = («/,2" — g(2'))

Dann ist V = F(U) offen und F: U — V ein Diffeomorphismus mit F(M NU) = E,NV.
‘=" Wenn F' = (F},...,Fy): U — V eine C%invertierbare Abbildung mit F(M NU) =
Er NV ist, so gilt auch M NU = {z € U: Fyy1(x) = .-+ = Fy(x) = 0}. Da die d x d-
Differenzialmatrix DF' regulér ist, hat auch die Matrix ihrer letzten d — k Spalten maximalen
Rang d — k, und dies ist die Differenzialmatrix von (Fgi1, ..., Fy). Nach Definition ist M also
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C¢. O

Wir erinnern an den Begriff der Relativtopologie. Eine Teilmenge A einer gegebenen Menge
M C R%heiBt offen in M oder offen relativ zu M, wenn es eine in R offene Menge U gibt, so dass
A = MNU. Analog sind natiirlich auch alle anderen topologischen Begriffe wir ‘abgeschlossen’,
‘kompakt’, ‘Rand’und ‘stetig’ definiert. Man beachte, dass Untermannigfaltigkeiten M einer
Dimension < d im R¢ nicht offen sind, so dass die auf M induzierte Relativtopologie nicht gleich
der des R? ist. Als Ubungsaufgabe iiberlegt man sich, dass eine Menge K C M genau dann
kompakt relativ zu M ist, wenn K kompakt im R ist.

Definition 4.1.6 (Homdomorphismus, Immersion). (i) Eine bijektive Abbildung f zwi-
schen topologischen Rdiumen heifit ein Homdomorphismus, falls sowohl f als auch f~!
stetig sind.

(i) Sei T C R¥ offen. Eine Abbildung ¢ € C1(T — R%) heifit eine Immersion, falls der Rang
der Differenzialmatric Dy in ganz T den mazimalen Rang k besitzt.

Es stellt sich heraus, dass lokale Bilder von Immersionen Untermannigfaltigkeiten sind:

Lemma 4.1.7 (Untermannigfaltigkeit als Bild eines Hom&omorphismus). Sei Q C R”
offen. und p € CH(Q — RY) eine Immersion der Klasse C®. Dann gibt es zu jedem ¢ € Q eine
offene Umgebung T C Q, so dass p(T) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse
C* und p: T — o(T') ein Homdéomorphismus ist.

Beweis. Da der Rang der Differenzialmatrix Dep(c) gleich k ist, kann man nach eventueller
Umnummerierung der Koordinaten im R? annehmen, dass die ersten k Spalten von Dep(c) ei-

ne reguldre k x k-Matrix bilden. Dies ist die Differenzialmatrix von (¢1,...,px), wenn ¢ =
(¢1,-..,94). Nach dem Satz von der Umkehrabbildung (siehe etwa [Fo2, Par. 8, Satz 3]) gibt es
daher eine offene Umgebung T C 2 von ¢ und eine offene Menge V' C R¥, so dass (¢1,...,0%): T —

V ein C*-Diffeomorphismus ist. Wir definieren nun eine Abbildung ® = (®q,...,P4): T X
Rk — V' x R&F durch ®;(t) = ¢;(t) + ;15 fiir t = (t1,...,t). Dann ist ® offensichtlich
ein C*-Diffeomorphismus mit ®(7" x {0}) = ¢(T"). Also folgt aus Lemma 4.1.5, dass ¢(T") eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C* ist und 7' durch ¢ homdomorph auf ¢(7')
abgebildet wird. O

Beispiel 4.1.8 (Kugeloberfliche). Sei k=2, d=3 und 2 = (0,7) x R und

cos(tq) sin(ty)

so(f;) = sin(jzi(stiln)(tl) fiir (2) €Q.
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Dann ist

cos(tz) cos(t1) —sin(tysin(tq)
by __9 fr) _ sin cos cos sin
() = e () = ( ey et

Man sieht leicht, dass diese Matrix fiir jedes (g) € ) den Rang Zwei besitzt, also ist ¢ eine
Immersion. Man beachte, dass das Bild

M = p(Q) = S5\ {(0,0,1),(0,0,—1)} c R?

die Einheitssphiire S im R3 ohne den Nordpol (0,0,1) und ohne den Siidpol (0,0, —1) ist.
Allerdings wird €2 durch ¢ nicht homdomorph auf die Untermannigfaltigkeit M abgebildet,
¢ ist nicht einmal injektiv. Aber die offene Teilmenge T' = (0,7) x (0,27) von © wird von
¢ homoomorph auf das Bild ¢(T) abgebildet, das die offene Teilmenge der S ist, die durch
Wegnahme des Meridians des Langengrades Null aus M entsteht. Um M komplett mit solchen
Abbildungen (sogenannten Karten, siche unten) abzudecken, muss man also mindestens zwei
benutzten. Allerdings wird durch eine einzige Karte schon ‘fast’ ganz M abgedeckt; nur eine
eindimensionale Menge bleibt iibrig. &

Wir werden im Folgenden Homd6omorphismen benutzen, um Untermannigfaltigkeiten lokal
als Bild einer Teilmenge des R¥ darzustellen:

Lemma 4.1.9 (Parameterdarstellungen durch Karten). Eine Teilmenge M des R? ist
genau dann eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C%, wenn zu jedem a € M
eine in M offene Umgebung V. C M wvon a, eine offene Teilmenge T des R* und eine Immersion
p €CHT — V), die T homéomorph auf V abbildet, existieren.

Der Hom6omorphismus ¢: T — V heifit eine lokale Parameterdarstellung oder Karte der
Untermannigfaltigkeit M.

Beweis. ‘<=": Dies folgt aus Lemma 4.1.7.

‘=": Wir wenden Lemma 4.1.3 an und benutzen die Bezeichnungen von dort; d.h., M
ist in einer Umgebung von a der Graph einer Funktion g: U’ — U”. Wenn man setzt: V =
MNU xU") und T = U' und o: T — R? durch o(t) = (t,g(t)) definiert, so ist ¢ eine
C*Immersion, die T hombomorph auf V' abbildet. O

Spéter wird wichtig werden, wie man verschiedene Karten miteinander vergleicht:

Lemma 4.1.10 (Parametertransformationen). Sei M C R? eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse C*, und seien @;: T; — V; fir i € {1,2} zwei Karten der Klasse C®,
die T; homéomorph auf V; C M abbilden. Setze V = ViNVa. Dann ist W; = o *(V) firi € {1,2}
eine offene Teilmenge von T;, und T = ga;l o w1: W1 — Wa ist ein C*-Diffeomorphismus.

Beweis. Als Urbild der offenen Menge V unter der stetigen Abbildung ; ist W; offen. Nach
Konstruktion ist 7 bijektiv.

Sei nun ¢; € Wi beliebig, und wir setzen a = ¢y(c1) sowie ¢ = @5 (a) = 7(c1). Nach
Lemma 4.1.5 gibt es eine offene Umgebung U C R¢ von a, eine offene Menge U’ ¢ R¢ und
einen C*-Diffeomorphismus F: U — U’ mit F(M NU) = E; N U’, wobei wir daran erinnern,
dass Ej, die Ebene R¥ x {0} im R ist. Wir diirfen annehmen, dass M N U C V gilt. Sei
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W/ =@ {(MNU) fiiri € {1,2}. Auf W; hat F og; die Form (g”,0,...,0) mit einer geeigneten
Funktion ¢ = (gY), e ,g,(;)). Da DF invertierbar ist und Dy; den Rang k besitzt, ist auch die
Differenzialmatrix von g invertierbar, denn sie hat auch den Rang k, und sie ist eine k x k-
Matrix. Also ist ¢ : W/ — E, N U’ ein C*-Diffeomorphismus, wobei wir E; N U’ als eine offene
Menge des R? auffassen. Auf W ist

=y o1 =(Fops) " o(Fop)=(g?)'og",

also liefert 7 eine C%-invertierbare Abbildung von W{ auf W3. Da ¢; € Wj beliebig ist, folgt die
Behauptung. O

In diesem Abschnitt haben wir also Untermannigfaltigkeiten auf drei Arten dargestellt: Als
Nullstellenmenge, als Graph und als hom6omorphes Bild einer Menge C R*. Alle drei Darstel-
lungsarten werden im Folgenden benutzt werden.

4.2 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun erkléren, was das Integral [,, f(x)S(dz) einer Funktion f: M — R auf einer
Untermannigfaltigkeit M sein soll. Dies machen wir mit Hilfe von lokalen Karten, die wir geeignet
zusammensetzen. Das Integral [, f(z)S(dz) wird dann mit Hilfe des Transformationssatzes
durch die Karte auf eine offene Teilmenge des R¥ transportiert, und das geeignete Maf S auf M
wird durch die Determinante der Funktionalmatrix der Karte gegeben; hierbei soll die Notation
‘S’ fiir das Flachenmafl an ‘surface’ erinnern. Kommen wir zu den Details.

Sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, und sei ¢: T — V eine Karte,
wobei T' C R¥ und V € M zwei offene Mengen seien. Ganz &hnlich zu unserem Vorgehen in
Abschnitt 1.4 fithren wir nun die Matrix

k

6l0) = (Do) (De(t) = 3 (F D 28Dy )i

v=1

Die Matrix G(t) heifit die Gram’sche Matriz von M beziiglich der Karte ¢, und ¢(t) = det G(t)
heifit die zugehorige Gram’sche Determinante. Bevor wir das Integral iiber M einfiihren, geben
wir zunéchst eine alternative Darstellung der Gram’schen Determinante und untersuchen, wie
sie sich unter Parameterwechsel verhélt.

Lemma 4.2.1 (Darstellung der Gram’schen Determinante). Sei ¢ = (p1,...,pq): T —
V C M eine Karte der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R und g: T — R die
zugehorige Gram’sche Determinante. Dann gilt

_ 8(90177()02) 2
9= > (dEt 8(t1,...,tk; ) '

1< <ig << <d

Insbesondere ist die Gram’sche Determinante stets positiv.

Beweis. Zunéchst zeigt man, dass fiir zwei Matrizen A4, B € R¥F gilt:

det(ATB) = > det(Ay, ) det(Bi i), (4.2.1)

1< <ig << <d
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wobei die k x k-Matrix A;, . ;, genau aus den Zeilen von A mit den Nummern 1, ..., % besteht,
analog fiir B. Diese Formel beweist man elementar (Ubungsaufgabe), indem man zeigt, dass
die rechte Seite fiir festes A fiir Matrizen B gilt, deren Spalten Einheitsvektoren sind, und dass
die rechte Seite linear und alternierend in den Spalten von B ist. Wenn man die Formel (4.2.1)
anwendet auf A = B = Dy (Erinnerung: G' = (D) T Dy), erhilt man die Aussage. O

Lemma 4.2.2 (Gram-Determinante unter Parameterwechsel). Seien ¢: T — V C M
und p: T — V C M zwei Karten der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R4 und
g T — R und g: V = R die zugehorigen Gram’schen Determinanten. Es gelte V N 1% £ 0.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei V. = V. Wie in Lemma 4.1.10 sei T: T — T eine
C*-invertierbare Abbildung mit ¢ = @ oT. Dann gilt

g(y) = |det(DT(y) > g(r(y)), yeT.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Nun kommen wir endlich zur Definition des Integrals [,, f(x)S(dx).

Definition 4.2.3 (Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit). Seien M C R? eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit und f: M — R messbar.

(i) Falls eine Karte ¢: T — V C M ezistiert, so dass f nur auf V lebt (d.h. f = 0 in
M\ V), so heifit f integrierbar iiber M, falls die Abbildung t — f(p(t))\/g(t) beziiglich

des k-dimensionalen Lebesque-MajSes tiber T integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

/M f(z)S(dz) = /T F(o(t) VgD dt, (4.2.2)

wobei g die zu @ gehorige Gram’sche Determinante ist.

(ii) Falls endlich viele Karten ¢;: T; — Vi, @ = 1,...,m existieren mit |J;",V; = M, so
wihlen wir eine der Uberdeckung (Vi)i=1,....m untergeordnete Teilung der Eins (a;)i=1,..m
(d.h., a;: M — [0,1] mit supp (o;) C V; und " a; = 1 auf M, so dass a; o @; dber
jede kompakte Teilmenge von T; integrierbar ist). Die Funktion f heifit dann integrierbar
iiber M, falls die Finschrinkung von f auf V; fir jedes i € {1,...,m} im Sinne von (i)
integrierbar ist, und man setzt

/M f(@)S(d) = Y /M 0i () f () S(de). (4.2.3)

Bemerkung 4.2.4. (i) Dass die rechte Seite von (4.2.2) nicht von der Karte ¢ abhéngt, folgt
leicht aus Lemma 4.2.2 (Ubungsaufgabe), also ist Definition 4.2.3(i) sinnvoll.

(ii) Eine geeignete Teilung der Eins in Definition 4.2.3(ii) erhélt man z.B. durch a; = Ly,
wobei W; :VZ‘\(VlU---UV;‘_l).

(iii) Dass die Abbildung ¢ — «;(p;(t))f(pi(t))y/g(t) unter den Voraussetzungen in Definiti-
on 4.2.3(ii) tiber T; integrierbar ist (dies braucht man fiir die Wohldefiniertheit der rechten
Seite von (4.2.3)), iiberlegt man sich als Ubungsaufgabe.
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(iv) Um zu sehen, dass Definition 4.2.3(ii) sinnvoll ist, muss man priifen, dass die rechte Seite
von (4.2.3) unabhéngig von der Wahl der Uberdeckung (V;)i=1, ., durch Karten und
der Teilung der Eins (c;)i=1,. m ist. Falls ¢: ﬁ — 171 fir [ = 1,...,p Karten sind mit
sich der Term [, a;(x)B3;(x) f(x) S(dz) iiber j € {1,...,p} auf zu [,, a;(x)f(2) S(dzx) und
iiber i € {1,...,m} zu [, Bj(z)f(x)S(dx), da im ersten Fall alle Funktionen auf M \ V;
verschwinden und im zweiten alle Funktionen auf M \ ‘N/] Summiert man diese Summen
iiber ¢ € {1,...,m} bzw. iiber j € {1,...,p}, ergibt sich

; /M () f(z) S(dz) = ]Z:; /M Bj(x) f(z)S(dz),

und dies war zu zeigen.

(v) Wir haben in Definition 4.2.3 nicht den allgemeinsten Fall behandelt, sondern nur den, dass
M von endlich vielen Karten iiberdeckt werden kann. Dies ist aber zum Beispiel immer
schon dann der Fall, wenn M kompakt ist, denn nach Lemma 4.1.9 kann man M immer
mit (eventuell {iberabzdhlbar vielen) Karten {iberdecken, und unter der Voraussetzung
der Kompaktheit reichen endlich viele zum Uberdecken aus; siche auch die Bemerkung
vor Definition 4.1.6, nach der M auch im R¢ kompakt ist. Natiirlich muss auch M nicht
unbedingt kompakt sein, wenn nur der Tréger der zu integrierenden Funktion f es ist.

&

Man nennt S(dz) das k-dimensionale Flichenelement oder das k-dimensionale Volumen,
eine Bezeichnung, dem wir gleich in Beispiel 4.2.5 Substanz geben werden. Wenn wir die Defi-
nition 4.2.3 im Sinne von Bemerkung 4.2.4(v) erweitern wiirden, kénnten wir S(dz) als ein Maf
auf M etablieren, aber wir fithren das hier nicht durch.

Bemerkung 4.2.5 (k-dimensionales Volumen). Sei M C R? eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge A von M heifit eine integrierbare Teilmenge, wenn 1 4 iiber
M integrierbar ist. In diesem Fall nennt man

Vol (A) = / 1u(z) S(dz)

M

das k-dimensionale Volumen oder den k-dimensionalen Flacheninhalt von A. Eine Funktion
f: M — R heif$t iiber A integrierbar, wenn f14 iiber M integrierbar ist, und man setzt

/ £(2) S(dz) = / f(@)1a(2) S(de).
A M

Die Menge A heifit eine k-dimensionale Nullmenge, falls Vol (A) = 0. O

Beispiel 4.2.6 (Kurvenlingen). Die Lénge einer differenzierbaren Kurve ist ihr eindimensio-
nales Volumen. Sei niimlich I C R ein offenes Intervall und ¢ = (¢1,...,¢q) € C1(I — R%) mit
¢ (t) # 0 fiir jedes t € I, so dass ¢ das Intervall I homdomorph auf ¢(I) abbildet. Dann ist ¢(I)
eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R? und ¢ eine globale Karte. Die Gram’sche
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Determinante errechnet sich nach Lemma 4.2.1 als

Z% = ll¢'®17,

also gilt fiir jedes kompakte Teilintervall J von I, dass Vol (¢ = [, Il @) de. &
Beispiel 4.2.7 (Kugeloberfliche). Die 2-Sphire Sy im R3 hat die Karte

cos(¢) sin (1)
®: (0,7) x (0,27) — R3, @(79) = .

sin(p) sin(¥) |,
v cos (1)

siehe Beispiel 4.1.8. Die Gram’sche Determinante ist

g<z> - det< (1) sing(ﬁ) ) = sin’(¥).

Da der Nullmeridian eine zweidimensionale Nullmenge ist, gilt fiir jede integrierbare Funktion

f: 5 —R:
S(dz) = /( o /( . f(<1> (Z)) sin(d) dvde.

Insbesondere ist die Oberfliche der Einheitskugel also gegeben durch

2T pm 2
Vola(S2) = / / sin(9) dddy = / 2de = 4.
0 0 0

Beispiel 4.2.8 (Rotationsflichen). Sei I C R ein offenes Intervall und f € C'(I — (0,00)).
Die Menge

<&

M ={(z,y,2) e R*: z € [,2* + y* = f(2)*}

ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3, die bis auf eine Nullmenge durch die
Karte

; f(t) cos(e) z
®: I x(0,27) — R3, @(@) = | fOsin(p) | =1| v
t Z

dargestellt wird. Wir haben

"(t)sin(e)  f(t)cos(p) |,

f'(t)cos(p) —f(t)sin(p)
()
1 0

also , <;> :det< 1 +J(;I(t)2 f(?j)Q ) = F()2(1+ F(1)?).

Daher ist das zweidimensionale Volumen der Rotationsfliche M gegeben durch

Voly (M /027r)/f Wdtdgo—%/f (t)\/1+ f(t)2dt,

falls das Integral existiert. &
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Beispiel 4.2.9. Sei T C R?! offen und F € C'(T — R). Ihr Graph
M={zxeTxR: F(xy,...,24-1) = x4}, wobei x = (z1,...,24),

ist eine Hyperfliche im R? mit Parameterdarstellung ®: T' — M, gegeben durch ®(t) = (¢, F(t)).
Die Funktionalmatrix ist D®(t) = (g 5( t))’ wobei E die (d — 1)-dimensionale Einheitsmatrix ist.

Die Gram’sche Determinante berechnet sich mit Hilfe von Lemma 4.2.1 zu g(t) = 1+ || VE(¢)|| 2.

Also ist
Voldl(M):/ VI+|VE®)|2d 1,
T

vorausgesetzt, das Integral existiert. &

Beispiel 4.2.10 (Obere Halbsphire). Die obere Halbsphére vom Radius r € (0, 00),
M = {z e R%: ||z|| = r, 24 > 0},

lasst sich darstellen als Graph der Funktion F: T — R, F(t) = /r? — ||t]|?, wobei T' = {t €
RI=L: ||t < 7} die offene Kugel im RY~! mit Radius r ist. Daher ist VF(t) = —t/F(t), also
nach Beispiel 4.2.9

el

F(t)? vt

g(t) =1+

Fiir jede integrierbare Funktion f: M — R erhélt man deshalb

/M f(2)S(dz) = /”t||2< (/TP TilltH? i1y

<&

Wie nicht anders zu erwarten ist, skaliert sich das Volumen einer k-dimensionalen Menge
mit der k-ten Potenz des Skalierungsfaktors:

Lemma 4.2.11 (Skalierung). Seir € (0,00) und M C R? eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit. Dann ist rM = {rm: m € M} ebenfalls eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
FEine Funktion f: rM — R ist genau dann iber rM integrierbar, wenn die Abbildung x — f(rx)
diber M integrierbar ist, und dann gilt

[ swsa =+ [ soasian

Insbesondere ist fiir jede integrierbare Teilmenge A von M auch die Menge rA integrierbar mit
Vol (rA) = rkVoly,(A).

Beweis. Ubungsaufgabe. Man benutze eine Karte und zeige, dass die Gram’sche Determinante
die geeignete Skalierungseigenschaft besitzt. O

Nun integrieren wir Funktionen iiber Kugeln, indem wir sie iiber die Sphéren integrieren
und alle diese Sphérenintegrale aufintegrieren. Dadurch erhalten wir eine neue Version des Lem-
mas 3.6.13 iiber d-dimensionale Kugelkoordinaten:
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Lemma 4.2.12 (Integral iiber Kugelschalen). : Sei f: RY — R integrierbar. Dann ist fiir
Lebesgue-fast jedes r € (0,00) die Funktion f iber die Sphire {x € R%: ||z|| = r} integrierbar,
und es gilt

| J@d%e= /(Om) ( /” x”:Tf(m)S(dx)> dr = /<o,oo)( L f(rz)S(dz) )r4= dr,

wobei Sy_1 die Einheitssphire im R ist.

Beweis. Wir bringen einen Beweis ohne Zuhilfenahme von Lemma 3.6.13. Sei Hy = {z €
R%: 4+ x4 > 0} der obere bzw. untere Halbraum. Da sich f bis auf eine Nullmenge als Summe
von flg, und fly_ schreiben lésst, geniigt es vorauszusetzen, dass flly_ = 0 ist, wir brauchen
also nur die obere Halbebene zu betrachten.

Sei U = {y € R¥1: |ly|| < 1} die offene Einheitskugel im R9~!, und sei ®: U x (0, 00) — H
definiert durch ®(y,7) = (ry,ry/1 — ||y||?). Dann ist ® eine C!-invertierbare Abbildung mit
Differenzialmatrix

y pd—1
P
v/ V1=l
wie man als eine Ubungsaufgabe zeigt. Nach dem Transformationssatz fiir Lebesgue-integrierbare
Funktionen (Satz 3.6.11) gilt

.
@8 = [ S/ T o) s s
U x(0,00) V1= lyl?

d—1
= flry,r/1 = ||yl]? 7ﬂid“lfly dr,
Jo (Lo Ve

wobei wir im zweiten Schritt den Satz 3.8.5 von Fubini benutzten. Nach Beispiel 4.2.10 ist das
Integral in der Klammer aber gerade gleich f| f(x)S(dx), und dies beendet den Beweis. [

f
H+

|z||=r
Nun berechnen wir endlich die Oberfliche der Einheitskugel, wie wir schon im Anschluss an

Korollar 3.6.14 (Integrale rotationssymmetrischer Funktionen) ankiindigten.

Beispiel 4.2.13 (Oberfliche der Einheitskugel). Sei Ky = {z € R¢: ||z|| < 1} die abge-

schlossene Einheitskugel im R? und Sq_; = 0K, die (d — 1)-dimensionale Einheitssphire. In

Beispiel 1.6.11 berechneten wir das Volumen von K, zu

d/2

rg+1)

Wir wollen nun die Oberfliche von K berechnen, also das (d — 1)-dimensionale Volumen wy =
Volg_1(Sgq—1) von Sg_1. Wendet man Lemma 4.2.12 auf 1x, an, erhélt man

1
Td =/ Ik, (x) A%z :/ </ S(dnr:))rd_1 dr = v
Rd o “Js, d

Td = VOld(Kd) =

Also haben wir

J dﬂ'd/2 27Td/2
Wqg = aATqg = = .
L(§+1) T(9)
Insbesondere sind wy = 27, wy = 47 und wy = 272, O

Natiirlich kann man Lemma 4.2.12 auch benutzen, um einen zweiten Beweis von Korol-
lar 3.6.14 zu erhalten, aber dies formulieren wir nicht aus.
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4.3 Der Gauf3’sche Integralsatz

In diesem Abschnitt behandeln wir den Gaufy’schen Integralsatz, einen der wichtigsten S#tze der
Integralrechnung im R?. Als ein d-dimensionales Analogon des Fundamentalsatzes der Integral-
und Differenzialrechnung ersetzt er das Volumenintegral {iber die Divergenz eines Vektorfeldes
durch ein Oberflichenintegral.

Zunéchst miissen wir uns mit Tangential- und Normalenvektoren beschiéftigen. Ein Tangen-

tialvektor an einer Untermannigfaltigkeit ist, vereinfacht gesagt, ein Tangentialvektor an einer
in der Untermannigfaltigkeit verlaufenden Kurve.

Definition 4.3.1 (Tangentialvektor). Seien M C R eine Untermannigfaltigkeit und a € M.
Ein Vektor v € R? heifit ein Tangentialvektor an M in a, wenn es eine Ct-Kurve: (—e,e) — M
(mit einem € > 0) gibt mit ¥ (0) = a und ' (0) = v. Die Menge aller Tangentialvektoren an M
in a heifst der Tangentialraum und wird mit T, M bezeichnet.

Es stellt sich heraus, dass der Tangentialraum gleich dem Spaltenraum der Differenzial-
matrix einer Karte ist oder alternativ gleich dem orthogonalen Komplement der Spalten der
Differenzialmatrix einer Abbildung f wie in Definition 4.1.1:

Lemma 4.3.2 (T,M als Vektorraum). Seien M C R? eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit und a € M. Dann gelten:

(i) ToM ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R

(ii) Seien p: Q — V eine Karte von M (also Q C R¥ offen und V.C M offen in M) und ¢ € Q
mit p(c) = a. Dann ist eine Basis von Ty M gegeben durch die Vektoren d1¢(c), . .., 0kp(c).

(iii) Sei U C RY eine offene Umgebung von a, und sei f = (f1,..., fa_x) € CL({U — RI¥*) mit
MNU={xe€U: f(z) =0}, so dass die (d — k) x d-Matriz D f(a) den mazimalen Rang
d — k hat. Dann ist T,M gleich dem Vektorraum

T={veR®: (v,Vf)=0 firalei=1,...,d—k}.

Beweis. Es sei T} der von dy1¢(c),...,0p(c) aufgespannte Vektorraum. Wir werden zeigen,
dass T1 C T,M C T gelten. Da T7 und T jeweils k-dimensionale Vektorrdume sind, sind dann
alle drei Mengen gleich, und es folgen alle drei Aussagen des Lemmas.

(a) Beweis der Inklusion 77 C T, M: Sei v € Ty, also v = 2?21 Xidip(c) fiir geeignetes A =
(A1,..+,\%) € RE. Mit einem geniigend kleinen ¢ > 0 definieren wir eine Kurve : (—¢,¢) — M
durch ¥(t) = ¢(c + tA). Dann gelten ¥(0) = ¢(c) = a und (nach der Kettenregel) ¢'(0) =
Zle XiOip(c) = v. Nach Definition ist also v € T, M.

(b) Beweis der Inklusion T,M C T: Sei v € T,M, also v = ¢/(0) fiir eine C!-Kurve
i (—e,e) = M mit ¥(0) = a. Da die Kurve in M verlauft, gilt f;(1(t)) = 0 fiir alle t € (—¢,¢)
und alle j € {1,...,d — k}. Differenziation nach ¢ ergibt

d
0= 3" 0f((0))5(0) = (V5(a), 4 (0)) = (v, V f;(a)),
i=1

alsov e T. O

Nun kommen wir zu Normalenvektoren.
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Definition 4.3.3 (Normalenvektoren). Seien M C R¢ eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit und a € M. Ein Vektor v € R% heifit ein Normalenvektor von M in a, wenn er auf
ToM senkrecht steht, also wenn fir jedes w € TyM gilt: (v,w) = 0. Mit NoM bezeichnen wir
die Menge der Normalenvektoren von M in a.

Insbesondere ist N,M ein (d — k)-dimensionaler Untervektorraum des R¢, und nach Lem-
ma 4.3.2(iii) bilden V fi(a),...,V fi_r(a) eine Basis von N,M.

Im Gauf’schen Integralsatz werden wir nur noch (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltig-
keiten betrachten, und zwar die Rénder von geeigneten kompakten Mengen:

Definition 4.3.4 (Kompaktum mit glattem Rand). Wir sagen, ein Kompaktum A C R?
habe einen glatten Rand, wenn zu jedem Randpunkt a € OA eine offene Umgebung U C R und
eine Abbildung ¢ € CY(U — R) ezistieren mit ANU = {x € U: (x) < 0} und Vi)(z) # 0 fiir
jedes x € U.

Man beachte, dass Definition 4.3.4 insbesondere fordert, dass A in der Nihe seines Randes
ein wenig ‘Fleisch’ hat. Zum Beispiel ist eine differenzierbare Kurve im R? kein Kompaktum mit
glattem Rand.

Lemma 4.3.5. In der Situation von Definition 4.3.4 gilt OANU = {z € U: ¢(z) = 0}.
Insbesondere ist der Rand von A eine kompakte (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R4,

Beweis. (a) Die Inklusion 0ANU C {x € U: ¢(z) = 0} sieht man wie folgt. Falls fiir ein z € U
gilt: ¥ (x) < 0, so gibt es wegen Stetigkeit von 1) eine Umgebung V' C U von x mit ¥ (y) < 0 fiir
y € V. Insbesondere ist V' C A, also ist x kein Randpunkt von A.

(b) Die umgekehrte Inklusion beweist man wie folgt. Sei a € U mit ¥ (a) = 0. Wir miissen
zeigen, dass a ein Randpunkt von A ist. Sei v = Vi)(a) # 0. Eine Taylorentwicklung ergibt

Pla+8&) =4(a) +(VY(a),§) +o&) = (v;§) +0(§),  £—0.

Setzt man speziell £ = tv, erhilt man (a + tv) = t||v||* + o(t) fiir t — 0. Es gibt daher ein
e > 0 mit ¥(a +tv) > 0 fiir t € (0,¢) und ¢(a + tv) < 0 fiir t € (—¢,0). Also liegt fiir ¢ € (0,¢)
der Vektor a + tV(a) in A°, und fiir ¢ € (—¢,0) liegt er in A. Daher kénnen wir a sowohl mit
Punkten aus A€ approximieren als auch mit Punkten aus A, d.h., a € 0A. O

Insbesondere ist N,0A eindimensional. Wir zeichnen einen Normalenvektor aus: den, der
normiert ist und aus dem Kompaktum hinaus zeigt.

Lemma 4.3.6 (#uBerer Einheits-Normalenvektor). Sei A C R? ein Kompaktum mit glat-
tem Rand, und sei a € OA. Dann gibt es genau einen Vektor v(a) € R? mit den folgenden
FEigenschaften:

(i) v(a) steht senkrecht auf To(0A),

(i) v(a)l =1,
(111) Es gibt ein € > 0 mit a +tv(a) € A° fir alle t € (0,¢).

Dieser Vektor v(a) heifit duerer Einheits-Normalenvektor von A in a.
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Beweis. Eristenz: Sei U eine offene Umgebung von a und ¢ € C'(U — R) mit V¢ # 0 und
ANU ={z € U: ¢¥(z) < 0}. Dann hat v(a) = V¢(a)/||Vi(a)| die drei Eigenschaften (i) — (iii).

Findeutigkeit: Der Normalenvektorraum N,0A ist eindimensional mit Basis {V(a)}, also
gibt es wegen der Eigenschaft (i) ein A € R\ {0} mit v(a) = A\V(a). Wegen der Normierung
in (ii) ist |A| = 1/||V#(a)||, und wegen (iii) ist A > 0. Also ist v(a) durch (i) — (iii) eindeutig

festgelegt. O
Beispiel 4.3.7 (Kugel). Die Kugel A = {z € R?: ||z|| < r} mit Radius 7 > 0 hat einen
glatten Rand, denn in Definition 4.3.4 kann man () = ||z||? — r? wihlen. Der #ufiere Einheits-
Normalenvektor in einem Randpunkt a ist v(a) = a/r. &

Die folgende Uberlegung wird essenziell im Beweis des GauB’schen Satzes sein.

Beispiel 4.3.8. Sei A C R? ein Kompaktum mit glattem Rand und a = (a1,...,aq) € 0A
ein Randpunkt. In einer offenen Umgebung von a kann 0A als Graph einer Funktion von d — 1
Variablen dargestellt werden. Nach eventueller Umnummerierung gibt es also eine Umgebung
U’ von a' = (ay,...,aq_1), ein Intervall I mit aqg € I sowie ein g € C1(U’ — R), so dass
ANU' xI) ={(2',24) € U xI: 24 < g(2')} (bzw. ‘>’ an Stelle von ‘<’). Mit ¢(z) = z4— g(2')
kénnen wir (wie im Beweis von Lemma 4.3.6) den dufleren Einheits-Normalenvektor identifizieren

oy — U@ (-Vgla).1)

CIVe@l T+ V)2

als

wobei Vg = (019, ...,04-19).
O

Das folgende (recht technische) Lemma ist schon ein Spezialfall des Gaufl’schen Integralsat-
zes, in dem A schon global in der angenehmen Form von Beispiel 4.3.8 gegeben ist.

Lemma 4.3.9. Seien U’ C R offen, I = (a, 3) ein beschrinktes offenes Intervall und g €
CYHU" — I). Wir setzen

A = (@ 2g) eU xI:24<g(x)},
M = {(@',zq) €U xI:zq=g(a")}.

Dann gilt fiir jedes f € CY({U" x I — R) mit kompaktem Triger in U' x I und fiir jedes i €
{1,...,d}:
/ O f (x) d% = / f(z)vi(z) S(dx), (4.3.1)
A M

wobei (mit der Notation x = (2',x4))

—0ig(x"), fallsi<d-—1,

ue = va(xl)HQ)il/z " {1 falls © = d.

Beweis. Nach Beispiel 4.2.9 besitzt das Flachenelement S von M beziiglich der Parameterdar-
stellung 2’ — (2/, g(2')) die Form

S(da) = /15 [Vg(@)P d*'a'.

Im Beweis von (4.3.1) miissen die Félle ¢ < d und ¢ = d unterscheiden.
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1. Fall: i < d: Wir definieren F: U' x I — R durch F(a',2) = [” f(a',24) dzq. Dann gelten
0. F (2, 2) = f(a, 2) und O, F(2,2) = / Oz, f(2', 2q) dzq.

Daraus folgt mit der Kettenregel

g(z")

g(z’
8331' / f(ml, xd) dzg = amiF(x/,g(:L‘l)) = / avif(ml’ xd) dzg + f(l‘l,g(l‘l))axig(x/).

«

Da die Funktion z’ — fg(xl) f(@',z4) dxg einen kompakten Triger in U’ besitzt, ergibt eine
partielle Integration (siche Lemma 1.3.3), dass

g(z’)
/ 8%(/ f(@ xg) dxd) d12’ = 0.

Damit erhalten wir mit Hilfe des Satzes 3.8.5 von Fubini

/af / (/g(m/)a fa, xd)dxd) ad—1y

«

/ /g(x’) (z' xd)dxd) dd—lx/—//f(x”g(x’))amig(m/)dd—lx/
[ omosi)

2. Fall: i = d: Da fiir jedes 2’ € U’ die Funktion x4 — f(2',x24) einen kompakten Triger in
I = (o, 8) hat, folgt aus dem Fundamentalsatz der Integral- und Differenzialrechnung

g(z")
/ Bo, f (2! 20) dea = (', g(2").

07

Also folgt

/adf / (/g(m/) B, f (2, xd)dmd) ddlx/://f(x/,g(x/))ddlx'
= |t sias),

und dies beendet den Beweis. O

Aus (4.3.1) erhalten wir schon die Aussage des Gaufi’schen Integralsatzes, indem wir, wenn
ein C!-Vektorfeld F = (Fy,...,Fy) gegeben ist, (4.3.1) anwenden auf f = F; und iiber i €
{1,...,d} aufsummieren. Dann entsteht auf der linken Seite das Integral iiber A von der Diver-
genz von F' und auf der rechten Seite das Oberflachenintegral iiber A des Skalarproduktes von
F mit v, siehe Beispiel 4.3.8. Den Beweis des Gaufy’schen Integralsatzes werden wir mit Hilfe
einer Teilung der Kins auf Lemma 4.3.9 zuriickfiihren. Dabei werden wir das Folgende bendtigen.

Lemma 4.3.10 (Lebesgue’sches Lemma). Sei A C R? kompakt und (U;)icr eine offene
Uberdeckung von A. Dann gibt es ein X > 0, eine Lebesgue’sche Zahl, mit der folgenden Figen-
schaft: Jede Menge K C R%, die A trifft (d.h. KN A #0) und deren Durchmesser nicht grifier
als A ist, ist ganz in einer der Mengen U; enthalten.
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Beweis. Zu jedem a € A wihlen wir ein 7, > 0 und ein ¢ € I mit B(a,r,) C U;. Da
auch die Familie (B(a,74/2))aca eine offene Uberdeckung von A ist, gibt es endlich viele
Punkte ay,...,a, € A, so dass auch B(ai,7q,/2),...,B(am,q,,/2) noch A iiberdecken. Sei
A= smin{ry,...,rp}. Seinun K C R? mit KNA # () und Diam(K) < \. Wihle ein a € KN A.
Dann gibt es ein k € {1,...,m} und ein ¢ € I mit a € B(ag,7q,/2) C B(ag,7q,) C U;. Wegen
Diam(K) < X <y, /2 folgt K C B(ak,rq,) C Ui, also hat A die geforderte Eigenschaft. O

Wir kommen nun endlich zum Gaufy’schen Integralsatz. Wir erinnern daran, dass die Di-
vergenz eines C'-Vektorfeldes F': U — R? (mit einem offenen U C R?) die Funktion div F =
Zgzl 0;F;: U — R ist. Die Abbildung, die jedem Randpunkt eines Kompaktums mit glattem
Rand seinen #ufleren Einheits-Normalenvektor zuordnet, nennen wir auch das dufere Einheits-
Normalenfeld.

Satz 4.3.11 (GauB’scher Integralsatz). Sei A C RY ein Kompaktum mit glattem Rand,
v: 0A — R? das duflere Einheits-Normalenfeld und U C R? eine offene Menge, die A enthiilt.
Dann gilt fiir jedes C'-Vektorfeld F: U — R%:

/ div F(z)d% = / (F(x),v(z))S(dx). (4.3.2)
A

0A

Beweis. Nach Beispiel 4.3.8 ist A in der Umgebung jedes Punktes der Graph einer Funktion
von d — 1 Variablen. Daher gibt es eine offene Uberdeckung (U;);e; von A, so dass fiir jedes
i € I entweder U; in A\ 0A liegt oder (nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten) U;
die Gestalt U; = U’ x (a, 3) hat und ein g € C1(U’" — (a, 3)) existiert mit U; N A = {(2/,24) €
U' x (a,8): zg < g(2')} (bzw. >’ an Stelle von ‘<’).

Sei A > 0 eine Lebesgue’sche Zahl wie im Lebesgue’schen Lemma 4.3.10. Wir setzen
e = )\/2V/d und betrachten die glatte Teilung der Eins (Qpe)peza, die wir am Anfang des Ab-
schnittes 1.3.1 konstruierten. Der Tréger jedes o, ist ein Wiirfel der Seitenléinge 2¢, hat also
einen Durchmesser < . Sei P = {p € Z¢: supp (ape) N A # (0}, dann ist P endlich, und es gilt
F =73 cpapF. Da offensichtlich beide Seiten der Behauptung (4.3.2) linear in F sind, reicht
es also, (4.3.2) nur fiir die Funktionen oy, F' zu beweisen.

Nach Konstruktion ist supp (ap-F) in einer der Mengen U; enthalten. Falls U; C A\ 0A4,
so sind beide Seiten von (4.3.2) Null fiir oy F an Stelle von F', denn eine partielle Integration
(siehe Lemma 1.3.3) zeigt, dass die linke Seite verschwindet (denn der Triger des Integranden
ist eine kompakte Teilmenge des Innern von A), und der Integrand der rechten Seite ist Null auf
dem Integrationsbereich OA. Im anderen Fall aber ist (4.3.2) (fiir oy F" an Stelle von F) eine
Folgerung aus Lemma 4.3.9, angewendet auf die Komponenten von o . F. O

Beispiel 4.3.12. Die Divergenz des Feldes F(z) = z ist div F(z) = Z?Zl Oiz; = d. Fiir jedes
Kompaktum A C R? mit glattem Rand gilt daher [, div F(z)d% = dVoly(A), also folgt aus
dem Gauf’schen Integralsatz

Voly(A) = % /a (@) S(an).

Speziell fiir die Einheitskugel A = K gilt nach Beispiel 4.3.7 v(x) = z fiir alle Randpunkte z,
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also (z,v(x)) = ||z||?> = 1. Daher folgt

1 1
Voly(Kq) = d o S(dx) = EVold_l(Sd_l),
d

was wir schon aus Beispiel 4.2.13 wussten. <&

Beispiel 4.3.13 (Interpretation). Das Skalarprodukt (F'(x),v(z)) im Integral auf der rechten
Seite von (4.3.2) ist gleich der Lénge der Projektion des Vektors F(x) auf den Normalenvek-
tor v(z). Man interpretiert daher das Mafl (F'(z),v(x))S(dz) als den durch das Oberflichen-
element S(dz) aus dem Randpunkt x austretenden Fluss des Vektorfeldes F'(x). Das Integral
Jou(F(z),v(x)) S(dz) ist daher der Gesamtfluss des Vektorfeldes F' durch die Oberfléche von A.

Wenn z. B. F' die Strémung einer inkompressiblen Fliissigkeit ist, so fordert man oft, dass
div F(x) = 0 ist fiir jedes z € R? Man nennt dann F quellenfrei. Dann ist also das Integral
f 4 div F(x) d?z gleich Null fiir jedes Kompaktum A mit glattem Rand. Nach dem Gauf’schen
Integralsatz heifit dies, dass der Gesamtfluss der Fliissigkeit durch die Oberfliche von A gleich
Null ist. Dies erkldart den Begriff der Quellenfreiheit. Eine #hnliche Interpretation gilt fiir das
elektrische Feld F in einem ladungsfreien Raum. <&

Beispiel 4.3.14 (Archimedisches Prinzip). Ein Kérper A befinde sich in einer Fliissigkeit
der konstanten Dichte ¢ € (0,00), deren Oberfliiche mit der Ebene {z € R3: x3 = 0} zusam-
menfalle. Im Punkt x € 0A {ibt die Flissigkeit auf den Kérper den Druck der Grofle cxsv(x)
aus, wobei v(z) der duflere Einheits-Normalenvektor von A in z ist (und z3 negativ: Der Druck
ist nach innen gerichtet!). Die gesamte Auftriebskraft K = (K1, Ko, K3) ist also gegeben durch
K; = [, cxsvi(x)S(dz). Mit dem GauB’schen Satz kann man umformen zu K; = [, cd;x3 d3z,
also K1 = K> = 0 und K3 = ¢ [, d®z = ¢Vol3(A). Der Korper erfihrt also einen Auftrieb in
xs-Richtung, dessen Betrag gleich dem Gewicht der verdréngten Fliissigkeit ist. &

Fiir die folgende wichtige Anwendung erinnern wir daran, dass die Richtungsableitung einer
Funktion f € C1(U — R) (mit einem offenen U C R?) in Richtung eines Vektors v € R¢ gegeben
ist als

d
Opf(x) =(Vf(x),v)= Z:@Zf(av)vZ
i=1

Satz 4.3.15 (Green’sche Formel). Sei U C R? offen, A C U ein Kompaktum mit glattem
Rand und v: 0A — RY das dupere Einheits-Normalenfeld. Dann gilt fiir je zwei Funktionen
f,g€C*(U—R):

/ (fAg - gAf) d%a = / (f B9 — g8, f) S(d). (4.3.3)
A 0A

Beweis. Wir wenden den Gaufy’schen Integralsatz an auf das Vektorfeld FF = fVg — gV f.
Da div (fVg) = fAg+ (Vf,Vg) gilt und eine analoge Formel fiir div (¢V f), folgt div F' =
fAg—gAf. Auf 0A gilt (F,v) = f(Vg,v) — g(Vf,v) = fO,g — g0, f. Daher folgt (4.3.3) aus
dem Gauf¥’schen Integralsatz. O
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4.4 Der Stokes’sche Integralsatz

Als eine weitere Anwendung des Gaufi’schen Integralsatzes beweisen wir nun die klassische Va-
riante des Stokes’schen Integralsatzes, eine Aussage iiber das Integral der Rotation eines Vek-
torfeldes iiber ein zweidimensionales Kompaktum mit glattem Rand. Dies ist nur die Spitze des
Eisberges der Giiltigkeit dieses Satzes, und weit reichende Verallgemeinerungen, insbesondere in
hoheren Dimensionen, wiirden sichtbar, wenn man den Differenzialformenkalkiil einfiihrte, doch
gehort dies nicht mehr zum Umfang dieser Vorlesung.

Wir erinnern daran, dass die Rotation eines C'-Vektorfeldes a: R? — R3 definiert ist als

820,3 — ((930,2
rota = | 0Osa1 —diaz | . (4.4.1)
810,2 — 820,1

Ferner fithren wir fiir eine C2-Abbildung ¢ = (¢1,92,93): R? — R3, (u,v) — ¢(u,v), das
sogenannte Dachprodukt ein:

Oup2 O3 — Oypz Opp2
Yu NPy = | Oups Oypr — Oup1 Opps | - (4.4.2)
8u‘Pl 61)902 - au(PQ 81)901

Hier soll der Index ’u’ an die Ableitung nach u erinnern, aber die Indices 1, 2 und 3 bezeichnen
die Komponenten. Wir werden im Folgenden (wie iiblich) auch a(y) an Stelle von ao ¢ schreiben.

Satz 4.4.1 (Klassischer Stokes’scher Satz). Es sei Q@ C R? offen und a € C1(Q2 — R?)
ein C'-Vektorfeld. Ferner sei A C R? ein Kompaktum mit glattem Rand und v: 0A — S das
dufere Einheits-Normalenfeld. Auferdem sei ¢ = (p1,p2,03) € C2(A — Q) eine Fliche der
Klasse C? in Q. Dann gilt

/ <(rot a) 0 @, Py N gov> dudv = / (a o @, dp), (4.4.3)
A 0A

wobei wir setzten:

(@0 p,dp) = (aop, @) du+ (ao g, p,)dv, wobei vy, = (Oup1, Oup2, Oups)T.  (4.4.4)

Beweis. Wir wenden den Gauf3’schen Integralsatz an auf das Vektorfeld

F(ua v) = (<a °p, ¢v>’ —<CL o, (,0“>)
Dann errechnet sich nédmlich die Divergenz von F zu

div F = dy(a o p,0,) — 0s(a o ¢, pu) = (Oup, Da(e)dsp) — (Bup, Da()due)

= Z (ajak‘(go) - akaj(go)) (auSOj avSOk - 6u‘10k av‘ﬁj)
1<j<k<3

= <(1"Ot a) © @, Py N SDU>,

wobei der letzte Schritt aus einem Vergleich mit (4.4.1) und (4.4.2) folgt. Die linke Seite der
Behauptung (4.4.3) ist also identisch mit der linken Seite (4.3.2) im Gauf’schen Satz.
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Nun identifizieren wir die rechte Seite, und zwar nur unter der Annahme, dass A durch
eine einzige C'-Kurve ~ parametrisiert wird. Sei also I ein Intervall und v = (y1,72): I — 0A
eine C!-Kurve, die das Innere von A immer zu ihrer Linken hat. Der Vektor (v4(t), —~1(t))
steht senkrecht auf dem Tangentenvektor +/(¢), und wegen der der Voraussetzung, dass 7 ent-
gegen dem Uhrzeigersinn um A herum verlduft, weist er aus A hinaus. Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit kénnen wir voraussetzen, dass (v5(t), —v;(t)) die Linge Eins besitzt, denn
sonst parametrisieren wir auf Bogenlédnge. Also ist v(z) = (v4(t), —71(t)) der duBere Einheits-
Normalenvektor von A im Punkt x = () = (u,v). Daher haben wir

|| (P@). @) sn) = [ [(atetro). o010 + aleto). e a@) 0] a

1

:/ (a0 p,p,)du+ <aog0,<pv>dv:/ {a o, dp),

0A 0A

also ist die rechte Seite in (4.4.3) identisch mit der rechten Seite (4.3.2) im Gaufl’schen Satz.
Damit haben wir Satz 4.4.1 als einen Spezialfall des Gauf3’schen Satzes erkannt. U

Bemerkung 4.4.2 (Interpretation). Nehmen wir an, dass ¢: A — p(A) regulér und injektiv
ist, also eine Immersion. Dann ist ¢ eine Karte der zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit
M = ¢(A). Diese Fliche kann man orientieren, indem man ihr das Einheits—Normalenfeld Nop~!
zuordnet, wobei N = “"“A“’” . Man kann den Ausdruck fa 4{a(r),dx) z.B. durch die rechte

Seite faA a o p,dp) von (4. 4 3) definieren; er héngt nicht von der Karte ¢ ab. Man nennt
Lo 4¢ gata(z),dr) die Zirkulation des Vektorfeldes a ldngs der geschlossenen Kurve M. Also kann
man den Stokes schen Satz 4.4.1 auch wie folgt formulieren: Der Fluss des Vektorfeldes rot a
durch die orientierte Flache M ist gleich seiner Zirkulation f dx> lings des Randes von
M. Falls rot a iiberall in € gleich Null ist, ist die erkulatlon f gala(zr),dr) von a lings jeder
geschlossenen Kurve in  gleich Null, die ein Fléachenstiick in €2 berandet. Dies ist der Grund
dafiir, dass man ein Vektorfeld a mit rot a = 0 auch wirbelfrei nennt. O

Bemerkung 4.4.3 (Vektorpotenzial). Ein Vektorfeld b € C(2 — R3) (mit einem offenen
Q C R3) besitzt per Definition das Vektorpotenzial a € C1( — R3), falls b = rot a gilt.

Diese Begriffsbildung ist analog zu der eines Potenzials u € C'(Q — R) von b, das durch
b = Vu definiert wird. Auf Grund des Schwarz’schen Satzes (0;0ju = 0;0;u fiir alle i, j, falls
u € C?) muss notwendiger Weise rot Vu = 0 gelten. In Analysis-Grundvorlesungen sieht man,
dass diese Bedingung in einfach zusammenhéngenden Gebieten 2 schon hinreichend fiir die
Existenz eines Potenzials w ist. Ferner ist es bis auf additive Konstante eindeutig bestimmt.

Ahnliches gilt fiir Vektorpotenziale. Falls b ein Vektorpotenzial a € C?(Q — R3) besitzt, so
ist div b = div rot @ = 0 auf Grund des Schwarz’schen Satzes, d.h., b ist quellenfrei. Mit Hilfe
eines Approximationsargumentes kann man die Folgerung div b = div rot a = 0 auch unter der
schwiicheren Voraussetzung a € C'(Q — R3) ziehen. Ferner unterscheiden sich, falls Q einfach
zusammenhingend ist, zwei Vektorpotenziale additiv genau um das Gradientenfeld V¢ einer
Funktion ¢ € C?(2 — R). SchlieBlich besitzt in einem einfach zusammenhingenden Gebiet
ein quellenfreies Vektorfeld b = (by, b, b3) € C1 (2 — R?) das Vektorpotenzial

T3 2 T3
G(QZ) = (/ bQ(.%'l,l'Q,t)dt—/ b3(£17t7Z0)dt7_/ bl(.%'th’t)dt,O),

20 Yo 20

wobei diese Formel allerdings nur fiir einen achsenparallelen Quader €2 gilt. &
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Verteilungsfunktion, 52
Vervollstdandigung, 44
Vitali-Beispiel, 44
Vollstandigkeit, 39, 44
Volumen, 28
k-dimensionales, 89
Ellipsoid, 31
Kegel, 30
Kugel, 31
Parallelepiped, 11, 29
Parallelflach, 11
Quader, 29
Rotationskorper, 32
Simplex, 30
Spat, 11
Zylinder, 29

Wahrscheinlichkeitsmaf}, 42
Wahrscheinlichkeitsraum, 42
wirbelfrei, 100

Zahlmaf, 43

Zirkulation, 100

Zylinder
endlichdimensionale, 77

Zylindermenge, 78



