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1 Totalvariationsabstand

Dieser Ausarbeitung geht das Paper "Markov Chains and Mixing Times” von
David A. Levin, Yuval Peres und Elizabeth L. Wilmer voraus, in dem unter
anderem das Langzeitverhalten endlicher Markovketten betrachtet wird. Dabei
ist auch die Konvergenzgeschwindigkeit von Familien von Markovketten inter-
essant. Doch um von einer Konvergenz reden zu koénnen, benétigen wir eine
Metrik, um die Distanz zwischen Verteilungen zu messen. Mit dieser Metrik,
dem Totalvariationsabstand, werden wir uns in diesem Abschnitt beschéftigen .

Definition.
Seien p und v Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem endlichen Zustandsraum €2,
dann heifit

[l — vty = max [u(A) —v(A)]

Totalvariationsabstand zwischen p und v.

Da man bei dieser Definition das Maximum iiber alle Teilmengen von {2
bildet, ist sie sehr unhandlich in der Anwendung, da die Potenzmenge im All-
gemeinen sehr grof} ist. Deswegen werden wir nun drei weitere dquivalente Dar-
stellungen des Totalvariationsabstands kennenlernen.

Als erste dquivalente Darstellung erhalten wir eine einfache Summe tiber den
Zustandsraum:

Satz 1.

= vliry = 5 3 () — v(x)

x€

Beweis. Wir betrachten die geschickt gewédhlte Menge B := {x: u(x) > v(x)}
und sei A C  beliebig. Es ist leicht zu sehen, dass A = (ANB) U (ANB°) und
analog B = (AN B)U(A°NB) gelten. Damit folgt:

p(A) = pn(ANB) + u(ANB°) und v(A) = v(ANB) + v(ANB°).

Damit erhalten wir

w(A)—v(A) = p(ANB)—v(ANB)+u(ANB®) —v(ANB°) < u(ANB)—v(ANB)

<0, da p(x)<v(x) ¥V xeB©

und
w(B)—v(B) = u(ANB)—v(ANB)+u(A°NB) — v(A°NB) > u(ANB)—v(ANB)

>0, da p(x)>v(x) VxEB

Insgesamt folgt nun

u(A) = v(A) < w(ANB) — v(ANB) < u(B) - »(B) (1)



Anlog gilt:

v(A) = u(A) < v(B°) — pu(BY)

= —(1(A) = (A)) = v(A) — (A)
< (B°) - pu(B°)
—1—u(B) — 1+ u(B) (2)
Y u(B) - v(B)

(1), (2) = |n(A) = v(A)| < u(B) = »(B)

= (B) — v(B) ist eine obere Schranke fur ||u — v||Tv.
Wenn wir die Ungleichung nun fiir A=B betrachten, wird diese obere Schranke
mit Gleichheit erfiillt und es folgt:

O

Bemerkung 1.
Aus der letzten Gleichung im Beweis und der Definition von B folgt, dass es
geniigt die Summe iiber B fiir den Totalvariationsabstand zu bilden:

le=vllrv="> ) -v)= Y  vx)-pulkx)
x:p(x) >v(x) x:p(x)<v(x)

Mit dieser Darstellung kénnen wir nun zeigen, dass der Totalvariationsab-
stand in der Tat eine Metrik ist:

Satz 2.
Sei P die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle iiber 2. Dann ist d: Px P — R,
d(p,v) = ||u — v||rv eine Metrik.

Beweis. Die meisten Metrikeigenschaften ergeben sich dabei direkt aus den Ei-
genschaften des Betrags:

1) || — v||rv > 0 Kklar, da der Betrag einer Differenz immer gréfer 0 ist und
somit auch das Maximum dieses Betrags grofler 0 ist.

2) Symmetrie klar, da sich das Ergebnis der Differenz mit verdnderter Summa-
tionsreihenfolge durch die Eigenschaften des Betrags nicht dndert.



3) Sei ||u— v||Tv = 0:
Sei |u(A) —v(A)| =0 fiir alle A C Q. Daraus folgt sofort, dass p = v, da
die Gleichung fiir alle Teilmengen von € erfiillt ist.
Andererseits sei nun p = v und offensichtlich gilt damit ||p — v||Tyv = 0.

4) Dreiecksungleichung:

= vliy = 5 3 n(x) — v(x)

xe)

1
= 5%\#(’0 —&£(x) +£(x) —v(x)] @

< % D (1) = €G]+ [€(x) = v(x)])

x€eN

= &llrv + ||€ — v]|Tv

Satz 3.

1
— = — — : : <
I = vllry = 5 sup {;zf(x)(”(x) p()IE Q= R max ()] < 1}
Beweis. Wir fithren den Beweis, in dem wir die beiden Beziehungen > und <
zeigen:

>: Sei f:  — R beliebig mit maxycq [f(x)| < 1. Dann gilt:
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Da diese Ungleichungskette fiir alle f, die die Bedingung maxyecq [f(x)] < 1
erfiillen, gilt, gilt sie auch fiir das Supremum iiber alle f.

<: Wir konstruieren nun ein f*, welches (5) mit Gleichheit erfiillt. Wenn wir ein
solches f finden, sind wir fertig.

Sei also



Dann gilt:

S EEEE ) =5 Y v+ Y W) - ()
x€Q xip () > (x) xip () <v(x)
=[lp=vllTv =llp=vllTv
=|lp—vllrv

2 Kopplung von Wahrscheinlichkeitsmaflen

In diesem Abschnitt lernen wir das Prinzip der Kopplung zwischen Wahrschein-
lichkeitsmafien kennen, um die letzte Darstellung des Totalvariationsabstands
zu erhalten.

2.1 Definition und Beispiele

Definition.

Seien p und v Wahrscheinlichkeitsmafle auf €2 und XY Zufallsvariablen auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum mit p(x) = P(X = x) bzw. v(x) = P(Y =
y) die Marginalverteilungen von X bzw. Y. Dann heifit das Tupel (X,Y) die
Kopplung von g und v.

Um das Prinzip der Kopplung etwas besser zu verstehen, betrachten wir
zunéchst zwei unterschiedliche Kopplungen des fairen Minzwurfs:

Beispiel 1.

Seien u, v beide die Wahrscheinlichkeitsverteilungen des fairen Minzwurfs, das
heiflit p = v mit p(0) = p(1) = 0,5 =v(0) = v(1).

(i) Fir die erste Kopplung beschreibe (X,Y) zwei unabhéngige Miinzen, sodass
P(X=x,Y =y) = 1 fiir alle x € {0, 1}.

(ii) Eine andere Moglichkeit 4 und v zu koppeln ist, dass X einen fairen Miinzwurf
beschreibt und wir Y mit Y=X definieren. Dann ergeben sich die Wahrschein-
lichkeiten:

PX=Y=0)= %,]P’(X:Yzl):%,]P’(X#Y):O

Allerdings kann man eine Kopplung nicht nur durch ein Tupel (X, Y) dar-
stellen, sondern auch durch ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Raum € x Q.

Bemerkung 2.

(i) Sei q eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Produktraum € x Q, welche
> vead(x,y) = p(x) und 30 o a(x,y) = v(y) erfilllt. Dann existiert ein Tupel
(X, Y) von Zufallsvariablen, das q als gemeinsame Verteilung besitzt. Und dieses
Tupel ist eine Kopplung von p und v.

(i) Sei (X, Y) eine Kopplung von p und v und sei q(x,y) = P(X =x,Y =y)
die gemeinsame Verteilung von X und Y auf Q x Q, dann gilt fir q:



Y axy)= Y PX=xY=y)=PX=x) = pu(x)

yEQ yeN

und

Yaxy) = X PX=xY=y)=P(Y=y) =v(x)
x€QN xeN

Durch die Definition der Kopplung erhalten wir eine weitere dquivalente
Darstellung des Totalvariationsabstands:

Satz 4.

[lp — v||ry = inf {P(X # Y)|(X, Y)Kopplung von £ und v}

Beweis.
<: Sei A € Q beliebig und g und v die Marginalverteilungen von X bzw. Y.

[n(A) —v(A)] = P(X € A) = P(Y € A
=|PXEAXAY)+PX A X=Y)-P(YEAX#AY)-P(Y €A, X=Y)
=PXeAX#AY)-P(Ye A X#Y)
<max{P(X € A,X #Y),P(Y € A,X #Y)}

SPX#Y)

(6)
Die letzte Ungleichung gilt, da {X € A} N{X #Y} C{X #Y} und
{Y e A} n{X # Y} C {X # Y}. Diese Ungleichungskette ist fiir alle A C Q
erfiillt:

- <
= max [u(A) ~ v(A)] < P(X £ Y)
Dies ist wiederum fiir alle Kopplungen (X,Y) von u, v erfiillt:
= ||p — v||rv = inf {P(X # Y)|(X, Y)Kopplung von x und v}

>: Mit dem gleichen Argument, das wir im Beweis zu Satz 3 benutzt haben,
gentigt es fiir diese Richtung zu zeigen, dass wir eine Kopplung finden, fiir die
gilt: P(X #Y) = [|lu— vrv .
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ABBILDUNG 1: Darstellung der Wahrscheinlichkeitsmafle ¢ und v (siehe [1]).

Seien g und v nun zwei unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsmafe iber dem-
selben endlichen Zustandsraum ). Unser Ziel ist es nun, die Zufallsvariablen



X und Y so zu wahlen, dass sie moglichst oft gleich sind. Laut Bemerkung
2(i) geniigt es eine gemeinsame Verteilung q von X und Y zu finden, so dass

Y oxeqd(xy) =v(y) und }° o a(x,y) = p(x) gelten.
Wir definieren nun unsere gemeinsame Verteilung q fiir X und Y, wie folgt:

alx,x) = p(x) A v(x)
(1(x) = p(x) Av(x))((y) = p(y) Av(y))
= vllrv

Man kann sich die beiden Wahrscheinlichkeitsmafle ¢ und v oBdA wie in
Figur 1 visualisieren. Wir wéhlen X und Y nun abhingig vom Wurf einer
unfairen Miinze. Dabei geben wir dem Kopf-Ereignis die Wahrscheinlichkeit
P = D e m(x) Av(x), wobei pu(x) A v(x) = min{u(x),v(x)} und setzen dabei
X =Y. Es gilt somit:

PX=Y)=p=>_ ux) Av()

x€N

D DTt E ey

x€Q,u(x)<v(x) x€Q,u(x)>v(x)

= Y o+ Y - Y w4+

Q(X7Y) =

x€Q,u(x)<v(x) x€Q,u(x)>v(x) x€Q,u(x)>v(x) x€Q,u(x)>v(x)

=1- > () -v(x)
x€Q,pu(x)>v(x)

B .1
=T 1—p—vlrv

(7)
Trifft also das Ereignis Kopf ein, wéahlen wir den Wert unserer Zufallsvariable X
(bzw. Y, da die beiden hier gleich gewéhlt werden) gemifl des Wahrscheinlich-
keitsmafes:
() A v(x)
p
Trifft das Gegenereignis ein, wihlen wir X gemaf des Wahrscheinlichkeitsmafles:

YKopf (X) -

pEI=rG) - pa)ls w(x) > v(x)

— ¢ llp=vllrv’
YZahlx (X) =
ae (X) {0, sonst,

und Y unabhéngig davon, gemé&f

ve)—pld - pa)g v(x) > pu(x)

— J llp=vllTv>’
VZahly \X) =
sy (%) {0, sonst

Dabei ist durch Bemerkung 1 sicher gestellt, dass yzani, und yzani, tatsachlich
Wahrscheinlichkeitsmafle sind.

>

v(x)



Um nun die oben genannten Eigenschaften der gemeinsamen Verteilung q
zu beweisen, betrachten wir wieder die Menge B = {y : u(y) > v(y)}.
Sei y € B¢, dann gilt:

daxy) =ay) + Y. akxy)

x€EQ X, XFEY
y§§° KﬁXZ:;H&X) xX) — X 12408
=2 ) + A [xgym B }
=1-u(y) (;)1—\\N—V||TV—M(Y) (8)
),
= uly) + T I = vllrv
= u(y) + w(y) — u(y))
= v(y)

Und fir y € B folgt:
D aly) =aly)+ Y axy)

xeN X, XAy
veB oy, ) —v(y) ) — 1) A plx 9)
)+ T L;y(u( )= ) A v(x)
=v(y)

e dlx,y) = a(x) gilt analog.
Nun zeigen wir noch, dass unser q tatsdchlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
Das q(x,y) > 0 fir alle x,y € Q gilt, ist klar, da g und v Wahrscheinlichkeits-
mafle und somit gréfler gleich 0 sind. Auflerdem gilt, dass der Totalvariations-
abstand in diesem Fall echt grofler als 0 ist, da wir p # v voraussetzen. Wie in
(7) gezeigt, gilt

S atex) = S u() Av(x) = 1 [l — vlry

xXEQN xeN
und
Bem.1 Bem.1
dooaky) =YY axy) E D vy)-umavly) = Y v)-uly) = |lu—vllry
(x,y),x#£y yeBe xeB yeBe yeBe

und damit abschliefend:
daxx)+ Y akxy) =1
xef (x,y) x#y
(X,Y) ist also eine Kopplung von p und v, fir die unsere Bedingung erfiillt

ist:

BX#Y) = 1-P(X=Y) = 1-p = [l vllrv



3 Mischzeit

Im Folgenden machen wir uns an einem realen Beispiel (vgl. [2], S.45) klar, dass
die Definition der Mischzeit einer Markovkette sinnvoll ist.

3.1 Das Beispiel Kartenmischen

Ein natiirliches Beispiel fiir die Definition von Mischzeiten ist das Mischen eines
Kartenspiels mit N Spielkarten. Wir fragen uns nun wie grofl die Anzahl der
Mischschritte t im Vergleich zu N gewédhlt werden muss, damit das Blatt am
Ende gut gemischt ist.

Zuerst spezifizieren wir, was genau wir unter gut gemischt verstehen.

Vor und nach jedem Mischschritt ist die Reihenfolge der Karten durch eine
Permutation der N Karten gegeben, ist also ein Element der Permutations-
gruppe Sy. Da die Mischschritte zuféllig sind, haben wir nach t Schritten eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung py, auf Sy gegeben. p ist also das Punktmafl auf
der Identitdt von Sy. Gut gemischt ist unser Blatt also, wenn jede Permutati-
on nach t Schritten (nahezu) gleich wahrscheinlich ist und damit p; (nahezu)
die Gleichverteilung 7 auf Sy ist. Da es allerdings unwahrscheinlich ist, dass
der Kartenstapel nach einer gegebenen und festen Anzahl von Schritten gut
gemischt ist, betrachtet man den Abstand zwischen 7 und py. Je ndher die bei-
den Wahrscheinlichkeitsverteilungen beieinander liegen, desto besser gemischt
ist das Kartenblatt. Diesen Abstand liefert dabei der Totalvariatioinsabstand.
Das betrachtete Mischverfahren ist in unserem Beispiel Top to Random: Da-
bei wird die oberste Karte des Stapels abgehoben und zuféllig zwischen die
restlichen Karten geschoben. Das die Karte dabei ganz oben bleibt, ist nicht
ausgeschlossen. Die gewéhlten Positionen sind unabhéngig voneinander. Daraus
ergibt sich, dass die Mischschritte unabhéngig, identisch verteilte Zufallsvaria-
blen X; sind und Yy := X; o ... o X; die Kartenreihenfolge nach t Schritten als
Hintereinanderausfithrung von Elementen aus Sy beschreibt. Die Folge Y1, Ys...
ist damit eine Irrfahrt auf Sy und somit eine Markovkette mit Zustandsraum
Sy und die stationédre Verteilung auf diesem Raum ist die Gleichverteilung.
Man kann zeigen, dass das Blatt schon nach Nlog N + 10N Mischschritten gut
gemischt ist.

3.2 Definition Mischzeit

Sei X = (Xo, Xy, . . .) eine irreduzible Markovkette mit Ubergangsmatrix P und
stationérer Verteilung 7. Im Folgenden betrachten wir den maximalen Abstand
der Verteilung der Markovkette zu ihrer stationidren Verteilung, als eine vom
Zeitschritt t abhangige Funktion d:

d(t) := max ||P! — 7
(t) := max [P — 7z
Wir abstrahieren nun das oben angesprochene Beispiel des Kartenmischens

und definieren fiir eine irreduzible, aperiodische Markovkette mit endlichem Zu-

10



standsraum die Konvergenzgeschwindigkeit der Ubergangswahrscheinlichkeiten
gegen die invariante Verteilung:

Definition. (Mischzeit)
tmix(€) ;= min {t : d(t) <e€},e >0

Die Mischzeit einer Markovkette ist also die Zeit, die die Markovkette beno-
tigt, damit die Distanz zwischen ihr und der stationiren Verteilung klein ist.
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