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Vorwort

Dies ist das Vorlesungsskript fiir eine zweistiindige Vorlesung iiber stochastische Algorithmen an
der Universitét zu Koln im Sommersemester 2003. Es werden fiir eine Reihe von Problemen ran-
domisierte Losungsalgorithmen vorgestellt, diskutiert und mit einander verglichen. Wir erldutern
Vorziige und Nachteile und fassen sie nach M6glichkeit mathematisch korrekt und beweisen sie.
Insbesondere werden Aufgaben wie das approximative Zihlen, das Sortieren und Vergleichen
groer Mengen und das Ziehen einer Stichprobe mit einer gegebenen Verteilung behandelt, und
es werden Algorithmen vom Las-Vegas-Typ diskutiert sowie Monte-Carlo-Methoden. Einen brei-
ten Raum nehmen Markovkettenmethoden ein.

Diese Vorlesung lehnt sich an verschiedene Quellen an, und die Einfliisse der verschiedenen
Texte sind manchmal (wenn sie nicht gesondert gekennzeichnet sind) nicht leicht von einander zu
trennen. Die hauptséichlichen Quellen, aus denen geschopft wurde, sind die Monographie [MR95]
von Motwani und Raghavan iiber randomisierte Algorithmen, das im Werden befindliche Buch
[AF03] tiber Markovketten auf Grafen und das Biichlein [H02] iiber algorithmische Anwendungen
von Markovketten. Eine grofle Hilfe war auch das Skript [GO0], dessen Zielrichtung sich mit dem
des vorliegenden Skriptes stark iiberschneidet und dem etliche Anregungen entnommen wurden.

Die zu Grunde liegende Theorie, die wir voraus setzen, ist von geringem Umfang und umfasst
im Wesentlichen nur die elementare Wahrscheinlichkeitstheorie, also die Theorie der Wahrschein-
lichkeiten auf endlichen Mengen, sowie die Theorie der endlichen Markovketten.



2 INHALTSVERZEICHNIS

Notationen und Konventionen

Die meisten Schreib- und Sprechweisen werden beim ersten Auftauchen erklart. Hier werden nur
ein paar wenige Konventionen aufgelistet:

Wenn in diesem Skript von ‘zufillig’ ohne weiteren Zusatz gesprochen wird, dann ist gemeint:
‘nach der gleichférmigen Verteilung verteilt’, d. h. jede Moglichkeit hat die selbe Wahrschein-
lichkeit (falls es endlich viele sind). !

Wir werden keinen Gebrauch von Ganzzahlanteil-Klammern |-] oder [-] machen und bei
Zahlen (wie etwa n%), wenn sie eine Anzahl bezeichnen, still schweigend davon ausgehen, dass
sie natiirliche Zahlen sind.

Fiir Folgen (an)neny und (by)nen von positiven reellen Zahlen benutzen wir manchmal fol-
gende Schreibweisen fiir asymptotische Vergleichsaussagen, jeweils fiir n — oo:

an . "
an = O(by) = <E)nEN ist beschrénkt,
a = Qb)) = (b—") ist beschriinkt, also by = O(ay)
Qn / neN ’ ’
an = O(by) — an = O(by,) und b, = O(ay,),
an = o(by) = lim Z—n =0

!Dies wird von anderen Autoren oft mit ‘ganz zuféllig’ oder ‘véllig zufillig’ ausgedriickt.



Kapitel 1

Einfiihrung

In diesem vorbereitenden Kapitel fithren wir in die Problematik ein, sprechen ein paar einfache
Beispiele an und schneiden die Frage der Erzeugung von Zufall auf dem Computer an.

1.1 Motivation

In vielen Bereichen tauchen Aufgaben bzw. Probleme auf, die von endlicher, aber immenser
Grofle sind, wie zum Beispiel die folgenden.

e Sortieren einer langen Liste von Zahlen,

e Auffinden des k-t grofiten Elementes in einer langen Liste von Zahlen,

e Mischen eines groflen Kartenstapels,

e Auffinden einer gewissen Zeichenfolge in einem langen Text,

e Priifen zweier langer Zahlenreihen auf Gleichheit,

e Priifen einer groflen Zahl auf Primeigenschaft,

e Auffinden eines optimalen Wertes einer Funktion auf einer endlichen grofien Menge,

e Auswertung der Partitionssumme oder des Erwartungswertes einer Grofle in einem physi-
kalischen Partikelsystem,

e Auszéhlung einer groflen Menge,
e Zustellung von Paketen in einem grofien Netzwerk von Adressen,

e Ziechen einer Stichprobe aus einer groflen Menge mit einer gegebenen Verteilung.

Bei vielen solcher Probleme sind gewisse (deterministische) Losungsalgorithmen augenfillig,
mit denen man systematisch zum Ziel kommt, indem sémtliche moéglichen Félle, die auftreten
konnen, behandelt werden. Es ist oft klar, dass die Ausfithrung dieses Algorithmus bei umfang-
reichen Eingaben eine gigantische Zeitdauer erfordert, die in einigen Féllen z. B. die bisherige

3



4 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Lebensdauer der Erde bei weitem iibersteigt. Auflerdem erfordert das systematische Erfassen
aller moglichen Félle oft einen riesigen Speicherplatz.

In vielen solcher Fille hat es sich als duflerst effektiv erwiesen, geeignete randomisierte, also
zufillige Algorithmen zu entwickeln und einzusetzen. Der Vorteil eines zufélligen gegeniiber einen
deterministischen Algorithmus besteht oft in kiirzerer Laufzeit oder in geringerem Speicherbe-
darf; er muss ja meist nicht alle Félle erfassen und korrekt behandeln, sondern nur die ‘typi-
schen’. Die Kunst besteht darin, die Entscheidungen des Algorithmus so zu randomisieren, dass
ungiinstige Verldufe mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit eintreten, bzw. dass das zufillige Er-
kunden nur eines kleinen Teils der zu untersuchenden Menge schon mit hoher Wahrscheinlichkeit
sehr viel relevante Information erbringt.

Die Nachteile eines zufilligen Algorithmus bestehen oft darin, dass die Losung entweder
nicht mit absoluter Sicherheit gefunden wird oder nicht mit absoluter Prézision oder dass ge-
eignete Abbruchkriterien nicht leicht zu geben sind. Bei Entscheidungsproblemen z. B. wird nur
eine zufallige Auswahl von Tests durchgefiihrt, sodass man bei Nichtbestehen zwar eine defi-
nitive Antwort erhélt, bei Bestehen aber nur eine hoch wahrscheinlich korrekte. Und viele auf
dem Langzeitverhalten von Markovketten basierende Algorithmen erreichen in aller Regel nie
die Gleichgewichtsverteilung der Kette, geben also nur eine approximative Losung. Man nennt
einen zufilligen Algorithmus, der im Falle der Termination stets eine korrekte Losung ausgibt,
einen Las-Vegas-Algorithmus, und einen Algorithmus, der mit positiver Wahrscheinlichkeit eine
falsche Losung liefert, einen Monte-Carlo-Algorithmus. Bei Entscheidungsproblemen (wo also die
Antwort nur ‘Ja’ oder ‘Nein’ sein kann) unterscheidet man noch die Monte-Carlo-Algorithmen
nach solchen mit einseitigen Fehlern bzw. zweiseitigen Fehlern, wobei letztere bei beiden mogli-
chen Antworten mit positiver Wahrscheinlichkeit irren kénnen, erstere aber nur bei einer der
beiden, und die andere ist immer korrekt.

1.2 Ein simples Beispiel

Das folgende (recht kiinstliche) Beispiel demonstriert die Tatsache, dass zuféllige Algorithmen
schon in sehr simplen Situationen gegeniiber deterministischen Algorithmen grofie Vorteile haben
konnen.

Beispiel 1.2.1 (verriickter Millionér). Ein verriickter Millionér sendet an 20 vernunftbegab-
te Menschen (sagen wir, Stochastiker) je einen gleich lautenden Brief mit dem folgenden Inhalt:
‘Diesen Brief haben auch gewisse 19 andere Stochastiker erhalten. Sie kénnen nun wéhlen, ob
Sie mir einen Brief schicken oder nicht. Wenn genau ein Brief von Thnen 20 bei mir eintrifft,
dann erhélt der Absender eine Million Euro. Falls keiner oder mehr als einer eintreffen, dann
erhélt keiner von Thnen etwas. Allerdings diirfen Sie unter einander keinen Kontakt aufnehmen.’

Man steht nun vor dem Problem: abschicken oder nicht, was ist die beste Strategie? Wir
diirfen davon ausgehen, dass die anderen 19 Personen unabhéngig von einander die selbe Stra-
tegie einschlagen, wenn sie denn die beste ist. Allerdings gibt es nur zwei deterministische Stra-
tegien: das Abschicken und das Nichtabschicken. Beide Strategien haben ja nach den Regeln des
Millionérs die Erfolgsaussicht Null.

Andererseits (und das ist die Losung) gibt es ja eine Menge randomisierter Strategien: Wir
schicken mit Wahrscheinlichkeit p ab, wobei p € (0,1) ein Parameter ist! Die Erfolgsaussicht
kann man leicht berechnen (immer unter der Voraussetzung, dass die anderen unabhéngig der
selben Strategie folgen): Mit Wahrscheinlichkeit p(1 — p)!? erhilt man die Million. Dieser Wert
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wird maximal, wenn man p = % wihlt, wie man leicht heraus findet. Also bauen wir uns eine

Apparatur, die mit Wahrscheinlichkeit 21—0 entscheidet, und im positiven Fall schicken wir den
Brief ab, sonst nicht.

Hier ist also ein simpler randomisierter Algorithmus jedem deterministischen weit iiberlegen.
&

1.3 Zufall auf dem Computer

Es sei noch kurz das Problem des Erzeugens von Zufalls auf dem Computer angesprochen.

Bei der Ausfithrung eines zufilligen Algorithmus auf dem Computer stellt sich unweigerlich
das Problem nach der Bereitstellung von Zufallszahlen. Die meisten modernen Computer sind
mit einem Generator von Zufallszahlen ausgestattet, und die Ergebnisse bestehen die meisten
statistischen Tests auf Zufilligkeit. Man ist deshalb geneigt zu glauben, dass man immer z. B.
auf eine Folge von unabhéngigen, auf dem Intervall [0, 1] gleichférmig verteilten Zufallszahlen
zuriick greifen kann. (Dies ist eine Forderung, die man z. B. fiir die Simulation einer Markovkette
stellen muss.)

Tatséchlich aber ist dies falsch, und zwar aus mindestens zwei Griinden: (1) Der Erzeu-
gung dieser ‘zufilligen’ Zahlen im Computer liegt im Normalfall eine komplizierte Kette von
deterministischen Operationen zu Grunde, und das widerspricht jeder intuitiven Definition von
Zufalligkeit. (2) Diese Zufallszahlen sind endliche Bit-Folgen, also rationale Zahlen, wihrend
man leicht zeigen kann, dass eine auf [0, 1] gleichformig verteilte Zahl mit Wahrscheinlichkeit
Eins irrational ist. Besonders aus dem ersten Grund nennt man diese Zufallszahlen treffender
Pseudozufallszahlen, denn sie haben nur die Eigenschaft, nicht oder schwer unterscheidbar zu
sein von ‘echten’ Zufallszahlen, in dem Sinn, dass die meisten der bekannten statistischen Tests
keinen signifikanten Unterschied feststellen kénnen.

Bemerkung 1.3.1 (lineare Kongruenzmethode). Die Generierung von Pseudozufallszahlen
ist recht schnell und in vielen Programmen standardméfig eingebaut. Sie funktioniert oft nach
dem folgenden Schema, der sogenannten linearen Kongruenzmethode: Man wéhlt ein ‘Modul’ m,
etwa m = 232, einen Faktor a, etwa a = 69069, und ein Inkrement b € N, etwa b = 1. Dann wihlt
man willkiirlich einen Startwert ko € {0, ...,m—1} und setzt iterativ k; 1 = (ak; +b)mod m fiir
n € N. Die gewiinschte Folge von ‘unabhéngigen auf [0, 1] gleichférmig verteilten Zufallszahlen’
ist dann die Folge der w; = k;/m mit i € N. Die Parameter a und b miissen mit Geschick
gewihlt werden, damit moglichst viele statistische Tests auf Zufélligkeit bestanden werden. In
den 1960er Jahren war die oben beschriebene Methode mit a = 65539, m = 23! und b = 0 weit
verbreitet, bis man heraus fand, dass es gewisse 15 Ebenen im R? gibt, in denen je alle drei
Tripel w;, u;+1, u;+2 von aufeinander folgenden dieser Zufallszahlen liegen. Listige Eigenschaften
dieser Struktur besitzen alle diese Algorithmen, aber durch geschickte Wahl der Parameter kann
man diese Defekte gering halten. )

Wir werden nun immer idealistischerweise davon ausgehen, dass eine Folge von unabhéngi-
gen, auf [0, 1] gleichférmig verteilten Zufallszahlen Uy, Uy, Us, ... zur Verfiigung steht. Betrach-
ten wir noch kurz das Problem, wie man dann eine beliebige vorgegebene Verteilung simulieren
kann:

Beispiel 1.3.2 (Simulation einer beliebigen Verteilung). Es sei U eine gleichformig auf
[0, 1] verteilte Zufallsgrofie, und es sei @ eine beliebige Verteilung auf R mit Verteilungsfunktion
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F. Wir definieren die Umkehrfunktion F~! von F durch F~'(u) = inf{z € R: F(z) > u}.
Dann hat die Zufallsvariable F~1(U) die Verteilungsfunktion F, also die Verteilung @, wie man
leicht als Ubungsaufgabe verifiziert. Fiir etliche bekannte Verteilungen ist F~! natiirlich explizit
bekannt. O

Beispiel 1.3.3 (Simulation von Verteilungen auf endlichen Mengen). Eine beliebig
vorgegebene Verteilung 7 auf einer endlichen Menge S kann mit Hilfe einer auf [0, 1] gleichférmig
verteilten Zufallsgrofie U wie folgt simuliert werden: Wir fixieren eine stiickweise stetige Funktion
¥:]0,1] — S, sodass fiir jedes s € S die Totallinge der Intervalle, auf denen ¢ den Wert s

annimmt, gleich 7(s) ist. Dies kann man z.B. bewerkstelligen, indem man S = {s1,...,s;}
numeriert und ¢ auf dem Intervall (Z;;ll m(85), 25— T(s5)] gleich s; setzt fiir i = 1,..., k, und

1(0) = s1. Dann hat die Zufallsgrofe ¢(U) die Verteilung 7. (Dies ist natiirlich ein Spezialfall der
Methode von Beispiel 1.3.2.) Natiirlich wird dieses Vorgehen unpraktikabel, wenn die Menge S
sehr grof} ist, wie es in vielen Fillen vorkommt. Die effiziente Erzeugung einer nach 7 verteilten
Zufallsgrofle wird uns spéater noch intensiv beschéftigen. &

Beispiel 1.3.4 (Verwerfungsmethode). Es sei ) eine beliebige Verteilung, und es sei B ein
Ereignis mit Q(B) > 0. Wie generiert man eine Zufallsgrofle Z*, deren Verteilung die bedingte
Verteilung Q( - | B) ist? Hierzu seien unabhingige Zufallsgrofien 71, Z, ... gegeben, die alle die
Verteilung @ haben, also P(Z; € A) = Q(A) fiir alle Ereignise A. Man betrachtet den Index

7 =inf{n € N: Z,, € B}

der ersten dieser Variablen, die in B liegt, und dann setzt man Z* = Z.. Durch eine Aufspaltung
nach den Werten von 7 kann man leicht verifizieren, dass Z* die gewiinschte Verteilung besitzt,
denn fiir alle Ereignisse A gilt

P(Z* € A) =Y P(Z,€ A =n)

neN

= ZIP(Zl ¢B,...,Z, 1¢B,Z, € ANB)
neN

=> (1-Q(B)"'QANB) =Q(A| B).
neN

<&

‘Echte’ Zufilligkeit (was auch immer das sein soll) ist bisher noch nicht erreicht worden,
sodass hier also durchaus eine Fehlerquelle bei der Implementierung zufilliger Algorithmen ent-
stehen kann. Nach dem derzeitigen Stand vermutet man, dass eine Erzeugung von Zufallszahlen
auf physikalischem Wege sehr langsam sein wiirde im Vergleich zu der Geschwindigkeit beim
Ausfiihren arithmetischer Operationen. Daher wird manchmal bei der Ermittlung des Aufwan-
des eines randomisierten Algorithmus auch die Anzahl der benétigten ‘echt zufilligen’ Bits heran
gezogen, aber das wollen wir nicht weiter verfolgen.

Auf das Problem der Erzeugung von Zufall im Computer ist eine Menge Arbeit verwendet
worden, siehe etwa [K98, Chapter 3]. Eine umfangreiche Tabelle von zufélligen Zahlen erhélt
man unter http://www.rand.org/publications/classics/randomdigits/. Dort wird auch
die Generierung beschrieben; im Wesentlichen wurde ein elektronisches Roulettespiel benutzt, die
etwa eine Zahl pro Sekunde produzierte. Auf der Netzseite http://www.fourmilab.ch/hotbits/
werden ‘zufillig aussehende’ Zahlen angeboten, die auf physikalischem Wege erzeugt werden. Ein
Ansatz, der auf algorithmischer Komplexitéitstheorie basiert, wird in [G99] vorgestellt.



Kapitel 2

Such- und Sortieralgorithmen

In diesem Kapitel stellen wir stochastische Algorithmen vor, die eine lange Liste von Zahlen
sortieren bzw. das k-t grote Element identifizieren.

2.1 Randomisierter Quicksort

Dieser Algorithmus sortiert eine endliche Menge von Zahlen rekursiv durch sukzessives binéres
zufilliges Zerlegen:

Randomisierter Quicksort
FEingabe: Eine Menge S von n paarweise verschiedenen Zahlen.

Ausgabe: Die Elemente von S in aufsteigender Ordnung.

Algorithmus:
1. Wihle zufillig ein Element Y aus S.

2. Bestimme die Mengen S und Ss, die aus den Elementen von S bestehen, die kleiner bzw.
grofer als Y sind.

3. Gebe 57, Y und Sy in dieser Reihenfolge aus.

4. Wende Schritte 1 - 3 jeweils auf S; und Sy rekursiv an, falls sie jeweils mehr als ein Element
besitzen.

Dieser Algorithmus basiert auf dem in [H61b] eingefiithrten Algorithmus Quicksort.

Es ist bei Sortieralgorithmen {iiblich, die Gesamtzahl aller vom Algorithmus durchgefiihrten
Vergleiche als Maf fiir den Aufwand zu wéhlen. Sei X, diese Anzahl fiir den Randomisierten
Quicksort. Bei giinstigem Verlauf des Algorithmus (d.h. wenn immer zufilligerweise Y gleich
dem Median von S ist, so dass die Mengen S; und Sz etwa gleich gro8 sind), sind nur etwa logy(n)
Iterationen durchzufiihren, die jeweils etwa n Vergleiche bendtigen, also ist dann X, nur etwa
von der Gréflenordnung nlog n. Im ungiinstigen Fall allerdings (d. h. wenn ‘dummerweise’ immer
das kleinste oder grofite Element von S als Y gewihlt wird), braucht man etwa n Iterationen und
je n Vergleiche, als ist X,, von der Ordnung n?. Der groBe Vorteil des Randomisierten Quicksort
ist allerdings, dass ungiinstige Verldufe eine so geringe Wahrscheinlichkeit haben, dass X, im

7



8 KAPITEL 2. SUCH- UND SORTIERALGORITHMEN

Durchschnitt von der Ordnung nlog n ist:

Satz 2.1.1. Fir allen € N gilt E(X,) =2(n+1)>}_; 1 — 4n.

Man beachte, dass 2221% = logn + v + o(1) fir n — oo, wobei v =~ 0,577 die Fuler-
Mascheroni-Konstante heifit. Wir geben nun zwei Beweise von Satz 2.1.1.
Beweis A. Essei S = {s(1),5(2),- - -,5(n)} die korrekte Ordnung von S, also s(;) < s; fiir i < j,
d.h. s(;) ist das i-t kleinste Element. Dann gilt

Xn= Y (2.1.1)

1<i<j<n

wobei A;; das Ereignis bezeichnet, dass es im Verlauf des Algorithmus zum Vergleich von s,
und s(;) kommt. Nun argumentieren wir, dass gilt:

2

P(4;;) = ——,
() j—i+1

1<i<j<n. (2.1.2)

Dies basiert auf den folgenden zwei Tatsachen:

1. Das Ereignis A;; tritt genau dann ein, wenn entweder s(;) oder s(;) das erste der Elemente
S(i)s - - -+ S(j) ist, das als Vergleichselement Y heran gezogen wird. Denn falls ein anderes
zuerst gewdhlt wiirde, sagen wir s;) mit ¢ < k < j, dann wiirden s(;) und s;) zwar je mit
S(k) verglichen werden, aber nicht mit einander, denn sie gehdren dann zu verschiedenen
Teilmengen S; (links von s(;)) und Sz (rechts von s(;y), die ja separat behandelt werden.

2. Jedes der Elemente s(;), ..., s;) hat die selbe Wahrscheinlichkeit, als erstes als Vergleichs-
element gewihlt zu werden.

Also ist P(A;;) die Wahrscheinlichkeit, dass s(;) oder s(;) aus den j—i+1 gleich wahrscheinlichen

Elementen s(;y, ..., s(;) zu erst gezogen werden, also gleich ];%, d.h. (2.1.2) ist bewiesen. Setzen
wir (2.1.2) in (2.1.1) ein, so ergibt sich
1
E(X,) =2 _— 2.1.3
(X)=2 ¥ ——g (2.1.3

1<i<j<n

Nun kénnen wir die angegebene Formel fiir E(X,,) leicht mit einer Vollstindigen Induktion
verifizieren, denn man rechnet leicht nach, dass gilt:

E(Xn+1) - E(Xn) + Q(Hn—&-l - 1)7
2(n+2)Hpy1 —4(n+1)=2(n+ 1)H, —4n+ 2(Hp41 — 1),

wobei wir H, = >__; 1 gesetzt haben. O]

Beweis B. Die Verteilung von X, erfiillt die Rekursionsgleichung

X, Bn—1+ X0 +X2, ., neN\{1}, (2.1.4)
wobei X ,il) und X ,(f> unabhéngige Zufallsgréflen mit der Verteilung von Xj sind, und U, ist
eine auf {1,...,n} gleichférmig verteilte Zufallsgrofie, die unabhingig von den X ,ii) ist. (Wir
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schreiben 2 fiir Gleichheit in Verteilung.) Hierbei steht n — 1 fiir die Anzahl der Vergleiche mit
dem im ersten Schritt ausgewihlten Element Y 2 U,, und im weiteren Verlauf wird die Menge
S1, die ja U, — 1 Elemente hat, mit X((}i_l Vergleichen geordnet, und die (n — U,,)-elementige
Menge S mit XflUn Vergleichen.

Wir bilden nun den Erwartungswert in (2.1.4), spalten nach den Werten von U,, auf und
benutzen den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, um fiir n > 2 zu erhalten:

E(X,)=n—14= ZEX(1)1|Un—k ZEX(Q) U, = k)
kl

1 — 1 —
=n—1+= E(X,_ Y E(X,,_
n +n; ( k1)+n; (Xn—k)

n—1

2
=n—14+— E(X.).
n +nkz_0 (X%)

Daraus folgt leicht, dass E(X,,) die Rekursionsgleichung

n+ 2 2n
E(X, _— N
&) o= el

E(Xn-i-l) =

mit Startwert E(X;) = 0 erfiillt. Man sieht leicht, dass auch die rechte Seite der behaupteten
Formel diese Rekursionsgleichung erfiillt. O

Bemerkung 2.1.2. (a) Die Verteilung von X,, héngt nicht von S ab.

(b) Der (deterministische) Sortieralgorithmus Heapsort benétigt zwar ebenfalls O(nlogn) Ver-
gleiche, aber der Vorfaktor ist doppelt so grof wie beim Randomisierten Quicksort (au-
Berdem ist Heapsort komplizierter zu implementieren).

(c) Satz 2.1.1 betrifft nur den erwarteten Aufwand des Algorithmus. Eine noch bessere Aus-
sage iiber die Qualitit wire aber eine Aussage, dass X, mit hoher Wahrscheinlichkeit in
der Nihe seines Erwartungwertes liegt. Eine solche Aussage wird in [R91] bewiesen: Fiir
beliebige A, e > 0 existiert eine Konstante c(\, e) > 0, sodass

P(X, > (1+¢)E(X,)) < c(Xe)n~ 2%, n € N.

2.2 Find

Ein eng mit dem Randomisierten Quicksort verwandter Algorithmus ist der Algorithmus Find,
der in einer gegebenen Menge S mit n Elementen das k-t kleinste heraus findet. Dazu fiihrt
Find die ersten zwei Schritte des Randomisierten Quicksort durch, d.h. er zerlegt S in Sp, {Y'}
und S, sodass alle Elemente in S kleiner als ein zufillig gewédhltes Element Y von S ist und
alle Elemente in Sy grofler sind. Falls |S1] = k£ — 1, so ist Y das gesuchte Element, und Find
terminiert. Ansonsten bestimmt Find rekursiv das Element vom Rang k in S7, wenn |S1| > k,
und das Element vom Rang k — |S1| — 1 in Sy, falls |S1| < k — 1.

Sei X, ;, die Anzahl der Vergleiche, die Find benétigt. Es stellt sich heraus, dass X, ; im
Durchschnitt nur linear in n wéchst, gleichméfig in k:
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Satz 2.2.1. Fir jedes n € N und jedes k € {1,...,n} gilt E(X,, ;) < 4n.

Beweisskizze. Wie in Beweis B von Satz 2.1.1 benutzt man die rekursive Struktur des Algo-
rithmus, um zu sehen, dass die Rekursionsgleichung

k—2 n—1

1 1
E =n— — 1 kel —
(Xpgk)=n—1+ - ZE<Xn I—1,k—1—1) + - ZE(XM% n> 2,
1=0 I=k
fiir alle k € {1,...,n} gilt. Nun fiihrt eine direkte Induktion iiber n zum Ziel. O

2.3 Lazy Select

Wie der Algorithmus Find bestimmt auch der Algorithmus Lazy Select (eingefithrt in [FR75])
das Element S(;) vom Rang k in einer endlichen Menge S von paarweise verschiedenen Zahlen.
Die folgende Notation ist hilfreich: Falls S = {s1, s2,...,8,} mit $1 < s3 < --+ < 8, S0 nennen
wir i den Rang von s; in S und schreiben i = rangg(s;) und s; = S(;).

Die Strategie ist die folgende. Wir ziehen eine Stichprobe R vom Umfang r (spéter wéihlen
wir r = n%) Der Rang von S in R wird ungefihr x = k;. sein. Daher sollte das Intervall
I = [Rg—m), R(z4m)] (Wobei wir spiter m = /n wihlen) mit hoher Wahrscheinlichkeit das
gesuchte S(;) enthalten. Falls dies stimmt und falls /| nicht zu grof ist (ansonsten versuchen
wir es noch einmal mit einer anderen Stichprobe), dann bestimmen wir den Rang von S, in 1,
und daraus kénnen wir mit Hilfe des Ranges von R(,_,,) in S den Rang von S(;) in S bestimmen.

Die Idee ist, dass nur die relativ kleinen Mengen R und [ sortiert werden miissen, was den
Aufwand gering hilt. Eine forrglalere Beschreibung des Algorithmus ist wie folgt. Wir setzen die
Parameter dabei ein als r = n1 und m = /n.

Lazy Select:
FEingabe: Eine Menge S von n paarweise verschiedenen Zahlen und ein k € {1,...,n}.

Ausgabe: Das Element S(;) vom Rang k in S.

Algorithmus:
3
1. Ziehe mit Zuriicklegen eine Stichprobe R der Gréfle n4 aus S.

2. Sortiere R mit einem guten Algorithmus. Setze x = kn_i, ¢ = max{z — /n,1} und
h = min{z + /n,n}.

3. Bestimme die Rénge von R, und R in S durch Vergleich mit allen Elementen aus S.
Setze .
SN (=00, Ry, falls k <nilogn,

Q= SN[Ry,Rpnl, fallske [n% logn,n — ni log n], (2.3.1)
SN [Ry),00), fallsk>n-— ni log n.

Uberpriife, ob Sk € Q gilt, durch Vergleich von k mit den Ringen von R, und R, in
S, und ob |Q| < 4ni + 2. Falls das Ergebnis negativ ist, wiederhole Schritte 1 bis 3.

4. Sortiere Q). Identifiziere das Element S;, als das Element in Q mit Rang k—rangg (R ) +1,
falls k > ni logn bzw. als jenes mit Rang k, falls k£ < ni logn.
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Fiir diese Wahl der Parameter kénnen wir mit relativ geringem Aufwand das folgende (nicht
optimale) Resultat beweisen:

Satz 2.3.1. Der Algorithmus Lazy Select findet das Element Sy mit Wahrscheinlichkeit 1 —

O(n_i) bei einmaligem Durchlauf der Schritte 1 bis 3. Er fihrt dabei maximal 2n + o(n) Ver-
gleiche durch.

Beweis. Fiir das Sortieren der Mengen R und @ in den Schritten 2 und 4 benétigt ein guter
Sortieralgorithmus (wie etwa der Heapsort) (’)(n% logn) Vergleiche, da beide Mengen O(n%)
Elemente besitzen. Die Kosten von Lazy Select werden also durch die 2(n — 2) Vergleiche in
Schritt 3 dominiert. Damit ist die zweite Aussage bewiesen.

Betrachten wir nun das Ereignis, dass Lazy Select das Element S() nicht bei einmali-
ger Durchfiihrung der Schritte 1 bis 3 findet. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall k €
[n% logn,n — ni logn]; die anderen Fille behandelt man analog. Nach Definition gibt es zwei
Moglichkeiten des Scheiterns: S liegt nicht in @, oder @ ist zu grol. Wir schétzen zunéchst
die Wahrscheinlichkeit fiir Sy ¢ @ ab, also fiir Sy < Ry oder Sy > R. Es reicht,
P(Su) < Rp) < O(n_%) zu zeigen, denn der Beweis von P(Sy) > R)) < (’)(n_%) lauft
analog.

Es seien 7 = ni die Anzahl der Ziehungen fiir die Menge R und R1, Ra, ..., R, die einzelnen
Ziehungen dieser Stichprobe. Wir betrachten die Zahlvariable

T
i=1

die die Anzahl der Ziehungen angibt, die nicht iiber S, liegen. Dann ist ndmlich das betrachtete
Ereignis {S() < R} gleich dem Ereignis {Y,, < ¢— 1}, dass weniger als ¢ Ziehungen {iber Sy
liegen. Die Wahrscheinlichkeit von {Y;, < ¢ — 1} 148t sich elementar behandeln, da Y;, eine zu
den Parametern r und k/n binomialverteilte Zufallsgrofe ist. Insbesondere gelten

E(Y,) = rﬁ =z und V(Y = r%(l - E) = n%ﬁ(l - E) < ln%

n n n n/ 4
In dem Fall, dass ¢ = x — \/n, folgt mit Hilfe der Tschebyschev-Ungleichung, dass
1 1
P(Su) < Ri)) = B(Ya <€) S P(|Ya — E(Ya)| > Vi) < ~V(¥) < Zn—i.

Im anderen Fall, wo ¢ = 1, gilt wegen k > ni log n:

NN
o

k\n n 1
P(Su) < Rpy) =P(Y, =0) = (1 - ﬁ) <(1- nt logn)"" < exp(—logn) = e

Dies zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit der ersten Moglichkeit zu scheitern gleich O(n_i) ist.

Nun miissen wir noch zeigen, dass P(|Q] > dn't + 2) < O(n_i). Fiir alle ¢ und j ist evident, dass
gilt:

{IQI >i+2} ={|S N [R, Rl > i +2} C{R) < Sy} U{Rn) = S(jtiva)}-
Dies wenden wir auf i = 4ni und j=k-— 9n3 an und erhalten

3
P(|Q| > 4n +2) <P(Ry < Sw,)) + P(Rn) > S(k,))
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wobei ky = max{k — i, 1} und kp, = min{k + 2n%,n}. Nun zeigt man analog zu dem obigen

Teil des Beweises, dass die beiden Terme auf der rechten Seite hochstens O(n‘i) sind. (Dabei
iibernehmen k¢ bzw. k;, die Rolle von k.) O

Bemerkung 2.3.2. (a) Da wir die Stichprobe R mit Zuriicklegen ziehen, muss nicht |R| = nt

gelten, aber Abweichungen geschehen mit geringer Wahrscheinlichkeit, wie man elemen-
tar berechnen kann. Das Ziehen mit Zuriicklegen la8t sich leichter implementieren (man
muss sich nicht die bereits gezogenen Elemente merken) und vereinfacht den Beweis von
Satz 2.3.1.

Die in Satz 2.3.1 angegebene Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit des Scheiterns ist nicht
optimal, da die Tschebyschev-Ungleichung nicht optimal ist. Man kann mit feineren Me-
thoden (siehe die Theorie der Grolen Abweichungen oder die Bernstein-Chernov-Schranke)
exponentiellen Abfall der Wahrscheinlichkeiten P(S(;) < R(y)) herleiten.

Will man die Wahrscheinlichkeit des Scheiterns durch andere Wahlen der Parameter r =
| R| und m verringern, so erhoht dies die Zahl der Vergleiche, also vergroert den o(n)-Term.

Die besten derzeit bekannten deterministischen Algorithmen benétigen fiir allgemeines k
im schlechtesten Fall 3n Vergleiche, und ihre Implementierung ist recht kompliziert. Im Fall
des Medians, also k = n/2, kennt man Algorithmen, die mit 2n Vergleichen auskommen.

Es gibt simple Verbesserungsmoglichkeiten. Offensichtlich braucht in Schritt 3 ein Element,
das kleiner als R, bzw. grofler als Ry) ist, nicht mehr mit Ry bzw. Ry verglichen zu
werden. Wenn k£ < 3, dann empfiehlt es sich, die Elemente aus S zunéchst mit R
zu vergleichen, und mit Ry, wenn k > 3. Die erwartete Anzahl der von Lazy Select
durchgefiihrten Vergleiche ist dann durch %n + o(n) beschrankt. Wenn k bzw. n — k von
kleinerer Ordnung als n ist, so ist diese erwartete Anzahl sogar nur n + o(n), also um den

Faktor 2 besser als der beste bekannte deterministische Algorithmus.



Kapitel 3

Beschleunigen von
Las-Vegas-Algorithmen

(Dieses Kapitel folgt [LSZ93].)

Es sei X die Laufzeit eines Las-Vegas-Algorithmus, also eines Algorithmus, der im Falle
der Terminierung eine korrekte Losung ausgibt. Daher ist X eine Zufallsgrofie mit Werten in
N U {oc}, und der Wert oo kann mit positiver Wahrscheinlichkeit angenommen werden, wenn
etwa der Algorithmus in einer Endlosschleife landet. In diesem Fall und auch wenn die Geduld
aus irgend einem Grund begrenzt ist, wird man auf die Idee verfallen, den Algorithmus ab-
zubrechen und unabhingig neu zu starten. Eventuell empfiehlt sich sogar, den Abbruch und
Neustart jeweils nach einer fest gewédhlten Anzahl von Schritten zu iterieren. In diesem Kapitel
werden Kriterien gegeben, nach wie vielen Schritten man dies tun sollte, um eine méglichst kurze
erwartete Laufzeit dieses modifizierten Algorithmus zu erreichen.

Bei Qualitétskriterien fiir Las-Vegas-Algorithmen findet man oft nur eine Angabe der Form
‘P(X > k) < % fiir £ > ...’, d. h. man macht sich nicht die Miihe, die Wahrscheinlichkeit fiir lange
Wartezeiten unter beliebig kleine Schranken zu driicken. Der Grund, dass eine solche Angabe fiir
praktische Zwecke ausreicht, ist die hier diskutierte Technik des Abbruchs und Neustarts.

In Abschnitt 3.1 diskutieren wir konstante Strategien und setzen voraus, dass wir die Ver-
teilung von X kennen. In Abschnitt 3.2 werden allgemeinere Strategien betrachtet, und in Ab-
schnitt 3.3 gehen wir davon aus, dass die Verteilung von X unbekannt ist.

3.1 Konstante Abbruchzeit

Betrachten wir zunéchst den Fall, dass jeweils nach einer festen Anzahl von k € N Schritten
abgebrochen und unabhéngig neu gestartet wird. Die Laufzeiten der einzelnen Laufe sind dann
unabhéngige Kopien X1, Xs, X3,... der Zufallsgrofle X, die jeweils beim Wert k abgeschnitten
werden, bis die erste von ihnen einen Wert in {1,...,k} annimmt, bis also der modifizierte
Algorithmus mit dem korrekten Ergebnis terminiert. Die Gesamtléinge Y; des Algorithmus ist
also gegeben als

Y = k(N — 1)+ Xn,, wobei N = inf{i € N: X; < k}. (3.1.1)
Hierbei ist N die Anzahl der Neustarts, bis im Ng-ten Versuch endlich terminiert wird. Die

folgenden Tatsachen macht man sich leicht klar:

13
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(a) Ny ist eine zum Parameter P(X > k) auf N geometrisch verteilte Zufallsgrofie,
(b) Xy, hat die bedingte Verteilung von X gegeben {X < k},
(c) Ny und Xy, sind unabhéngig.

Im Folgenden ist die (nahezu triviale) Unterscheidung wichtig, ob k grofier oder kleiner
als minsupp (X) = min{z € N: P(X = z) > 0} ist, also die kleinste Laufzeit, die positive
Wahrscheinlichkeit hat. Der letztere Fall ist trivial, denn wir haben dann Y, = co. Wir werden
auch immer den Wert & = oo zulassen; in diesem Fall haben wir Y, = X und N, = 1. Halten
wir zunéchst eine Formel fiir den Erwartungswert von Y} fest:

Lemma 3.1.1 (Erwartungswert von Y%). Fir jedes k € NU {oo} gilt

E(X Ak :
E(v;) = %, falls k > minsupp (X),
00, falls 1 < k < minsupp (X).

Ferner gilt limy_,oo E(Yy) = E(X) = E(Yx).

Beweis. Der triviale Fall, wo k£ < minsupp (X), ist klar, denn hier gilt Y, = co mit Wahrschein-
lichkeit Eins. Der Fall k = oo ist ebenfalls klar, denn Y, = X.

Kommen wir zum Fall minsupp (X) < k < oo. Hier benutzen wir (3.1.1) und die Bemer-
kungen danach, um zu errechnen:

P(X > k) E(X1{X <k})
P(X <k) P(X <k)
CE(RI{X >k} + XU{X <k}) EXAk)

B P(X < k) O P(X <k)

E(Y;) =kE(N, — 1) +EX | X <k)=k

Die Zusatzaussage ergibt sich mit dem Satz von der monotonen Konvergenz wie folgt:

: . E(X ANEk) E(X)
lim E(Y) =1 = =E(X)=E(Y),
dm B = i 5 = X <o) — ) = E(Y)
wobei man im Fall P(X < co) < 1 beachten muss, dass dann E(X) = oo gilt. O

Im Folgenden werden wir ein k optimal nennen, wenn k den Wert von E(Y}) minimiert. Wir
kiirzen ab:
 E(X Ak)

minsupp (X) < k < oo,
Mit
A={keNU{o0}: alk) =a"}, wobei o = min a(k),
keNU{oo}

bezeichnen wir die Menge der optimalen k nach Lemma 3.1.1. Auf Grund der Zusatzaussage in
Lemma 3.1.1 ist A nicht leer. Als Ubungsaufgabe zeige man, dass in dem Fall, wo X geometrisch
verteilt ist, A = NgU{oo} ist, die Abbildung k — «(k) also konstant. Als ganz grobe Faustregel
kann man sagen, dass bei ‘dicken’ Schwinzen der Verteilung von X (d.h. wenn P(X > k)
asymptotisch recht grofl ist, etwa im Fall E(X) = oo), die Folge a(k) schnell grofl werden
sollte, also das Minimum bei kleinen k zu suchen sein sollte. Mit anderen Worten, bei dicken
Schwinzen sollte es vorteilhaft sein, nach relativ wenigen Schritten den Abbruch und Neustart
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durchzufiihren. Bei diinnen hingegen (also wenn P(X > k) sehr schnell gegen Null konvergiert),
sollte ein Abbruch sich kaum lohnen.

Somit haben wir also das Problem des optimalen Abbruchs und Neustarts gelost unter der
Voraussetzung von konstanter Abbruchdauer. Das optimale oder die optimalen k hidngen von
der ganzen Verteilung von X ab, und ihre Kenntnis setzt die Kenntnis der Verteilung von X
voraus. Da diese Verteilung stark abhéingt von den Eingabewerten und da Informationen iiber
die Verteilung von X sowieso nur sehr schwer zu erhalten sind, hat diese Lésung vorerst nur
theoretischen Wert.

3.2 Variable Abbruchzeiten

Auf der Suche nach noch besseren Beschleunigungsverfahren kénnte man versuchen, den ersten
Abbruch und Neustart nach k; Schritten durchzufiihren, den zweiten nach weiteren ks Schritten
und so weiter. Nun hat man eine Folge K = (k;);eny von Abbruchzeiten und sucht nach einer
optimalen Wahl von K. Hierbei nennen wir eine Folge K = (k;);en optimal, wenn E(Yj ) minimal
ist, wobei Yk die Laufzeit des modifizierten Algorithmus mit Abbruchzeiten ki, ko, k3, ... ist.
Wir nennen K auch eine Strategie. Formal kénnen wir schreiben

Yo =ki+ko+---+kn_1+ Xn, N:Hlf{ZENXlSkZ}, (321)

wobei wir uns erinnern, dass (X;);cn eine Folge von unabhéngigen, wie X verteilten Zufallsgrofien
ist.

Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass konstante Strategien, wie wir sie im vorigen
Abschnitt betrachtet haben, optimal sind.

Satz 3.2.1. Falls k; € A fiir allei € N, so ist (k;)ien eine optimale Strategie.

Beweis. Wir diirfen voraussetzen, dass k; > minsupp (X) fiir jedes ¢, anderenfalls beseitigen
wir alle k; mit k; < minsupp (X) und erhalten offensichtlich eine nicht schlechtere Strategie.

Wir werden E(Yx) als eine Konvexkombination der «(k1), a(k2), ... schreiben, woraus sofort
die Aussage folgt. Hierzu betrachten wir

j—1
pj =P(N =j)=P(X <k [[P(X > k), JeN,
i=1

und bemerken, dass jenpj = 1ist. Wir werden zeigen, dass gilt:

E(Yi) =Y pjalky), (3.2.2)

JEN
und dies wird den Beweis beenden. Wir kiirzen ab: n; = k1 + ko + - - - + k;, insbesondere ng = 0.
Wir zerlegen nach der Anzahl der Durchléufe mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahr-

scheinlichkeit:

oo k;

E(Yx) =) BN =HEYk | N=j)= p; Y (nj1+OPYk =nj1+€]nj_1 < Yi < ny).
=1 j=1 =1
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Da im Fall n; 1 < Yx < n; die Variable Y — n;_1 die bedingte Verteilung von X gegeben
{X < k;} hat (siehe (3.2.1)), konnen wir fortsetzen mit

E(Yk) = jz;pj (nj—1 +E(X | X < kj)) = ij (”j—l +a(ky) - @%)

nach Definition von a(k;). Daraus folgt

P(X > k)
= 2_pjolki) Zpﬂ(”“ o J]P’(X<kj-))
jEN =
o Pinj-1 P(X > kj) Pj+1
— — 1D —k
Z( (X < kj) K 1p]IP’(X§k:j) JP(ng]H))

m
. DPjmi—1 Pj+1
- (G )
mlinooj; P(X < k;) "PX < kjt1)
Pm+1Mm
— _ ljm Zmtlm
=00 B(X < Kmr1)

Da ky,+1 > minsupp (X), ist P(X < kp41) > P(X = minsupp (X)) > 0, also ist nur zu zeigen,
dass lim;,— 0o Pmnm—1 = 0. Wenn E(Yx) < oo, so gilt ppnm—1 = (k1 + -+ + kpm—1)P(IV =
m) < E(YxI{N = m}) — 0 fiir m — oo, denn dann ist p,,n,—1 sogar summierbar iiber m.
Also stimmt (3.2.2) in diesem Fall. Wenn E(Yk) = o0, so ist auf Grund obiger Rechnung auch
> 521 pjalkj) = oo, also ist (3.2.2) auch dann erfiillt. O

Wir betrachten nun kurz allgemeinere Strategien. Zunichst nehmen wir an, dass Laufe
unterbrochen und spéter fortgesetzt werden konnen, d.h. in Stufe ¢ € N kann der Lauf m; fiir
k; Schritte an der Stelle, an der er vorher unterbrochen wurde, wieder fortgesetzt werden und
wird dann wieder unterbrochen. Hierbei haben wir also eine gemischte Strategie (m;, k;);en und
haben mehr Moglichkeiten zur Optimierung. Als zweite Erweiterungsmdoglichkeit konnen wir die
Parameter m; und k; als zufdillig annehmen, allerdings unter der Bedingung, dass m; und k;
nicht von den zukiinftigen Parametern m;41, k;11, ... abhéngen diirfen.

Ohne Beweis (siehe [LSZ93]) versichern wir hier nur, dass eine geeignete Modifizierung
des Beweises von Satz 3.2.1 zeigt, dass auch unter allen gemischten, zufilligen Strategien die
konstante Strategie K = (k);cny mit & € A wie in Satz 3.2.1 optimal ist.

3.3 Strategien bei unbekannter Verteilung

Die Ergebnisse der Abschnitte 3.1-3.2 sind von geringem praktischen Nutzen, da die Verteilung
von X meist im Dunkeln liegt. In diesem Abschnitt werden wir eine universelle Strategie ange-
ben (d.h. eine, die unabhéngig von der Verteilung von X definiert wird), so dass die erwartete
Laufzeit nur um einen logarithmischen Term grofler ist als die optimale von Satz 3.2.1, die ja
von der Verteilung von X abhéngt. Ferner zeigen wir, dass diese Strategie in dem Sinne opti-
mal ist, dass die Grof8enordnung ihrer erwarteten Laufzeit erreicht werden kann von geeigneten
Verteilungen.

Wir stellen nun diese universelle Strategie vor. Sei K = (k;);en eine Folge von Zweierpoten-
zen mit der Eigenschaft, dass

#lie{l,....2" -1} k=2 =2m"171  0<j<m (3.3.1)
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In Worten: Fiir jedes m € N tritt unter den 2™ — 1 ersten Zahlen ki, . .., kom_1 die Zahl 2! ge-
nau einmal auf, die Zahl 22 genau zwei Mal, die Zahl 23 genau vier Mal und so weiter, also
die Zahl 1 genau 2™~ Mal. Ein Beispiel ist die Folge K = (1,1,2,1,1,2,4,1,1,1,1,2,2,4,8,...).
Eine solche Strategie nennen wir ausbalanciert. Diese Eigenschaft impliziert, dass zu jedem Zeit-
punkt von der Form ki +- - -4 kom_1 die Gesamtzeit, die der Algorithmus bisher mit Durchlaufen
einer gegebenen Lénge verbringt, nicht von dieser Lénge abhéingt, sondern nur von m. Wenn
wir definieren nj = Y 7_, k;, dann gilt insbesondere

m—1
ngm_y =Y 22"l =m2ml meN. (3.3.2)
§=0

Wie bisher bezeichnen wir fiir eine N U {co}-wertige Zufallsvariable X mit o* = o*(X) =

MingeNU{oo} % die minimale Erwartung der Laufzeit eines jeweils nach fester Schrittzahl

gestoppten und neugestarteten Algorithmus. Wir zeigen nun, dass die universelle Strategie K
in (3.3.1), angewendet auf eine beliebige solche Verteilung X, eine nicht allzu hohe erwartete
Laufzeit fiir den so gestoppten und neugestarteten Prozess ergibt.

Satz 3.3.1. Es gibt Konstanten c¢q,c2 > 0, so dass fiir jede ausbalancierte Strategie K = (k;)ien
und fiir jede N U {oc}-wertige Zufallsvariable X gilt:

E(Yr) < cra™(X)(e2 + log o™ (X)).

Man kann im Beweis sehen, dass zum Beispiel ¢; = 180 und c2 = 4 ausreichen, aber wir
machen keinen Versuch, diese Werte zu optimieren.

Bevor wir Satz 3.3.1 beweisen, fithren wir die niitzliche Grofle

k
Bt = I’?eiélﬁ(k), wobei (k) = P(X < k)’

ein. Das Minimum wird angenommen, da limy_. 5(k) = co. Wie o* ist auch * eine Funktion
der Verteilung von X. Es zeigt sich, dass der Quotient 5*/a* gleichmifBig beschrinkt ist:

Lemma 3.3.2. Fir alle Verteilungen L(X) gilt o* < f* < 4a*.

Beweis. Die erste Ungleichung ist offensichtlich, da E(X A k) < k fiir jedes k € N. Wir beweisen
nun die zweite. Fiir jedes k € N gilt

E(X A k) > g oder  P(X < [2E(X AK)|) >

goNle

denn falls 2E(X A k) < k, dann folgt mit Hilfe der Markov-Ungleichung
P(X Ak > |2E(X Ak)])=P(X Ak >2E(X Ak)) < 1.
Sei nun k£ € A. Im ersten Fall folgt
E(X *
o = EXAK) k > 5
P(X <k) 2P(X <k) 2

(X > [2E(X AK)]) =

Im zweiten Fall folgt

2B(X A ) E(X A K)
X < PE(X AR)]) = B AR S4pi—T

B* < P = 4a”.
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Dies beendet den Beweis. ]

Beweis von Satz 3.3.1. Wir wihlen ein £* € N mit 5* = §(k*). Die Intuition ist die folgende.
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus zu einem Zeitpunkt noch nicht terminiert hat,
zu dem er schon 2°3(k*) Liufe der Linge ~ k* gemacht hat, ist extrem gering, wenn ¢ grof
wird, so dass wir £ als endlich, aber geniigend grof, annehmen kénnen. Auf Grund der Ausba-
lanciertheit sind zu diesem Zeitpunkt aber auch schon fiir jedes j < logy(2/8(k*)) jeweils etwa
2!3(k*) Zeiteinheiten mit Schritten der Linge 2/ verbracht worden, also insgesamt schon etwa
2L3(k*) log[2¢B(k*)] = O(B* logy(B*)) + O(B*) Zeiteinheiten. Auf Grund von Lemma 3.3.2 ist
dies nicht groBer als O(a*log(a*)) + O(a*), wie behauptet.

Wir kommen zu den Details. Auf Grund von (3.3.2) ist

2m—1—j

P(Yg > m2™ 1) = P(Yg > nom_1) < P(X > 2/) 0<j<m. (3.3.3)

Wir setzen jo = [log, k*] und ng = [—log, P(X < k*)]. (Man beachte, dass 27070 ~ 3*.) Wir
diirfen voraus setzen, dass jo +ng > 1, denn sonst ist Yx = 1 mit Wahrscheinlichkeit Eins. Von
(3.3.3) erhalten wir fiir alle ¢ € Ny:

P(Yi > (jo 4 no + £+ 1)270770+) < P(X > 290)2"0™
<(1-P(X < k*))%/P(XSk*)
< exp{—2'}.
Daraus folgt

E(Yi) < (jo+no+1)2°7" + 3 " (jo + no + £ +2)200 0+ exp{ -2}

LeNg
in 9N\ ¢ (3.3.4)
< (4 o+no =
< (jo +10)2 2(1 + ) U+ 3)(62) )
JAS\H)
Offensichtlich konvergiert die Reihe. Auf Grund der Wahl von jg und ng haben wir
, . . E*
9jo+no 2log2k —logy P(X<Kk*)+2 _ 4 — 43*.
- P(X < k*) g
Wenn wir dies in (3.3.4) einsetzen und Lemma 3.3.2 beachten, erhalten wir die Aussage. O

Nun zeigen wir, dass die Abschéitzung in Satz 3.3.1 optimal ist in dem Sinne, dass es Ver-
teilungen von X gibt, so dass die GroBenordnung des zugehorigen a* gleich der Ordnung der
oberen Schranke in Satz 3.3.1 ist.

Satz 3.3.3. Fiir jede Strategie K = (k;)ien und fiir jedes o € [1,00) gibt es eine Zufallsvariable
X, so dass das zugehirige Yi erfillt: E(Yi) > %alogz a.

Beweis. Wir konstruieren eine endliche Folge von Verteilungen, so dass das jeweilige a* gleich
« ist und so dass fiir mindestens eine von ihnen der erwartete Wert des zugehorigen Yy nicht
kleiner als %aloga ist.

Setze n* = |logy . Fiir j = 0,...,n* setze (beachte, dass 27 /a < 1)
2/ /a, falls k = 27,
Pj(X =k)=<1-2//a, fallsk= o0,

0 sonst.
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In Worten: Der j-te dieser Algorithmen terminiert mit Wahrscheinlichkeit 27/« nach genau 27
Schritten und gerit ansonsten in eine Endlosschleife. Man sieht leicht, dass Ej(X A27) = 27 und

dass der zum j-ten Algorithmus gehorige o*-Wert erfiillt: aj = a.

Sei nun K = (k;);en beliebig. Wir definieren fiir ¢ € N die Anzahl der bis zum Zeitpunkt ¢
beendeten Liufe der Mindestlinge 27 durch

c(j,t)y=#{ie{l,....om}: k; > 2j}+]1{t—nm > 2j}, falls n,, <t < nm_1,

wobei wir daran erinnern, dass n; = 2321 k;. (Man beachte, dass c(j,t) nicht von den n* + 1
oben definierten Verteilungen abhingt.) Also gilt fiir jedes t € N und alle j =0,...,n*:

P;(Yie > t) = Pj(X > 27)°Ut) = (1 — 27 /)00,

Wegen der Ungleichung (1 — x)% > L fiir jedes z € (0, 3] gilt

1 . «
Pi(Yk >t) > 5 falls ¢(j,t) < PYES
also insbesondere ;
. «

Zusammenfassend haben wir

fiir jedes ¢t > 0 mit der Eigenschaft, dass es ein j € {0,...,n*} gibt mit c(j,t) < a/2/*!, d.h.
mit der Eigenschaft, dass fiir ein j € {0,...,n*} hochstens /27" Liufe der Mindestlinge 27
bis zum Zeitpunkt ¢ durchlaufen werden. Wir zeigen nun, dass t = %aloga diese Eigenschaft
hat, womit der Beweis beendet wird.

Falls namlich ¢(j,t) > o /271! fiir jedes j = 0,...,n*, so gilt

n*—1 n*
t> Y (c(Gt) — e+ L1)2 +e(n,4)2" =c(0,t) + Y 27 'e(j,t)
i =1

Il
o

> alogy a,

R
e

n*
-1 @ n* +2
+22] o+l Y74 =
=1

wobel wir uns an die Definition von n* erinnert haben. O






Kapitel 4

Fingerabdriicke

Zwei Strings x,y € A™ der (grofien) Linge n mit Koeffizienten aus einer endlichen Menge A sollen
auf Gleichheit iiberpriift werden. Die deterministische Komplexitéit dieser Aufgabe (d.h. wenn
man die Strings Bit fiir Bit mit einander vergleicht) ist von der Ordnung n. Ein randomisierter
Algorithmus, den wir in diesem Kapitel vorstellen wollen, testet nur die Bilder von x und y unter
einer gewissen zufélligen Abbildung F': A™ — B auf Gleichheit, wobei B eine wesentlich kleinere
Menge als A" ist. Die Ubereinstimmung der sogenannten Fingerabdriicke F(x) und F(y) ldsst
sich unter viel geringerem Aufwand priifen. Im negativen Fall weifl man definitiv, dass = # y.
Im positiven Fall bleibt eine Moglichkeit, dass = # y, obwohl F(x) = F(y). Die Kunst liegt
darin, geeignete Verteilungen von Fingerabdriicken F' zu finden, sodass mit gleichméflig hoher
Wahrscheinlichkeit von F(z) = F(y) auf z = y geschlossen werden kann.

4.1 Die Technik von Freivalds

Wir wollen entscheiden, ob AB = C fiir drei gegebene n x n-Matrizen A, B und C gilt. Die
Bildung des Produkts AB und der komponentenweise Vergleich ist uns zu teuer, der schnellste
bekannte deterministische Algorithmus zur Multiplikation zweier n x n-Matrizen hat die Laufzeit
O(n?375). Eine alternative Moglichkeit bietet die folgende, auf Freivalds [F77] zuriick gehende
Technik.

Probabilistischer Test fiir Gleichheit von Matrizenprodukten.
FEingabe: drei n x n-Matrizen A, B und C' iiber einem Korper F.

Hilfsmittel: beliebige endliche Teilmenge S von F.

Test auf AB =C':
1. Wahle einen Vektor R € 8" zufillig aus.

2. Bilde die Vektoren X = BR, Y = AX und Z = CR.

3. Falls Y # Z, dann verkiinde ‘AB # C”. Falls Y = Z, dann vermute ‘AB = C".

Zur Berechnung von X, Y und Z werden jeweils n? Schritte benétigt. Die Antwort ‘AB # C°
ist definitiv richtig. Die Wahrscheinlichkeit, dass im Fall Y = Z das ausgegebene Urteil ‘AB = C”
falsch ist, ist gering:

21
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Lemma 4.1.1. Es seien A, B und C beliebige Matrizen mit AB # C. Dann gilt fir einen
zufilligen, auf S™ gleichférmig verteilten Vektor R die Abschitzung P(ABR = CR) < |S|71.

Beweis. Die Matrix D = AB — C' = (d;j)i,j=1,...n ist nach Voraussetzung ungleich der Nullma-
trix. Also gibt es Indices ¢ und j mit d;; # 0. Falls DR = 0, so ist insbesondere ), d;i Ry, = 0,

also

2z din B
Die Koeflizienten Ry, ..., R, sind unabhéngige, auf S gleichférmig verteilte Zufallsgroflen. Bei
gewéhlten Ry mit k # j (d. h., bedingt auf die Zufallsgrofien Ry mit k # j) hat das Ereignis in
(4.1.1) also hochstens die Wahrscheinlichkeit |S|~!. Also ist auch die unbedingte Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses hochstens |S| 1. O

Rj = (4.1.1)

Bemerkung 4.1.2. Durch unabhéngiges k-maliges Ziehen des Vektors R in 8" kann man die
Wahrscheinlichkeit einer falschen Entscheidung auf |S|~* driicken.

4.2 Testen der Gleichheit von Strings

Zwei Personen A und B mochten die Gleichheit zweier langer Strings, also 0-1-Folgen, auf
ihre Gleichheit hin iiberpriifen. A und B sind mit einander durch einen zuverlissigen, aber
teuren Kanal verbunden. Die simple Moglichkeit, den String a = (ai,...,a,) € {0,1}" an B
zu schicken und dann bitweise mit dem String b = (by,...,b,) zu vergleichen, ist zu teuer.
Das folgende randomisierte Verfahren reduziert die Ubertragungsraten erheblich und fillt mit
hoher Wahrscheinlichkeit das richtige Urteil. Wir identifizieren die Strings a und b mit den
Zahlen Y7 ; ;27 € Ny bzw. Y7, b;2°7 1. Fiir jede Primzahl p bezeichnen wir mit F,: Ny —
{0,1,...,p— 1} die Abbildung Fj(z) = mod p.

Randomisierter Gleichheitstest.
FEingabe: a,b € {0,...,2"}.
Parameter: k € N.

Algorithmus:

1. Person A wihlt zuféllig eine Primzahl X aus {2,...,k} und berechnet Fx(a).
2. Person A schickt X und Fx(a) an B.
3. Person B berechnet Fx(b) und vergleicht es mit F'x(a).

4. Falls Fx(a) # Fx(b), so verkiindet B, dass a # b. Falls Fx(a) = Fx(b), so vermutet B,
dass a = b.

Der ‘Fingerabdruck’ ist also der Rest beim Teilen durch eine zuféllige Primzahl. In gewissem
Sinn ist dieses Verfahren dual zu dem Verfahren von Freivalds in Abschnitt 4.1: Dort ist der
Korper F fixiert, und man randomisiert die Wahl der Stelle, an der man die Matrix auswertet.
Hier wertet man an einer festen Stelle aus, aber randomisiert die Wahl des Fingerabdrucks.

Das Urteil ist korrekt, wenn Fx(a) # Fx(b). Die Fehlerwahrscheinlichkeit im Fall Fx(a) =
Fx(b) ist gering:
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Satz 4.2.1. Seien a,b € {0,1,2,...,2"} mit a # b, und sei X eine zufillige Primzahl in
{2,...,k}, dann gilt

nlogk
~ klog

P(Fx(a) = Fx (b)) < ( og2+o0(1))  firnAk — occ. (4.2.1)

Beweis. Falls fiir eine Primzahl p gilt: Fj,(a) = F,(b), so ist p ein Teiler von |a — b|, d. h. p ist
ein Primfaktor von j = |a — b|. Sei g(j) die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von j € N,
und sei 7(k) die Anzahl der Primzahlen in {2, ..., k}, dann folgt aus der obigen Uberlegung;:

P(Fy(a) = Fx() € o uiaxg()). (422)

Der berﬁhmte Primzahlsatz sagt, dass w(k) ~ fir &k — oo. Eine obere Schranke fiir

logk
max _1 9(j) erhidlt man aus der Beobachtung, dass die Implikation g(j) > m = j > m! gilt,
denn wenn j mindestens m verschiedene Primfaktoren besitzt, ist 7 mindestens das Produkt
der kleinsten m Primzahlen, welches wir grofziigig gegen m! nach unten abschétzen. Aus dieser
Implikation folgt die Implikation max _19(j) = m = m! < 2". Mit Hilfe der Stirlingschen
Formel (m! ~ ()"v2mm = (%2)™(1 +0(1)) = p(m) fiir m — o0) erhilt man die asymptotische
Abschitzung

maxg(j) < ¢ (2'(1+ o(1))) =log2 (14 o(1). o0,

Wenn man dies und den Primzahlsatz in (4.2.2) einsetzt, erhdlt man direkt die Behauptung.
O

Wihlt man k = cn mit einem ¢ > 1, dann ist die Fehlerwahrscheinlichkeit durch 1 + o(1)
nach oben beschrinkt, mit k = n!*® mit einem o > 0 sogar durch O(n~%). In beiden Féllen ist
die Anzahl der zu iibertragenden Bits lediglich von der Ordnung logn. Das Ziehen der zufilligen
Zahl X verursacht keine nennenswerten Kosten, wenn k£ polynomial in n ist: Man kann einfach
eine beliebige zuféllige Zahl in {1,...,k} wéhlen und sie auf ihre Primzahleigenschaft testen;
siehe auch Abschnitt 4.4.

4.3 Das Auffinden von Mustern

Ein klassisches und oft auftretendes Problem (man denke nur an Suchmaschinen im Internet)
ist das Finden eines Ausdrucks in einem langen Text. Gegeben seien ein langer und ein kurzer
String vy = (y1,...,yn) und z = (21, ..., 2y,) mit m < n. Die Aufgabe ist die Bestimmung aller
Positionen, an denen der Ausdruck z im Text y vorkommt. Eine mogliche, aber teure Losung
ist, alle m-Strings y(;) = (¥, - - -, Yirm—1) mit 1 < i <n—m+1 Bit fiir Bit mit 2 zu vergleichen;
dies hat die Laufzeit O(mn). Der folgende randomisierte Algorithmus (siehe [KR87]) basiert
auf dieser plumpen Methode, aber statt die y(;) bitweise mit 2 zu vergleichen, testet er, ob die
Fingerabdriicke Fix (y(;)) und Fx (z) mit einander {ibereinstimmen, wobei y;) und z, dhnlich wie
in Abschnitt 4.2, mit einer natiirlichen Zahl identifiziert werden (siehe unten), X eine geeignet
zufillig gewahlte Primzahl ist und Fj(z) = mod p.
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Randomisierte Suche in einem Text.
Eingabe: zwei Strings y = (y1,...,yn) und z = (21, ..., 2y) mit m < n.

Ausgabe: (moglichst alle) Stellen i mit y(;) = 2.
Hilfsmittel: Parameter k € N.

Algorithmus:
1. Wahle eine Primzahl X zufillig aus {2, ..., k} und berechne Fx(z).

2. Firi =1,...,n —m+ 1, berechne Fx(y(;) und vergleiche mit Fix(z). Falls Fx(y;)) =
Fx(z), so melde ‘z befindet sich an Stelle 7’.

Damit der Algorithmus sich gegeniiber dem kompletten bitweisen Vergleich lohnt, sollte
k nur so grof} sein, dass logk < m. Ein wesentlicher Aspekt ist, dass die Fingerabdriicke
Fx(yay)s- - s Fx(Y(n—m+1)) sehr einfach rekursiv berechnet werden kénnen. Wenn wir y ;) mit

Z;n:_ol Yitm—1—;2° identifizieren, dann gilt

Y1) = 29@) — 2™Yi + Yitm,
also
Fp(y(i-i-l)) = 2Fp(y(i)) = 2"y + Yiym mod p.
Insbesondere ist die Anzahl der arithmetischen Operationen konstant bei diesen Schritten.
Wenn k geeignet gewahlt ist, dann ist auch die Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus
falschlicherweise eine Ubereinstimmung meldet, gering:

Satz 4.3.1. Mit einem o > 0 wdihlen wir k = mn't®. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
(0%

Algorithmus eine nicht vorhandene Ubereinstimmung meldet, hichstens von der Ordnung n™®.
Beweis. Der Algorithmus meldet eine nicht vorhandene Ubereinstimmung, wenn ein i existiert
mit Fx (y;)) = Fx(z), obwohl y(;) # z, wenn also X ein Teiler von [y;) — z| ist fiir ein 4. Dies ist
genau dann der Fall, wenn X ein Teiler von [];. Yy £ \y(i) — z| ist, welches nicht groBer als 2"
ist. Auf die selbe Weise wie im Beweis von Satz 4.2.1 erhélt man fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit
asymptotisch die obere Schranke

log k mn log(mn!te)

log 2 =n “log2————=
PRt log(mn) noee log(mn)

=0O(n™?).
O

Durch wiederholtes Ausfithren des Algorithmus mit unabhingigen Primzahlen kann die
Fehlerwahrscheinlichkeit weiter gedriickt werden. Man kann den Algorithmus auch leicht in
einen Las-Vegas-Algorithmus verwandeln (also eine in jedem Fall korrekte Antwort erzwingen),
wenn man fiir jedes i mit Fx(y;)) = Fx(z) Bit fiir Bit die Ubereinstimmung von Y(;) mit 2
vergleicht. Die erwartete Laufzeit dieses Algorithmus ist O(n + ¢m), wobei ¢ die Anzahl der
tatséichlichen Ubereinstimmungen bezeichnet.

4.4 Primzahltests

Bei den in den Abschnitten 4.2 und 4.3 vorgestellten Algorithmen werden Primzahlen benétigt,
und zwar potentiell sehr grofle. Auch in der Kryptografie werden grofie Primzahlen benutzt, um
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z. B. einen Verschliisselungscode sicher zu machen. Verschliisselungen werden auch weithin im
Internet benutzt, etwa beim Homebanking. Wenn man z. B. zwei sehr grofie Primzahlen p und
q besitzt, dann basieren die effektivsten Verschliisselungsmethoden auf der Tatsache, dass man
zunéchst als Einziger im Besitz der Primzerlegung der Zahl n = pq ist, und wenn p und g wirklich
grof sind, dann wird das auch noch eine Weile so bleiben, denn die systematische Findung der
Zerlegung n = pq ist ein hochst rechenaufwendiges Problem. Die gigantische Komplexitit dieser
Aufgabe ist es, die die Verschliisselung vor dem Knacken schiitzt.

Bemerkung 4.4.1 (Das RSA-Verfahren). Das meist benutzte Verschliisselungsverfahren,
das sogenannte RSA-Verfahren (benannt nach den Initialen der Autoren von [RSA7S8]), funk-
tioniert folgendermaflen. Mit zwei geheimen, sehr groflen Primzahlen p und ¢ verdtffentlicht man
das Produkt n = pq. Ebenfalls veroffentlicht man den sogenannten dffentlichen Schliissel e.
Der Klartext m ist eine Zahl in {0,1,...,n — 1}, die man zu ¢ = m® mod n verschliisselt.
Der Code ¢ wird gesendet und braucht nicht geheim gehalten zu werden. Der Empfinger ist
im Besitz des geheimen personlichen Schliissels d, der die Eigenschaft de mod [¢p(n)] = 1 hat,
wobei p(n) = (p — 1)(¢ — 1) ist. Nach dem Satz von Euler gilt m**(™M+1 mod n = m fiir jedes
m € {0,1,...,n—1} und jedes k € N. Zur Entschliisselung des Codes ¢ berechnet der Empfénger

¢ mod n = m mod n = m und erhilt den Klartext.

Um den Code zu brechen, miisste ein Dritter entweder den privaten Schliissel d aus e be-
rechnen oder auf irgendeine Weise ¢(n) errechnen. Es ldsst sich zeigen, dass Beides mindestens
so schwierig ist, wie die Primfaktorzerlegung n = pq zu berechnen. O

Da bei jedem kryptografischen Protokoll neue Primzahlen benétigt werden, sind Primzahl-
tests duflerst wichtig, denn Primzahlen beschafft man sich gew6hnlich, indem man zuféllig eine
Zahl zieht und dann sie einen Primzahltest bestehen lidsst: Falls sie das nicht tut, versucht man
es mit einer anderen. Leider ist es sehr zeitraubend, systematisch etwa mit dem Sieb des Era-
thostenes eine zu untersuchende Zahl n durch alle Zahlen < /n zu teilen und zu priifen, ob der
Rest immer nicht Null ist. Der Aufwand dieser sicheren Methode ist exponentiell in der Anzahl
der Stellen von n.

In diesem Abschnitt diskutieren wir drei probabilistische Primzahltests, die alle nach dem
folgenden Prinzip funktionieren. Es sei eine groffe ungerade Zahl n gegeben, die wir auf ihre
Primeigenschaft testen wollen. Wir wihlen einen zufélligen Zeugen a aus, mit dem wir n auf
eine gewisse Eigenschaft testen, meist auf das Bestehen einer gewissen Gleichung zwischen a
und n, die mindestens immer dann erfiillt ist, wenn n prim ist. Im negativen Fall steht also
sofort fest, dass n zusammengesetzt ist. Im positiven Fall kann man noch nichts schlieflen, denn
auch zusammengesetzte Zahlen n erfiillen sie fiir manche Zeugen a. Die Kunst besteht darin, die
Gleichung so zu wihlen, dass fiir jede zusammengesetzte Zahl n die Wahrscheinlichkeit, dass der
zufillig gewéhlte Zeuge a die Gleichung nicht erfiillt, wegbeschréinkt von Null ist, dass also die
Nicht-Primeigenschaft von n mit positiver Wahrscheinlichkeit erkannt wird. In dem Fall, dass
die Gleichung erfiillt ist, kann man dann also vermuten, dass n prim ist, und unterliegt nur mit
einer festen, von 1 wegbeschrankten Wahrscheinlichkeit einem Irrtum. Mehrfache unabhéngige
Wiederholung driickt die Irrtumswahrscheinlichkeit geometrisch. In unseren Beispielen wird der
Zeuge a gleichverteilt aus der Menge {1,...,n—1} gewéhlt, also sollte die zu testende Gleichung
bei zusammengesetztem n fiir einen gewissen positiven Anteil von Zeugen a € {1,...,n—1} falsch
werden, damit der Algorithmus die Nicht-Primeigenschaft von n mit hoher Wahrscheinlichkeit
erkennt.

In Abschnitt 4.4.1 stellen wir einen Prototyp vor, der dieser Anforderung nur knapp nicht
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entspricht. In den Abschnitten 4.4.2 und 4.4.3 geben wir dann probabilistische Tests, die diesen
Mangel iiberwunden haben und heute zu den meist benutzten Primzahltests gehoren.

4.4.1 Der Fermat-Test
Ausgangspunkt der Primzahltests ist der folgende berithmte Satz:

Satz 4.4.2 (Kleiner Fermatscher Satz). Sei p eine Primzahl. Dann gilt fir alle a € N mit
geT {a,p} = 1 die Gleichung a?~' =1 mod p.

Diese Aussage liefert den folgenden Primzahltest:

Fermatscher Primzahltest.
Eingabe: n € N ungerade.

Parameter: k € N.
Test:

1. Wiederhole die folgenden Schritte (a) — (b) unabhéngig & Male:
(a) Wihle zufilliga € {1,...,n—1} und priife, ob ggT {a,n} = 1. Falls nicht, so verkiinde
‘n ist zusammengesetzt’ und terminiere.

(b) Priife, ob a®~! =1 mod n. Falls dies nicht zutrifft, so verkiinde ‘n ist zusammenge-
setzt’ und terminiere.

2. Vermute ‘n ist prim’.

Wenn der Algorithmus verkiindet, dass n zusammengesetzt sei, so stimmt dies garan-
tiert. Doch im gegenteiligen Fall hat der Algorithmus die folgende empfindliche, unbehebbare
Schwiche. Betrachten wir die Menge aller Restklassen, fiir die der Fermatsche Test kein Ergebnis
liefert:

Po={a€Z :a"'=1 modn}.

Man kann leicht zeigen, dass P, eine Untergruppe der Gruppe der primen Restklassen Z; ist
und daher (nach dem Satz von Lagrange) |P,| ein Teiler von |Z} | ist. Falls also n nicht prim ist
und P, # Z7, so gilt |Z} \ P,| > n/2, und der Fermat-Test erkennt mit Wahrscheinlichkeit von
mindestens %, dass n nicht prim ist. Wenn wir in diesem Fall den Test also £ Mal mit unabhéngi-
gen, auf {1,...,n—1} gleichférmig verteilten ay, . .., ar durchfithren und das Ergebnis jedes Mal
geT {a,n} = 1 und a" ! =1 mod n ist, und wir schlieBen daraus auf Primeigenschaft von n,
so ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Irrtum héchstens 27%. So weit, so gut fiir Kandidaten n
mit P, # 7.

Falls aber n zusammengesetzt ist und P, = Z;, so kann der Fermat-Test n nicht von
einer Primzahl unterscheiden. Solche Zahlen n gibt es tatséchlich, und zwar nennt man sie (per
definitionem) die Carmichael-Zahlen. Es gibt unendlich viele davon, wie man seit 1992 weif}, wenn
sie auch relativ diinn gesit sind: Unter den ersten 10'® Zahlen gibt es nur etwa 10° Carmichael-
Zahlen. Trotzdem impliziert die Existenz der Carmichael-Zahlen die prinzipielle Untauglichkeit
des Fermat-Tests. Der Fermat-Test ist also kein Las-Vegas-Algorithmus. Man beachte allerdings,
dass der Fermat-Test sehr viel schneller ist als der systematische Erathostenes-Test, denn er ist
nur polynomial in der Anzahl der Stellen von n.
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4.4.2 Der Solovay-Strassen-Test

In [SS77] prisentierten Solovay und Strassen eine Weiterentwicklung des Fermat-Tests, der auf
quadratischen Resten beruht. Wir benétigen ein paar Begriffe. Im Folgenden sei n eine ungerade
Zahl. Eine Zahl a € Z; heiflt quadratischer Rest, wenn es eine Restklasse x € Z) gibt, so
dass 22 = a. Anderenfalls heiit a ein quadratischer Nichtrest. Man kann leicht zeigen, dass es
hochstens £|Z7| quadratische Reste gibt, also mindestens 3|Z%| quadratische Nichtreste. Fiir
eine Primzahl p und eine Zahl a € Z;, definieren wir das Legendre-Symbol

—1 sonst.

(a) B {—i—l, falls a ein quadratischer Rest ist,
p

Die Definition des Legendre-Symbols kann man erweitern zur Definition des Jacobi-Symbols,
indem man fiir eine ungerade Zahl n mit Primfaktorenzerlegung n = pi* - - - pZ’“ setzt:

(5)-TI(2)"

Die Berechung des Jacobisymbols () erfordert gliicklicherweise nicht die Kenntnis der Prim-
faktorenzerlegung von n. Es gibt einen Algorithmus zur Berechnung mit einem Aufwand, der
hochstens quadratisch in der Anzahl der Stellen von n ist. Dies kann man mit Hilfe der Rechen-

regeln
b b x
2)-@)C). wem
(2) = v,
(B) = (_1)177_1 = (%)7 P, q prim

einsehen. Der Ausgangspunkt des Solovay-Strassen-Tests ist das folgende Ergebnis:

Satz 4.4.3. Fiir jede Primzahl n > 2 und alle Zahlen a € Z;, gilt:

a'T (E) =1 mod n. (4.4.1)
n
Falls n keine Primzahl ist, so ist die Anzahl der a € Z,, sodass (4.4.1) nicht erfillt ist, minde-
stens 2.
2

Beweis. Die erste Aussage ist eine direkte Folgerung aus dem Kleinen Fermatschen Satz. In
[MR95, Lemma 14.8] wird die zweite Aussage bewiesen. (Um dies zu zeigen, reicht es, zu zeigen,
dass fiir zusammengesetzes n mindestens ein a existiert, fiir das (4.4.1) nicht erfiillt ist, denn die
komplementére Menge ist eine Untergruppe, also ist ihre Kardinalitét ein Teiler von n.) O

Insbesondere existiert auch fiir jede Carmichael-Zahl n immer eine Zahl a € Z}, sodass

entweder ggT {a,n} # 1 gilt (dann ist n offensichtlich nicht prim) oder (4.4.1) nicht erfiillt ist.
Ein Test, der auf (4.4.1) basiert, besitzt also nicht die strukturelle Schwéche des Fermat-Tests.

Auf Satz 4.4.3 basiert der folgende Primzahltest:
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Solovay-Strassen-Primzahltest.
Eingabe: eine ungerade Zahl n € N.

Test:
1. Wiederhole die folgenden Schritte (a) — (c) unabhéingig k& Male:
(a) Wiéhle zufélliga € {1,...,n—1} und priife, ob ggT {a,n} = 1. Falls nein, so verkiinde
‘n ist zusammengesetzt’ und terminiere.
(b) Berechne x = a'T (2).

n

(c) Falls z # 1 mod n, so verkiinde ‘n ist zusammengesetzt’ und terminiere.

2. Vermute, dass n prim ist.

Falls der Algorithmus verkiindet, dass n zusammengesetzt ist, stimmt dies garantiert. Falls
er vermutet, dass n prim ist, hat er auf Grund von Satz 4.4.3 mit einer Wahrscheinlichkeit
> 1—27% Recht. Damit ist der Solovay-Strassen-Primzahltest ein echter Las-Vegas-Algorithmus.
Wie oben erwihnt, ist der Aufwand zur Berechnung des Jacobi-Symbols beziiglich n von der
Ordnung des Quadrats der Anzahl der Stellen von n, also viel geringer als der Aufwand beim
Sieb des Erathostenes.

4.4.3 Der Rabin-Miller-Test

Der Rabin-Miller-Test (sieche [R80]) beruht auf der folgenden Verfeinerung des Fermat-Tests: Sei
n die zu testende Zahl, natiirlich eine ungerade. Sei

n—1=2"¢q, t € N maximal, ¢ € N,

die Zerlegung von n — 1 in eine Zweierpotenz 2! und einen ungeraden Anteil . Wir ziehen einen
Zeugen a € {2,...,n— 1}. Falls ggT {a,n} # 1 ist, so ist n offensichtlich zusammengesetzt, wir
kénnnen also annehmen, dass ggT {a,n} = 1. Wir betrachten

b=a? modn und s=min{r <t: (»*)*=1 mod n}.

Das Minimum ist wohldefiniert, denn nach dem Kleinen Fermatschen Satz liegt mindestens ¢t — 1
in der Menge, iiber die das Minimum gebildet wird: Es gilt ja (b27§71)2 = a2 =¢g"1 =1 mod n.
Nun benttigen wir das folgende Ergebnis:

Satz 4.4.4. Falls n prim ist, so gilt entweder a9 = 1 mod n oder b*° = —1 mod n fiir alle
a€{2,...,n—1}. Falls n zusammengesetzt ist, ist die Anzahl der a € {2,...,n—1} mita? # 1

mod n und b*° # —1 mod n mindestens 5

Beweisskizze. Die Reihe der ¢ + 1 Zahlen aq,azq,a4q,a8q,...,a2tq = a""! (immer mod n
betrachtet) endet also nach dem Kleinen Fermatschen Satz mit einer 1. Falls schon die erste
dieser Zahlen, also b, gleich 1 ist, so sind alle diese Zahlen gleich 1 ( mod n). Ansonsten gibt es
ein s (némlich das oben definierte), so dass die (s+ 1)-te Zahl gleich 1 ist und die s-te Zahl eine
Einheitswurzel ungleich 1. Wenn n prim ist, dann ist Z,, ein Kérper, und in diesem Fall kommt
als einzige Einheitswurzel ungleich 1 nur die —1 in Frage.
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In dem Fall, dass n zusammengesetzt ist, muss fiir den Beweis der Aussage nur gezeigt
werden, dass es Zeugen a € {2,...,n — 1} gibt mit »*° # —1 mod n. Dies wird in [R80]
durchgefiihrt. O

Wihlt man also a € {2,...,n — 1} zufdllig aus, so ist bei zusammengesetztem n die Wahr-
scheinlichkeit, dass das zugehorige b und s nicht n als zusammengesetzt erkennt, nicht grofler
als % Mehrmaliges unabhéingiges Ziehen von a driickt diese Fehlerwahrscheinlichkeit deutlich.

Rabin-Miller-Primzahltest.
FEingabe: Eine ungerade Zahl n € N.

Test:

1. Finde durch fortgesetztes Halbieren ein maximales ¢ € N und ein ¢ € N mit n — 1 = 2¢ - q.

2. Wiederhole die folgenden Schritte (a)-(d) unabhéngig & Male:
(a) Wihle zufillig a € {2,...,n — 1}. Falls ggT {a,n} # 1, so melde ‘n ist zusammenge
setzt’ und terminiere.

(b) Bilde b = a? mod n. Falls b=1 mod n, vermute ‘n ist prim’ und terminiere.

(c) Finde durch fortgesetztes Quadrieren das kleinste s € {1,...,t} mit (b*7)2 = 1
mod n.

(d) Falls b** # —1 mod n, so verkiinde ‘n ist zusammengesetzt’ und terminiere.

3. Vermute ‘n ist prim’.

Auch dieser Test ist ein Las-Vegas-Test: Falls er zu dem Schluss kommt, dass n zusammen-

gesetzt ist, hat er Recht, und im gegenteiligen Fall irrt er mit einer Wahrscheinlichkeit von nicht

mehr als (1)F.






Kapitel 5

Klassische Markovketten-Monte-
Carlo-Methoden

In diesem Kapitel behandeln wir das Problem, auf effiziente Weise aus einer gegebenen Menge
I eine Stichprobe mit gegebener Verteilung 7 auf I zu ziehen. Hierbei wird I endlich sein, aber
gigantisch grof}, so dass die in Kapitel 1 erwihnten naiven Methoden nicht effizient sind. Wir
werden in diesem Kapitel Verfahren vorstellen, die darauf basieren, dass eine geeignet gewihl-
te Markovkette gegen ihre invariante Verteilung konvergiert. Nach ‘geniigend langer’ Laufzeit
sollte diese Verteilung also ‘geniigend gut’ approximiert sein, und wir kénnen abbrechen. Dieses
Prinzip wird seit den 50er Jahren verwendet und untersucht, und es bringt praktischerseits gute
Ergebnisse, obwohl die theoretische Absicherung immer mit grofem mathematischen Aufwand
verbunden ist und nur sehr pessimistische Schranken hervor bringt.

Die beiden Hauptvertreter dieser Methode sind der Metropolis-Algorithmus und der Gibbs-
Sampler, die wir beide diskutieren werden. Auflerdem bringen wir ein (nicht optimales) Resultat
zum Simulated Annealing, einem verwandten Algorithmus.

5.1 Motivation

Hier sind ein paar Beispiele:

Beispiel 5.1.1 (Kartenmischen). Wir wollen einen Kartenstapel perfekt mischen. Das heifit,
auf der Menge I aller Permutationen der Zahlen 1,2, ...,32 (oder gar 52) wollen wir die Gleich-
verteilung simulieren. &

Beispiel 5.1.2 (Handelsreisender). Ein Handelsreisender mochte N gegebene Stédte je genau
einmal bereisen und sucht eine kiirzeste Route (welche, ist ihm egal). Wenn wir annehmen,
dass man einer Tabelle die jeweiligen Abstédnde f(7,j) zwischen der i-ten und der j-ten Stadt
entnehmen kann, so ist also fiir jede Reihenfolge o: {1,...,N} — {1,..., N} die Lénge der
durch o gegebenen Route, L(o) = Zgzl f(o(k—1),0(k)), zu minimieren, wobei o(0) = o(N).
Natiirlich nehmen wir an, dass o eine Permutation von {1,..., N} ist. Also méchten wir die
Gleichverteilung auf der Menge aller Permutationen o mit minimalem L(o) simulieren. <&

Beispiel 5.1.3 (statistische Physik). In der statistischen Physik benutzt man als diskrete

31
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Modelle fiir physikalische Vorgéinge oft Wahrscheinlichkeitsmafle der Form

1 ,
7(i) = ——e PH0) e =g, (5.1.1)
Zn,s
wobei A, = {—n,...,n}? eine groBe Box im d-dimensionalen Gitter Z% ist, i = (iy)zen, € I =

SAn eine Konfiguration, wobei S eine endliche Menge ist (der Spinraum), 3 > 0 ein Stiirkenpa-
rameter und Z, g die Normierungskonstante (die Zustandssumme), so dass 7 ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} auf I ist. Jedem Gitterpunkt x € A, wird also ein ‘Spin’ i7,, € S zugeordnet. Das
Maf} m bevorzugt Konfigurationen, die einen geringen Wert der Hamilton-Abbildung H,: I — R
(der Energie) aufweisen, und dieser Effekt wird um so stérker, je grofier § ist. Im Extremfall
0 = oo ist w die gleichférmige Verteilung auf der Menge aller Minimumspunkte von H,. Im
anderen Extremfall, 3 = 0, ist m die Gleichverteilung auf I. Man interpretiert oft 3 als den
Kehrwert der Temperatur. Je gréfler 3 also ist, desto stiarker wird das System ‘abgekiihlt’, bis
es beim absoluten Nullpunkt in den wenigen Zustdnden minimaler Energie ‘eingefroren’ ist. Je
kleiner (3 ist, also je heifler das System wird, desto grofler wird die ‘Unordnung’, bis beim vollig
ungeordneten System alle Konfigurationen gleich wahrscheinlich sind.

Das Ziehen einer Stichprobe mit der gegebenen Verteilung 7 wird auch benétigt, um ge-
wisse charakteristische Kenngréfien empirisch festzustellen, um Aussagen iiber ihren ungefihren
erwarteten Wert zu machen. Im Prinzip kénnen, je nach Anwendungen, alle diese Modelle auf
jedem beliebigen Grafen an Stelle von Teilmengen des Z? betrachtet werden. &

Es folgen ein paar Spezialfiille von Beispiel 5.1.3.

Beispiel 5.1.4 (Ising-Modell). Ein sehr bekanntes und oft benutztes Modell fiir die Magne-
tisierung eines Eisens in einem Magnetfeld, das sogenannte Ising-Modell, erhédlt man z. B. durch
die Wahl S = {—1,1} und

Ho(i)=— Y vayiaiy—h > s,

z,yENAy z€EA,

wobei v, € R die Interaktion zwischen den Ladungen in den Gitterpunkten x und y ist und
h € R die Wirkung eines externen Feldes beschreibt..

Im Folgenden beschrénken wir uns auf den Fall, wo v, , = 1, wenn = und y Nachbarn sind,
und v, , = 0 sonst, und wir schalten das externe Feld aus, d. h. wir setzen h = 0. Hier ist

Hy= Y sy

TYEN : Ty

(wir schreiben z ~ y, wenn z und y Nachbarn sind) die Differenz der Anzahl der Nachbarpunkt-
paare mit verschiedener Ladung und der mit gleicher Ladung, und diese Differnenz soll also
moglichst gering sein. Der Hamiltonian ist also klein, wenn in dem Eisen die Ladungen benach-
barter Teilchen mit einander iibereinstimmen. Ein Grund fiir das hohe Interesse am Ising-Modell
ist die Tatsache, dass es einen Phasentibergang aufweist: Es gibt einen kritischen Wert (., so dass
im Grenziibergang n — oo fiir § < . die Abhéngigkeiten der Spins so klein sind, dass ein Gesetz
der Groflien Zahlen gilt, d. h. die Relation der +1-Spins zu den —1-Spins gleich ist. Fiir 8 > (.
allerdings setzt sich die Interaktion durch, und nur diejenigen Konfigurationen werden auftre-
ten, in denen gleiche Spins weit iiberwiegen. Physikalisch interpretiert man dieses Phinomen als
spontane Magnetisierung.
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Die Zustandssumme Z, g3 enthélt physikalisch relevante Informationen, wie die mittlere
Energie,

1 A 1
> Hy(i)e P = — 9 4 0 108 Zn 5,

]ET(' Hn = aA4nB = T34
W)= 73 g Zng 05" T 9P

oder die mittlere Magnetisierung,

;ﬁ(z b2 (i) = m%ﬁ SO ) 0 = ’A1n|

zEA, i€l xzeEA,

log Znﬁ.

=
S

Allgemeine exakte Formeln fiir Z, g gibt es nur in Dimensionen d € {1,2}, ansonsten ist Z, g
unzuginglich. Also ist es von Interesse, approximative Simulationen fiir die Verteilung 7 zu
haben. <&

Beispiel 5.1.5 (Hard-Core-Modell). Ein Teilchenmodell mit Abstofung erhélt man durch
die Wahl S = {0,1}, 8 = co und Hp(i) = 3_, en,.: |p—y|=1 taly, denn dann ist 7 die Gleichver-
teilung auf der Menge aller 0-1-Konfigurationen, in denen je zwei benachbarten Gitterpunkten
nicht gleichzeitig der Wert 1 zugeordnet wird. Einen Gitterpunkt  mit i, = 1 interpretiert
man dann als ‘besetzt’, einen mit i, = 0 als ‘vakant’. Man interessiert sich fiir die Anzahl der
Konfigurationen und fiir die erwarteten Anzahl der Molekiile in einer Konfiguration. &

Beispiel 5.1.6 (Self-avoiding walk). Mit einer leichten Modifikation erhilt man Pfadmo-
delle, wenn man I ersetzt durch die Menge aller N#chstnachbarschaftspfade, {(ig,...,in) €
(ZH"HL g = 0,Va: iz — igp1]| = 1}. Mit der Wahl H,, (i) = > 0<z<y<n Wiz = iy}, der Anzahl
der Selbstiiberschneidungen, erhélt man ein Modell fiir einen selbstiiberschneidungsfreien Pfad
fiir = oo (dies ist der so genannte self-avoiding walk, die Gleichverteilung auf der Menge aller
Pfade ohne Doppelpunkte) bzw. fiir einen Pfad mit unterdriickten Selbstiiberschneidungen fiir
8 < 00, den so genannten self-repellent walk. Das Hauptinteresse gilt der Anzahl der selbstiiber-
schneidungsfreien Pfade (also der Zustandssumme) und dem erwarteten Abstand der beiden
Enden der Kette als eine Mafizahl fiir die rdumliche Ausbreitung der Kette. <&

Man beachte, dass in allen vorgestellten Beispielen die Verteilung m nur durch relative Ge-
wichtung definiert wird, indem man jedem Punkt aus I eine Mafizahl zuordnet (bei Gleichver-
teilung ist dies einfach 1) und dann durch die Gesamtsumme aller Gewichtungen teilt.

Eine grundsétzliche Herangehensweise, die wir in diesem Kapitel vorstellen, basiert auf der
Tatsache, dass gewisse Markovketten bei immer langerer Laufzeit gegen ihre invariante Vertei-
lung konvergieren. Man konstruiert also zu der Verteilung 7 eine geeignete Markovkette, deren
invariante Verteilung 7 ist, und dann ldsst man diese Kette so lange laufen, bis man vermutet,
das sie ‘nahe genug’ an der Verteilung 7 ist. Wir stellen zunéchst die wichtigsten Tatsachen iiber
Markovketten bereit.

5.2 Markovketten

Ohne Beweise prisentieren wir diejenigen Aussagen iiber Markovketten, die wir hier ben6tigen
werden. Mehr Material iiber Markovketten findet man etwa in [No97] oder [H02].

Eine Markovkette auf I mit Ubergangsmatrix P = (pi,j)ijer und Startverteilung v auf I
ist eine endliche oder unendliche Folge von I-wertigen Zufallsgroflen Xg, X1, Xo,... mit der
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Eigenschaft, dass fiir alle n € Ny und alle ig, i1, ...,4, € I gilt:

P(X() = i(), X1 = il, v ,Xn = Zn) = V(io) Hpik—lyik’
k=1

Hierbei ist P eine stochastische Matriz, d.h. eine Matrix mit nichtnegativen Eintrigen, so dass
die S"umme iiber jede Zeile Eins ergibt: Zje ;pij = 1 fiir jedes ¢ € I. Der Eintrag p; ; heifit
die Ubergangswahrscheinlichkeit von i nach j. Das Maf} P wird auch mit P, bezeichnet, um die
Startverteilung v zu betonen. Falls v = §; fiir ein ¢ € I, also wenn die Kette in ¢ startet, dann
schreibt man auch P; statt Ps,.

Man nennt die Markovkette oder die Ubergangsmatrix P irreduzibel, falls P;(3n e N: X,, =
j) > 0 fir alle i, € I, d.h. wenn jeder Punkt von jedem aus mit positiver Wahrscheinlich-
keit erreichbar ist. Mit pg}) bezeichnen wir die Koeffizienten der n-ten Potenz der Matrix P.
Eine irreduzible Matrix P heif3t aperiodisch, falls die Periode eines jeden i € I, also die Zahl
d; = ggT {n € N: pé”i) > 0}, gleich Eins ist. Eine stochastische Matrix P ist genau dann aperi-
odisch und irreduzibél, wenn es ein ng gibt, so dass P™ fiir jedes n > ng ausschliellich positive
Eintrége hat. Wenn ein Zustand ¢* € I existiert, so dass p;;+ > 0 und so dass die Kette mit
positiver Wahrscheinlichkeit von jedem Startpunkt aus ¢* erreichen kann, so ist P irreduzibel
und aperiodisch.

Eine Verteilung 7 auf I heifit invariant unter P, wenn die Gleichung 7 = 7P (im Sinne des
Matrixprodukts) gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die mit der Startverteilung 7w gestartete
Kette zu jedem Zeitpunkt die Verteilung 7 besitzt. Falls eine invariante Verteilung 7 existiert,
so gilt fiir jede Startverteilung v:

lim P, (X, = j) =7(j), jel (5.2.1)

n—oo

Eine Verteilung 7 ist insbesondere invariant, wenn sie reversibel ist, d. h. wenn die Gleichung

gilt.

5.3 Der Metropolis-Algorithmus

Einer der meist benutzten Ansétze zur approximativen Ziehung einer wie 7 verteilten Stichprobe
ist die Konstruktion einer Markovkette auf I, die 7 als eine invariante, besser noch: als reversible,
Verteilung besitzt. Auf Grund von (5.2.1) approximiert die Kette bei beliebiger Startverteilung
dann die Verteilung 7 nach geniigend langer Laufzeit.

Fine der meist benutzten geeigneten Standard-Markovketten fiir dieses Problem ist der
sogenannte Metropolis-Algorithmus, sieche [Ha70] und [MRRTT53]. Hierbei wird zunéchst eine
dem konkreten Problem angepasste ‘Referenz-Ubergangsmatrix’ Q = (gij)ijer gewdhlt, die
aperiodisch und irreduzibel ist und ‘viele Nullen’ enthiilt, also nur relativ wenige Uberginge
zulésst. Dann definiert man die
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Metropolis-Matrix P:

o min{l, 7;8));1:; }, falls © # 7 und ¢; j > 0,
pi,j = 0, falls 72 7é ] und q%] = 0’ (531)

1- Zke[\{z‘} Di k> falls i = j.

Dann ist offensichtlich 7 die reversible Verteilung von P. Wenn @ irreduzibel ist und 7 nicht
die Gleichverteilung, dann ist P auch irreduzibel und aperiodisch. Man beachte, dass nur die
Quotienten 7(j)/m (i) bekannt sein miissen, um P zu berechnen. Eine geschickte Wahl von @
benutzt oft eine gewisse Nachbarschaftsstruktur auf I: Sie wihlt einen Zustand j aus, wenn er
in geeignetem Sinn benachbart ist zum aktuellen Zustand 4, d.h. wenn j sich nur sehr wenig
unterscheidet von ¢ und daher die Berechnung von m(j)/m(i) nur wenige Rechenoperationen
erfordert.

Beispiel 5.3.1 (Simulation bedingter Verteilungen). Seien Iy, I, I3, ... unabhingige Ny-
wertige Zufallsvariablen mit Verteilung (ps)zen,. Wir wollen die bedingte Verteilung des Vektors
(I1,...,I) gegeben {I) +--- + I,, = m} fiir gegebenes m € Ny simulieren. Wir wihlen also den

Zustandsraum .
I= {(il,...,z’n) enNg: S ip = m},

r=1

und die zu simulierende Verteilung ist

n n
(1) = é Hp%’ wobei ¢, = Z Hpjz.
r=1

jeI z=1

Wir fassen i, j € I als benachbart auf, wenn sie sich héchstens in zwei Komponenten unterschei-
den, wenn also x # y € {1,...,n} existieren mit i, = j, fiir alle z € {1,...,n} \ {z,y}. Also
hat jeder Punkt i € I genau » ;.. <, (iz +iy) = m(n —2) Nachbarn. Eine geeignete Wahl der
Referenzmatrix @ ist die folgende. Zunichst wéhlt man zuféllig zwei Punkte =,y € {1,...,n}.
Falls « # y, und falls ¢ € I der aktuelle Zustand ist, so wihle ein zufilliges k € {0,..., i, + 4y }.
Dann ersetzt man 4, durch j, = k und 4, durch j, = i, + ¢, — k. Nach Konstruktion ist dann
Jj= (jz)z:l,...,n in I.

Diese Referenzkette ist irreduzibel, falls z. B. der Tréger {y € Ny: p, > 0} ein Intervall ist.
Der Algorithmus akzeptiert ein vorgeschlagenes j mit Wahrscheinlichkeit 1, falls 7(j) > (i),
bzw. mit Wahrscheinlichkeit

m(J) _ Pi:Piy
m(i)  pi,Dpi,
sonst. S

€ [0,1]

Beispiel 5.3.2 (Ising-Modell). Im Ising-Modell (siehe Beispiel 5.1.4) wihlen wir die folgen-
de natiirliche Nachbarschaftsstruktur: Die Menge der Nachbarn einer Konfiguration ¢ € I =
{-1, 1}A” ist deie Menge aller Konfigurationen, die sich in genau einem Spin von ¢ unterschei-
den, also

Ni={jeTI\{i}:esgibteinzeA,sodassi_, =j_,},

wobei
i—e = {J = (y)yenn: jy = iy fiir alle y # z}. (5.3.2)
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Es gilt offensichtlich |A;| = |A,|, und die Aquivalenz j € N; <= i € Nj ist auch leicht zu sehen.
Die Matrix @ ist also gegeben durch ¢; ; = 1/|A,|, falls j € N, und ¢; ; = 0 sonst, und Q ist
symmetrisch. Dann hat die Metropolis-Matrix P also die Form

min{1, e Ha@)) = L B(HA ()~ Ha (i)

1
T Al Al
P bevorzugt also den Ubergang zu Konfigurationen mit geringerer Energie, und diese Bevorzu-
gung wird desto stérker, je gréfler 3 ist. Man sieht leicht, dass im Fall ¢, = —1 und j, = +1
gilt:
H,(j) — Hy(i) = 4k (i, 2) — k_(4, )], iel,jeN,und iy = j_g,

wobei k4 (i,2z) und k_(i,x) die Anzahl der +1-Spins bzw. der —1-Spins in der Konfiguration in
den Nachbarpunkten von z ist: Da j, = i, fiir alle z € A, \ {z}, gilt

Hn(]) - Hn(l) == Z [.]z]y - Z.ziy] =-2 Z (Jm - iz)iz
Y~z Y=o oder z=z zEAp: zrx

=4 ) i =4k (i, 2) — k_(i,2)).

2ENp: 2~

Insbesondere héngen die Ubergangswahrscheinlichkeiten bei gewiihltem Gitterpunkt nur von
den Spins der Konfiguration in den Nachbarn ab; ihre Berechnung erfordert also keinen grofien
Aufwand. <&

5.4 Gibbs-Sampler

Fiir die Simulation von Verteilungen 7 auf Zustandsriumen der Form I = SV (mit einem
endlichen ‘Spinraum’ S und einer endlichen ‘Gitter’ V') wird oft ein Algorithmus benutzt, der
Gibbs-Sampler genannt wird und nahe Verwandtschaft zum Metropolis-Algorithmus aufweist.
In Worten kann man den Gibbs-Sampler wie folgt zusammenfassen. Es sei ein Zustand i =
(iz)zev € I gegeben.

Der Gibbs-Sampler.
(i) Wihle eine zufillige Komponente x € V' aus (oft nach der Gleichverteilung).

(ii) Ersetze die z-te Komponente von ¢ durch einen zufilligen Wert nach der bedingten Ver-
teilung von 7 gegeben, dass alle anderen Komponenten gleich denen von ¢ sind, d. h. im
gleichverteilten Fall nach der Verteilung

7(5)

e 2 = wobel i_y = {j = (Jy)yev: jy = iy fiir alle y # x}.
z Zj’ei_z 71.(]/) z { YyJye Y ] }

(iii) Ubernehme alle anderen Komponenten von 4.

Schritt (i) kann mit Hilfe einer Referenz-Ubergangsmatrix Q modelliert werden, wie beim
Metropolis-Algorithmus. Wenn wir die selbe Wahl wie in Beispiel 5.3.2 treffen, dann erhalten
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wir die Gibbs-Sampler-Ubergangsmatrix P, die gegeben ist als
O B

i,J — N

’ 14 Zj’ei_w (')

Es ist klar, dass die so definierte Markovkette ebenfalls 7 als reversible Verteilung besitzt. Die
Irreduzibilitdat muss von Fall zu Fall geklart werden.

falls i_, = j_,.

Beispiel 5.4.1 (Ising-Modell). Wir betrachten das Ising-Modell; siehe Beispiele 5.1.4 und
5.3.2. Wir wenden den Gibbs-Sampler an, und zwar mit der Gleichverteilung in Schritt (i). In
diesem Fall hat die Ubergangsmatrix die Form

Pij = m(l + eﬁ(H"(j)_H"(i)))_l, falls j € N;. (5.4.1)

Auch der Gibbs-Sampler hat also die Tendenz, zu Konfigurationen geringerer Energie iiberzu-
gehen. Der Term (H,(j) — Hy(i)) tauchte auch in der entsprechenden Metropolis-Matrix auf,
siehe die Bemerkungen dazu in Beispiel 5.3.2. <O

5.5 Eine Konvergenzabschitzung

Um den Markovketten-Algorithmus lohnend anzuwenden, braucht man Abschéizungen fiir die
Geschwindigkeit seiner Konvergenz. Im Allgemeinen sind solche Abschétzungen nicht leicht zu
erhalten, und diejenigen, die man mathematisch beweisen kann, sind meist sehr pessimistisch.
Die optimale Grofilenordnung (in Termen der Grofle des Zustandsraumes) ist meist relativ leicht
zu erhalten, aber die involvierten Konstanten hidngen oft von komplizierten Kenngréflen der
‘Topographie’ des Zustandsraumes ab und sind daher weit entfernt von der optimalen.

In diesem Abschnitt bringen wir die exakte Formulierung eines Konvergenzresultats fiir eine
Variante des Gibbs-Samplers in Anwendung auf ein gewisses Modell der statistischen Physik.

Beispiel 5.5.1 (Der systematische Gibbs-Sampler). Statt in Schritt (i) des Algorith-
mus den Spin, den man neu auswiirfeln mochte, zuféllig nach der Gleichverteilung zu wéhlen,
kann man ihn auch systematisch in einer festgelegten Reihenfolge wihlen. Falls also V =
{z1,29,...,xK} eine Aufzihlung des Grafen V ist (mit K = |V]), dann kann man in Schritt (i)
die Ecke z; z.B. zu den Zeitpunkten i, K +,2K +1i,... auswihlen und dann Schritt (ii) auf z;
anwenden. Diese Modifikation ergibt eine zeitlich inhomogene Markovkette; man nennt diesen
Algorithmus den systematic sweep Gibbs Sampler. Man sieht leicht, dass auch diese Markovkette
aperiodisch und irreduzibel ist und die selbe invariante Verteilung besitzt wie der gewohnliche
Gibbs-Sampler. O

Beispiel 5.5.2 (Zufillige Farbung eines Grafen). Eine Verallgemeinerung des Hard-Core-
Modells in Beispiel 5.1.5 erhélt man, wenn man den Spinraum {0, 1} durch eine beliebige endliche
Menge S = {1,...,q} ersetzt. Die Konfigurationen in S konnen dann aufgefasst werden als
zufillige Farbungen des Grafen V mit ¢ Farben. Die Bedingung, die wir stellen, ist, dass keine
zwei benachbarten Ecken des Grafen die selbe Farbe besitzen. Die Gleichverteilung auf der
Menge dieser Konfigurationen kann man formal in der Form (5.1.1) fassen mit § = oo und einem
Hamiltonian H,, > 0, der genau dann Null ist, wenn die Konfiguration die obige Eigenschaft
hat. <&
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Nun bringen wir also ein theoretisches Resultat iiber die Anwendung des systematischen
Gibbs-Samplers auf das Grafenfarbungsmodell. Genauer gesagt, wir geben eine Schranke fiir die
Anzahl der benétigten Iterationen der Markovkette, um mit ihrer Verteilung innerhalb einer
gegebenen (kleinen) Umgebung der invarianten Verteilung 7 anzukommen. Wir benétigen noch
eine Metrik auf der Menge aller Verteilungen auf I, hier wéhlen wir die Totalvariationsnorm,
also

1 . .
lia = pzllrv = sup [ (A) = p2(A)] = 5 > lpa(i) = pa(i)] € [0,1] (5.5.1)
AcCI icl
fiir WahrscheinlichkeitsmafBe ji1, po auf I.!

Satz 5.5.3. Es sei G = (V, E) ein Graf mit k = |V| Knoten, so dass jeder Knoten hichstens
d Nachbarn hat. Wir betrachten das Grafenfirbungsmodell aus Beispiel 5.5.2 mit ¢ > 2d?. Sei
e > 0 gegeben. Dann ist die Anzahl der Iterationen, die der systematische Gibbs-Sampler aus
Beispiel 5.5.1 bendtigt (startend von einer beliebigen festen Konfiguration), um innerhalb der
e-Umgebung von © in Totalvariation zu sein, hochstens

—1y
k(logk+log(5q ) logd>.
log(547)

Fiir einen Beweis siche [H02, Theorem 8.1]. Wir beschrénken uns auf ein paar Bemerkungen.

Bemerkung 5.5.4. (a) Die Anzahl der bendtigten Iterationen ist also von der Ordnung
klogk (in der GroBe des Zustandsraums) bzw. klog(s¢~!), was nicht furchtbar gro er-
scheint.

(b) Die Bedingung ¢ > d? kann zu g > 2d abgeschwiicht werden, siche [Je95]. Zum Beispiel
hat man dann schnelle Konvergenz im Fall des Grafen V = Z? (dann ist d = 4) schon fiir
mindestens zehn Farben, statt nach Satz 5.5.3 erst fiir ¢ > 32.

(c) Auf dem ersten Blick scheint es widersinnig, dass der Algorithmus fiir grofle g besser
funktioniert, denn dann sollte der Algorithmus doch langsamer sein, weil man viele Farben
mit einander mischen muss. Die korrekte Intuition ist aber, dass bei grofler Farbenzahl ¢
die Farbe eines gegebenen Knotens weniger abhéingig wird von der Farbe seiner Nachbarn:
Z.B. konnte man bei sehr grofiem ¢ die jeweilige Farbe einfach gleichméfig aus {1,...,q}
ziehen und hat nur geringes Risiko, eine der Farben der Nachbarn zu treffen.

<

5.6 Simulated Annealing

Simulated Annealing ist ein populdrer Algorithmus, der approximativ das Minimum einer gege-
benen Funktion auf einer endlichen Menge findet. Eines der Standardbeispiele ist das Problem
des Handelsreisenden (Beispiel 5.1.2), aber auch Packungsprobleme (gegeben viele Kisten unter-
schiedlicher Abmessungen, wie packe ich sie moglichst Platz sparend in eine gegebene Halle?).
Wir konnen die Notationen von Beispiel 5.1.3 teilweise iibernehmen: Es sei H: I — R eine re-
ellwertige Funktion auf einer endlichen Menge I, und wir suchen H, = min;e; H (i) und einen

'"Der Beweis der Formel in (5.5.1) ist eine Ubungsaufgabe.
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Minimierer, also ein Element aus M = {i € I: H(i) = H,}. Wir mdchten gerne die Gleichver-
teilung auf der Menge M simulieren. Betrachten wir das Maf 73, das durch 7g(i) = Ziﬂe_BH @)

gegeben ist, wie in (5.1.1). Fiir grofie # approximiert 75 die gewiinschte Verteilung:

Lemma 5.6.1. Fiir 3 — oo konvergiert mg gegen die Gleichverteilung auf M, die wir mit T
bezeichnen. Fiir ein geeignetes By > 0 ist die Abbildung B — mg(i) auf [Bo, 00) sogar monoton
fallend fiiri € I\ M und monoton steigend fiir i € M.

Beweis. Wir kénnen Zihler und Nenner mit e+ multiplizieren und sehen, dass
N LsHG)
mg(i) = =e ) iel,
Zs

wobei H = H — H,, und Zg ist die geeignete Normierungskonstante. Es ist klar, dass Zg =
|M|+ > ienm e PH()  Wenn nun § — oo gelassen wird, so gilt offensichtlich Zz — |M| und
daher mg(z) — O fiir jedes ¢ € I\ M, denn H(i) > 0.

Die Zusatzaussage beweisen wir durch Differenziation nach :

d 1 ~ = ~
—mg(1) = mg(i) | = H(j)e PHO) — H()|.
1570 m[zﬁjze; () (i)

Da der erste Summand in der Klammer fiir § — oo verschwindet, ist die gesamte Klammer
negativ fiir alle s € '\ M und alle geniigend grolen 3. Aufier dem ist er immer nichtnegativ fiir
i € M, denn dann ist H (i) = 0. O

Daraus ergibt sich die folgende Idee: Wenn wir fiir jedes 3 > 0 eine Markovkette haben (etwa
die Metropolis-Kette), die die Verteilung 73 approximiert, und wenn wir sukzessive 3 immer
groffer machen, dann sollte doch diese inhomogene Kette gegen 7o, konvergieren. Dies ist die
Idee des Simulated Annealing, des ‘simulierten Hértens’. Der Begriff kommt aus der Metallurgie,
wo durch Abkiihlung Metall gehdrtet wird. Die Abkiihlung entspricht der Erniedrigung der
Temperatur, also dem Erhéhen von 3, das immer die Interpretation der inversen Temperatur
besitzt (siehe auch Beispiel 5.1.3). Allerdings darf man nicht zu schnell abkiihlen, denn das
Metall koénnte in einer unerwiinschten Form erstarren, bzw. die Markovkette konnte sich in
einem lokalen, aber nicht globalen, Minimum fangen lassen.

Wir wihlen also eine ‘Kiihlungsstrategie’ (8y)nen, d.h. die Markovkette (X,,)nen auf I
besitzt zu jedem Zeitpunkt n € N die Metropolis-Ubergangsmatrix P gegeben durch

P = Qi,je_ﬁ"[H(j)_H(i)ﬁ, falls i # 7,
" L= Y peng P, falls i = .

Hierbei ist @ = (i j)i,jer eine stochastische irreduzible aperiodische symmetrische Referenzma-
trix.2 Die Markovkette ist also zeitlich inhomogen, denn zum Zeitpunkt n € N wird der Ubergang
mit Hilfe des Parameters (3, ‘ausgewiirfelt’. Man beachte, dass Ubergéinge zu energetisch weniger
giinstigen Zustiéinden geringe Wahrscheinlichkeit haben: Falls Q den Ubergang von i zu j vor-
geschlagen hat und H(j) > H (i) ist, so wird der von @ vorgeschlagene Ubergang zu j mit der

2Im Falle des Problems des Handelsreisenden wird man zum Beispiel Q so wihlen, dass g; ; > 0 nur eintreten
kann, wenn die Permutationen ¢ und j sich nur durch eine Transposition unterscheiden.
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kleineren Wahrscheinlichkeit e=#»(H()=H@) ausgefiihrt, als die Wahrscheinlichkeit 1 im Falle
H(j) < H(i). Dieser Effekt ist desto stirker, je grofler 3, ist. Das bedeutet, dass, je linger der
Algorithmus lduft, es fiir die Kette immer schwerer wird, ‘Pésse’ zu iiberwinden, um in neuen
‘Télern’ nach dem absoluten Minimum zu suchen. Dann sollte aber auch die Kette schon mit
hoher Wahrscheinlichkeit in der Ndhe des absoluten Minimums sein, damit dieser Algorithmus
Erfolg hat. Hier ist ein theoretisches positives Ergebnis bei geeigneter Kiihlungsstrategie:

Satz 5.6.2 ([GG84]). Es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir jede Startverteilung v auf I und fiir jede
Kiihlungsstrategie (Bn)nen mit limy, o By, = 00 und B, < elogn fir jedes n € N gilt:

lim P, (X, =i) = moo(i), i€l

n—oo
Der Beweis zeigt, dass ¢ < (pK)~! ausreichend ist, wobei

K= ma;jc[H(j) — H(®)|" und p € N minimal mit qz(p]) (5.6.1)
2,5€ ik

Beweis. Wir fithren den Dobruschinschen Kontraktionskoeffizienten ein: Fiir eine stochastische
Matrix R = (R(i,j))z‘,je[ sei

c¢(R) = sup [[R(i,-) = R(j,-)llTv,
i,j€l

wobei || - ||ry den Totalvariationsabstand bezeichnet; siehe (5.5.1). Der Koeffizient c¢(-) hat
folgende Eigenschaften:

Lemma 5.6.3. Fiir alle stochastischen Matrizen R, Ry, Rs und alle Wahrscheinlichkeitsmafe
w1, po auf I gelten:

(a) 1 —c(R) = min; jer 3 ey R(i, k) A R(j, k) > ming jer R(i, ).

(b) c(R1R2) < ¢(R1)c(Rz2).

(¢c) R — peRlrv < c(R)|pa — pafrv -
Beweis. (a) ist eine einfache Ubungsaufgabe. (b) folgt leicht durch Anwendung von (c) auf
R = Ry und p1(-) = R1(7,-) und pa(-) = R1(J,-) nebst Ubergang zu max; jer.

Wir beweisen (c): Sei A C I, dann werden wir mit der Menge B = {j € I: u1(j) > u2(j)} C

I zeigen, dass gilt: 11 R(A) — poR(A) < ¢(R)(p1(B) — p2(B)). Vertauschung der Rollen von 1

und pg und Ubergang zum Maximum iiber A C I bzw. {iber B C [ ldsst dann die Aussage
folgen. Mit einem i* € I so dass R(i*, A) = min;ey R(7, A) gilt

piR(A) = paR(A) = > (1) — 12(5)) (R, A) — R(i*, A))

Jjel

< (1) - ) max(R(k, 4) — (", 4)
jEB

< (1) — ) max [R(E, ) = R,y
JjEB

< c(R)(m(B) — p2(B)). U
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Wir definieren
R, = PGy p2) . P(ﬁn)’ n e N,

also ist v, = vR,, die Verteilung der Markovkette zum Zeitpunkt n. Es geniigt zu zeigen, dass
lim v, —mg,[[rv =0, (5.6.2)
n—oo

denn wegen [3, — 00, also mg, — T nach Lemma 5.6.1, folgt dann, dass lim, . ||Vn — 7ol TV =
0, und dies impliziert die Behauptung. Aus notationellen Griinden schreiben wir ab jetzt 3(n)
statt G,.

Wir definieren

o
On = Z |’7rﬁ(n+k+1) - 7T,G’(n+lc)||TV, n € N.
k=0

Man beachte, dass lim,, .o 0, = 0, denn fiir geniigend grofles n sind die Abbildungen § +— m3(%)
auf [(3,,, 00) monoton fallend fiir ¢ € I'\ M und monoton steigend fiir ¢ € M (siehe Lemma 5.6.1),
und es gilt

on = %Z [Z(W’g(“k“)(i) = Tt (1)) — Z (TB(n+k+1)(8) — 7T,8(n+k)(i))}

k=0 €M iel\M
- HWﬁ(n) - 7TooHTV;

und dies verschwindet fiir n — oo.

Nun zeigen wir, dass fiir alle n,m € N gilt:
1T 80ntm) = VnamlTy < c(PECHD PO plattm)y 45, (5.6.3)

Dies geht mit Hilfe von Lemma 5.6.3(b) und (c) folgendermaflen (wir benutzen auch die Bezie-
hungen mg P = 73 sowie Vyim = Vngm—1 PP

178(n+m) = VntmllTv < 1T804m—1) PCT™ — vyt PP |y
+ H(Trﬁ(n—&-m) - 7Tﬁi’(n—i-m—l))P(MM—M))||TV
< M@ gntm—1) = Vntm-1) P |1y
+ [176(04m) — Ta(ntm—1) TV
< o < || (Tpny — va) PO L POCE) |

3

+ D Imstmsrr1) — Tamrm TV S
0

=
Il

und dies ist offensichtlich nicht grofier als die rechte Seite von (5.6.3).

Nun zeigen wir, dass fiir jedes n € N gilt:

lim C(p(ﬁ(n+1))P(B(n+2)) .. p(ﬁ(n+m))) =0. (5.6.4)

m—00

Da die Referenzmatrix () aperiodisch und irreduzibel ist, gibt es ein minimales p € N, so dass

n = min; jer qlﬁpj? > 0, wobei (q,Epj))i,jej die p-te Potenz von @ ist; siehe auch (5.6.1). In dem
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Produkt auf der linken Seite von (5.6.4) fassen wir nun je p Faktoren zusammen: Fiir jedes
0 € Ny sei Py = PWBrtiet)) pnttpt2) ... pEEetEe) Wenn m > p und k = 1], so haben wir

(P(B(nJrl) P(ﬂ(n+2 P(ﬂ(n+m ) < C(f’o)c(ﬁl) o C(f)k—l)-

Nun miissen wir also zeigen, dass limg_, o lezl c(f’g_l) = 0 ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass
Y201 (1 = e(Pry)) = oo ist, denn es gilt log[[[j_y c(Pr1)] = 37y log(1 + (c(Pr1) — 1)) <
S (e(Pr1) — 1). Wir setzen K = ‘max; jer[H(j) — H(z’)]+, wie in (5.6.1). Mit Hilfe von
Lemma 5.6.3(a) sieht man, dass 1 — ¢(Py_1) > min; jer P,_1(i,§). Also schiitzen wir ab:

Py(i,j) = PP+ pBet2) . p@en) ;5
B N e+
> Z QijirQirsio " Qip—2yip—1Qip—1,5 € Pt D)= H@T = ol 2] G2) =T

i1,..,0p—1€1
% e Bntp=1)[H(ip—1)—H (ip-2)]" o —B(n+p)[H(j)—H(ip-1)]"
> q<p> —B(n+p)Kp

Z?]

Analog schétzt man ]Bg(i, j) ab. Dies konnen wir einsetzen, um zu erhalten:

(1= c(Pror)) 2y e A

gl

Nun endlich benutzen wir, dass 3(m) < elogm fiir jedes m € N und erhalten

oo o0
Zl—ch Zn+€p yTERP,
=1 =1

Fiir geniigend kleines € > 0 ist diese Reihe divergent, genauer gesagt, fiir ¢ < Kp. Dies beendet
den Beweis von (5.6.4). Dies setzen wir in (5.6.3) ein und lassen n — 0o, wobei wir uns erinnern,
dass lim,, . 9, = 0. Daraus folgt (5.6.2), und der Beweis ist beendet. O

Satz 5.6.2 macht nur eine ziemlich grobe Aussage, und Abkiihlung mit logarithmischer
Geschwindigkeit ist recht langsam. Es gibt Untersuchungen, die schwichere Voraussetzungen
machen, allerdings auf Basis einer genaueren Kenntnis der ‘Landschaft’, die die Héhen und Tie-
fen der Funktion H auf I erzeugen. Eine wichtige Grofle, von denen solche Ergebnisse abhéngen,
ist z.B. die kleinste ‘Passhohe’, die die Kette tiberwinden muss, um energetisch vorteilhafte
Zusténde zu erreichen. Doch sind diese genaueren Informationen meist nur sehr schwer zu er-
halten, und selbst dann noch ist das Ergebnis fiir praktische Zwecke zu schlecht. Aus solchen
Griinden benutzt man die Simulated- Annealing-Technik praktisch fast immer nur unter Verwen-
dung von Fingerspitzengefiihl und der Versuch-und-Irrtum-Methode.



Kapitel 6

Exaktes Ziehen von Stichproben

In diesem Kapitel stellen wir stochastische Algorithmen vor, die ein exaktes Ziehen einer Stich-
probe auf einer endlichen Menge ermdoglichen, d. h. die das im vorigen Kapitel gestellte Problem
nicht approximativ, sondern exakt 16sen. Diese Algorithmen weisen also nicht den Hauptnach-
teil der klassischen Markov-Chain-Monte-Carlo-Methoden auf, die wir in Kapitel 5 vorstellten:
(1) Die gesuchte Verteilung wird in der Regel nicht erreicht, (2) die theoretische Rechtfertigung
erfordert oft eine riesige Laufzeit, um mit Sicherheit davon ausgehen zu kénnen, dass die zu si-
mulierende Verteilung mit gegebener Genauigkeit erreicht ist (auch wenn die Praxis meist besser
ausieht), (3) die optimale Wahl des Abbruchzeitpunkts erfordert entweder grofien theoretischen
Aufwand oder viel Fingerspitzengefiihl.

Die in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen produzieren eine exakte Stichprobe, und
sie geben auch ein klares Abbruchkriterium. Sie sind allerdings in der Regel nicht schneller,
und sie verbrauchen auch potentiell enormen Speicherplatz. Thre Grundlage ist — genau wie fiir
die Algorithmen in Kapitel 5 — immer eine irreduzible und aperiodische Markovkette, deren
invariante Verteilung die zu simulierende Verteilung ist. Doch statt diese Markovkette immer
tiefer ‘in die Zukunft hinein’ zu iterieren, produziert man Stiicke der Markovkette, die immer
tiefer ‘in der Vergangenheit’ gestartet werden.

Ein wesentlicher Aspekt ist, dass in jedem Punkt des Zustandsraumes eine Kopie der Mar-
kovkette gestartet wird und dass die Sprungwahrscheinlichkeiten dieser Ketten mit einander
auf eine geeignete Weise gekoppelt werden. In den meisten Anwendungen ist allerdings der Zu-
standsraum so gigantisch grof}, dass eine Implementierung unmoéglich ist. Daher sind in einigen
Anwendungen (etwa dem Ising-Modell) modellabhéngige Methoden entwickelt worden, die unter
Ausnutzung gewisser Struktureigenschaften (wie etwa von Monotonie) die Anzahl der benétigten
Ketten drastisch verringern, so dass eine Implementierung moglich wird.

Der Prototyp eines Algorithmus zur exakten Simulation, der Propp- Wilson-Algorithmus,
wird in Abschnitt 6.1 vorgestellt und seine Korrektheit in 6.2 bewiesen. In 6.3 erldutern wir
an Hand von Beispielen, wie gewisse Monotonieeigenschaften die Anzahl der benotigten Ketten
drastisch verringern und somit die Implementierung erst erméglichen. In 6.4 diskutieren wir eine
Variante, die den Speicherplatzbedarf stark verringert. Zum Schluss stellen wir in Abschnitt 6.5
den Fill-Algorithmus vor, der es moglich macht, bei Ungeduld oder Zeitmangel den Algorithmus
abzubrechen und neu zu starten.

43
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6.1 Der Propp-Wilson-Algorithmus

Der Propp-Wilson-Algorithmus produziert eine exakte Stichprobe einer gegebenen Verteilung
7 auf einem gegebenen Zustandsraum I (den wir wieder als endlich annehmen wollen) mit
Wabhrscheinlichkeit Eins. Siehe [PW96] fiir die Originalarbeit und [Wi03] fiir eine Website, auf der
D.B. Wilson eine enorme Materialfiille zum Problem des exakten Simulierens mit Markovketten
zusammengetragen hat und permanent unterhélt.

Wir nehmen an, dass es eine irreduzible und aperiodische stochastische Matrix P auf I gibt,
deren invariante Verteilung 7 ist. Es ist fiir das Folgende sehr wesentlich, dass fiir die Simulation
der Markovkette eine Ubergangsfunktion ¢: I x [0,1] — I existiert, so dass die Markovkette
(Xn)nen, mit Ubergangsmatrix P gebildet wird nach der Ubergangsregel

Xnt1 = (X, Uy), n € Np, (6.1.1)

wobei (Uy)nen, eine Folge von unabhingigen, auf [0, 1] gleichférmig verteilten Zufallsvariablen
ist (siche Abschnitt 1.3). Um Trivialitdten zu vermeiden, gehen wir davon aus, dass die Trep-
penfunktionen ¢(i,-) nur nichttriviale Stufen haben.

Die intuitive Grundidee des Algorithmus ist die folgende. Es sei (X, )ne—n, eine Markovkette
mit Ubergangsmatrix P, die wir uns zum Zeitpunkt —oo gestartet denken und bis zum Zeitpunkt
0, der Gegenwart, betrachten. Da die Kette zum Zeitpunkt 0 ja schon unendlich viele Schritte
gemacht hat, muss also X schon die invariante Verteilung haben. Da wir aber praktisch nicht
zum Zeitpunkt —oo starten konnen, wihlen wir zunéchst nur eine negative Zeit —77 € —N und
konstruieren fiir jeden Zustand ¢ € I in dem Zustandsraum eine Markovkette (Xy(f))n:_Th,__,[),
die in ¢ zum Zeitpunkt —77 startet und fiir 77 Schritte konstruiert wird. Wichtig hierbei ist,
dass wir alle diese Ketten mit Hilfe der selben Realisation (U,)n=—7,,... -1 der unabhéngigen,
auf [0, 1] gleichférmig verteilten Variablen iiber die Regel (6.1.1) konstruieren, also

Xy = o(XY,Un), =T <n<O0, mit XU =i

Dann hat die Familie dieser Ketten ndmlich die Verschmelzungseigenschaft: Sobald je zwei von
ihnen einmal zum selben Zeitpunkt im selben Zustand sind, bleiben sie danach immer zusammen
und legen den selben Pfad zuriick — man sagt, sie verschmelzen oder sie koalieren.

Stellen wir uns vor, dass zum Zeitpunkt 0 alle Ketten mit einander verschmolzen sind, also
dass alle in einem einzigen Zustand sind. Betrachten wir eine zum Zeitpunkt —oco gestartete
Kette (X,)ne_n,, deren Ubergangsentscheidungen zu den Zeitpunkten n = —T1, ..., —1 auf den
oben gewdhlten U_r,,...,U_; basieren. Diese unendlich lange Kette muss in ihren letzten T}
Schritten exakt in den Fufistapfen irgendeiner der Ketten (Xy(f))n:,Thm,O verlaufen, nidmlich in
denen der Kette, die in X_7, gestartet wurde. Dann wiére sie also zum Zeitpunkt 0 ebenfalls in
dem gemeinsamen Zustand, in dem alle diese Ketten verschmolzen sind. Daher sollte also dieser

gemeinsame Zustand die perfekte Verteilung m haben, und wir haben das Problem gelost.

Im anderen Fall, wo also nicht alle der Ketten (Xﬁ))n:_Tl,m,o mit einander verschmolzen
sind, gehen wir tiefer in die Vergangenheit wie folgt. Mit einer Zeit —T> < —T7 beschaffen wir
uns weitere Realisationen U_r,, ..., U_7, _1 von unabhéngigen, auf [0, 1] gleichformig verteilten
Zufallsvariablen und konstruieren wiederum fiir jeden Zustand ¢ € I je eine Markovkette, die
zum Zeitpunkt —T75 in ¢ startet und bis zum Zeitpunkt —77 konstruiert wird. Dabei landen
sie an den Startzusténden der oben konstruierten Ketten. Indem man die Ketten ‘der zweiten
Generation’ jeweils verldngert um die im ersten Schritt konstruierte Kette, deren Startzustand
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gleich dem Endzustand der zum Zeitpunkt —75 gestarteten Kette ist, erhédlt man Ketten der
Lénge Ty, die also bis zum Zeitpunkt 0 betrachtet werden. (Diejenigen Ketten (Xﬁ))n:_Th“_ﬂ,
deren Startzustand von keiner der Ketten der zweiten Generation getroffen wird, kénnen wir
iibrigens vergessen.) Wir haben also fiir jedes i € I eine Kette (Xﬁf))n:_TQ,__.70 der Linge Ty,
die in ¢ startet, und die Familie dieser Ketten hat die Verschmelzungseigenschaft. Wiederum
priifen wir, ob alle diese Ketten zum Zeitpunkt 0 verschmolzen sind. Wenn ja, so ist dieser
Verschmelzungszustand eine Stichprobe mit Verteilung m, falls nein, so miissen wir wiederum
tiefer in die Vergangenheit gehen.

Wegen seines Charakters des sukzessiven tieferen Eindringens in die Vergangenheit und der
gekoppelten Betrachtung mehrerer Markovketten nennt man diesen Algorithmus auch Coupling
from the past. Das Abbruchkriterium des Algorithmus liegt auf der Hand: Wenn alle betrachteten
Ketten zum Zeitpunkt 0 mit einander verschmolzen sind, ist der Algorithmus beendet.

Propp und Wilson zeigten in [PW96], dass die Wahl T}, = 2*~! zu einem nahezu optimalen
Verlauf fiihrt, siehe auch Bemerkung 6.2.3. Die Tasache, ob und wann die Verschmelzung erreicht
wird, héngt zwar nicht von der Wahl der T} ab, aber die Anzahl der Vergleiche, die nétig sind,
um die Verschmelzung zu erkennen.

6.2 Korrektheit des Propp-Wilson-Algorithmus

Um die Korrektheit des Propp-Wilson-Algorithmus zu beweisen, miissen nach einander zwei
Dinge bewiesen werden: (1) Der Algorithmus terminiert in endlicher Zeit (d.h. der Verschmel-
zungszeitpunkt ist eine fast sicher endliche Zufallsgréfie), (2) zum Zeitpunkt des Terminierung
hat die Ausgabe die korrekte Verteilung. Es stellt sich heraus, dass die Tatsache, ob der Algo-
rithmus terminiert oder nicht, ausschlieflich von der Wahl der Ubergangsfunktion ¢ in (6.1.1)
abhingt, so lange eine aperiodische irreduzible Markovkette verwendet wird.!

Die iterative Anwendung der Regel (6.1.1) fiir die einzelnen Schritte der jeweiligen Markov-
ketten fiihrt zu der Iteration zufélliger Funktionen, denn es gilt fiir die in 7 gestartete Markovkette
der Lange T1:

X§" = ¢(o(. .. 6(8(i, U-1,), U-my41) ., Ua), Un). (6.2.1)

Wir fiihren folgende Notation ein:

o™ (i, (u) ) = ((... p(P(i,u_N),u-n11) ..., u2),u1), NeNu_p,...,uq €[0,1],
(6.2.2)
dann ist ¢ (-, (u)"}) € I' eine Abbildung I — I. Die Mindestforderung an ¢, damit der
Algorithmus eine Chance hat zu terminieren, ist also, dass die Iterationskette mit positiver
Wahrscheinlichkeit zur Verschmelzung kommen kann, d.h. dass ¢™)( -, (u)"}) fiir geeignete N
und u_p,...,u_1 in der Menge M aller konstanten Abbildungen liegt. Es stellt sich heraus,
dass diesem Fall der Verschmelzungszeitpunkt sogar endliche Erwartung hat:

Satz 6.2.1 (0-1-Gesetz fiir Termination). Fulls N* € N, z € I und u_n~,...,u_1 € [0,1]
existieren mit ¢ (i, (u):}v*) =z fir alle i € I, dann terminiert der Propp- Wilson-Algorithmus
mit Wahrscheinlichkeit 1, und der Verschmelzungszeitpunkt hat endlichen Erwartungswert. An-
deren Falls terminiert er nie.

!Siehe Bemerkung 6.2.6 fiir eine ungeschickte Wahl, so dass der Verschmelzungszeitpunkt nie erreicht wird.
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Beweis. Es ist klar, dass der Algorithmus nie terminieren kann, wenn keine Realisationen exi-
stieren, die dies bewerkstelligen; der zweite Teil des Satzes ist also trivial.

Wir betrachten den Vektor &1 = (¢ (i, (U) 3-))ier € I', der die Position aller Ketten
X@ zum Zeitpunkt 0 angibt, wenn man den Algorithmus zum Zeitpunkt —N* gestartet hat.
Da wir voraussetzten, dass die Treppenfunktionen ¢(i,-) nur nichttriviale Stufen haben (siehe
den Text nach (6.1.1)), bedeutet die Voraussetzung des Satzes, dass ein € > 0 existiert mit
P(®; € M) > e, wobei M die Menge der konstanten Abbildungen I — I bezeichnet. Die
Wahrscheinlichkeit, dass der Verschmelzungszeitpunkt 7 der Propp-Wilson-Kette grofler als N*
ist, ist also < 1 — €. Die Abbildungen

Oy = (¢ () gy iere I, teN,
sind unabhéngige Kopien von ®;. Sei
L* =inf{{ e N: &, € M}

das kleinste £ € N, so dass ®, die Verschmelzung erreicht. Dann ist L* nach oben beschrinkt
durch eine geometrisch zum Parameter ¢ verteilte Zufallsgrofie, besitzt also einen endlichen
Erwartungswert. Wenn man die ersten L* Ketten in einander einsetzt, erhélt man die Abbildung
ProPgo--oBre = (¢ NI(i, (U)"}.n+))ier, die in M liegt, also verschmolzen ist. Wegen
7 < N*L* hat also auch 7 einen endlichen Erwartungswert. Wenn man k so grofl wahlt, dass
—T, < —L*N*, so terminiert der Propp-Wilson-Algorithmus also nach dem k-ten Schritt. [

Wir bringen nun einen Beweis fiir die Korrektheit der Verteilung der Ausgabe des Algorith-
mus unter der Voraussetzung der Termination.

Satz 6.2.2. Es sei T, = 2871 fir k € N gewdhlt, und es sei vorausgesetzt, dass der Propp-
Wilson-Algorithmus terminiert. Sei' Y der Verschmelzungszustand der Ketten. Dann gilt P(Y =
i) = (i) fiir jedes i € I.

Beweis. Es sei Ay das Ereignis, dass der Algorithmus mindestens bis zur Vergangenheit —T},
zuriick gehen muss, um die Verschmelzung aller zum Zeitpunkt —7} gestarteten Ketten zum
Zeitpunkt Null zu erreichen. Die Ereignisse A; sind ineinander aufsteigend enthalten, und auf
Grund der Voraussetzung der Termination gilt limy_.o P(Ar) = P(UpenAr) = 1. Sei e > 0
vorgegeben, dann finden wir also ein £ € N mit P(A4;) > 1 —e.

Nun betrachten wir eine ‘perfekte’ Markovkette (Y},)n=—1.....0, die mit der invarianten Ver-
teilung 7 zum Zeitpunkt —Tj, gestartet wird und daher zu jedem Zeitpunkt die Verteilung 7 exakt
hat. Wir nehmen an, dass sie die Regel (6.1.1) benutzt, und zwar mit den selben Realisationen
U_t,,...,U_1, die auch die Ketten des Algorithmus benutzen. Wegen der resultierenden Ver-
schmelzungseigenschaft gilt also Y = Y'(0) auf Ay und daher insbesondere P(Y =Y(0)) > 1—e¢.
Wegen

PY=i)—7(i)=P(Y =i)—PY(0)=i) <PY=4Y(0)#i) <P(Y #Y(0)) <e
und analog
(1) —P(Y =4)=PY(0)=0) —-PY =49 <PY(0)=4Y #i) <PY #Y(0)) <e

folgt |P(Y =1i) — w(i)| < e. Da e > 0 beliebig war, ist der Beweis beendet. O
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Bemerkung 6.2.3 (Aufwand). Die Wahl der T} hat keinen Einfluss auf den Verschmel-
zungszeitpunkt, aber auf die Gesamtanzahl der Iterationen der zufilligen Funktionen ¢(-,u),
d.h. auf die Gesamtanzahl der Markovschen Schritte. Wenn man 7T}, = k wihlt, so miissen
142434+ K* = $K*(K* + 1) Markovschritte ausgefiihrt werden, wobei K* die kleinste
Zahl k ist, so dass die zum Zeitpunkt —k gestarteten Ketten zum Zeitpunkt Null verschmol-
zen sind. Wenn allerdings T}, = 2¥~! gewihlt wird, dann ist die Zahl der Markovschritte gleich
14244484 +28 =2L"+1 _ 1 wobei L* € N so gewiihlt ist, dass 21 < K* < 2L, Also
ist diese Anzahl nicht grofier als 4K*, d. h. diese Wahl der T}, ist effizienter. &

Bemerkung 6.2.4 (‘Coupling to the future’). Eine auf der Hand liegende Variante des
Propp-Wilson-Algorithmus ist die folgende: Wir starten in jedem Zustand eine Markovkette
zum Zeitpunkt 0 und lassen sie alle mit den selben Ubergangsregeln so lange laufen, bis sie
alle in einem Zustand verschmolzen sind. Dann miisste doch dieser Verschmelzungszustand die
gesuchte Verteilung haben.

Dies ist allerdings nicht richtig, wie das Gegenbeispiel

r=(2,1), P:(%%) (6.2.3)

zeigt. Wie man leicht sieht, ist m die invariante Verteilung von P auf dem Zustandsraum
I = {1,2}. Lassen wir also zwei Markovketten, die wir in 1 bzw. in 2 starten, laufen, bis
sie zum Zeitpunkt N erstmals miteinander verschmelzen. Daher sind sie zum Zeitpunkt N — 1
in verschiedenen Zustdnden. Daher kéonnen die Ketten zum Zeitpunkt N nicht in 2 sein, denn
von 2 kann man nicht zu 2 in einem Sprung gelangen, aber eine dieser Ketten kam ja von die-
sem Zustand. Daraus folgt, dass sich die Ketten nur in 1 zum ersten Mal treffen kénnen, d. h.
die Verteilung zum Verschmelzungszeitpunkt ist konzentriert in 1. Dies ist natiirlich nicht die
invariante Verteilung . <&

Bemerkung 6.2.5 (Frisches Ziehen). Esist fiir die Korrektheit des Propp-Wilson-Algorithmus
wesentlich, fiir alle betrachteten Ketten ab dem Zeitpunkt —T7}, die selben Realisationen U_7, , ..., U_1
zu benutzen. Wenn wir etwa fiir jede Kettenfamilie, die zum Zeitpunkt —7} gestartet wird,
‘neu gezogene’ Realisationen der unabhéngigen, gleichférmig auf [0, 1] verteilten Zufallsvaria-
blen U, mit n = —T, ..., —1, also fiir die gesamte Lauflinge, benutzten (d. h. fiir das Intervall
{-=Tk—1,...,—1} nicht die Sprungentscheidungen der zum Zeitpunkt —7T}_; gestarteten Ketten
benutzten), so erhalten wir zum Verschmelzungszeitpunkt nicht die gewiinschte Verteilung. Als
Beispiel betrachten wir die Kette in (6.2.3). Mit der Wahl T}, = 2¥~! etwa betrachten wir den
(zufélligen) kleinsten Index K € N, so dass die zum Zeitpunkt —Tk gestarteten Ketten zum
Zeitpunkt 0 verschmelzen, dann gilt:

P(Y=1)=> P(K=FkY =1)

k=
P( Y =1)+PK=2Y =1)
—P(K=1)P(Y =1|K=1)+P(K =2)P(Y =1| K =2)
1 2

2

2 3
22 2.
5=1°3- ")

(Die drittletzte Gleichung sieht man so ein: P(K = 1) = 3 ist klar, und auf {K = 1} muss
offensichtlich auch ¥ = 1 sein. Um das Ereignis {K > 1} zu realisieren, miissen zunéchst ein
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Auf- und ein Absprung gleichzeitig passiert sein, das hat die Wahrscheinlichkeit % Um {K =2}
gegeben {K > 1} zu realisieren (nun werden ja beide Sprungentscheidungen zu den Zeitpunkten
—2 und —1 neu ausgewiirfelt), miissen genau drei der vier moglichen Sprungkombinationen
geschehen, und dies hat die Wahrscheinlichkeit %. Dies zeigt, dass P(K = 2) = %. In zwei der drei
Méglichkeiten sind die beiden Ketten in 1 zum Zeitpunkt Null, also gilt P(Y =1 | K = 2) = 2.)

Also hat Y dann eine andere Verteilung als .

Die Idee des stédndigen Neu-Auswiirfelns der Zufallsvariablen U_r,,...,U_; wird aber in
Abschnitt 6.4 verfolgt und ausgebaut werden, denn sie verringert den Nachteil des Propp-Wilson-
Algorithmus des grofien Speicherplatzverbrauchs. &

Bemerkung 6.2.6 (Einfluss der Ubergangsfunktion). Das folgende Beispiel zeigt, dass
die Wahl der Ubergangsfunktion ¢ in (6.1.1) eine wichtige Rolle spielt fiir die Termination des
Algorithmus. Betrachten wir I = {1,2} und die Ubergangsmatrix

=]

Il
—~
N[
NO[—
~—

)

Il
/N
DO DO —
DO DO —

). (6.2.4)

Die zugehorige Markovkette ist eine Folge unabhéngiger, auf I gleichférmig verteilter Zufalls-
variablen, es handelt sich also um ein sehr simples Beispiel. Als Ubergangsfunktion kann man
wéhlen:

. 1, fallsu e 0,1],
Pi,u) = Eﬂ (6.2.5)
2, fallsu e (3,1],
aber auch das durch
1, fallsuel0, 2, fallsuel0,1
o(liu) =< " A [1’ ) und  @(2,u) =14 ans [1’ ) (6.2.6)
2, fallsue (5,1], 1, fallsu e (5,1],

gegebene ¢. Man kann leicht zeigen, dass die Wahl in (6.2.5) dazu fiihrt, dass mit der Wahl
T1 = 1 die zum Zeitpunkt —7T} gestarteten Ketten mit Wahrscheinlichkeit Eins zum Zeitpunkt
0 verschmelzen, aber die Wahl in (6.2.6) impliziert, dass die Ketten sich mit Wahrscheinlichkeit
FEins gegenseitig nie treffen, egal wie tief in die Vergangenheit geschaut wird. &

6.3 Monotonie und ‘Sandwichen’

Wenn der Zustandsraum [ sehr grofl ist, dann ist es unmoglich, jede der in den einzelnen
Zustinden gestartete Markovketten zu implementieren, und der Algorithmus hat nur theore-
tischen Wert. In vielen konkreten Anwendungen gibt es allerdings Moglichkeiten, gewisse Struk-
tureigenschaften auszunutzen, so dass die Anzahl der benétigten Ketten drastisch verringert
wird. (Nebenbei wird auch noch der Aufwand des Testens, ob alle beteiligten Ketten mit ein-
ander verschmolzen sind, stark verkleinert.) In diesem Abschnitt diskutieren wir die Monotonie
als eine solche Moglichkeit.

Die Idee ist die folgende. Falls auf dem Zustandsraum I eine Ordnung existiert und ein
kleinstes Element 0 und ein grofites T und wenn man die Ketten so konstruieren kann, dass die
anfingliche Ordnung dieser Ketten in jedem Markovschritt beibehalten wird, dann haben wir
Verschmelzung genau dann, wenn die in 0 gestartete Kette mit der in 1 gestarteten verschmolzen
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ist.? Also miissen wir in diesem Fall tatséchlich nur zwei Ketten laufen lassen, was den Aufwand
enorm verringert.

Die Eigenschaft der Ordnungserhaltung héngt nicht nur von der Markovkette P ab, sondern
auch von der Wahl der Ubergangsregel, wie wir im folgenden simplen Beispiel demonstrieren.

Beispiel 6.3.1 (Irrfahrten). Wir betrachten auf I = {1, ..., k} die symmetrische Irrfahrt, also

Dii+1l = Piji—1 = % fir « = 2,...,k — 1 mit Randbedingungen p11 = p12 = Pk = Phk—1 = %
Die invariante Verteilung m ist die Gleichverteilung auf I. Wir wéhlen die Ubergangsfunktion
mit
1, fallsu € ]0,1], k—1, fallsue]0,3],
D T L T s e [0.2]
2 sonst, k sonst,
und

, i—1, fallsue|0,3],
i,u) =
90 u) {z + 1 sonst.

Die mit diesem ¢ nach (6.1.1) konstruierte Markovkette funktioniert also nach dem Motto:
‘Wenn u € [0, %], so wiihle die kleinere Moglichkeit, im Fall u € (%,1] die grofiere’. Da alle
Ketten diesem Motto folgen, wird die Ordnung der k£ in den Zustédnden 1,...,k gestarteten
Ketten also zu keinem Zeitpunkt verindert. Die Eigenschaft von ¢, die hierzu fiihrte, ist die
folgende:

Fiir jedes u € [0, 1] gilt: i<j = o(,u) < o(j,u),
d.h. ¢(-,u) ist monoton steigend fiir jedes u € [0, 1].

Es ist leicht, eine andere Ubergangsfunktion anzugeben, die es erméglicht, dass zwei Ketten
mit einander die Pliatze wechseln, also die Ordnung veréndern. <&

Auch im Ising-Modell (siehe Beispiele 5.1.4 und 5.3.2) gibt es eine geeignete Ordnungsstruk-
tur. Es sei bemerkt, dass es die Anwendung auf dieses Modell war, die im Originalartikel [PW96]
ausfiihrlich diskutiert wurde und auf diese Weise sehr schnell die Aufmerksamkeit auf sich zog,
so dass der Propp-Wilson-Algorithmus schnell bekannt und anerkannt wurde.

Beispiel 6.3.2 (Ising-Modell). Wir betrachten das Ising-Modell auf I = {—1,1}" mit einem
beliebigen endlichen Grafen G = (V, E). Auf dem Zustandsraum [ haben wir die Halbordnung

i<j =  VYzeViig<j,

fiir Konfigurationen i = (iy)zey und j = (jz)zey. Diese Ordnung ist zwar nicht total, d. h. nicht
jede zwei Konfigurationen kénnen mit einander verglichen werden, aber es gibt genau eine grofite
Konfiguration T und eine kleinste 6, die komplett aus Einsen bzw. aus —1 besteht. Jede Konfi-
guration ¢ erfiillt 0 <1< 1.

Als zu Grunde liegende Markovkette benutzen wir den Gibbs-Sampler aus Abschnitt 5.4.
Sei also i = (iz)zey eine Konfiguration. Wir miissen nun eine Ubergangsfunktion ¢(i, ) fiir die
Gibbs-Sampler-Markovkette so festlegen, so dass ¢(-, u) fiir jedes u € [0, 1] monoton steigend ist.
Hierzu formulieren wir ein zweistufiges Programm, d. h. wir fithren die Markovkette mit Hilfe von
zwei unabhéngigen auf [0, 1] gleichférmig verteilten Zufallsvariablen aus, indem wir die erste fiir
die Wahl des Gitterpunktes benutzen (Schritt (i) im Algorithmus) und die zweite fiir die Wahl
des Spins in diesem Gitterpunkt (Schritt (ii)). Mit der Ubergangsfunktion ¢;(i,u) = x, falls

*Im Fachjargon redet man auch von ‘Sandwichen’.
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u € [77_‘1, |”T7|), ‘wiirfeln” wir den Gitterpunkt z € V- = {1,...,|V|} mit der Gleichverteilung aus,

und mit der Funktion

+1, fallsu < [6*45[k+(i,z)fk_(i,z)]]*1

—1 sonst,

Y

o2(i, T, u) = {

wahlen wir den Spin der Konfiguration ¢ im Gitterpunkt z nach der bedingten Verteilung gegeben
die Spins der Nachbarn von z; hierbei ist k4 (i, z) die Anzahl der 4+1-Spins der Nachbarpunkte
von z in 4, und k_ (7, z) die Anzahl der —1-Spins; siehe Beispiel 5.3.2. Es ist leicht zu sehen, dass
fiir jedes u € [0,1] und fiir jedes x € V' die Funktion ¢o(+, z, ) monoton steigend beziiglich der
oben definierten Halbordnung ist, denn fiir ¢ < j ist k4 (i, 2) < k4+(j,2) und k_(i,2) > k_(j,x)
fiir jedes € V. Also hat die mit dieser Ubergangsfunktion konstruierte Markovkette die Mono-
tonieeigenschaft, die es ermdoglicht, die Verschmelzung aller Ketten allein mit der Verschmelzung
derin T und 0 gestarteten Ketten zu priifen. &

Wir beschrianken uns auf diese beiden Beispiele. Im Grafenfirbungsmodell in Beispiel 5.5.2
gibt es keine Monotonieeigenschaft, die ein analoges Vorgehen ermdoglicht, aber es sind alternative
Methoden entwickelt worden.

6.4 Wilsons Modifikation

Der Propp-Wilson-Algorithmus weist den Nachteil eines hohen Speicherplatzbedarfs auf, denn
die Realisationen der unabhéngigen auf [0, 1] gleichférmig verteilten Zufallsvariablen U,, miissen
ja bei jedem Markovschritt einer Kette wieder benutzt werden, ohne sie neu auszuwiirfeln: Wir
hatten in Bemerkung 6.2.5 gesehen, dass eine unabhéingige Neuauswiirflung zu einer falschen
Verteilung des Verschmelzungszustands fiithrt. Im Extremfall konnte also der Algorithmus mitten
in der Ausfithrung zum Abbruch gezwungen sein, wenn der Speicherplatz nicht mehr ausreicht.

Um diesem Problem zu begegnen, entwarf Wilson [Wi00] eine Modifikation des Algorithmus,
in der fiir jeden Markovschritt neue Realisationen benutzt werden konnen, so dass also der
Speicherplatzbedarf drastisch sinkt. Ferner hat die Modifikation die Eigenschaft, dass sie dem
Prinzip Coupling to the future folgt, also die Markovketten immer tiefer in die Zukunft hinein
konstruiert. In Beispiel 6.2.4 sahen wir, dass dann der Verschmelzungszustand ebenfalls eine
falsche Verteilung haben kann, also muss hier modifiziert werden. Dies wird gemacht, indem nach
dem Verschmelzungszeitpunkt die Markovketten weitergefithrt werden bis zu einem zufélligen
Zeitpunkt, dessen Definition relativ kompliziert ist.

Um Trivialititen zu vermeiden, setzen wir voraus, dass die Ubergangsregel ¢ in (6.1.1) so
gewihlt wird, dass die Termination mit Wahrscheinlichkeit Eins geschieht (vergleiche Satz 6.2.1).
Es sei (7;)ken eine Folge von unabhéingigen identisch verteilten N-wertigen Zufallsgroen, die
jeweils die Verteilung der Verschmelzungszeit einer Propp-Wilson-Familie von Markovketten ist,
also der erste Zeitpunkt, zu dem alle in den jeweiligen Zusténden des Zustandsraums I gestarte-
ten Ketten sich in einem einzigen Zustand getroffen haben. Eine Realisation der Zufallsgréfie 7
erhélt man, indem man dieses Verschmelzungsexperiment mit Hilfsketten ausfithrt. Wir lassen
also die k-te unabhéngige Realisation der Markovkettenfamilie laufen, bis sie verschmilzt; dies
passiert zum Zeitpunkt 7. Ein wenig formaler kann dies beschrieben werden mit einer Familie
(Uﬁk))ne_N,keN von unabhéngigen, auf [0, 1] gleichformig verteilten Zufallsgrofien. Dann betrach-
ten wir nimlich die Folge ®% = ¢™ (-, (U®)~1), die wir bis 7, = inf{n € N: &}’ € M} laufen
lassen, wobei M die Menge aller konstanten Abbildungen I — I bezeichnet.
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Nun wéihlen wir die Zeiten —T7, —T5,... des Propp-Wilson-Algorithmus zufdllig nach der
Vorschrift

k
T, = ZT]', k € Ng. (6.4.1)
j=1

Wir wéhlen die Folge (U, )ne—n, die in der Konstruktion der Propp-Wilson-Ketten benutzt wer-
den, unabhéingig von der Familie (Uff))ne_N?keN, also ist auch die Folge der Zeiten 75, unabhingig
von der Folge (U, )ne—n. Der Beweis der Korrektheit in Satz 6.2.2 zeigt, dass der Algorithmus
auch mit den so definierten zufélligen T}, korrekt funktioniert.

Damit ist der modifizierte Propp-Wilson-Algorithmus schon vollstdndig definiert. Nun be-
leuchten wir diese Modifikation aus anderem Winkel und erldutern, dass er implementiert werden
kann als ein Coupling to the future Algorithmus und dass keine der auf [0, 1] gleichférmig ver-
teilten Variablen zweimal ausgewertet wird.

Der Vektor B . .
) =™ (, (U) 5" )
beschreibt den Propp-Wilson-Prozess von Markovketten im Zeitintervall {—T}, ..., —T}_1}. Die
Folgen (&)ﬁf Nnen und (®47),en von Hilfsketten sind unabhiingige Kopien von einander, und als
Zeitdauer des ersten Prozess wihlen wir die Verschmelzungszeiten des zweiten. Es ist keineswegs
gewihrleistet, dass die Ketten, die zum Zeitpunkt —7T} gestartet wurden, bis zum Zeitpunkt
—T},—1 verschmolzen sind (d.h. dass der Vektor &)(T',? eine konstante Abbildung ist), denn die

Verschmelzungszeit B
o = inf{n € N: " € M}

ist ja unabhédngig von der gewihlten Laufzeit 7. Man beachte, dass die Verschmelzung dieses
Prozesses genau das Ereignis {0} < 7} ist. Ferner beachte man, dass die Folge der Groen oy,
und 73 eine unabhéngige, identisch verteilte Folge ist. Insbesondere ist

p=Ploy < 11) =P(og > %),

und die Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten ist mindestens 1 (denn sie ist gleich der
Summe der Wahrscheinlichkeiten von {o} > 7} und {0} < 73} und zwei Mal der von {0}, = 71 }).
Also gilt p > % Daher ist die Folge der Ereignisse, dass die zum Zeitpunkt —7} gestartete
Kettenfamilie bis zum Zeitpunkt —7}_; verschmolzen sind, eine Folge unabhéngiger identisch

verteilter Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit p. Setze
J =inf{k e N: o € M},

dann ist J geometrisch zum Parameter p verteilt. Fiir k = 1,...,J—1 verschmelzen also die zum
Zeitpunkt —T}, gestartete Kettenfamilie bis zum Zeitpunkt —7}_ nicht, aber die J-te Generation
tut dies. Da der Wert von p im Allgemeinen unbekannt ist, arbeitet man statt dessen mit dem
Parameter %, indem man auf dem Ereignis {0} = 7} eine unabhingige faire Miinze wirft und
sich in diesem Fall mit Wahrscheinlichkeit % fiir eine der beiden Kettenfamilien entscheidet.
Also kann Wilsons Modifikation auf die folgende Weise implementiert werden: Wir generieren
zunéchst eine geometrisch verteilte Zufallgrofle J mit Parameter % Da die Folgen (&)ﬁf ))neN und
(@47 )nen unabhiingige Kopien von einander sind, kann man die Liufe dieser beiden Prozesse
als einen ‘Zwillingslauf’ betrachten, von denen wir viele unabhéngige Kopien laufen lassen,
bis eine von ihnen verschmilzt. Die erste Kopie macht dies zum Zeitpunkt o, die zweite zum
Zeitpunkt 7, und wir betrachten beide Kopien bis zum Zeitpunkt o A 7. Bei den ersten J — 1
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dieser Zwillingsldufe wihlen wir den ‘Verlierer’ aus (d. h. diejenige Kette, die bis zum Zeitpunkt
oy AT, noch nicht verschmolzen ist, bzw., falls beide verschmolzen sind, eine zuféllige von ihnen),
aber beim J-ten Mal den Gewinner. Wenn wir diese Kopien an einander hingen, erhalten wir
eine Realisation des oben definierten Propp-Wilson-Algorithmus mit den in (6.4.1) festgelegten
zufilligen Tj. Bei allen Markovspriingen werden hierbei neu ausgewiirfelte Realisationen der
benutzten Zufallsvariablen U, bzw. Uy” benutzt, so dass keine dieser Werte gespeichert werden
muss, und dies war die urspriingliche Motivation.

6.5 Der Fill-Algorithmus

Einer der Nachteile des Propp-Wilson-Algorithmus ist die Tatsache, dass der Verschmelzungs-
zeitpunkt und die Ausgabe des Algorithmus nicht unabhéngig sind, sondern stark korrelieren.
Wenn der Anwender also aus Ungeduld oder Zeitmangel den Algorithmus abbrechen mochte,
um ihn neu zu starten, so muss er ganz am Anfang beginnen und kann nicht den Zustand zum
Abbruchzeitpunkt verwenden. Der Fill-Algorithmus, den wir in diesem Abschnitt vorstellen,
vermeidet diesen Nachteil, indem er die gesuchte Verteilung unabhingig von der Anzahl der
Iterationsschritte generiert. Daher kann der Algorithmus ohne Probleme unterbrochen und neu
gestartet werden.

Wir legen wieder eine Markovkette mit irreduzibler aperiodischer Ubergangsmatrix P zu
Grunde, die die gesuchte Verteilung m auf I als invariante Verteilung besitzt. Wir bendtigen
auch die zeitinverse Markovkette, die die Ubergangsmatrix P = (p; ;)i jer besitzt, die gegeben
ist durch

~ W(])p]z ..
= — I 6.5.1
pl,j W(Z) 9 1”] 6 ( )
Falls also die Kette (Xo,...,Xy) die Ubergangsmatrix P hat, so hat (Xg,..., Xo) die Uber-

gangsmatrix P. Auch P ist ergodlsch und besitzt 7 als invariante Verteilung.

Der Algorithmus von Fill setzt nicht voraus, dass fiir P eine monotone Ubergangsregel 5
wie in (6.1.1) existiert, aber wir tun dies hier zur Vereinfachung, d.h. wir behandeln nur die
Version des Fillschen Algorithmus bei Vorliegen und unter Ausnutzung von Monotonie, wie
in Abschnitt 6.3. Auf I gebe es also eine Halbordnung < und eindeutig bestimmte extremale
Elemente 0 und T, so dass 0 <4 <1 fiir jedes i € I, und es gebe eine Ubergangsregel 5, so dass
¢(-,u) monoton steigend ist fiir jedes u € [0, 1].

Der Algorithmus von Fill ist folgender Maflen definiert. Fiir £k = 1,2,4,8,... fiihrt man
unabhéngig die folgende Routine aus, bis zum ersten Mal eine Ausgabe erhalten wird. Zun#chst
produzieren wir eine Markovkette (Xo, ..., Xj) mit Ubergangsmatrix P, die in X, = 0 gestartet
wird, und wir setzen z = Xj. Wir setzen X = (Xo,...,X) = (Xp,...,Xo), dann hat die-
se Kette die Ubergangsmatrlx P. Gegeben den Pfad )~( wird eine neue zufalhge Trajektorie
Y = (YO, .. Yk) startend in Yp = 1, produziert nach den folgenden Ubergangswahrscheinlich-
keiten zum Zeltpunkt s € {1,...,k}. Mit einer Zufallsvariable US7 die die Verteilung einer auf
[0,1] gleichformig verteilten Zufallsvarlable U gegeben das Ereignis {¢(X,_1,U) = X,} besitzt,
setzen wir Yy = ¢(YS 1, U, ). Falls Y = 0, so terminiert der Algorithmus und gibt den Wert z
aus. Anderen Falls beseitigen wir sdmtliche Information und wiederholen die Routine mit dem
néchsten Wert von k.

Aus der Struktur des Algorithmus ist sofort ersichtlich, dass er jederzeit abgebrochen und
neu gestartet werden darf, und diese Eigenschaft war die hauptséchliche Motivation. Die Werte
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von k muss so getroffen werden, dass sie divergieren, damit die Akzeptanzwahrscheinlichkeit
gegen Eins konvergiert.
_ Die Monotonie von gg( u) fiir jedes v und die Konstruktion von Y garantiert ubrlgens dass
X5 <Y fiir jedes s € {0,..., k} gilt. Dies sieht man iterativ ein: Es gilt Xo = 0<1=<Yp, und
wenn X 1 <Y, 1,80 folgt X ¢(XS 1L, Us) < ¢( 1, )—qﬁ(Ys 1,U ) = Y,.

Als Vorstufe zum Korrektheitsbeweis des Fill-Algorithmus werfen wir einen Blick auf das
sogenannte rejection-sampling:

Lemma 6.5.1 (Verwerfungsmethode). Sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf I, und sei
¢ > 1 so, dass w(i) < cv(i) fir jedes i € I. Dann terminiert der folgende Algorithmus in
endlicher Zeit und generiert eine nach w verteilte Stichprobe:

(a) Ziehe einen nach v verteilten Wert X € I.

(b) Gegeben X = i, akzeptiere diesen Wert mit Wahrscheinlichkeit ;(é)) und terminiere; an-

sonsten verwerfe ihn und gehe zurick zu (a).

Beweis. Es gilt

P(X =i, X wird akzeptiert) = v(i)—= = —',
also auch
P(X wird akzeptiert) = % und P(X =i | X wird akzeptiert) = 7(i).
Da die Akzeptanz von X positive Wahrscheinlichkeit hat, tritt sie in endlicher Zeit ein, und der
Zeitpunkt des ersten Akzeptierens hat sogar endliche Erwartung. O

Mit diesem allgemeinen Beispiel im Hinterkopf beweisen wir nun die Korrektheit des Fill-
Algorithmus.

Satz 6.5.2. Der Algorithmus von Fill terminiert in endlicher Zeit und gibt einen nach w ver-
teilten Wert aus.

Beweis. Die Verteilung des vorgeschlagenen Wertes z ist v, = P5(X}, € -) = P* (0, -), wobei Pk

die k-te Potenz von P bezeichnet. Wir setzen im Folgenden voraus, dass k so grof} ist, dass pF
ausschlieBlich positive Eintrége besitzt. Aus (6.5.1) erhélt man leicht die Beziehung

Wir betrachten nun ¢, = 7(0)/P*(1,0). Auf Grund der Monotonie von P gilt

o~

Do 0 e O kG
7'('(1)_ ﬁk(l,a)P (Ov )< ﬁk(/l\ a)P (0 ) k k() el

wir befinden uns also in der Situation von Lemma 6.5.1. Um dieses Lemma anzuwenden, miissen
wir zeigen, dass die Akzeptanzwahrscheinlichkeit fiir den vorgeschlagenen Wert z gleich ciiz()z)
ist. Hierzu reicht es zu zeigen, dass

P(Y,=0| X, =2) = =———~, (6.5.2)
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denn man errechnet leicht, dass

ﬁk(i@ (z)P*1,0)  w(2)
0

1
0,2) cvr(z)

k
7(0) Pk (
Um (6.5.2) einzusehen, analysieren wir die Struktur der gemeinsamen Verteilung der Ketten Y
und X. Fiir alle 2 = (g, ..., 2}) € I¥! mit 29 = z und 3, = 0 und fiir alle y = (yo, . .., yx) mit
yo = 1 und yi = 0 ist ndmlich

k

P(xs—lvms) H]P)(Y:s =Ys ’ ?9—1 = ys—lvjzs = msaXs—l = xs—l)

l
l
I
=

PY =y, X =2

@
Il
-
@
Il
—

|
=

[P(as(xsflv Us) = :L‘S)P(gg(ys,l, U)=ys | 5(:133,1, U) = x5)

vl
Il
—

I
— =
=
0
<

w

>

S

I

<

<

I
=
j.< Ll
I

N

Durch Summation iiber alle solchen Vektoren 2 und y erhilt man P(Y;, = 0, X}, = 2) = P(Y}, =
6), und dies impliziert (6.5.2). Dies zeigt, das der Wert z die gesuchte Verteilung 7 besitzt, wenn
er akzeptiert wird.

Da die Akzeptanzwahrscheinlichkeit é = Pk(1,0)/x(0) fiir k — oo gegen 1 konvergiert, ist
sie fiir geniigend grofle k oberhalb einer festen positiven Schranke, etwa ¢, > % Daher terminiert
der Fillsche Algorithmus fast sicher in endlicher Zeit. O
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