Kapitel 5

Energiemethoden fiir
elliptische
Differentialgleichungen

Wir werden im weiteren vor allem partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
betrachten.

5.1 Typeneinteilung bei partiellen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung

Eine quasilineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die Gestalt

d
Z a;,(x)0;0ku + F (x,u,01u,...,0qu) =0 (5.1)

G k=1
oder in Nabla-Notation
VAX)Vu+ F (x,u,01u, . .., 0qu) = 0.

Eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die Form

d
a;k(x)0;0ku + b(x) - Vu + ¢(x)u = F(x).
k=1
Nach dem Satz von Schwarz gilt 0;0,u = 0;0;u falls u hinreichend regulér ist.
Daraus folgt, dass die Gleichung (5.1) in Wirklichkeit fiir 0;0,u zwei Koeffizienten
enthilt, ndmlich a;x(x) und ay;(x). Zur Eindeutigkeit legt man fest
ajr(x) = ar; (x).

Der Typ der partiellen Differentialgleichung wird durch die Koeffizientenfunk-
tionen der zweiten Ableitungen bestimmt, die man in Matrixform schreiben kann

ail (X) L ald(x)
A(x) = : :
aqil (X) e add(x)

Die Matrix A(x) ist auf Grund der obigen Festlegung symmetrisch. Damit sind alle
ihre Eigenwerte reell.
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Definition 5.1 Auf der Teilmenge Q von Q seien a Eigenwerte von A(x) positiv, 3
negativ und 7y gleich Null. Die quasilineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
nennt man auf der Menge Q vom Typ (a, (3, 7). Sie heift

- elliptisch auf Q, wenn sie vom Typ (d,0,0) = (0,d,0) ist,

- hyperbolisch auf Q, wenn sie vom Typ (d —1,1,0) = (1,d — 1,0) ist,

- parabolisch auf Q, wenn sie vom Typ (d —1,0,1) = (0,d — 1,1) ist.
Bei linearen partiellen Differentialgleichungen sprechen wir von einer parabolischen
Gleichung, wenn neben der obigen Bedingung noch zusétzlich

Rang(A(x), b(x)) = d
in Q gilt. O

Mit dieser Definition sind nicht alle Félle abgedeckt. Die anderen Félle sind
jedoch wenig interessant.

Beispiel 5.2 1. Bei der Poisson-Gleichung sind a;; = —1 < 0 und a;; = 0 fiir
i # j. Somit sind alle Eigenwerte von A negativ und die Poisson—Gleichung ist
eine elliptische Differentialgleichung. Das gleiche gilt auch fiir die stationére
Wirmeleitungsgleichung (1.5).

2. Bei der Wirmeleitungsgleichung (1.7) hat man neben den partiellen Ablei-
tungen im Ort auch noch die in der Zeit. Die zeitliche Ableitung muss man
bei der Matrix A auch beriicksichtigen. Da diese Ableitung nur von erster
Ordnung ist, hinterlisst sie in A eine Nullzeile/-spalte. Man hat also, zum
Beispiel fiir die Warmeleitungsgleichung, a;; = —1 < 0,4 = 2,...,d 4+ 1,
a1 =0, a;; =0 fiir 7 # j. Ein Eigenwert ist somit Null und die anderen be-
sitzen dasselbe Vorzeichen. Der Vektor im Term erster Ordnung hat die Form
b= (1,0,..., O)T € R, wobei die Eins von dyu kommnt. Man sicht sofort,
dass (A, b) vollen Spaltenrang besitzt. Damit ist (1.7) parabolische partielle
Differentialgleichung, sieche Abschnitt ?7.

3. Ein Beispiel fiir eine hyperbolische PDE ist die Wellengleichung
OPu—e*Au=f in Qx(0,T),

siehe Abschnitt 1.3.4.

5.2 Variationsmethode und symmetrische Proble-
me

5.2.1 Existenz einer Losung im Sinne der Distributionen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Poisson—Gleichung

—Au = f inQ,

U g auf 09. (5-2)

Zum Beweis der Existenz von Losungen soll das Dirichlet—Prinzip aus Satz 1.7 ge-
nutzt werden. Die Eindeutigkeit einer Losung wurde ja bereits im Satz 1.8 bewiesen.
Wir definieren das Energiefunktional

1
E :V,—R, ur—>/§||Vu||§ffudx7
Q
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wobei V, := {u € H*(Q) : ulpa = g} (im Sinne der Spur). Angenommen, u € V,
sei Minierer dieser Energie. Als Vergleichsfunktion betrachten wir u. := u + gp mit
¢ € H}(2). Diese Funktion erfiillt ebenfalls die Randbedingung, also u. € V;. Da
die Energie in u ein Minimum annimmt, gilt

d
0=—FE(u+ep)|—o = / Vu -V — fo dx.
de Q

Insbesondere gilt diese Gleichung fiir ¢ € D(Q), also gilt —Au = f im distributio-
nellen Sinne. Die Randbedingung ist wegen u € Vj ebenfalls erfiillt. Es bleibt zu
zeigen, dass ein Minimum u von E existiert.

Satz 5.3 Existenz einer Losung von (5.2). Seien Q) beschrinkt mit Lipschitz-stetigem
Rand, f € L*(Q) und die Randwerte g gegeben als Spur einer Funktion g € H(Q).
Dann existiert ein Minimierer u der Energie E in V. Der Minimierer u lost die
Poisson—Gleichung (5.2) im distributionellen Sinne und die Randbedingungen sind
im Sinne der Spur erfillt.

Beweis: Zunéchst wird gezeigt, dass die Energie nach unten beschrinkt ist,
das heifit
inf —00. .
ulgvg (u) > —o0 (5.3)
Das bedeutet, dass der positive erste Term die Energie dominiert.
Sei u € Vy, u = g + v mit der im Satz fest gewéhlten Funktion g € V; und mit
v € H}(Q). Dann folgt mit Cauchy—Schwarz—Ungleichung, Dreiecksungleichung,
Poincaré-Ungleichung und noch einmal die Dreiecksungleichung

/qu dx| < fllgz llullge < (F1L2 (lgll g2 +[lvll L2)
< Az gllze + Cr L Fll 2 Vol L2
< A fllze Ngllze + CrllfllLz IVl e + Cr I Fll 2 [[Vull 2

Ci(f,9) + Ca(f) [Vul 12 -

Damit gilt fiir die Energie

1
B > 5 IVull | [ fuax
Q
1
A AN
1 2 1 2 1 2
> vl - Lywu. = Lvagz -

Hierbei wurde die Ungleichung
20, 1o
ab <e“a® + —2b
€

mit a = Cy, b = ||Vul|,., € = 1/2 verwendet. Das Quadrat in der letzten Zeile der
Abschétzung fiir die Energie ist positiv und damit folgt (5.3). Die Energie von u
kontrolliert das Quadrat der H!(£2)-Norm von u (von oben).

Wir betrachten nun eine Minimalfolge {ux} € Vj, das heifit E(uy) — inf E(u).
Falls der Raum V; nicht leer ist, existiert solch eine Folge nach Definition des Infi-
mums. Wir haben g € V,, , also ist V; nicht leer.

Als Losung u von (5.2) kommt ein Limes der Folge {uj} in Frage. Es muss
allerdings geklart werden, in welcher Form ein solcher Limes existiert, das heifit, in
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welchem Funktionenraum. Dazu betrachten wir das Energiefunktional im gesamten
Raum H!(Q). Es gilt (Parallelogrammgleichung)

IV (k= um)lze = IV (ur+wn)lze + 2 Vurlzz + 2 Vem |72

= —2FE(up + um) —2 / (ug + um)f dx + 4E(u)
Q

+4/ukfdx+4E(um)+4/umfdx
Q

Q

= _8E (WTUW> A (ug) + AE (um)

< -8 in‘g E) +4E(ug) + 4E (um).
veVy
Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass nach dem Spursatz die Funktion
(ur + um)/2 € V,. Nach Voraussetzung konvergieren E(ur) und E(un) gegen
inf ey, E(v). Damit konvergiert die rechte Seite gegen Null und es folgt, mit Hilfe
der Poincaré-Ungleichung

luk — |71 < Cp |V (ur, = )|l 2 — 0,

da ug — um € H}(2). Die Minimalfolge {uy} ist also eine Cauchy—Folge in H'(Q).
Wegen der Vollstéindigkeit von H!(€) besitzt sie einen Grenzwert u € H'(Q2). Da
alle Elemente der Minimalfolge die Randbedingung g besitzen, liefert der Spursatz
(Stetigkeit von «), dass auch das Grenzelement diese Randbedingung erfiillt, also
u € V;. Aus der Konvergenz in H'(Q) folgt die Konvergenz der Energie, also E(u) =
infyey, E(v).

Dass Minimierer von F die Poisson—Gleichung (5.2) lésen, wurde bereits zu
Beginn dieses Abschnitts gezeigt. ]

5.2.2 Existenz einer Losung im Sinne des Hilbert—Raumes,
Darstellungssatz von Riesz

Sei V ein Hilbert—-Raum mit dem Skalarprodukt a(-,) : V' xV — R und der Norm
[vlly = a(v, )"/,

Satz 5.4 Riesz!'scher Darstellungssatz. Zu jedem stetigen linearen Funktional
f €V’ gibt es ein eindeutig bestimmtes v € V. mit

a(u,v) = f(v) VoveV.

Des weiteren ist u die eindeutig bestimmte Losung des Variationsproblems

. . (1
min F(v) = min <§a(v, v) — f(v))
Beweis: Der Beweis &hnelt demjenigen von Satz 5.3. Es werden aber nur all-
gemeine Eigenschaften von Hilbert—R&umen verwendet und kein konkreter Raum
betrachtet.
Als erstes wird die Existenz einer Losung u des Variationsproblems gezeigt.
Wegen der Stetigkeit von f gilt die Abschéitzung

lf) <clvly VveV

und daher )
2
Jolly = ¢llvlly, > —5¢

F(v) = 5

|~

1Riesz
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Im letzten Schritt wendet man einfach das notwendige Kriterium fiir ein Minimum
des mittleren Ausdrucks an. Damit ist das Funktional F' nach unten beschriankt und

1=

existiert. Sei {vi}ren eine Minimalfolge, d.h, F(vg) — d fir k& — oo. Im Hilbert—
Raum gilt die Parallelogrammgleichung, aus welcher man

2 2 2 2
low — willy + lloe +vlly = 2 |vlly + 2 [lully
erhélt. Es folgt, unter Nutzung der Linearitét von f,

ok, — ot}

Vi + U

2 vV + U
47 (0) — 4f(w) + 8 (—)
\%

2 2
2|fvelly +2lolly —4 5

— 4F(vy) + 4F(v)) — 8F (”’“TW)
< 4F(Uk)+4F(Ul) —8d — 0

fiir k,! — oo. Damit ist {vg}ren eine Cauchy—Folge, die wegen der Vollstéindigkeit
von V einen Grenzwert u € V besitzt. Da F' stetig ist, ist F'(u) = d und u ist die
Losung des Variationsproblems.

Im n#chsten Schritt wird gezeigt, dass jede Losung des Variationsproblems auch
eine Losung der Gleichung ist. Es ist, unter Nutzung der Bilinearitit und Symmetrie,

o(e)

1
F(u+ev) = §a(u+sv,u+5v) — flu+ev)

1 g2
= aa(u, u) + ea(u,v) + ga(v,v) — f(u) —ef(v)
fir alle v € V. Wenn u das Variationsproblem minimiert, dann besitzt die Funktion
®(e) an der Stelle ¢ = 0 ein Minimum. Das notwendige Kriterium fithrt auf die
Bedingung
0=9'(0) = a(u,v) — f(v) fiir allev e V.

Zum Schluss wird die Eindeutigkeit der Losung gezeigt. Seien u; und us zwei
Losungen der Gleichung. Aus der Differenz der beiden Gleichungen erhélt man

a(u; —ug,v) =0 fir allev e V.

Diese Beziehung gilt speziell fiir v = u; — uy woraus u; = ug folgt. Die Losung
des Variationsproblems ist eindeutig auf Grund der Eindeutigkeit der Losung der
Gleichung. [ |

Wir betrachten zunéchst die Poisson—Gleichung mit homgenen Dirichlet—Rand-
werten

—Au = f inQcCR?

u 0 auf 99 (5.4)

und f € H71(Q).

Definition 5.5 Schwache Lésung. Eine Funktion v € V = H}(Q) wird schwache
Losung von (5.4) genannt, falls gilt

a(u,v) = f(v) VveV (5.5)
mit
a(u,v) = (Vu, Vo) = / Vu - Vv dx.
Q
Die Gleichung (5.5) wird schwache Formulierung von (5.4) genannt. O
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Wegen der Poincare—Ungleichung gibt es eine Konstante ¢ mit
[l oy < V0l gy fiir alle v € H ().
Es folgt fiir v € H}(Q) € HY(Q)

2 2 1/2 2 2 1/2
ol = (Il + 1V0lia@) < (cIV0l) + IV0l3a0)

ClIVollre ) < Cllollgi o) -

A

Damit ist a(-,-) ein Skalarprodukt auf H{(2) mit der induzierten Norm
— 1/2
”vHH&(Q) i=a(v,v)"/7,

die zu [||| j1 () Aquivalent ist.

Nach Definition ist H~1(Q) der Raum der stetigen linearen Funktionale {iber
H}(£2). Damit folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz, dass die schwache Losung
von (5.4) existiert und eindeutig ist. Des weiteren 16st « das Variationsproblem

1 2
min  F(v) = min / —[|Vvl||5 — fo dx) .
o (v) o ( 2 Vol

Ein Vorteil der Verallgemeinerung auf rechte Seiten f € H ~1(£2) besteht darin,
dass man Randwerte g in die rechte Seite stecken kann. Man schreibt © = g+ v und
sucht eine Funktion v € V = H}(Q) mit

—Av=—-Au+Ag=f+ Ag
im Distributionssinne. Dies gelingt, denn fiir ¢ € D(Q) gilt

@a)e) = [ adp dx=- [ V9. Vg ax
¢
da das Randintegral wegen V¢ - n = 0 entfillt. Es folgt
{AG () < IVall L2 IVl L2 ) < Clleln g -

Da D(Q) dicht in HJ () ist, siche Definition 4.5, ist (Ag)(p) fiir alle p € H}(Q)
beschrankt. Linearitdt ist klar und verbunden mit der Beschréinktheit folgt damit
die Stetigkeit. Somit definiert Ag ein Element in H~1(Q).

Anwendung des Rieszschen Satzes auf v ergibt die Folgerung;:

Folgerung 5.6 Sei Q0 beschrinkt mit Lipschitz—Rand 0Q, f € H-1(Q) und g €
H(Q). Dann ezistiert eine eindeutige Lisung von u € H'(2) von

a(u,v) = f(v) Yove HYD),
u = g auf 0f).

5.3 Bilinearformen und Darstellungssatz von Lax—
Milgram
Nun wird eine Verallgemeinerung des Rieszschen Darstellungssatzes, Satz 5.4, auf

unsymmetrische Bilinearformen betrachtet. Sei b(-,-) : V x V — R eine Bilinear-
form, die beschrankt

|b(u,v)| < cllully [|v]l,, fir alle u,v € V,e> 0,
und positiv definit
blu,u) > mjul];  fiir alle w € V,m > 0,

ist.
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Satz 5.7 Satz von Laz?>—Milgram?3. Sei b(-,-) : V x V — R eine beschrdinkte
und positiv definite Bilinearform auf dem Hilbert—-Raum V. Zu jedem beschrdnkten
linearen Funktional f € V' gibt es genau ein u € V mit

b(u,v) = f(v) fiir allev e V. (5.6)

Beweis: Mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes werden lineare Operatoren
7,7 : V —V durch

a(Tu,v) =b(u,v) Vo eV, a(T'u,v)=blv,u)VveV (5.7)

definiert. Da b(u, -) und b(-, u) stetige lineare Funktionale auf V' sind, existieren T'u,
T’u und sind eindeutig bestimmt. Weil die Operatoren der Bedingung

a(Tu,v) = a(u, T'v)

geniigen, wird 7’ der adjungierte Operator zu T genannt. Wir setzen v = Tu in
(5.7) und erhalten aus der Beschrénktheit von b(-, -)

2
[Tully = a(Tu, Tu) = b(u, Tu) < cllully [|Tully, = [Tully, < cllully,

fiir alle v € V. Damit ist T beschriinkt. Da T linear ist Ubungsaufgabe, ist T damit
stetig. Mit dem gleichen Argument ist auch 7" stetig.
Man definiert die Bilinearform

d(u,v) := a(TT'u,v) = a(T'u, T'v) Y u,v e V.

Die Bilinearform d(-, -) ist symmetrisch. Mit Hilfe der Positivitéit von b(+,-) und der
Cauchy—Schwarz—Ungleichung erhilt man

4 2 2 2
m? o]y, < b(v,0)? = a(v, T'v)* < ||y, IT"0]ly, = (o]} d(v,v).
Damit und der Beschrinktheit von 7" erhilt man
2 2 / / /112 2
m* ||l < d(v,v) = a(T'v, T"v) = [Ty, < vy -

Demzufolge ist d(-,-) auch positiv definit und erzeugt ein Skalarprodukt auf V.
Die durch d(v,v)'/? erzeugte Norm ist #quivalent zu |v||,,. Aus dem Rieszschen
Darstellungssatz folgt nun, dass es ein w € V gibt mit

d(w,v) = flv) Vo eV.
Nun ist u = T'w die Losung von (5.6), da
f(v) =d(w,v) = a(T(T'w),v) = b(T'w,v) YwveV.

Die Eindeutigkeit von u wird genauso wie im symmetrischen Fall bewiesen.
Ubungsaufgabe [ ]
Nun betrachten wir das Problem

~V - (AX)Vu) +c(x)u = f inQCRY

u = 0 auf0Q, (5-8)

mit A(x) € R? fiir jeden Punkt x € Q. Die Koeffizienten a;;(x) und ¢(x) > 0
werden als beschréinkt vorausgesetzt. Die Matrix A wird in jedem Punkt x € 2 als

2Lax
3Milgram

47



gleichméBig elliptisch vorausgesetzt, d.h. es gibt positive Konstanten m und M, so
dass

mlyl; <y"AX)y =y Ax)Ty <M|y|; VyeR'undVxe.

Die schwache Form von (5.8) wird auf die iibliche Art und Weise gewonnen,
indem man (5.8) mit Testfunktionen v € HJ (2) multipliziert, {iber 2 integriert und
partielle Integration anwendet um Ableitungen auf die Testfunktion zu iibertragen:
Finde u € H(Q), so dass

a(u,v) = f(v) fiir alle v € Hy ()
mit

a(u,v) = ; Vu(x)T A(x)T Vo(x) + c(x)u(x)v(x) dx,

fo) = | feux) dx.
Q

Diese Bilinearform ist beschrinkt: Ubungsaufgabe Die positive Definitheit erhilt
man aus der gleichméBigen Elliptizitit von A(x) und der Nichtnegativitit von ¢(x):

a(u,u) = /QV’LL(X)TA(X)TVU(X) + e(x)u(x)u(x) dx
> ; mVu(x)T Vu(x) dx =m Hu'ﬁi&(sl) .

Aus dem Satz von Lax—Milgram folgt nun die Existenz und Eindeutigkeit der schwa-
chen Losung von (5.8). Im unsymmetrischen Fall, a;; # aj;, kann diese Losung
allerdings nicht durch ein Variationsproblem charakterisiert werden.

5.4 Weitere Eigenschaften

5.4.1 Das Neumann—Problem

Im Neumann—Problem hat man Randdaten fiir die Normalenableitung der Losung
vorgegeben. Wir betrachten als einfachsten Fall das Poisson—Problem

—Au = f inQ,

Vu-n:a—:t1 = h auf' =09, (59)

wobei n die Einheitsaulennormale an 92 ist. Man sieht sofort, dass die Losung
dieser Gleichung nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Man braucht
noch eine Zusatzbedingung zur Festlegung der Konstanten, zum Beispiel sucht man
die Losung nur unter denjenigen Funktionen mit Mittelwert 0:

][udXZO.
Q

Wir wollen das Neumann—Problem (5.9) im Rahmen der Theorie von Lax—
Milgram behandeln. Formales Testen, das heifit Multiplikation von (5.9) mit einer
Testfunktion v und anschlielende partielle Integration, liefert

/Vu~Vvdxf/hvds:/fvdx.
Q r Q

48



Das ist eine Bilinearform. Geméf der obigen Bemerkung wéhlen wir als Raum fiir

die Lésung
V= {vGHl(Q) : ]Zvdx().}.
Q

Dieser Raum wird mit der Norm und dem Skalarprodukt von H!({2) ausgestattet,
womit Vi ein Hilbert—Raum wird. Als Bilinearform und rechte Seite werden

a(u,v) = /Vu-Vv dx,
Q

(FY(v) = /qu dx+/Fhv ds

genommen. Nach dem Spursatz ist fiir o € L*(T') die Form (F) stetig auf Vy.
Aus Lemma 4.15 erhélt man, dass fiir beschrinkte Gebiete eine Konstante C' > 0
existiert mit

ol g: < C V|2 YveVyuvdx=0. (5.10)

Damit definiert die Bilinearform a(, -)1/ 2 eine Norm auf Vy.

Der Satz von Lax—Milgram 5.7 liefert die Existenz einer Losung v € Vi des
Neumann—Problems

/VU-VU dxz/fv dx+/hv ds Ywve HY Q). (5.11)
Q Q r

Die Gleichung (5.11) wird schwache Formulierung von (5.9) genannt. Wahlt man
speziell v € D, dann folgt —Awu = f im Distributionssinne.

Die Neumann—Randbedingung ist im allgemeinen nicht mehr im Spursinne erfiillt
(man hat h € H~'/2(I")). Die Erfiillung im Spursinn ist erst gegeben, wenn die
Losung geniigend regulir ist, dass heifit u € H?(Q).

5.4.2 H?(Q)-Regularitit

An dieser Stelle soll nur ein Satz ohne Beweis zitiert werden. Wir betrachten das
Problem: finde u € H}(Q) mit

(AVu, Vo) + (cu,v) = (f,v) Vv e Hy(Q). (5.12)

Satz 5.8 Seien Q2 C R?, d € {2,3} beschrinkt und 0 von der Klasse C2. Fiir die
Koeffizienten von (5.12) gelte

i) aij = aji € CH Q)

ii) A sei gleichmifig elliptisch,

iii) ¢ € L*°(Q) mit c¢(x) >0 fir alle x € Q und

w) f € L*R).
Dann existiert genau eine Lésung u von (5.12) und es gilt sogar uw € H?(). Des
weiteren gilt die a priori Abschitzung

sy < € (1 oy + Il ey )
mit C = O[890z | All s oy » ell o )

Fiir einen Beweis sei auf das Buch von Evans, Abschnitt 6.3, verwiesen oder auf
das Buch von Grisvard [Gri85], Theorem 2.2.2.3.

Die H?(Q)-Regularitit der Losung hat man also nur bei glatten Daten, insbe-
sondere bei glatten Gebietsrandern. Das stellt ein Problem fiir die Analysis von
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numerischen Verfahren dar, da diese glatte Gebietsrinder im allgemeinen nur ap-
proximieren kénnen und damit ein zusétzlicher Fehler entsteht, siehe zum Beispiel
Abschnitt ?7.

Fiir d = 2 kann man die Voraussetzungen abschwichen. Da reicht schon Lip-
schitz—Rand und konvexes Gebiet, siehe das Standardwerk iiber den Einfluss der
Randglattheit auf die Regularitit der Losung von Grisvard [Grig85).
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