Kapitel 2

Der Gaufdsche Satz

Partielle Differentialgleichung sind typischerweise auf beschrinkten Gebieten des
Q C R%, d > 1, zu16sen. Dabei sind die Eigenschaften dieser Gebiete von Bedeutung,
insbesondere die Beschaffenheit ihres Randes.

2.1 Glattheit von Gebietsriandern

Definition 2.1 Rand von der Klasse C*“. Ein beschrianktes Gebiet Q C R¢
und sein Rand T sind von der Klasse C*%, 0 < o < 1, wenn fiir alle xo € ' eine
Kugel B(xg,r) mit r > 0 und eine bijektive Abbildung ¢ : B(xq,r) — D C R?
existiert mit

1) ¥ (B(xp,r) N Q) C Ri,

2) ¥ (B(xg,7)NT) C 81&1,

3) ¥ € C*%(B(xq,7)),v~1 € Ck*(D), Holder-stetig.
Das heif3t, I" ist der Graph einer Funktion von d — 1 Veréinderlichen. a

Wir werden oft voraussetzen, dass Q zur Klasse C%! gehort. Da dies bedeu-
tet, dass die Abbildung Lipschitz'-stetig ist, sagt man zu einem C®!'-Rand auch
Lipschitz—Rand.

Beispiel 2.2 Beispiele und Gegenbeispiele fiir Lipschitz—Gebiete. Gebiete
mit Lipschitz—Rand sind zum Beispiel Kugeln oder polygonal/polyhedral berandete
Gebiete, bei denen das Gebiet jeweils nur auf einer Seite des Randes liegt.

Ein Gebiet, das nicht zur Klasse C%! gehort ist ein Kreis mit einem Schlitz

Q={(z,y) : 2> +y* <13\ {(x,y) : >0,y =0}

d

Falls Q beschrénkt ist, ist 9 kompakt (abgeschlossen und beschrinkt). Es gibt
also eine Uberdeckung von 0§ mit endlich vielen Zylindern Uy, ..., U,, gemiB der
Definition von Kompaktheit. In den folgenden Beweisen nehmen wir oft eine offene
Menge Uy hinzu, die Q\ (U; U. ..U U,,) iiberdeckt. Die Uberdeckung wird mit (U;)
bezeichnet.

Zur Uberdeckung (U;) werden wir in Beweisen oft eine zugehérige Teilung (Zer-
legung) der 1 wihlen, also m + 1 Funktionen n; € C5°(U;), n; : U; — [0, 1], mit
Yron; =1 auf Q.

IRudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 — 1903)
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2.2 Randintegrale

Das Ziel dieses Abschnitts besteht in der Definition von [, f ds fiir (d—1)-dimensi-
onale Mannigfaltigkeiten I' € R%. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall, dass T
lokal Graph einer Lipschitz—Funktion ist.

Fiir eine entsprechende Uberdeckung von I’ mit Zylindern Uj, 7 =1,...,m,
wéhlen wir eine zugehorige Teilung der 1, n;, und setzen

/Ff ds :;/MUJ_ fn; ds. (2.1)

Damit reicht es, die Terme auf der rechten Seite zu definieren, also Integrale iiber
Graphen.

Sei also im Folgenden U ein Zylinder U = V x I mit V C R4~ und I = (a,b).
Weiterhin sei g : V — I Lipschitz—stetig. Als Graph von g bezeichnen wir

I':= graph(g) :== {(x,y) : x€V,y=g(x)}.
Wir werden folgendes Resultat ohne Beweis verwenden.

Satz 2.3 Satz von Rademacher? Sei g € C%Y (V) mit der Lipschitz—Norm

lg(x) — g(y)I
gl = llglle + sup ===
Lip C eyea Ix—vl,

Dann ist g fast iberall differenzierbar und es gilt

Vgl < ||9||Lip-
Beweis: Siehe zum Beispiel Evans, Abschnitt 5.8, Theorem 6. ]

Definition 2.4 Randfunktion ist messbar beziehungsweise integrierbar.
Wir nennen eine Funktion f : I' — R messbar beziehungsweise integrierbar,
wenn die Verkettung x — f(x, g(x)) messbar beziechungsweise integrierbar ist. Dann

setzen wir
/F fds = /V Fx, g1+ [Vg(0)]2 dx. (2.2)

d

Bemerkung 2.5 Zur Definition:
- Der Satz von Rademacher, Satz 2.3, sichert, dass das Integral von (f o

o/ 1+ ||Vg(x)\|; existiert.

- Der Faktor /1 4 [|[Vg(x)||3 sorgt dafiir, dass das Integral unabhingig ist von
der Wahl von V und g. Das kann mit der Transformationsformel zwischen
(d — 1)—dimensionalen Integrationsgebieten V' und 1% gezeigt werden, siehe
unten.

O

Die Graphenkonstruktion liefert schnell geeignete Definitionen und ist auch die
im Satz von Gaufl verwendete Konstruktion. Im allgemeinen ist es aber giinsti-
ger, die Integrale {iber allgemeine Parametrisierungen zu berechnen und nicht iiber
Graphen.

2Hans Rademacher (1892 — 1969)
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Beispiel 2.6 Fiir die Kreislinie I' := dB(0, R) C R? und eine Funktion f : ' — R
soll fr f ds berechnet werden. Dabei soll I' nicht lokal als Graph geschrieben werden.
Stattdessen wird mit

d : V:=[0,2n) — R% &(t) = (Rcos(t), Rsin(t)) (2.3)

parametrisiert. ® ist invertierbar als Abbildung & : V — I. Das Ziel besteht darin,
eine Formel der Gestalt

2

Af%:AﬂMWNw@: F(Reos(t), Rsin(t))J (1) dt

0

zu finden. Dafiir muss der richtige Faktor J(t) bestimmt werden. O

Die Bestimmung des richtigen Faktors wird jetzt allgemein untersucht. Es gentigt,
die Situation lokal zu betrachten. Wir nehmen also an, dass wir I' als Graph schrei-
ben kénnen, I' = graph(g), mit ¢ : V — R Lipschitz—stetig. Nun sei eine andere
Parametrisierung

d:V-RY VR T =d(V)

gegeben. Wir fordern von @, dass ® invertierbar ist auf I' und dass die Wechselab-
bildung ~
b VT, xm 07 oG, Gx) = (x,g(x)

Lipschitz—stetig ist. Es soll nun gezeigt werden, dass das Integral von f iiber I" wie
folgt berechnet werden kann

/Ff ds:/v(foqm/det(D@Tch) dx, (2.4)

wobei die Jacobi®*~Matrix mit D bezeichnet wird
0d;

D® ij = y

ij=1,...,d.

Wir verwenden den Transformationssatz in R~ fiir die Wechselabbildung v =
o loG

/V(fo@./det(D@TD@) dx:/v(fo@ow) det(DBT DP) |det(De)| dx.

Nun wird der Faktor im Integranden auf der rechten Seite umgeformt. Dabei werden
det(A) = det(AT), det(AB) = det(A) det(B) und die Kettenregel genutzt:

det(DPTD®) det(D)| = /det(DSTD®), /det( DyT D)

\/det(DYT DST D& DY)
= Jdet(D(@ o )T D(® 0 1))
= det(DGT DG)

V1+1Vgls-

Um den letzten Schritt zu verstehen, muss man sich die Struktur von DGT DG
naher ansehen:

(DG)ij = 6i+0ig = (DGTDG)i; = by + 9,999,

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 — 1851)
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wobei §;; das Kronecker?-Symbol bezeichnet. Fiir Matrizen der Form [ +aa”, wobei
I die Einheitsmatrix der entsprechenden Dimension ist und a ein entsprechender
Vektor, gilt nun det(I + aal) = 1 + ||a||§ Anwendung auf DGT DG liefert den
letzten Schritt.

Nun wird das Ergebnis in die Integraldarstellung eingesetzt und man erhélt

/{/(foq))q/det(Dq)TD(I)) di:/v(foG)\/1+||Vg||§ dx,

also Formel (2.2). Insbesondere ist damit gezeigt, dass die rechte Seite in (2.4)
unabhéingig vom Zylinder V und der Parametrisierung ® ist.

Beispiel 2.7 Fortsetzung von Beispiel 2.6. Aus der Parametrisierung (2.3) der
Kreislinie folgt

D®(t) = (—Rsin(t), Rcos(t))! = D®t)TDd(t) = R? € R,

Die Wurzel der Determinante ist R und man erhélt

/f ds = " f(Rcos(t), Rsin(t))R dt.
r 0

2.3 Der Satz von Gauf} fiir glatte Integranden

Satz 2.8 Seien Q C R? beschrinkt mit einem Lipschitz—Rand und u,v € C§(R?).

Dann gelten fiir i =1,...,d und die dufere Finheitsnormale n an 02
/ Oiudx = / ue; - n ds, (2.5)
Q 00
/ ud;v + Ojuv dx = / uve; - n ds, (2.6)
Q o0

wobei e; der kartesische Finheitsvektor in die i—te Koordinatenrichtung ist.

Beweis: Die Formel (2.6) der partiellen Integration folgt aus (2.5) durch Ein-
setzen von uv und Produktregel. Der Beweis von (2.5) erfolgt in drei Schritten.

Schritt 1: Reduktion auf Graphen. Um (2.5) zu zeigen, lokalisieren wir zuerst u
mit der Teilung der 1 (n;) und schreiben

Es reicht dann, (2.5) fiir Funktionen mit Tréger in einem U; zu zeigen. Hat man
namlich das lokale Ergebnis

/ Oi(un;) dx = / unje; - n ds, (2.7)
QNU;

a0NU;

4Leopold Kronecker (1823 — 1891)

21



so erhélt man durch Summation, Beachtung der Triger von 7;, (2.7) und Produkt-
regel

/uei.nds /Zumez ndsz/ un;e; - n ds
o0

aQNU;

Z/ (aiunj + uc’)mj) dx = Z/ (aiunj + uc’)mj) dx
=0 QﬂUj 3=0 Q
oiu dx—i—/uai nj dx=/6iu dx.

——
=1

Schritt 2: Beweis fiir C'-Graphen. Wir kénnen also nun u mit Triger in U;
betrachten.

Fir Uy verschwindet das Integral on Oiu dx. ( Ubungsaufgabe) (Mit x werden
jetzt die d—dimensionalen Punkte bezeichnet.)
Betrachte nun U = U;,1 < j <m. Wir haben U =V x I C R mit V C Rd_l,
g : V — I und die Punkte von Q seien durch Q = {(x,y) € U : y < g(x)}
gekennzeichnet. Wir nehmen an, dass g € C'(V). Die Tangentialebene im Punkt
(r1,...,24-1)T hat die Gestalt
2a=Vg-(x1,...,24-1),

also gilt fiir den Einheitsnormalenvektor an 92 (Nenner ist die Normierung)
-Vg, )T

n(x, g(x)) = 2D

1+ [IVyll;

Da wu seinen Trager in U hat, ist meU Vu dx = fQ Vu dx. Transformiert man
das Kurvenintegral iiber 9Q N U in ein Integral iiber V, Formel(2.2),

/ u=Ve D) ds-/ x, g(x
o0nU /1+||Vg

so muss man zum Beweis von (2.7) zeigen, dass

(-Vy(x), )T dx,

/ Vu dx = / u(x, 9(x))(—=Vg(x), )T dx (2.8)
Q 1%
gilt Zu diesem Zweck betrachten wir eine neue Funktion v : V xR —- R

v(x,2) = u(x,g(x) +2), %X=(x,2)".
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Integrale von wu iiber §2 entsprechen nun Integralen von v tiber ¥ := V x (—o0,0),
siehe obige Festlegung der Punkte von 2. Wegen eindimensionaler partieller Inte-
gration und dem Verschwinden der Randintegrale (kompakter Triger) gilt

/&-vdi:o, 1<i<d-—1.
>

Bei der partiellen Ableitung in Richtung e; verschwindet nur das Randintegral in
—oo und man erhéilt

/8dv dfc:/ v(x,0) dx.
by v

Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ < d. Mittels Kettenregel, Transformationsformel
der Integrale {iber v und v und nochmaliger eindimensionaler partieller Integration
erhélt man

0 = /aiv diz/@iu df(—l—/@du(x,g(x))aig(x) dx
= = = Hf—’

Das ist (2.8) fiir ¢ < d. Fiir ¢ = d gilt mit der Definition von v und der Festlegung
der Punkte von (2

/ u(x, g(x)) dx :/ v(x,0) dx = / Oqv dx = [ Oqu dx.
v v b Q

Schritt 8: Beweis fiir Lipschitz—Graphen. Wir approximieren ein allgemeines
g € C%Y(V) durch Funktionen aus C*(V). Dazu wird p < oo fixiert. Die Ap-
proximationen kénnen so gewihlt werden, dass g — ¢ in C(V) und Vg, — Vg
in LP(V'), Existenz siche spéter im Satz 4.4. Fiir jede Funktion gj gilt das lokale
Resultat (2.8) nach Schritt 2

/ Vu dx :/ u(x, gx (%)) (= Vi (x), )T dx
Q 1%

(lokal: w hat nur Tréger in U). Fiir K — oo konvergieren auf der linken Seite die
Integrationsgebiete gleichméBig und Vu ist beschrankt. Auf der rechten Seite kon-
vergieren u(-, gr(-)) — u(-,g(-)) ebenfalls gleichmiBig und Vg, — Vg in LP(V).
Damit kénnen wir auf beiden Seiten zum Grenzwert iibergehen und wir erhalten
das lokale Ergebnis

[ = [ ua0)(-To0.1)" i

Addition der lokalen Ergebnisse liefert nach Schritt 1 die Behauptung des Satzes.
|
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