Kapitel 2

Das Flachenintegral

2.1 Motivation, Zuriickfiihrung auf ein Doppelin-
tegral

Wir betrachten einen zylindrischen Korper K, der von der Fliche

z=f(z,y),

seitlich von einer Zylinderfliche mit Erzeugenden parallel zur z—Achse und schlief3-
lich von einem ebenen Gebiet Q in der xz—y—FEbene begrenzt wird, siehe Abbil-
dung 2.1. Es soll das Volumen V von K bestimmt werden.

z

Abbildung 2.1: Volumen unter einer Fliche.

Zur Losung wird so verfahren, wie wir es vom Riemann-Integral kennen. Wir
zerlegen das Grundgebiet €2 in Elemente, berechnen das Volumen iiber jedem Ele-
ment niherungsweise (zum Beispiel durch Volumina von Quadern), summieren und
fithren schliefllich einen Grenziibergang (Elemente immer kleiner) durch. Das soll
hier nicht im Detail erldutert werden. Falls der Grenzwert fiir alle zuléssigen Zer-
legungen existiert und gleich ist, erhdlt man das Volumen als das Flédchenintegral

von f iiber Q)
V= [t o= [[ jw e

Zur Berechnung des Fliachenintegrals versucht man, dieses auf ein Doppelintegral
von eindimensionalen Integralen zuriickzufiihren. Sei Q = (a,b) x (¢, d) ein Rechteck.
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Dann gilt

[ ) dﬂ/ab (/Cdf(x,y) dy) dx/j (/abf(x,y) dx) dy,  (21)

sofern alle Integrale existieren. Das heifit, die Berechnung des Flachenintegrals iiber
ein Rechteck kann man sich wie folgt vorstellen (mittlere Formel). Fiir festes zg €
(a,b) berechnet man zuerst das Integral beziiglich y in (¢, d). Danach ,summiert”

man fiir alle zg € (a, b) auf, das heifit, man integriert die Ergebnisse aus dem ersten
Schritt in (a, b).

Beispiel 2.1 Man berechne fiir = (2,5) x (1,3)

/ (52%y — 2y%) dS.
Q

Nach (2.1) gilt

3 5
52y — 2y3) dQ = 5x%y — 2y3) dx dy.
¢
) 1 J2

Man berechnet zunéchst das innere Integral

5
5 5
/ (5z2y — 2y3) de = —23y — szg‘ = 195y — 6y°.
2 3 2
Das setzt man zur Berechnung des &ufleren Integrals ein

3
195 , 6 43
/ (195y — 6°) dy:—yt—g/*’ — 660.
1 2 47 I

d

Formel (2.1) ldsst sich auf den Fall verallgemeinern, dass €2 oben und unten
von zwei stetigen Funktionen ¢(z) < ¢(x), z € [a,b], und seitlich von den beiden
Ordinaten x = a und = = b begrenzt wird, siehe Abbildung 2.2. Die Langen der
seitlichen Grenzen kann Null sein. Dann gilt

b P(x)
[ ) do - / ( L LY dy) dz, (2.2)

sofern alle Integrale existieren.

Beispiel 2.2 Sei 2 der Kreis um den Koordinatenursprung mit Radius r. Man

berechne
/ y2/r?2 — 22 dQ.
Q

Fiir festes x mit || < r durchliuft y die Werte —+/r2 — 22 bis v/r2 — 22. Deshalb
folgt mit (2.2)

/ 2?2 — 22 dQ
Q

r Vr2—z?
/ / Y212 — 22 dy dx

N
r VrZ—a?
= / \/TQ—zQ/ y? dy de.
. TR
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Abbildung 2.2: Durch Kurven begrenzte Fliche.

Fiir das innere Integral erhélt man

N 9
/ y? dy = —(r2 _ x2)3/2.
—/r2—z2 3

Einsetzen ergibt

2 (" 2
/ y3/r2 — 22 dQ = g/ (r? — 2%)? do = 3—T5.
Q

-Tr

2.2 Der Gaufische Integralsatz

Der Gaufische Integralsatz stellt eine Beziehung zwischen einem Fliachenintegral und
einem Kurvenintegral her. Aus der eindimensionalen Integralrechnung ist bereits die
Formel der partiellen Integration bekannt

/ab u'v dz = u(b)o(b) — u(a)v(a) - /ab wv' d.

Im Spezialfall v = 1 erhélt man den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

/ab ' dz = u(b) — u(a).

Die rechte Seite kann man als ,, Integrale” iiber die nulldimensionalen Gebiete (Punk-
te) a und b auffassen. Die Dimension des Integrationsgebiets der ersten beiden Terme
auf der rechten Seite ist also um FEins niedriger als auf der linken Seite. Solch eine
Beziehung soll jetzt in zwei Dimensionen hergeleitet werden.

Zunichst wird der Divergenz—Operator definiert. Sei v ein auf einem Gebiet
Q) C R? definiertes Vektorfeld, dann ist die Divergenz von v die Summe der ersten
partiellen Ableitungen der i—ten Komponente von v nach der i—ten Koordinate

. ov v 8vz
div v(x) = V- v(x) = 6—361()() +.. amz Z o
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Wie auch in den anderen Abschnitten, wird der Gauflsche Integralsatz fiir einen
Spezialfall hergeleitet und dann fiir den allgemeinen Fall nur angegeben. Als Spezi-
alfall betrachten wir, dass Q = (a,b) x (¢, d) ein Rechteck ist. Wir wollen

b pd
/ V-v(z,y) dQ = / / V-v(z,y) dydzx
Q a Je

berechnen. Man erhilt, mit der eindimensionalen Formel der partiellen Integration,

b pd
//V-v(x,y) dydzx
d bavl b dav2
/C < ’ 5p (@) de dy+/a i a—y(%y) dy | dz

d b
/ (1 (b,y) — v1(a,9)) dy+/ (Volz,d) — va(z,c) dz.  (2.3)

Wir bezeichnen den Rand von 2 mit 02 und desweiteren sei n die duflere Ein-
heitsnormale an 9Q. Fiir den konkreten Fall des Rechtecks ist n = (0, —1)7 fiir die
untere Seite y = ¢, n = (1,0)7 fiir die rechte Seite + = b, n = (0,1)7 fiir die obere
Seite y = d und n = (—1,0)7 fiir die linke Seite x = a. Mit diesen Bezeichnungen
kann man die Gleichung (2.3) kurz schreiben

/V~v(x,y) dQ:/ v-nds. (2.4)
Q o0
Die Gleichung (2.4) wird Gaufische Integralsatz genannt. Er gilt fiir viel allgemeinere
Gebiete als Rechtecke. Wichtig ist, dass das Gebiet in einem gewissen Sinne einen
verniinftigen Rand besitzt.

Seien u : Q — R, Q C RY ecine skalare Funktion und v : Q — R? ein
Vektorfeld. Dann folgt mit Produktregel

d
V~(uv):zaggz) :Za—ulvﬂruavf =Vu-v+uV-v.
i=1 ¢ i=1

Mit dieser Beziehung folgt
V- (uv)(z,y) dQ = Vu-de+/uV-de
Q Q Q
und mit dem Gauflschen Satz folgt

V- (uv)(z,y) dQ:/ uv - n ds.

Q [219]

Durch Einsetzen und Umstellen erhilt man

/Vu~de:/ uv~ndsf/uV~de (2.5)
Q ET) Q

womit die Ahnlichkeit zur Formel der partiellen Integration in einer Dimension
offensichtlich ist. Die Beziehung (2.5) wird auch Gaufischer Integralsatz oder erste
Greensche Formel genannt.

Der Laplace—Operator einer skalaren Funktion v : ©Q — R ist die Summe aller
nicht gemischten zweiten Ableitungen

0%u 0%u 4 52u
Au=2"4 LU NI gy,
“ ox? et ox? z:zl ox? vV

14



Die letzte Beziehung rechnet man leicht nach. Nach der ersten Greenschen For-
mel (2.5) gilt

/(Au)v dQ = /(V~Vu)v dQ:/ Vu~nvdsf/ Vu- Vv dQQ
Q Q o0 Q

/ %vds — Vu - Vv dSQ.
an on Q

Auch diese Beziehung wird oft erste Greensche Formel genannt. Der Ausdruck
Vu-n = % ist die Richtungsableitung in Normalenrichtung, oder kurz die Nor-
malenableitung auf dem Rand. Auf das Fliachenintegral der rechten Seite kann man

noch einmal die erste Greensche Formel (2.5) anwenden. Man erhélt
/(Au)v aQ = Vu - nvds — / Vu - Vv dQ
Q ET) Q

= Vu - nvds — / uVv - nds +/ u(Av) d2.  (2.6)
09 o9 Q

Diese Formel wird zweite Greensche Formel genannt.

2.3 Variablensubstitution in Fldchenintegralen

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Berechnung eindimensionaler bestimmter Integrale ist
die Variablensubstitution

b g(b)
xz))g'(z) dx = u) du,
| #atang'@ / L

wobei u = g(z) ist. Man kann auch in Fldchenintegralen die Variablen substitu-
ieren. Damit kann man die Integration beispielsweise auf ein einfacheres Gebiet
iiberfithren, oder die natiirlichen Koordinaten eines Problems (z.B. Polarkoordina-
ten) nutzen.

Die Herleitung der Formel fiir die Variablensubstitution ist recht langwierig und
muss aus Zeitgriinden entfallen. Seien 27 und Q9 zwei Gebiete, die gewisse Eigen-
schaften beziiglich ihrer Rénder erfiillen und zwischen denen es eine eineindeutige

Abbildung gibt
O z\ _ (e mn)
psam-m ()= (060 )

Insbesondere diirfen die Gebiete gleich sein. Die Funktionaldeterminante der Abbil-
dung ist

J(&mn) =

Dann lautet die Formel fiir die Variablensubstitution

f(z,y) dedy = /Q FlpEm), v m) | (€m)] dedn, (2.7)

Q1

wobei man beachten muss, dass im Integral der Betrag der Funktionaldeterminante
steht.

Beispiel 2.3 Seien f(z,y) = zy und Q; sei der Viertelkreis 22 +y% < R?, 2 > 0,y >
0. Bei der Integration iiber Gebiete, die etwas mit Kreisen zu tun haben, bieten sich
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Polarkoordinaten an: x = rcos(¢),y = rsin(¢). Fiir die Funktionaldeterminante
erhdlt man

cos(¢) sin(¢)
—rsin(¢) rcos(¢

Der Viertelkreis ist gegeben durch 0 <r < R, 0 < ¢ < 7/2. Man erhilt also

e = )| = oo 4o =

Q1

R [ /2
fz,y) dQ = /0 /0 r? cos(¢) sin(¢)r dedr
R

_ 20) |7/2 1 B 4
= / 7’37(308( %) dT:—/ r3 dr:R—.
0 4 0 2 Jo

2.4 Erweiterungen der Integrale auf hoéhere Di-
mensionen

Eine natiirliche Erweiterung des Flédchenintegrals auf ein d-dimensionales Gebiet,
d > 3, ist das Volumenintegral. Dieses braucht man zum Beispiel, um die Volumina
von d-dimensionalen Kérpern zu berechnen. Man versucht, das d-dimensionale Vo-
lumenintegral auf ein d—fach Integral zuriickzufithren. Hat man zum Beispiel iiber
einen Quader 0 = x%_, (a;,b;) zu integrieren, so erhilt man in Analogie zu (2.1)

by ba
flx, ..., xq) dQ:/ (( flze, ..., xq) dxd>---> dxy.
Q a1 ad

Unter entsprechenden Voraussetzungen an die zu integrierende Funktion, kann man
die Integrationsreihenfolge beliebig vertauschen (Satz von Fubini). check

Eine zweite Erweiterung des Flichenintegralbegriffs besteht in der Integration
auf d — 1-dimensionalen Hyperflachen. Fiir d = 3 spricht man vom Oberfldcheninte-
gral und man hat beispielsweise iiber den Rand eines Quaders oder die Oberfléiche
einer Kugel zu integrieren. Die allgemeine Behandlung des Oberfléchenintegrals ist
recht kompliziert und kann aus Zeitgriinden nicht geschehen. Die formale Schreib-
weise ist wie in zwei Dimensionen

f ds.
0
Die in zwei Dimensionen behandelten Beziehungen gelten sinngeméifl auch in
hoheren Dimensionen:
- eine mehrfache Integralformel wie (2.2),
- der Gaufische Integralsatz (2.4),
- die erste Greensche Formel (2.5),
- die zweite Greensche Formel (2.6),
- die Formel der Variablensubstitution (2.7).
Dazu gibt es Ubungsaufgaben.
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