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Teil 1

Weiterftiithrende
Integralrechung



Kapitel 1

Kurvenintegrale

1.1 Kurven

Sei I = [a,b] C R ein Intervall. Eine Weg & ist eine Abbildung dieses Intervalls in
den R4, d > 1,
kI —RL

Dabei nennt man x(a) den Anfangspunkt, x(b) den Endpunkt und das Bild &([a, b])
die Spur des Weges. Der Weg wird von k(a) nach k(b) durchlaufen. Die obige Ab-
bildungsvorschrift nennt man Parametrisierung des Weges.

Beispiel 1.1 Zwei Wege koénnen die gleiche Spur besitzen:

ko T=[—1,1], m(t)<\/1t—t2), tel,
ke o I=10,7], @(ﬁ):(ws“)), tel,

sin(t)
haben als Spur jeweils den Einheitshalbkreis in der oberen Halbebene. O

Zwei Wege mit der gleichen Spur sollen als die gleiche Kurve bezeichnet werden,
falls der Druchlaufsinn der Spuren sowie die Anzahl der Durchléufe gleich sind. Im
Beispiel 1.1 ist der Durchlaufsinn der Spuren unterschiedlich, also handelt es sich
nicht um die gleichen Kurven.

Wir werden hier nur Kurven betrachten, bei denen der Tangentenvektor dr/dt =:
(t) an keiner Stelle ¢ € I verschwindet. Man spricht dann von einer regulédren Kur-
ve.

Beispiel 1.2 Die Archimedische Spirale ist fiir ¢ > 0 durch

b () = ( tcost )

tsint

gegeben.



N

Es gilt
. cost — tsint
A(t) = ( sint + tcost ) '

Daraus folgt

[4(t)l, = /(cost — tsint)2 + (sint + tcost)2 = /1 + 12 # 0.

Damit ist die Archimedische Spirale auf [0, 00) regulir. Weitere Beispiel Ubungs-
aufgaben a

Wird die betrachtete Kurve durch eine Funktion f : [a,b] — R definiert, so
kann man als Parametrisierung

t o k(t) = ( fft) ) t € [a,b] (1.1)

verwenden, siehe x; in Beispiel 1.1.

1.2 Skalares Kurvenintegral

Das skalare Kurvenintegral wurde friither auch Kurvenintegral 1. Art genannt. Es ist
eine Verallgemeinerung des Integrals definiert auf einem Intervall der x—Achse auf
ein Integral welches auf einer Kurve definiert ist. Es dient vor allem der Berechnung
der Lange von Kurven.

Wir betrachten eine Kurve x im R? und endlich viele Teilpunkte

Iﬁl(a) = Ao,Al, .. '?An—lyA’n, = Ii(b)

auf dieser Kurve, die vom Anfangs— zum Endpunkt numeriert sind. Zu den Teil-
punkten Ag, Ay,..., A, € k gehort das Sehnenpolygon S mit der Linge

n—1 n—1
(S) =Y A — Aill, =Y os.
1=0 =0



Um eine Berechnungsvorschrift fiir die Lange von k zu erhalten, gehen wir analog
wie bei der Herleitung des (Riemann)-Integrals iiber Intervallen vor. Wir betrach-
ten eine Zerlegung der Kurve durch immer mehr Punkte A; und zwar so, dass
max; || Ait1 — Aill, — 0. Strebt die Lénge der Sehnenpolygone einem endlichen
Grenzwert zu, der nicht von der Wahl der Punkte A; abhéingig ist, so ist dieser
Grenzwert gleich der Lénge der Kurve und man schreibt

1K) :Ads,

wobei ds als skalares Bogenelement bezeichnet wird. Kurven mit endlicher Lénge
(k) < oo werden rektifizierbar genannt.

A = (a(t),y(t:)"

Abbildung 1.1: Sehne o;.

Betrachten wir den zweidimensionalen Fall, x(t) = (z(¢),y(t))”, dann lisst sich
o; wie in Abb. 1.1 veranschaulichen. Man hat (Pythagoras)

oi = V(@(tiz1) — () + Y(tis1) — y(t:))?

woraus man im Grenzprozess

ds = \/(£(1))? + (y(2))2dt = |[~(t)]|, dt

erhélt. Diese Beziehung gilt sinngeméfl auch in héheren Dimensionen. Man erhélt
also

b
1) = [ 1@l . (12)
Beispiel 1.3 Ein Kreis K mit Radius r und Mittelpunkt (zg, yo) ist durch

[ rcost+xo
t— k() = ( rsint + g ), t €0, 27,



gegeben. Der Umfang des Kreises kann einfach mit (1.2) berechnet werden

I(K) = \/ —rsin(t))? + (rcos(t))? dt = 7“/0 ! \/sin? (t) 4 cos?(t) dt = 27r.

0

Weitere Beispiele Ubungsaufgaben O

Im Falle einer skalaren Funktion einer skalaren Verénderlichen, in welchem man
die Parametrisierung (1.1) verwenden kann, wird aus der Formel (1.2) fiir die Kur-

venldnge
b
- [ VITT@P a.

Die Berechnung der Kurvenlédnge ist ein Spezialfall des skalaren Kurvenintegrals.
Im allgemeinen skalaren Kurvenintegral ist eine Funktion auf der Kurve gegeben
f ¢ k([a,b]) — R und man sucht den Inhalt der Fliche zwischen f und der Kurve.
Mit der obigen Vorgehensweise erhilt man die Berechnungsvorschrift

/f d&—/f DIl dt.

Die Lénge von & erhélt man fir f =
Einfache Eigenschaften des skalaren Kurvenintegrals sind:
- Linearitét

J s+ nae) ds=x [ ) ds e [ gs) ds. Auer,

K

- Integralabschétzung

- Das skalare Kurvenintegral ist unabhéngig vom Durchlaufsinn der Kurve. Bei
der Kurvenlinge ist das unmittelbar aus (1.2) einzusehen. Da a < b fiir jede
Parametrisierung ist und der Integrand positiv ist, so ist der Integralwert
auch positiv. (Ubungsaufgabe)

1.3 Vektorielles Kurvenintegral

Eine grofie Bedeutung in der Praxis besitzt das vektorielle Kurvenintegral. Dieses
wurde frither auch Kurvenintegral 2. Art genannt.

Das vektorielle Kurvenintegral ist fiir Vektorfelder definiert. Unter einem Vek-
torfeld verstehen wir eine Abbildung v : Q C R? — R? Anschaulich denkt man
sich den Vektor v(x) im Punkt x angeheftet. Beispiele von Vektorfeldern sind Ge-
schwindigkeitsfelder, Gravitationsfelder, elektrische oder magnetische Felder.

Sei k : [a,b] — RY eine regulire Kurve. Dann ist das vektorielle Kurvenintegral
definiert durch

AV~dX::AU1 dry + ...+ vg dxd/abv(n(t))o/%(t) dt.

Das Symbol dx = £(t) dt steht dabei fiir das vektorielle Bogenelement.
Das vektorielle Kurvenintegral kann folgende Bedeutungen in der Physik besit-
zen:



Vektorfeld | Kurvenintegral

Kraftfeld Arbeit
Geschwindigkeitsfeld Zirkulation
elektrische Feldstérke elektrische Spannung

infinitesimale Warmeénderung | Wéirmemenge

Beispiel 1.4 Ein Massenpunkt im Koordinatenursprung 0 erzeugt ein Gravitati-
onsfeld, das bis auf einen konstanten Faktor gegeben ist durch

b 1 T1
G(x) = — =— x
S R P R R s

Wird ein zweiter Massenpunkt der Masse 1 lings der Kurve x C R*\0, x : [a,b] —
R3 bewegt, so ist die an ihm geleistete Arbeit das Wegintegral

b K(t) .
G -dx=— - k(t) d
/ / g

Man erhélt mit der Kettenregel

d 1 d 1 K(t) - i)

Al @ 20+ r20) + 2007 @13

Somit ergibt sich fiir die geleistete Arbeit

bd o1 1 1
/f'dx*/a &=, “ = o, Te@l,

Man sieht insbesondere, dass in diesem Kraftfeld die Arbeit nicht von der konkreten
Kurve abhiingt, sondern nur von deren Anfangs— und Endpunkt. Ist die Kurve
geschlossen, stimmen also Anfangs— und Endpunkt iiberein, so wird keine Arbeit
geleistet. a

Beispiel 1.5 Fliefit durch einen Draht, der in der x3—Achse liegt, ein konstanter
Strom, so erzeugt dieser nach dem Biot-Savartschen Gesetz ein Magnetfeld aufler-
halb des Drahts, das bis auf einen konstanten Faktor durch

1 T
Hx)=—5— Z1
z? + 23 0

gegeben ist. Die Integration iiber eine geschlossene Kurve, etwa einen Kreis in der
x1 — zo—Ebene k(t) = (r cos(t), rsin(t),0), t € [0, 27, ergibt

2r 4 —rsin(t) —rsin(t)
/ H-dx = / — | reos(t) r cos(t) dt = 2.
K o T 0 0

In diesem Beispiel verschwindet also das vektorielle Kurvenintegral iiber die ge-
schlossene Kurve nicht. m|

Eigenschaften des vektoriellen Kurvenintegrals sind:
- Additivitdt. Ist Kk = k1 + ko mit K1, kKo regulir, so gilt

/v-dx:/ v-dx+/ v - dx,



- Linearitét
/(/\eruw)'dx:)\/

K K

/v-dx

- Das Vorzeichen des vektoriellen Kurvenintegrals hdngt vom Durchlaufsinn
der Kurve ab.

Wichtige Felder in der Physik sind diejenigen, fiir welche der Wert des vektori-
ellen Kurvenintegrals nur vom Anfangs— und Endpunkt des Weges, aber nicht vom
Weg selber abhingt. Vektorfelder v : Q Cc R? — R4, die diese Eigenschaft be-
sitzen, werden konservativ genannt. Eine einfache Schlussfolgerung besteht darin,
dass ein Vektorfeld genau dann konservativ ist, wenn das Kurvenintegral iiber alle
geschlossenen, stiickweise reguléren Kurven in ) verschwindet.

v~dx+u/w~dx,

- Integralabschétzung

< (k) Sup V()5 -

Satz 1.6 FEin Vektorfeld v : Q C R* — R? ist genau dann konservativ, wenn es
eine stetig differenzierbare Abbildung U : 2 — R gibt, so dass

v=VU = grad U,

d.h. v ist ein Gradientenfeld. In diesem Fall ist das Kurvenintegral tiber eine Kurve
k vom Punkt P; nach Py gegeben durch

/V'dX:U(PQ)—U(Pl).

U heifit Potential von v.

Beweis: Jedes Gradientenfeld ist konservativ. Mit Kettenregel gilt

LU((1)) = VUs(1)) - 5(1) = V(K (1)) - 5(1).

Das Kurvenintegral iiber & ist dann

b b
/v-dx - /v(/ﬁ(t))Jﬁ(t) dt:/ %U(Fa(t)) dt = U(k(b)) = U(r(a))

= U(P)-U(P).

Fiir den Beweis der Umkehrung, dass jedes konservative Vektorfeld ein Gradi-
entenfeld ist, sei auf die Literatur verwiesen. [ ]

Ein einfaches notwendiges Kriterium um zu entscheiden, ob ein Vektorfeld ein
Gradientenfeld ist, basiert auf dem Satz von Schwarz. Dieser besagt, dass unter
gewissen Bedingungen, fiir die gemischten Ableitungen einer Funktion U : Q C
R? — R gilt

G X) = G X 1,7 =1
axic’)xj 761&61‘1 ’ =D

das heifit, die Reihenfolge der Differentiation ist egal. Ist v = (v1,...,vq4)T = VU,

dann folgt
a’Ui - (9’0]'
ij o 63:/

i,j=1,...,d. (1.3)



Ein Vektorfeld, welches Bedingung (1.3) erfiillt, wird rotationsfrei genannt. Im R?
gibt es den sogenannten Rotationsoperator

6’[}3 _ 61}2

egl eg2 egs gxg gzg

e _ _ v1 _ Ovs
rotv:=Vxv= 71 29 B3 = gzd gml ) (14)

v vz U our ~ Das

mit welchem ein rotationsfreies Vektorfeld kurz mit V xv = 0 charakterisiert werden
kann. Das Symbol | - | ist hier die Determinante.

Die Schwierigkeit bei dieser Charakterisierung steckt im Detail. Der Schluss von
Rotationsfreiheit eines Vektorfelds auf ein Gradientenfeld héngt von der Beschaffen-
heit des Gebiets €2 ab. Ein Gebiet ist eine offene und zusammenhéngende Menge.
Dieses wird sternférmig genannt, wenn es einen Punkt xy €  gibt, so dass mit
jedem Punkt x € Q auch die Verbindungsstrecke zwischen x¢ und x in ) liegt. An-
schaulich bedeutet dies, dass man vom Zentrum xqg aus jeden Punkt x € Q ,,sehen”
kann. Ein Gebiet €2 heifit einfach, wenn es eine eine eineindeutige Abbildung von €2
auf ein sternformiges Gebiet gibt, die hinreichend oft differenzierbar ist. Anschaulich
entsteht ein einfaches Gebiet durch ,,Verbiegen” eines sternférmigen Gebiets.

Beispiel 1.7 Ein einfaches Gebiet muss nicht sternfoérmig sein. So kann man bei-
spielsweise das sternformige Rechteck (a, b) x (¢, d) eineindeutig auf einen Kreisring
mit Schlitz abbilden, siche Abbildung 1.2. ]

Abbildung 1.2: Eineindeutige Abbildung eines Rechtecks auf einen Kreisring mit
einem Schlitz.

Fiir zweidimensionale Gebiete hat man eine andere, einfache Charakterisierung
eines einfachen Gebiets: Fiir jede in €2 liegende einfach geschlossene Kurve muss der
von dieser Kurve berandete endliche Bereich ganz zu ) gehoren. Man nennt diese
Gebiete auch einfach zusammenhingend. Eine dhnliche Charakterisierung gibt es
in drei Dimensionen: In jede einfache geschlossene stiickweise reguléire Kurve x in 2
kann eine stiickweise glatte, sich nicht durchdringende Fléiche eingespannt werden,
die k als Rand besitzt und ganz in € enthalten ist.

Beispiel 1.8 Fiir das Vektorfeld H(x) aus Beispiel 1.5 gilt

V x Hix) = <0,0, R QI%)T ~ 0.
(2} + 23)? (z] + 23)?

Das Vektorfeld ist also rotationsfrei. Es ist jedoch nicht auf der z3—Achse (0,0, x3)
definiert. Man kann zeigen, dass das Definitionsgebiet nicht einfach ist. Die anschau-
liche Beschreibung mit der eingespannten Flache kann man nicht erfiillen. Diese
kann man aber in Beispiel 1.4 erfiillen, bei welchem die Funktion auf R?\ {0} defi-
niert ist. Nimmt man da bespielsweise einen Kreis in der z1—x2—Ebene als geschlos-
sen Kurve, so kann man da eine Halbkugel einspannen und das obige anschauliche
Kriterium ist erfiillt.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Rotationsfreiheit nur eine notwendige, aber keine
hinreichende Bedingung ist. O



Es gilt:

Satz 1.9 Hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Potentials. Fin
stetig differenzierbares Vektorfeld v sei auf dem einfachen Gebiet 2 rotationsfrei.
Dann gibt es auf Q ein Potential U mit v =VU.

Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf die Literatur verwiesen.
Die Berechnung des Potentials wird an einem Beispiel veranschaulicht.

Beispiel 1.10 Gegeben sei v : R? — R3 mit

xr1 + T3 V1
V(X) = —Ty — X3 = V2
r1 — T2 V3

Der R? ist ein sternformiges Gebiet. Es reicht, die Rotationsfreiheit von v zu iiber-
priifen. Die Bedingungen dafiir sind nach (1.4)

Ovi _Ova gy Qv _Ovs oy Ova Ovs
81‘2761‘1 o ’ 61‘3 761‘1 o ’ 61‘3761‘2 o

—1).
Damit existiert ein Potential U. Dieses wird mittels Integration berechnet. Aus der
Eigenschaft des Gradientenfeldes folgt

2

U0 = [0160) dor = & iz + oz, )

Differenziert man dies nach x5 und vergleicht mit vs, so erhélt man

oU o 801 ($2, $3)

—T2 — X3 =V = — =
81'2 (91’2

Inegration ergibt

2
x
Ci(xg,x3) = /—332 —x3 dro = —?2 — zox3 + Ca(x3),

also
U(x) = ) +T1T3 — o T T2l + Cs(x3).
Nun differenziert man U nach x3 und vergleicht mit vs:
ou aC
x17x2:1)3:—:1’1—x2+ﬂ_
61‘3 61‘3

Daraus folgt, dass Ca(x3) eine Konstante C' ist und man erhilt

x? 3
U(x):?l—g—i—mlm—xgxg—l—c.

Durch Differentiation rechnet man schnell nach, dass U das gesuchte Potential ist.
O

10



Kapitel 2

Das Flachenintegral

2.1 Motivation, Zuriickfiihrung auf ein Doppelin-
tegral

Wir betrachten einen zylindrischen Korper K, der von der Fliche

z=f(z,y),

seitlich von einer Zylinderfliche mit Erzeugenden parallel zur z—Achse und schlief3-
lich von einem ebenen Gebiet Q in der xz—y—FEbene begrenzt wird, siehe Abbil-
dung 2.1. Es soll das Volumen V von K bestimmt werden.

z

Abbildung 2.1: Volumen unter einer Fliche.

Zur Losung wird so verfahren, wie wir es vom Riemann-Integral kennen. Wir
zerlegen das Grundgebiet €2 in Elemente, berechnen das Volumen iiber jedem Ele-
ment niherungsweise (zum Beispiel durch Volumina von Quadern), summieren und
fithren schliefllich einen Grenziibergang (Elemente immer kleiner) durch. Das soll
hier nicht im Detail erldutert werden. Falls der Grenzwert fiir alle zuléssigen Zer-
legungen existiert und gleich ist, erhdlt man das Volumen als das Flédchenintegral

von f iiber Q)
V= [t o= [[ jw e

Zur Berechnung des Fliachenintegrals versucht man, dieses auf ein Doppelintegral
von eindimensionalen Integralen zuriickzufiihren. Sei Q = (a,b) x (¢, d) ein Rechteck.

11



Dann gilt

[ ) dﬂ/ab (/Cdf(x,y) dy) dx/j (/abf(x,y) dx) dy,  (21)

sofern alle Integrale existieren. Das heifit, die Berechnung des Flachenintegrals iiber
ein Rechteck kann man sich wie folgt vorstellen (mittlere Formel). Fiir festes zg €
(a,b) berechnet man zuerst das Integral beziiglich y in (¢, d). Danach ,summiert”

man fiir alle zg € (a, b) auf, das heifit, man integriert die Ergebnisse aus dem ersten
Schritt in (a, b).

Beispiel 2.1 Man berechne fiir = (2,5) x (1,3)

/ (52%y — 2y%) dS.
Q

Nach (2.1) gilt

3 5
52y — 2y3) dQ = 5x%y — 2y3) dx dy.
¢
) 1 J2

Man berechnet zunéchst das innere Integral

5
5 5
/ (5z2y — 2y3) de = —23y — szg‘ = 195y — 6y°.
2 3 2
Das setzt man zur Berechnung des &ufleren Integrals ein

3
195 , 6 43
/ (195y — 6°) dy:—yt—g/*’ — 660.
1 2 47 I

d

Formel (2.1) ldsst sich auf den Fall verallgemeinern, dass €2 oben und unten
von zwei stetigen Funktionen ¢(z) < ¢(x), z € [a,b], und seitlich von den beiden
Ordinaten x = a und = = b begrenzt wird, siehe Abbildung 2.2. Die Langen der
seitlichen Grenzen kann Null sein. Dann gilt

b P(x)
[ ) do - / ( L LY dy) dz, (2.2)

sofern alle Integrale existieren.

Beispiel 2.2 Sei 2 der Kreis um den Koordinatenursprung mit Radius r. Man

berechne
/ y2/r?2 — 22 dQ.
Q

Fiir festes x mit || < r durchliuft y die Werte —+/r2 — 22 bis v/r2 — 22. Deshalb
folgt mit (2.2)

/ 2?2 — 22 dQ
Q

r Vr2—z?
/ / Y212 — 22 dy dx

N
r VrZ—a?
= / \/TQ—zQ/ y? dy de.
. TR

12



Abbildung 2.2: Durch Kurven begrenzte Fliche.

Fiir das innere Integral erhélt man

N 9
/ y? dy = —(r2 _ x2)3/2.
—/r2—z2 3

Einsetzen ergibt

2 (" 2
/ y3/r2 — 22 dQ = g/ (r? — 2%)? do = 3—T5.
Q

-Tr

2.2 Der Gaufische Integralsatz

Der Gaufische Integralsatz stellt eine Beziehung zwischen einem Fliachenintegral und
einem Kurvenintegral her. Aus der eindimensionalen Integralrechnung ist bereits die
Formel der partiellen Integration bekannt

/ab u'v dz = u(b)o(b) — u(a)v(a) - /ab wv' d.

Im Spezialfall v = 1 erhélt man den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

/ab ' dz = u(b) — u(a).

Die rechte Seite kann man als ,, Integrale” iiber die nulldimensionalen Gebiete (Punk-
te) a und b auffassen. Die Dimension des Integrationsgebiets der ersten beiden Terme
auf der rechten Seite ist also um FEins niedriger als auf der linken Seite. Solch eine
Beziehung soll jetzt in zwei Dimensionen hergeleitet werden.

Zunichst wird der Divergenz—Operator definiert. Sei v ein auf einem Gebiet
Q) C R? definiertes Vektorfeld, dann ist die Divergenz von v die Summe der ersten
partiellen Ableitungen der i—ten Komponente von v nach der i—ten Koordinate

. ov v 8vz
div v(x) = V- v(x) = 6—361()() +.. amz Z o

13



Wie auch in den anderen Abschnitten, wird der Gauflsche Integralsatz fiir einen
Spezialfall hergeleitet und dann fiir den allgemeinen Fall nur angegeben. Als Spezi-
alfall betrachten wir, dass Q = (a,b) x (¢, d) ein Rechteck ist. Wir wollen

b pd
/ V-v(z,y) dQ = / / V-v(z,y) dydzx
Q a Je

berechnen. Man erhilt, mit der eindimensionalen Formel der partiellen Integration,

b pd
//V-v(x,y) dydzx
d bavl b dav2
/C < ’ 5p (@) de dy+/a i a—y(%y) dy | dz

d b
/ (1 (b,y) — v1(a,9)) dy+/ (Volz,d) — va(z,c) dz.  (2.3)

Wir bezeichnen den Rand von 2 mit 02 und desweiteren sei n die duflere Ein-
heitsnormale an 9Q. Fiir den konkreten Fall des Rechtecks ist n = (0, —1)7 fiir die
untere Seite y = ¢, n = (1,0)7 fiir die rechte Seite + = b, n = (0,1)7 fiir die obere
Seite y = d und n = (—1,0)7 fiir die linke Seite x = a. Mit diesen Bezeichnungen
kann man die Gleichung (2.3) kurz schreiben

/V~v(x,y) dQ:/ v-nds. (2.4)
Q o0
Die Gleichung (2.4) wird Gaufische Integralsatz genannt. Er gilt fiir viel allgemeinere
Gebiete als Rechtecke. Wichtig ist, dass das Gebiet in einem gewissen Sinne einen
verniinftigen Rand besitzt.

Seien u : Q — R, Q C RY ecine skalare Funktion und v : Q — R? ein
Vektorfeld. Dann folgt mit Produktregel

d
V~(uv):zaggz) :Za—ulvﬂruavf =Vu-v+uV-v.
i=1 ¢ i=1

Mit dieser Beziehung folgt
V- (uv)(z,y) dQ = Vu-de+/uV-de
Q Q Q
und mit dem Gauflschen Satz folgt

V- (uv)(z,y) dQ:/ uv - n ds.

Q [219]

Durch Einsetzen und Umstellen erhilt man

/Vu~de:/ uv~ndsf/uV~de (2.5)
Q ET) Q

womit die Ahnlichkeit zur Formel der partiellen Integration in einer Dimension
offensichtlich ist. Die Beziehung (2.5) wird auch Gaufischer Integralsatz oder erste
Greensche Formel genannt.

Der Laplace—Operator einer skalaren Funktion v : ©Q — R ist die Summe aller
nicht gemischten zweiten Ableitungen

0%u 0%u 4 52u
Au=2"4 LU NI gy,
“ ox? et ox? z:zl ox? vV
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Die letzte Beziehung rechnet man leicht nach. Nach der ersten Greenschen For-
mel (2.5) gilt

/(Au)v dQ = /(V~Vu)v dQ:/ Vu~nvdsf/ Vu- Vv dQQ
Q Q o0 Q

/ %vds — Vu - Vv dSQ.
an on Q

Auch diese Beziehung wird oft erste Greensche Formel genannt. Der Ausdruck
Vu-n = % ist die Richtungsableitung in Normalenrichtung, oder kurz die Nor-
malenableitung auf dem Rand. Auf das Fliachenintegral der rechten Seite kann man

noch einmal die erste Greensche Formel (2.5) anwenden. Man erhélt
/(Au)v aQ = Vu - nvds — / Vu - Vv dQ
Q ET) Q

= Vu - nvds — / uVv - nds +/ u(Av) d2.  (2.6)
09 o9 Q

Diese Formel wird zweite Greensche Formel genannt.

2.3 Variablensubstitution in Fldchenintegralen

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Berechnung eindimensionaler bestimmter Integrale ist
die Variablensubstitution

b g(b)
xz))g'(z) dx = u) du,
| #atang'@ / L

wobei u = g(z) ist. Man kann auch in Fldchenintegralen die Variablen substitu-
ieren. Damit kann man die Integration beispielsweise auf ein einfacheres Gebiet
iiberfithren, oder die natiirlichen Koordinaten eines Problems (z.B. Polarkoordina-
ten) nutzen.

Die Herleitung der Formel fiir die Variablensubstitution ist recht langwierig und
muss aus Zeitgriinden entfallen. Seien 27 und Q9 zwei Gebiete, die gewisse Eigen-
schaften beziiglich ihrer Rénder erfiillen und zwischen denen es eine eineindeutige

Abbildung gibt
O z\ _ (e mn)
psam-m ()= (060 )

Insbesondere diirfen die Gebiete gleich sein. Die Funktionaldeterminante der Abbil-
dung ist

J(&mn) =

Dann lautet die Formel fiir die Variablensubstitution

f(z,y) dedy = /Q FlpEm), v m) | (€m)] dedn, (2.7)

Q1

wobei man beachten muss, dass im Integral der Betrag der Funktionaldeterminante
steht.

Beispiel 2.3 Seien f(z,y) = zy und Q; sei der Viertelkreis 22 +y% < R?, 2 > 0,y >
0. Bei der Integration iiber Gebiete, die etwas mit Kreisen zu tun haben, bieten sich
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Polarkoordinaten an: x = rcos(¢),y = rsin(¢). Fiir die Funktionaldeterminante
erhdlt man

cos(¢) sin(¢)
—rsin(¢) rcos(¢

Der Viertelkreis ist gegeben durch 0 <r < R, 0 < ¢ < 7/2. Man erhilt also

e = )| = oo 4o =

Q1

R [ /2
fz,y) dQ = /0 /0 r? cos(¢) sin(¢)r dedr
R

_ 20) |7/2 1 B 4
= / 7’37(308( %) dT:—/ r3 dr:R—.
0 4 0 2 Jo

2.4 Erweiterungen der Integrale auf hoéhere Di-
mensionen

Eine natiirliche Erweiterung des Flédchenintegrals auf ein d-dimensionales Gebiet,
d > 3, ist das Volumenintegral. Dieses braucht man zum Beispiel, um die Volumina
von d-dimensionalen Kérpern zu berechnen. Man versucht, das d-dimensionale Vo-
lumenintegral auf ein d—fach Integral zuriickzufithren. Hat man zum Beispiel iiber
einen Quader 0 = x%_, (a;,b;) zu integrieren, so erhilt man in Analogie zu (2.1)

by ba
flx, ..., xq) dQ:/ (( flze, ..., xq) dxd>---> dxy.
Q a1 ad

Unter entsprechenden Voraussetzungen an die zu integrierende Funktion, kann man
die Integrationsreihenfolge beliebig vertauschen (Satz von Fubini). check

Eine zweite Erweiterung des Flichenintegralbegriffs besteht in der Integration
auf d — 1-dimensionalen Hyperflachen. Fiir d = 3 spricht man vom Oberfldcheninte-
gral und man hat beispielsweise iiber den Rand eines Quaders oder die Oberfléiche
einer Kugel zu integrieren. Die allgemeine Behandlung des Oberfléchenintegrals ist
recht kompliziert und kann aus Zeitgriinden nicht geschehen. Die formale Schreib-
weise ist wie in zwei Dimensionen

f ds.
0
Die in zwei Dimensionen behandelten Beziehungen gelten sinngeméifl auch in
hoheren Dimensionen:
- eine mehrfache Integralformel wie (2.2),
- der Gaufische Integralsatz (2.4),
- die erste Greensche Formel (2.5),
- die zweite Greensche Formel (2.6),
- die Formel der Variablensubstitution (2.7).
Dazu gibt es Ubungsaufgaben.
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Teil 11

Einfiihrung in die
Numerische Mathematik
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Kapitel 1

Einfiihrung

Die Numerische Mathematik ist eine etwas andere Art von Mathematik, als sie bis-
her in der Vorlesung geboten wurde. Sie ist vor allem fiir die Losung von Problemen
in den Anwendungen von entscheidender Bedeutung.

1.1 Aufgabenstellungen und Ziele der Numerischen
Mathematik

Viele Probleme, die in der Mathematik auftreten, kann man mit ,,rein mathemati-
schen Methoden” nur sehr schwer oder gar nicht 16sen. Beispiele sind:
e die Berechnung vieler bestimmter Integrale, da man die Stammfunktion nicht
findet,
e die Berechnung von Nullstellen von Funktionen, da man nicht nach der un-
bekannten Variablen auflésen kann,
e die Losung grofler linearer Gleichungssystem per Hand ist sehr zeitaufwendig,
o die Losung vieler Differentialgleichung geht nicht analytisch.

Innerhalb der Numerischen Mathematik werden Verfahren (Algorithmen) zur
approximativen Losung dieser Probleme entwickelt, welche mit Hilfe von Compu-
tern abgearbeitet werden konnen. Wichtige Fragestellungen, die im Rahmen der
Numerischen Mathematik untersucht werden, sind:

o Wie teuer sind diese Verfahren? Wie lange dauert ihre Abarbeitung?
o Wie genau ist das berechnete Ergebnis?
e Unter welchen Bedingungen konvergieren Interationsverfahren? Wie schnell
ist die Konvergenz?
e Wie robust sind die Verfahren gegeniiber Datenfehlern?
In dieser Vorlesung kann aus Zeitgriinden auf Details zur Beantwortung dieser Fra-
gen nicht eingegangen werden. Es werden lediglich wichtige Antworten présentiert.

1.2 Computerzahlen und numerische Verfahren

Auf einem Computer kann nur eine endliche Menge von reellen Zahlen dargestellt
werden. Zahlen, die man nicht darstellen kann, miissen gerundet werden. Deswe-
gen ist jede Rechenoperation mit Computerzahlen potentiell mit Rundungsfehlern
behaftet.

Alle modernen Computer nutzen zur Darstellung von Computerzahlen die Ba-
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sis 2, das heifit das Binérsystem. In dieser Basis wird eine Zahl z € R durch
r= Y x2F (1.1)
k=—oc0

dargestellt. Die Koeffizienten x; werden Ziffern genannt. Im Bin&rsystem hat man
nur die Ziffern x; € {0,1}. Zum Vergleich, im gewdhnlichen Dezimalsystem hat

man
T = Z ykl()k
k=—oc0
mit den Ziffern y, € {0,1,...,9}. Auf einem Computer kann man nur Zahlen mit

endlich vielen Ziffern darstellen, das bedeutet, anstelle von (1.1) hat man

M
T = Z 2k, 0<m, M < .

k=—m

Beispiel 1.1 Bindrdarstellungen einiger Zahlen.

5 = 1-2240-2'+1-2°=101,
05 = 1-271 =01,
12375 = 1-2641.2°4+1-2%4+1-2240-2241-2'+1-2°41.27141.272

= 1111011.11.

d

Moderne Programmiersprachen (C, C++, FORTRAN90) unterscheiden zwi-
schen ganzen Zahlen (integer) und Fliefkommazahlen (double). Zur Speicherung
von Integerzahlen werden im allgemeinen 4 Byte = 32 Bit genutzt. Ein Bit braucht
man fiir das Vorzeichen, so dass man noch 31 Bits fiir Ziffern hat. Fiir double—
Zahlen werden im allgemeinen 8 Byte = 64 Bit genutzt. Dabei verwendet man die
Darstellung

T = +m?2°,

wobei man ein Bit fiir das Vorzeichen braucht, im allgemeinen 52 Bit fiir die Zif-
fern m (Mantisse) und 11 Bit fiir den Exponenten e verwendet.

Infolge der endlich vielen Computerzahlen gelten nicht mehr alle bekannten Re-
chengesetze. Das trifft zum Beispiel auf das Assoziativitéitsgesetz der Addition zu.
Man erhélt auf dem Computer

1410 - 10 =0, 1+ (10* —10*) =1.

(mit MATLAB demonstrieren.)

Falls man numerische Verfahren im Detail untersuchen will, muss man wissen,
wie sich die Rundungsfehler auf das Ergebnis auswirken. Solche Untersuchungen
konnen hier aus Zeitgriinden nicht présentiert werden. Es stellt sich heraus, dass
die meisten Operationen gutartig sind, das heif3t, kleine Rundungsfehler in den Ein-
gangsdaten fithren nur zu kleinen Fehlern in den berechneten Ergebnissen. Es gibt
jedoch eine wichtige Ausnahme: Die Subtraktion zweier fast gleich grofler Zahlen
kann zu einem groBen relativen Fehler im Ergebnis fithren, siche Ubungsaufgabe.
Dieses Phidnomen nennt man Ausléschung.

Die Kosten der Verfahren werden oft in der Anzahl der fiir die Berechnung
benotigten Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) gemes-
sen. Diese Operationen nennt man Flops (floating point operations).
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1.3 Klassifizierung von Problemen

Wir werden in dieser Vorlesung nur korrekt gestellte Problem betrachten. Ein Pro-
blem heif3t korrekt gestellt, falls

- es eine eindeutige Losung besitzt,

- die Losung stetig von den Daten abhéngt.
Anderenfalls heifit das Problem schlecht gestellt. Schlecht gestellte Probleme, zum
Beispiel sogenannte inverse Probleme, spielen in der Praxis eine grofle Rolle. Thre
numerische Behandlung ist jedoch ziemlich kompliziert und jenseits dem Anliegen
dieser Vorlesung.

Stetige Abhéngigkeit von den Daten bedeutet, dass kleine Stérungen in den Da-
ten nur kleine Anderungen in der Lésung bewirken. Diese Eigenschaft ist sehr wich-
tig fiir die numerische Lésung von Problemen, da man durch das Runden eigentlich
immer kleine Storungen der Daten hat. Man kann ein abstraktes Mafl definieren,
welches die Storungen der Losung in Abhéngigkeit von den Datenstérungen misst —
die sogenannte Konditionszahl. Wir werden dieses Maf im Spezialfall bei der Lésung
linearer Gleichungssysteme kennenlernen. Grob gesprochen ist die Konditionszahl
der Quotient des maximalen Losungsfehlers und eines vorgegebenen Datenfehlers.
Das heif}t, eine kleine Konditionszahl ist giinstig. Korrekt gestellte Probleme mit
grofler Konditionszahl werden schlecht konditioniert genannt.
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Kapitel 2

Numerische L6sung linearer
Gleichungssysteme

Dieses Kapitel behandelt numerische Verfahren zur Losung linearer Gleichungssy-
steme der Gestalt

Ax=b, AeR"™" x,beR" (2.1)
air - Gln Z1 b1
A= , X = , b=
an1 e Ann Ln bn

Viele Methoden zur Losung von Problemen erfordern im Kern die Losung linea-
rer Systeme der Form (2.1). Daher sind effiziente und zuverldssige Verfahren zur
numerischen Lésung von (2.1) von groBer Wichtigkeit.

In der Praxis unterscheidet man folgende Typen linearen Systemen:

1.) die Dimension n ist klein, n < 10000,

2.) die Dimension n ist gro, 10000 < n < 10%, und die Elemente von A sind

iiberwiegend Null (A ist schwach besetzt),

3.) die Dimension von A ist groff und A ist nicht schwach besetzt.

In der Vorlesung werden vorwiegend Verfahren fiir Matrizen vom Typ 1 behan-
delt. Im letzten Abschnitt werden auch einige Verfahren kurz vorgestellt, die man
prinzipiell fiir alle Typen verwenden kann.

2.1 Theorie

In diesem Abschnitt werden wichtige Eigenschaften von Matrizen und Vektoren
kurz zusammengefasst und einige Begriffe eingefiihrt.
Aus der linearen Algebra ist folgender Sachverhalt bekannt.

Satz 2.1 Sei A € R"*"™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

A ist eine regulire Matriz, das heifst der Rang von A ist rg(A) = n,

alle Eigenwerte von A sind ungleich Null,

das System (2.1) besitzt genau eine Lisung,

das System (2.1) mit der rechten Seite b = 0 besitzt nur die triviale Losung
x =0,

die Determinante von A ist ungleich Null, det(A) # 0,

die Matriz A ist invertierbar.
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Damit das Problem (2.1) korrekt gestellt ist, muss die Losung eindeutig sein.
Also muss A reguldr sein. Aulerdem gilt fiir eine regulére Matrix A und eine Stérung
ob

Ax=b+db <= x=A"'b+ A '(b).

Da die Matrizenmultiplikation stetig ist, folgt
lim A~'(6b) = A~'0 =0.
db—0

Damit héngt die Losung stetig von den Storungen der rechten Seite ab. Aufler-
dem kann man zeigen, dass hinreichend kleine Stérungen der Matrixkoeffizienten
verdndern nicht die Regularitdt der Matrix. Das wird am Ende dieses Abschnitts
noch genauer angegeben. Es gilt, dass die Losung auch stetig von Stérungen der Ma-
trixkoeffizienten abhéngt. Damit ist gezeigt, dass Problem (2.1) genau dann korrekt
gestellt ist, wenn A regulér ist.

Fiir lineare Gleichungssysteme (2.1) mit reguldrer Matrix A soll auch der Be-
griff der Kondition des Problems genauer besprochen werden. Dazu benotigt man
Vektor— und Matrixnormen.

Vektornormen. x € R", [P-Norm, p € [1, 00):

n 1/p
lIxll,, == (Z Iwi|p>
i=1

p = 1 — Summennorm, p = 2 — Kuklidische Norm; fiir p = oo hat man die Maxi-
mumnorm
%[l 7= max |z;|
i=1,...,n

Matrixnormen. A € R"™*™, Die induzierte Matrixnorm ist gegeben durch

| Ax][,
||A||p = max = max || x||p.
xerr A0 (x|, =1
Man findet
m
[All, = max Z|a¢j| Spaltensummennorm,
=1,..., n ]
All, = Amax (AT A)  Spektralnorm,
n
|4, =  max Z la;j|  Zeilensummennorm.
z:l,...,mj:1
A — Eigenwert. Auflerdem
1/2
m n
Al = Zzafj Frobenius—-Norm.
i=1 j=1

Eine Vektornorm und eine Matrixnorm nennt man vertréglich, falls fiir alle Matrizen
und Vektoren gilt

1A% (| vektor < Il Allmatrix 1%llvektor -

Man kann zeigen, dass eine [P—Vektornorm und ihre induzierte Matrixnorm ver-
traglich sind. Ubungsaufgabe
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Definition 2.2 Die Konditionszahl einer reguldren Matrix A € R™*™ ist definiert
als

K(A) = Al [[A7H]

wobei ||-|| eine der oben angegebenen Matrixnormen ist. O

Unterschiedliche Normen ergeben unterschiedliche Konditionszahlen. Diese wer-
den durch einen Index unterschieden.
Eigenschaften der Konditionszahl.
e (A) > 1, da (I — Einheitsmatrix)

L= 1] = [[AA7H| < [1A] [[A7H] = s(4),

o (A7) = K(4),
o sei a € R\ {0}

K(ad) = [|aA|l [[(@A)7H] = |af a7 [ [|A] [[ATH] = K(A),
e ist A eine orthogonale Matrix, dass heifit AT = A=1, dann ist ka(A) = 1, da

1Al = HATHQ = ||A_1||2

HA||2 =V /\maX(ATA) =V /\maX(I) =1,

k2(-) — Spektralkonditionszahl.
e ist A symmetrisch und positiv definit, das heifit alle Eigenwerte von A sind
positiv, dann gilt Ubungsaufgabe

und

)\maX(A)

HQ(A) = 7)\min(A) ,

Definiert man den relativen Abstand einer reguliren Matrix A zur Menge der
singuldren Matrizen wie folgt

JA
dist,(A) := min { % : A+ A st singuléir} ,
P

so kann man zeigen, dass

1
rp(A)
Dass bedeutet, dass bei Matrizen mit einer grofien Konditionszahl schon kleine

Storungen dazu fithren konnen, dass die gestorte Matrix singular ist. Des weiteren
ist die Matrix A + §A auf jeden Fall regulér, falls

dist,(A) =

151, 1

— < —= SA| ||A7Y] < 1.
A, w1k,

Auf Grund der allgegenwértigen Rundungsfehler wird ein numerisches Verfahren
zur Losung von (2.1) nur eine Niherungslosung berechen, die jedoch die Losung
eines gestorten linearen Systems ist

(A+0A)(x + 0x) = b+ 0b.

In der Literutur findet man Abschéitzungen fiir den relativen Fehler ||0x|| / ||x|| mit
Hilfe der Konditionszahl der Matrix A, siehe [QSS04].
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2.2 Numerische L6sung linearer Systeme mit Drei-
ecksmatrix

Die Matrix A € R™*™ habe eine der beiden Formen

l1 UL U2 - Uln

lor I O Uy -+ Up
0

lnl ln2 o lnn Unn

L — untere Dreiecksmatrix (lower), U — obere Dreiecksmatrix (upper).

Da A regulér sein soll, folgt [;; # 0 beziehungsweise u;; # 0 fir i = 1,...,n. Die
Komponenten des Losungsvektors konnen in diesen Féllen nacheinander berechnet
werden, zum Beispiel fiir Lx = b:

x1 = b/l
ze = (by —la1z1) [log,
1 i—1
T = E bz*;lwxj , Z:L,n

Diese Vorgehensweise wird auch in dieser Form implementiert. Ubungsaufgabe Die
Durchfiihrung dieses Verfahrens erfordert n(n + 1)/2 Multiplikationen/Divisionen
und n(n — 1)/2 Additionen/Subtraktionen. Ubungsaufgabe Die Gesamtzahl der be-
nétigten Flops ist somit n2.

Man beachte, dass man nach der Berechnung von z; den Wert b; der rechten Seite
nicht mehr benétigt. Deshalb kann man die Losungskomponente z; sofort auf dem
Speicherplatz von b; speichern. Man bendttigt also keinen zusétzlichen Speicherplatz
fiir die Losung.

Fiir Lx = b ist die Reihenfolge der berechneten Komponenten 1 — z9 — -+ —
x, und man spricht von Vorwértssubstitution. Lost man Ux = b, so erhélt man
Ty — Tp—1 — --- — 21 und dies wird Riickwartssubstitution genannt.

Benotigt man den Vektor b nicht mehr, so kann man im Verfahren die berech-
neten Komponenten z; auf dem Platz von b; speichern.

Fiihrt man eine Rundungsfehleranalyse fiir die Vorwérts—(Riickwérts—)substitu-
tion durch, erhilt man folgendes Ergebnis, [KS88, S. 146f.]: Die mit der Vorwérts-
substitution berechnete Losung x geniigt der Gleichung

(L+dL)x=Db
mit einer unteren Dreiecksmatrix § L, die komponentenweise klein ist im Sinne von
|(6L)1]|§51\/1¢7|ll]|) Z7j:17an7 ZZJ7

wobei €3 das Maschinenepsilon (siehe Ubungen) ist. Man beachte, dass nur die
Matrix L mit durch Rundungsfehler hervorgerufene Storungen behaftet ist. Die
Aussage bedeutet, dass die Vorwirts—(Riickwiirts—)substitution numerisch gutartige
(gut konditionierte) Verfahren sind. Diese sollen im folgenden fiir die Lésung eines
allgemeinen linearen Gleichungssystems der Form (2.1) genutzt werden.

2.3 Das Gaufl—Verfahren und die LU—-Zerlegung

Das bekannte Gaufi—Verfahren ist bei richtiger Anwendung ein stabiles und effizi-
entes Verfahren zur Losung kleiner linearer Gleichungssysteme.
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Vorgehen. Man formt das System Ax = b in ein #quivalentes System Ux = b
um, wobei U eine obere Dreiecksmatrix ist, welches sich durch Riickwértssubstitu-
tion leicht 16sen ldsst. Bei den Umformungen nutzt man aus, dass sich die Lésung
des Systems Ax = b nicht &dndert, wenn

- ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen Gleichung addiert wird,

- zwei Gleichungen vertauscht werden,

- eine Gleichung mit einer rellen Zahl # 0 multipliziert wird.
Man hat also zwei Phasen beim Lésen von Ax = b, zuerst die Erzeugung des
Dreieckssystems (Vorwértselimination) und dann die Riickwértssubstitution.

1. Vorwirtselimination. (Erzeugung von Ux = b)

e Falls a;; # 0, dann eliminiert man z; aus den letzten (n — 1) Gleichungen,
indem man von der i—ten Gleichung das

Qa1

mi = — fache
ail
der 1. Gleichung subtrahiert, i = 2, ..., n, subtrahiert. Dann erhélt man das
modifizierte System
1 1 1 1
aff [aly - al)\ [ a f"
0 [af - o) || = o>
0 |a® o o)\ B2
mit
(15]1-) = ay, bV =0,
aff = af —maall, o7 =5 —map".

Das System ohne erste Zeile und Spalte wird mit A®x?) = b®?) bezeichnet.
e Falls ag) # 0, so wendet man das gleiche Vorgehen auf A x(?) = b®) an und

eliminiert xo. Dieses Vorgehen wird fortgesetzt, falls al(.? #0,i=3,...n—1
Als Ergebnis erhélt man ein oberes Dreieckssystem

I CV I ¢ (1) B
1

ary ‘1122 a’lénfl a‘l;z T )
0 aff - ol af) 72 b
; : : = : - (22)
0 0 - oalm N almh || we b
o 0 - 0 al Tn by

2. Riickwirtssubstitution. Die Losung x wird nun durch Riickwartssubsti-
tution aus (2.2) berechnet.

Dieses Vorgehen funktioniert, solange die Elemente a'? #£0,i=1,...,n, sind.

i

Das ist aber fiir regulére Matrizen nicht selbstversténdlich, zum Beispiel bei

-(21)

(1)

ist aj; = 0.
Sei beim k—ten Schritt das Element a,(ﬁc) = 0. Eines der Elemente der restlichen
Spalte az(-},z), 1t =k+1,...,n, muss dann ungleich Null sein, etwa agf,)c. Ansonsten

25



wire die k—te Spalte von den vorhergehenden Spalten linear abhéngig und A wére
damit singulidr. Man vertausche die Zeilen k und &', auch in der rechten Seite, und
setzte die Vorwirtselimination fort. Mit dieser Vertauschung vertauscht man zwei
Gleichungen des linearen Systems.
Das Diagonalenelement al(ﬁc), welches man zur Definition der Multiplikatoren
(k)
Mg = ik (2.3)

k
agck)

verwendet, und welches man eventuell erst durch eine Zeilenvertauschung erhélt,
nennt man Pivotelement. Zur Fehlerddmpfung stellt es sich als giinstig heraus, wenn

die Multiplikatoren (2.3) vom Betrage her méglichst klein sind. Das bedeutet, ag;)

sollte moglichst grofl sein. Die gebréduchlichste Strategie um betragsméfig kleine
Multiplikatoren zu bekommen ist die sogenannte Spaltenpivotsuche: Suche das be-
tragsméBig groBte Element in der restlichen k—ten Spalte

k
o2

> ‘az(’,j)‘ i> k.

Dann tauscht man die Zeilen k und k', auch in b. Es gibt auch Pivotstrategien, bei
denen man Spalten vertauscht.

Bei dieser Pivotstrategie gilt |mx| < 1. Erhélt man zum Schluss der Vorwértse-
limination auch mit Pivotsuche kleine Pivotelemente, so ist das ein Hinweis darauf,
dass die Matrix A schlecht konditioniert ist.

Das Gaufische Verfahren soll nun so formuliert werden, dass man die Matrix A
iiberspeichern kann, ohne sie damit zu verlieren. Man wird sie indirekt behalten.
Sei n = 2. Wir definieren mit ma; = a21/a11

1 1
I — ( 1 0 > U— a§1) agz)
1) 0 o )
mit a%) = a%) — mgla%). Lasst man der Einfachheit halber die oberen Indizes weg

sofern sie (1) sind, so erhilt man

LU — ail a1z _ [ on a12 —A
= ) — — A
Mmo1a11  Maora1s + a§2> ag1  Me1/ai2 + aga — ma1/aiz

Diese Beobachtung lisst sich fiir A € R™*" verallgemeinern. Seien
L @ (1)

! 1 0 i ag) N a%g)
I m.21 LU= 0 ayy - ag, ,
Mp1 "0 Mpp-1 1 0 0 - ag;’;)
dann gilt
PA=LU, (2.4)

wobei P eine Permutationsmatrix ist, die die Zeilen— (und eventuellen Spalten—) ver-
tauschungen beschreibt, welche bei der Vorwértselimination erfolgen. Man braucht
diese Matrix nicht zu speichern, falls alle erforderlichen Vertauschungen in der rech-
ten Seite gleich ausgefiithrt werden b — Pb. Beschrénkt man sich auf Zeilenvertau-
schungen, so braucht man fiir die Beschreibung der Vertauschungen nur einen Vektor
zu speichern. Hat man keine Vertauschungen, so gilt A = LU. Die Zerlegung (2.4)
nennt man LU-Zerlegung oder LR—Zerlegung von A.

Bei der allgemeinen numerischen Herangehensweise zur Losung von (2.1) ent-
koppelt man die Vorwirtselimination der Matrix A und die Anwendung dieser Eli-
mination auf die rechte Seite b. Somit hat man drei Schritte:
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1. berechne die LU-Zerlegung von A: PA = LU,
2. berechne y aus
PAx = L(Ux) = Ly = Pb

durch Vorwértssubstitution,
3. berechne x aus
Ux=y

durch Riickwartssubstitution.

Wenn die Matrix A nicht mehr explizit benttigt wird, konnen L und U sofort auf
dem Speicherplatz von A gespeichert werden. Man beachte, dass man die Diagonale
von L nicht zu speichern braucht, da die Eintriige (= 1) sowieso bekannt sind. Mit
Hilfe von L, U und der Permutationsmatrix P kann man jedoch gegebenenfalls A
wieder rekonstruieren. Braucht man die rechte Seite b nicht mehr, so kann dieser
Speicherplatz sofort fiir y und dann fiir die Losung x verwendet werden. Man kann
das Gaufi—Verfahren also so implementieren, dass man keinen zusétzlichen Speicher
benétigt fiir die LU-Zerlegung von A und fiir die Lésung benétigt.

Die Kosten zur Losung von Ax = b sind wie folgt

2 1 7 N
1. §n3 — 5712 — 6” Flops, Ubungsaufgabe
2. n? Flops,
3. n? Flops,
woraus Gesamtkosten von
2 3 7 2
gng + 5712 — gn Flops ~ gng Flops
resultieren.

Man kann nicht mathematisch beweisen, dass die LU-Zerlegung mit Spaltenpi-
votsuche stabil ist. Im Gegenteil, man kann (pathologische) Beispiele konstruieren,
bei denen eine Fehlerschranke, die man beweisen kann, mit wachsender Dimensi-
on n des Gleichungssystems exponentiell anwéchst. In den allermeisten praktischen
Fillen ist dies jedoch nicht der Fall. Auf Grund dieser Erfahrungen wird die Gauf3—
Elimination mit Spaltenpivotsuche als praktisch stabil angesehen und im allgemei-
nen verwendet.

Die LU-Zerlegung ohne Pivotsuche ist jedoch im allgemeinen instabil. Es gibt
allerdings Klassen von Matrizen, fiir die man zeigen kann, dass die LU—-Zerlegung
auch ohne Pivotsuche stabil ist, beispielsweise symmetrische und positiv definite
Matrizen. Dann kann man sich die Pivotsuche sparen und spart damit Rechenzeit.

Analysiert man das Gesamtverfahren 1)-3) zur Losung des linearen Gleichungs-
systems (2.1), so erhilt man folgende Aussagen:

Satz 2.3 Ldst man das lineare Gleichungssystem Ax = b mittels Gaufs—Elimination
mit Spaltenpivotsuche, so ist die berechnete Lisung x die Losung des gestorten Sy-
stems

(A+54)x=Db
und fiir die Fehlermatriz 0 A gilt die Abschitzung
10A]l o < (enn® +3n%)penr A ,
wobei €pr das Maschinenepsilon und
o

ij
p = max

iik \ Al

sind.
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Sei x* die Lésung von Ax = b, dann gilt fiir den Fehler

5" = xllo < Foo(A)(errn® + 3n%)pens x| -

Die Abschétzung von ||§A|| im Satz stellt fir grofie n im allgemeinen eine
starke Uberschétzung dar. In der Praxis ist ||[0A| kaum groBer als enmn || Al .
Ebenso ist die Abschitzung fiir den Fehler im allgemeinen zu pessimistisch. Man
erkennt jedoch den Einfluss der Konditionszahl von A.

Bemerkung 2.4

1.

Hat man mehrere Systeme mit der Matrix A und unterschiedlichen rechten
Seiten by, ..., b; zu losen, so fithrt man zuerst die LU-Zerlegung wie oben
beschrieben durch (=~ 2n3/3 Flops). Man speichert L, U und P. Danach
wendet man Vorwérts— und Riickwértssubstitution fiir alle rechten Seiten
an (je 2n? Flops). Sind alle rechten Seiten direkt nach der LU-Zerlegung be-
kannt, kann man die Substitutionen fiir diese rechten Seiten sogar gleichzeitig
durchfiihren. Ist dies nicht der Fall so braucht man ab der zweiten rechten
Seite die teure LU-Zerlegung nicht mehr zu berechnen.

Die inverse Matrix erhélt man, falls man die in Bemerkung 2.4.1 beschriebene
Vorgehensweise mit b; = e; (j—ter Einheitsvektor), j = 1,...,n, durchfiihrt.
Die Berechnung der inversen Matrix ist jedoch praktisch fast nie von Inter-
esse. Hat man in einer Aufgabenstellung ,,A~'b” zu berechnen, so heifit das
,,16se das System Ax = b”. Die Matrix A~! wird hierbei nicht gebraucht.
Sind die Matrizen L und U auf dem Speicherplatz von A gespeichert und
braucht man den Wert des Produkts x = Ay, so erhélt man diesen durch

z=Uy, w=0Lz x=P 'w.

Bei Spaltenpivotsuche ist P~! nur eine Vertauschung der Komponenten. Die
Berechnung des Produkts auf diesem Weg benotigt die gleiche Anzahl an
Flops wie die Berechnung von Ay bei abgespeicherter Matrix A.

. Die Determinante der Matrix A erhélt man direkt aus ihrer LU-Zerlegung.

Fiir Permutationsmatrizen gilt det(P) = 1. Damit hat man

det(A) = det(PA) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) = ﬁ al?).

%
i=1

Die Determinanten der Dreiecksmatrizen L und U ist jeweils das Produkt
der Hauptdiagonalelemente.

Ist A eine symmetrische und (positiv) definite Matrix, so verwendet man eine
Variante des Gauf3—Verfahrens, bei welcher man eine Zerlegung der Gestalt

A=CTC, C — obere Dreiecksmatrix,

erhilt, das sogenannte Cholesky—Verfahren. Wenn A symmetrisch ist, reicht
es, das obere Dreieck von A zu speichern. Bei der normalen LU-Zerlegung
miisste man jedoch sowohl L als auch U speichern, also eine volle quadrati-
sche Matrix. Beim Cholesky—Verfahren ist dies nicht nétig und man kann C
auf dem Speicherplatz von A speichern.
In MATLAB steckt das Gaufische Verfahren mit Spaltenpivotsuche hinter
dem Befehl x = A\b. (Demo)

O

28



2.4 Klassische Iterationsverfahren zur Losung li-
nearer (Gleichungssysteme

Bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen, die zum Beispiel physikali-
sche Prozesse beschreiben, muss man letztlich oft grofle lineare Systeme mit schwach
besetzten Matrizen 16sen. Dazu sind direkte Verfahren, wie das Gau3—Verfahren,
im allgemeinen ungeeignet. Zum einen ist die Rechenzeit zu lang. Ist beispielsweise
n = 10° und hat man einen Computer mit einem Gigaflop (10° Flops/s), dann
braucht man mit dem GauB—Verfahren zur Losung des linearen Systems ungefihr
21.1 Jahre. Wendet man das Gaufl—Verfahren auf eine schwach besetzte Matrix an,
dann muss man im allgemeinen damit rechnen, dass die Faktoren L und U nicht
mehr schwach besetzt sind. Deshalb ist der Speicherbedarf im allgemeinen n?. Fiir
n = 10% wiren das etwa 7450 Gigabyte (mit 8 Byte double Zahlen).

Fiir grofle Systeme nutzt man iterative Verfahren. Dabei kann die bekannte Idee
der Fixpunktiteration verwendet werden. Dazu wird die Matrix A € R™*"™ in die
Form

A=M—N, M,NeR™™

zerlegt, wobei M invertierbar sein soll. Aus (2.1) erhilt man dann die dquivalente
Fixpunktgleichung

Mx=b+Nx <= x=M"'(b+Nx).

Ist eine Startniherung x(®) € R” gegeben, so lautet die Fixpunktiteration zur
Losung von Ax = b:

<+ — -1 (b + Nx(k)) , k=0,1,2,... (2.5)

Uber die Konvergenz dieser Iteration gibt der Banachsche Fixpunktsatz, siehe spéter
Satz 3.4, Auskunft. Fiir den Spezialfall (2.5) erhélt man:

Satz 2.5 Das iterative Verfahren (2.5) konvergiert genau dann fir alle x(0) ¢ R
gegen die Lisung von Ax = b, wenn fir die zugehorige Iterationsmatriz M~ N gilt

max {|A| : A ist Bigenwert von M~'N} < 1.

In jedem Iterationsschritt von (2.5) muss man ein lineares Gleichungssystem der
Gestalt
My =b+ Nx®

16sen. Das soll natiirlich einfach gehen. Im einfachsten Fall wihlt man
M =w™'D = w™!diag(A),

wobei diag(A) die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen von A ist und w > 0
ein Parameter (Ddmpfungsfaktor). Man muss bei diesem Fall natiirlich vorausset-
zen, dass alle Diagonalenelemente von A ungleich Null sind. Es folgt

N=M-A=w'D-4
und man erhalt die Iteration
xFH) =t (b + Nx(k)) =wD™! (b +w tDx® — Ax(k))

= x® 4+uD™! (b — Ax(k)) .

Dieses Verfahren wird fiir w = 1 Jacobi-Verfahren und fiir w € (0, 1) geddmpftes
Jacobi—Verfahren genannt.

29



Eine andere Moglichkeit besteht darin, M als Dreiecksmatrix zu wéhlen. Zerlege
A=L+D+U,

wobei D die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen von A ist, L das strikte un-
tere Dreieck von A und U das strikte obere Dreieck. Man muss wieder voraussetzen,
dass alle Diagonalelemente von A ungleich Null sind. Wahlt man

M=L+w D,

so ergibt sich folgendes Iterationsverfahren

(L+w'D)x* = b4+ (L+w'D)x® —(L+D+U)xP <=
wDx®H) = b4 iDx® — (D 4+ U)x®) — Lx*HD) —
xFH) = x4 yp-T (b — Lx+D) — (D+7U) X(k)) ) (2.6)

Schreibt man dieses Verfahren in Komponentenschreibweise, so sieht man, dass man
die rechte Seite berechnen kann, obwohl sich darin die neue Iterierte x(**1) befindet:

1—1 n
(k+1) _ (k) | @ (k+1) (k) L
x; =z; +— | bi— E QijT; — E QijT; , i=1,...,n.
Q43 T —
Jj=1 Jj=t

Man nutzt die neu berechneten Komponenten von x*+1) sofort zur Berechnung
weiterer Komponenten. Dieses Verfahren heifit fiir w = 1 Gaufi—Seidel-Verfahren
und fiir w > 0,w # 1, spricht man vom SOR-Verfahren (successive overrelaxation,
aufeinander folgende Entspannung). (MATLAB-Demo)

Es gibt viele Untersuchungen zur Konvergenz dieser Iterationsverfahren. Ein
bemerkenswertes Ergebnis ist das folgende:

Satz 2.6 Sei A € R"™*"™ symmetrisch und positiv definit. Dann konvergiert das
SOR-Verfahren fiir alle x(©) € R™ genau dann, wenn w € (0,2).

Bemerkung 2.7

1. Der Satz gibt keine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit und iiber
die Existenz oder Wahl eines optimalen Parameters w. Es gibt Félle, in denen
man zeigen kann, dass ein optimaler Parameter w existiert. Die Berechnung
dieses Parameters erfordert jedoch im allgemeinen Informationen iiber die
Matrix A, deren Beschaffung mit groflem Aufwand verbunden ist.

2. Es zeigt sich, dass die Losung grofler Gleichungssysteme mit den hier vorge-
stellten Iterationsverfahren zwar im Prinzip geht, jedoch im allgemeinen sehr
ineffizient ist (sehr viele Iterationen, sehr lange Rechenzeiten). Man hat in-
zwischen wesentlich bessere Iterationsverfahren zur Lésung linearer Systeme
konstruiert. Die hier vorgestellten einfachen Iterationsverfahren kénnen je-
doch eine wichtige Teilkomponente komplizierterer Iterationsverfahren sein.

O

30



Kapitel 3

Nullstellenberechnung von
nichtlinearen Funktionen

In dieser Vorlesung wird nur die Nullstellenberechnung reeller Funktionen einer re-
ellen Variablen f : R — R betrachtet. Man nennt die Nullstellen von nichtlinearen
Funktionen auch Wurzeln.

In der Praxis sind Nullstellenberechnungen mehrdimensionaler Funktionen von
grofler Bedeutung. Die Behandlung von Verfahren fiir solche Funktionen ist jedoch
aus Zeitgriinden nicht moglich.

3.1 Theorie

Man unterscheidet zwei Normalformen von nichtlinearen Gleichungen, die Nullstel-
lengleichung

fi(x)=0 (3.1)
und die Fixpunktgleichung
f2(z) =2 (3.2)
Eine Zahl a € R wird Fixpunkt von fs genannt, falls f5 (a) = «.
Jede Nullstellengleichung lisst dquivalent sich in eine Fixpunktgleichung tiberfiihren.

Sei g (z) eine stetige Funktionen mit g (z) # 0, dann wird (3.1) mit g () multipli-
ziert und auf beiden Seiten wird = addiert:

Fi(2) :=g(2) f1(2) + 2= .

Eine Nullstelle von f; ist ein Fixpunkt von F; und umgekehrt. Subtrahiert man
in (3.2) z, so erhilt man die Nullstellengleichung

Fy(x):= fo(z) —x=0.
Das heif}t, ein Fixpunkt von fs ist eine Nullstelle von F» und umgekehrt.
Bemerkung 3.1 Kondition des Wurzelfindens. Sei f; € C! (a,b), betrachte
fi(z)—d=0, deR.

Man kann zeigen, dass das Problem des Findens der Wurzel nur dann wohldefiniert
ist, wenn f; in einer Umgebung von d invertierbar ist. Sei v = f;* (d), f{ ' — inverse
Funktion (Umkehrfunktion). Mit der Differentiationsregel fiir die inverse Funktion
erhélt man

() (@) ==
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Dann ist das Wurzelfinden einer nichtlinearen Gleichung gut konditioniert, falls die
Wurzel « einfach ist, das heifit fi (o) # 0, und f{ () hinreichend weit von Null
entfernt ist. Ansonsten ist das Problem schlecht konditioniert. O

Numerische Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungen sind im allgemei-
nen iterativ. Beginnend mit einem Startwert z(°) wird vom Verfahren eine Folge
{zM}; >0 generiert, mit dem Ziel, dass
k)

lim 2
k—o0

= Q.

Man mochte nun ein Maf} fiir die Geschwindigkeit der Konvergenz haben, womit
man dann die Effizienz von Verfahren beschreiben kann.

Definition 3.2 Eine Folge {x(k)} konvergiert gegen o mit Ordnung p > 1, falls
eine Konstante C' > 0 existiert, so dass gilt

k4+1) _

Ei___l<c Vk>k
‘:C(k)—a’p > = RO,

wobei ko € N ein geeigneter Index ist. Man sagt dann, dass die Methode von p-ter
Ordnung ist.

Ist p = 1, so muss notwendigerweise C' < 1 sein, damit {z(*)} gegen o konver-
giert. In diesem Fall wird C' Konvergenzfaktor der Methode genannt. a

Ob ein Iterationsverfahren iiberhaupt konvergiert, kann auch vom Startwert ()
abhéngen.

Definition 3.3 Sei I die Menge aller zuldssigen Startwerte. Gibt es eine Umgebung
U (a) der Wurzel o (offene Menge, die o enthélt), so dass ein Iterationsverfahren
fiir alle () € U () konvergiert, so nennt man das Verfahren lokal konvergent.
Konvergiert das Verfahren fiir alle (%) € I, dann wird es global konvergent genannt.

a

Zur Losung der Fixpunktgleichung (3.2) kann man das Iterationsverfahren
g+ = f, (x(k)) , k=0,1,... (3.3)

verwenden. MATLAB-Demo
Zur Existenz eines Fixpunktes und zur Konvergenz der Iteration (3.3) gibt es
folgenden berithmten Satz.

Satz 3.4 Fixpunktsatz von Banach (1922). Die Funktion fa seiim abgeschlos-
senen Intervall I = [a,b] C R kontraktiv, dass heifst:

o [ wird durch fy in sich abgebildet, fo (I) C I,

o fy ist Lipschitz—stetig mit einer Lipschitz—Konstanten L € [0,1):

|[fo(z)—fo(y)|<Llz—y| Vazyel

Dann besitzt fo in I genau einen Fizpunkt o und die nach der Iterationsvorschrift
(3.3) berechnete Folge konvergiert gegen « fiir jeden Startwert ) e I. Es gelten
die Fehlerabschdtzungen

Lk
1-L

L
1-L

IN

Pfxw’ ’ﬂh,ﬂ@L

IN

P,xw’ ’ﬂ@,ﬂhww
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Beweis: HMI I, Literatur. ]

Bemerkung 3.5

1.

2.

Die Aussagen des Banachschen Fixpunktsatzes gelten allgemein in Banach—
Réumen, also insbesondere auch fiir Funktionen f : R™ — R™, n € N.

Ist fo in I stetig differenzierbar bis zum Rand, fo € C*' ([a,b]), so ist fa
Lipschitz—stetig und es gilt

_ /
—gﬁﬁb@ﬂ

Geometrische Deutung des Banachschen Fixpunktsatzes.

bt y=2

y = fax)
y = fa(x)

Sei fo differenzierbar in [a,b] und sei L < 1. Der Betrag des Anstiegs von
f2 ist kleiner als 1, sieche Bemerkung 2. Falls fo die Gerade y = z einmal
geschnitten hat, kann es keinen zweiten Schnittpunkt geben, weil f, dann
schneller ansteigen miisste als y = x. Das geht aber nicht, da ¢y’ = (x)/ =1.
Dass iiberhaupt ein Schnittpunkt von fo und y = x existiert, folgt aus

- fo bildet I in I ab,

- fo ist stetig,

- I ist abgeschlossen.
Man kann leicht Beispiele dafiir konstruieren, dass der Banachsche Fixpunkt-
satz nicht mehr gilt, wenn auch nur eine dieser drei Voraussetzungen nicht
erfiillt ist.
Sei L > 0. Aus (3.3) und der Taylor-Entwicklung von f5 in « folgt

AR Y

fa (x(k)) — fa (@) = fala)+ f5(€) (z(k) - 04) — fa ()
£ (2%~ a)

mit £ € [a, b]. Mit Bemerkung 2 hat man

20 o

Tl

=1/ < L.

Die Konvergenzordnung ist also linear und der Konvergenzfaktor ist L. Die
Konvergenzgeschwindigkeit ist desto besser, je kleiner L ist.
O

Numerische Verfahren, die auf dem Prinzip der Fixpunktiteration beruhen, wer-
den in den Abschnitten 3.3 und 3.4 behandelt.
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3.2 Das Bisektions—Verfahren

Bei diesem Verfahren handelt es sich um das einfachste und sicherste Verfahren zur
Berechnung einer Nullstelle einer stetigen Funktion im Intervall I = [a, b]. Dieses
Verfahren lésst sich jedoch nicht auf hohere Dimensionen erweitern. Es beruht auf
dem Zwischenwertsatz: Jede stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Funk-
tionswert zwischen f (a) und f(b) an (falls f(a) < f(b), ansonsten umgekehrt).
Damit folgt aus f (a) f (b) < 0, dass f mindestens eine Nullstelle in [a, b] besitzt.

Beim Bisektions—Verfahren versucht man, ein geniigend kleines Intervall zu fin-
den, in dem eine Nullstelle von f liegt. Man muss zunéchst Werte a und b finden, so
dass f (a) und f (b) unterschiedliches Vorzeichen besitzen. Setze dann Iy := [a, b].
Dann werden Teilintervalle I, := [a®), 6], & > 0, I} C Ix_1, k > 1, gesucht, so
dass f (a(k)) f (b(k)) < 0. Das geschieht mit dem folgenden Algorithmus:

Algorithm 3.6 Bisektions—Verfahren.
a©® 4 p0)

o Setze a® :=q, b = b, 2(0) .= >

o Iteration: falls k > 0:
- falls f (z®) f (a®) <0, setze ak+1) = oB) pk+D) = z(k)
- falls f () £ (b)) <0, setze ak+) = z(®) pE+1) = pk),
anschliefend setze z(**1) .= w.
e Abbruch: Man bricht das Bisektions—Verfahren ab, falls

- f (x(’”l)) = 0, das heiflt, man hat eine Nullstelle gefunden,
- oder [p"1) — q* V| = [T, 4| < &, wobei &€ > 0 eine vorgegebene
Toleranz ist, das heif3t das Restintervall ist hinreichend klein. Nehme
als Approximation an die Nullstelle den Mittelpunkt 2*+1) von Ij ;.
MATLAB-Demo a

1)

Nun wird die Konvergenzgeschwindigkeit des Bisektions—Verfahrens betrachtet.

Es sind Ll b
0 —a
|Io|:b*a, |Ik|:2_k: 2k ,kZO
Sowohl die k-te Tterierte #(¥) als auch die Losung « liegen im Intervall Ij,. Da z(*)
der Mittelpunkt von Iy ist, gilt fiir den absoluten Fehler

B _ o _of < el _b—a m [ =
‘e ‘—‘x a‘ﬁ 5~ okl - kllrgoe =0.
Das gilt fiir beliebige Startwerte a(?), 5©) mit f (a(o)) f (b(o)) < 0. Das Bisektions—
Verfahren ist also global konvergent.

Sei € > 0 gegeben. Gesucht ist die Anzahl von Bisektions—Schritten, damit
|x(m) — a‘ < e.az® der Mittelpunkt von Iy, ist, ist das sicher erfiillt falls
b—a log ((b—a) /¢)

<ge &= m>—"—"=—1

1, 2 = —
[l < 22 2m+l log (2)
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Man kann die Formel so interpretieren, als dass jede Bisektion die Genauigkeit
um eine Dualstelle verbessert. Daraus folgt, dass man zur Verbesserung um eine
Dezimalstelle log, (10) ~ 3.32 Bisektionen benétigt. Insgesamt ist die Konvergenz
der Bisektion zwar sicher, aber langsam.

Die Konvergenz braucht nicht monoton zu sein, siehe Beispiele in der Literatur.
Aus diesem Grunde passt das Bisektions—Verfahren nicht in den Rahmen der De-
finition 3.2 iiber die Konvergenzordnung. Man kann also nicht von einer Methode
erster Ordnung im Sinne dieser Definition sprechen.

Die Bisektion eignet sich vor allem als Annidherungsverfahren an die Nullstel-
le, um einen Startwert fiir schnellere Iterationsverfahren zu finden, die nur lokal
konvergent sind.

3.3 Das Sekanten—Verfahren und Varianten

Sei o € I = [a,b] eine Nullstelle von f € C' (I). Sei z nahe genug an «, 0.B.d.A.
mit x > a. Dann erhélt man mit Taylor-Entwicklung

f)=fla)+@—-0a)f (€, {€(nz).

/(@)

Diese Beziehung kann man in die Fixpunktgleichung

L@@ @
f(€) f(€)
umformen, falls f’(£) # 0. Diese Eigenschaft ist zum Beispiel in einer Umgebung
von « gesichert, falls « eine einfache Nullstelle von f ist. Die Verfahren, die in
diesem Abschnitt vorgestellt werden, approximieren f’ (§) in (3.4) unter Benutzung
von Werten von f.
Die Grundidee der Approximation einer Ableitung besteht in der Verwendung
einer finiten Differenz:
[ (@) — f (22)

fia)m =————,

Tl — T2

(3.4)

wobei 1, x9 sich in einer Umgebung von x befinden. Sind z; oder z2 relativ weit
voneinanger oder von x entfernt, wird die Approximation relativ ungenau sein.
Liegen andererseits x1, x2 sehr dicht beieinander, kann es sowohl im Zéahler als auch
im Nenner der finiten Differenz Ausléschung geben, was wiederum zu ungenauen
Ergebnissen fithren kann.

Beim Sekanten—Verfahren verwendet man

ey L EY) = f @)
f (5) ~ ZC(k) _ CL‘(k_l) ’

k>0

7

wobei z(*~1) (%) die beiden letzen Iterierten sind, siche Abbildung 3.1.
Man benétigt also zuniichst zwei Startwerte (=9, (9. Sind diese gegeben, so
lautet das Sekanten—Verfahren

:C(k) —_ x(kil)

F(@®) = f (@D

RH1) ()

2(

7/ (+®), k>0 (3.5)
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28 ¢ kD)

Abbildung 3.1: Approximation einer Tangente durch eine Sekante.

MATLAB-Demo
Zur die Konvergenz dieses Verfahrens gibt es folgende Aussage:

Satz 3.7 Seien U () eine geeignete Umgebung von «, f € C? (U (a)), f'(a) # 0
und " (a) # 0. Falls die Startwerte (=Y 2 € U (a) hinreichend nahe an o
gewdhlt werden, konvergiert die mit (3.5) berechnete Folge {x®)} gegen a und die
Konvergenzordnung ist p = (1 + \/5) /2 7 1.62.

Beweis: Literatur, zum Beispiel [SK06]. ]

Abbildung 3.2: Graphische Illustration zum Sekantenverfahren.

Bemerkung 3.8

1.

In der Praxis bricht man das Verfahren im allgemeinen ab, falls ‘ f (x(m)) ‘ <e
oder ’x(m) — x(mfl)‘ < ¢ fiir eine vorgegebene Toleranz ¢ > 0.

Das Sekanten—Verfahren ist lokal konvergent, aber im allgemeinen nicht glo-
bal.

Man bendétigt neben der Berechnung von f (J:(k)) im k—ten Iterationsschritt
keine zusétzliche Funktionswertberechnung, da man f (x(k’l)) noch aus dem
vorangegangenen I[terationsschritt kennt.

2*+1) liegt nicht unbedingt im Intervall [z(*), z(*~1)], siche Abbildung 3.2.
Das geschieht, wenn f (z(k)) und f (x(kfl)) gleiches Vorzeichen besitzen.
Verallgemeinerungen auf komplexe Nullstellen und Funktionen in Banach—
Réaumen sind moglich.

Eine weitere Verallgemeinerung besteht darin, statt einer Sekante eine Para-
bel durch drei Punkte zu nehmen — Verfahren von Muller, Konvergenzord-
nung 1.84.
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Falls f (x(k)) und f (ac(k_l)) gleiches Vorzeichen besitzen und fast gleichgrofl
sind, kann 2(**t1) sehr weit entfernt von « liegen. Es kann sein, dass f fiir z(*+1)
gar nicht definiert ist oder sehr groe Werte annimmt, die zu einem Uberlauf fithren.

Ein Verfahren, bei denen alle Iterierten z(*) im Intervall [z(—1) 2(®)] liegen,
und welches ebenfalls Sekanten benutzt, ist die Regula falsi (Regel des falschen
Ansatzes). Anstatt die Sekante immer durch die letzten beiden Iterierten zu nehmen,

verwendet man die Sekante durch (:C(k), f (:I:(k))) und (x(k/), f (x(k/))), wobei k&’
der grofite Index kleiner als k ist, fiir welchen f (x(k)) f (x(k/)) < 0 gilt. Fir die
Regula falsi benétigt man zwei Startwerte (=, (9 mit f (x(o)) f (x(_l)) < 0. Die
Iterationsvorschrift lautet

2B _ (%)

f (gg(k)) —f (:I;(k/))

LO1) ()

f@“», k> 0. (3.6)

MATLAB-Demo

Satz 3.9 Sei f € C ([x(_l),:c(o)]). Dann gilt fiir die mit (3.6) erzeugte Folge {x(®)},
dass 2™ € 207D 2O k > 1 und limj—.oo 2® = . Sind f € C? ([z(=Y,20]), a
eine einfache Nullstelle (f' () # 0) und f" (o) # 0, dann ist die Konvergenzord-
nung der Regula falsi gleich Eins.

Beweis: Literatur, z.B. [SK06]. |

In diesem Fall ist k' = 1 fiir alle k. Das ist der schlechteste Fall, der dafiir sorgt,
dass im allgemeinen die Konvergenzordnung nicht gréer als Eins ist.

Bemerkung 3.10

1. Die Regula falsi ist global konvergent. Da sie im allgemeinen jedoch lang-
sam ist, eignet sie sich for allem zur Beschaffung von Startwerten fiir lokal
konvergente, schnellere Verfahren.

2. Gemessen an Funktionswertberechnungen, ist der Aufwand von Regula falsi
und Sekanten—Verfahren gleich.

3. Es gibt Varianten der Regula falsi, die eine bessere Konvergenzordnung be-
sitzen, indem sie vermeiden, dass k' fixiert wird: Illinois—Algorithmus p =
/3 & 1.442; Pegasus-Verfahren, p ~ 1.642.

4. Des weiteren gibt es Verfahren, die Bisektion (Sicherheit) und Sekanten—
Verfahren (Schnelligkeit) kombinieren, zum Beispiel das Verfahren von Dek-
ker und Brent (1973), siche [QSS04].

a
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3.4 Das Newton—Verfahren

- Newton 1669,

- veroffentlicht von Wallis 1685,

- in der heutigen Form von Raphson 1697, deshalb auch manchmal Newton—
Raphson—Verfahren.

Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar. Das Newton—Verfahren verwendet zur
Approximation von f' () in (3.4) den Wert der Ableitung von f an der Stelle (%),
Sei also 2(?) gegeben, dann lautet das Newton-Verfahren

(k)
20— _ @) (3.7)
f/ (z(k))

MATLAB-Demo

Satz 3.11 Seien f € C3([a,b]), a € [a,b] und f'(a) # O (einfache Nullstelle).
Dann egistiert eine Umgebung U (), so dass fiir jeden Startwert (%) € U (a) die
mit (3.7) berechnete Folge {a:(k)} gegen o konvergiert. Die Konvergenzordnung ist
mindestens 2.

Beweis: Literatur, zum Beispiel [SK06]. ]

In (z(k), f (z(k))) wird die Tangente angelegt. Der Schnittpunkt der Tangente
mit der z—Achse ist z(F+1).

Bemerkung 3.12

1. Man bricht die Iteration ab, falls |z(™) — z(m=D| < ¢ oder |f (z(m))| <e
fiir eine vorgegebene Toleranz £ > 0.

2. Das Newton—Verfahren ist lokal konvergent, im allgemeinen jedoch nicht glo-
bal.

3. Bei einer [-fachen Nullstelle, [ > 2, konvergiert das Newton—Verfahren (3.7)
linear mit dem Konvergenzfaktor C = (I —1)/l. Ist die Vielfachheit der
Nullstelle bekannt, so konvergiert das modifizierte Newton—Verfahren

(k)
gD = 2 (F) / (z ) k>0,

_lif/ (x(k))’ 2
quadratisch.
4. Das Newton—Verfahren benttigt zwei Funktionsaufrufe pro Iteration, f (x(k))

und f’ (x(k)). Diesbeziiglich ist es doppelt so teuer wie das Sekanten—Ver-
fahren. Zwei Schritte des Sekanten—Verfahrens haben die Konvergenzord-

nung (1 + \/3)2 /4 =~ 2.62. Damit konvergiert, gemessen am Aufwand, das
Sekanten—Verfahren schneller.
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5. Optimale Fizpunktiteration. Die Nullstellengleichung f () = 0 ldsst sich
dquivalent in die Fixpunktgleichung

z=xz+g(x)f(z), g)#0,

umformen. Der Banachsche Fixpunktsatz 3.4 besagt, dass die Fixpunktite-

ration
20D — 0 4 g (x<k>) f (N))

desto schneller konvergiert, je kleiner die Lipschitz—Konstante der rechten
Seite der Fixpunktgleichung ist. Seien f (x),g(z) in U (o) stetig differen-
zierbar, dann folgt

L= max (e +g(e) f (2))'| = max |14/ () f () +9() £ @)

Man kann hoffen, dass L in U («) klein ist, wenn fiir £ = o der Ausdruck im
Betrag verschwindet. Da f () = 0, folgt

1
f'(e)

Eine Funktion, die diese Bedingung erfiillt, ist g () = —1/f’ (x), womit man
das Newton—Verfahren erhélt.

Man erhilt also das Newton—Verfahren, indem man die Funktion g(z) in der
Fixpunktgleichung so wéhlt, dass man auf eine moglichst kleine Lipschitz—
Konstante in U («) hoffen kann.

l+g(a)f'(a)=0 = gla)=-

6. Ist f € C? (U () ), dann erhilt man aus dem Banachschen Fixpunktsatz

folgende hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des Newton—Verfahrens:
(- 12 ) (7 @)~ f @) 1" (@)
[ ()

(@)
f @) @)
(7' (@)

1 > L= max 1-—

zeU(a)

= Imnax
zeU(a)

= max
zeU(a)

7. Die Ubertragung des Newton-Verfahrens auf komplexe Nullstellen und auf
Banach-R&ume ist moglich.
O

3.5 Nullstellen von Polynomen

Dieser Abschnitt stellt ein Verfahren vor, mit dem man alle Nullstellen eines Poly-
noms

pn () = Z a;xt = ant™ + an_12" + ...+ a1z + ao, (3.8)
i=0
a; € R, 1=0,...,n, berechnen kann.

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass p, () genau n Nullstellen in C
besitzt, wobei mehrfache Nullstellen ihrer Vielfachheit gemé8 gezéhlt werden. Des
weiteren ist bekannt:

e n € {1,2} — es gibt einfache Berechnungsvorschriften fiir die Nullstellen,
e n € {3,4} — es gibt relativ komplizierte Berechnungsvorschriften fiir die
Nullstellen,
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e n > 5 —es gibt im allgemeinen keine expliziten Berechnungsvorschriften fiir
die Nullstellen.
Das heif3t, fiir Polynome mit n > 3 ist die Nutzung numerischer Verfahren zu
empfehlen, fiir n > 5 ist sie im allgemeinen notwendig.

Bevor wir zur Nullstellenberechnung kommen, wollen wir erst einmal ein Sche-
ma kennenlernen, mit dessen Hilfe man Funktionswerte eines Polynoms schnell be-
rechnen kann. Nutzt man den naivsten Weg, jeden Summanden von (3.8) einzeln
zu berechnen, so hat man fiir den ¢—ten Summanden ¢ Multiplikationen und zum
Schluss n Additionen. Damit ist die Anzahl der Flops

- n n?
Zi+n:§(n+1)+n:7+—n.

=0

[\GR V]

Glinstiger ist bereits, wenn man die Potenzen von x zwischendurch speichert:
pi=ap+a1r

t:==x

for 1=2:n
t:=tx
pi=p+a;t

end

Dieser Weg benétigt n Additionen und (2n — 1) Multiplikationen, also 3n —1 Flops.
Die Darstellung (3.8) ist nicht die einzig mogliche fiir ein Polynom. Aquivalent
dazu ist

pn(@)=aps+z(ar+z(az+x(... +x(an-1+anx)...)). (3.9)

Nutzt man (3.9), so kann man p,, (z) mit n Additionen und n Multiplikationen, also
2n Flops berechnen. Man nennt (3.9) auch eingebettete Multiplikation und (3.9) ist
die Basis des sogenannten Horner—Schemas (synthetische Division) zur Berechnung
von p,, (2):

b, = an

for t=n-1:-1:0

bi:==a;+bi412
end

Beispiel 3.13 n = 3:

ps(z)=ap+z|ar+z|ax+ a3z 2
~—

b3
—_——
b2

b1

bo
a
Dieses Verfahren, veroffentlich von Horner (1818), findet man schon bei Newton

iiber 100 Jahre frither. Damals hat man das Verfahren handschriftlich durchgefiihrt
und dabei folgendes Schema entwickelt:

Pn Qp Ap—1 Ap—2 s ai ag
z - b,z bp_1z ... bz b1z
by, bp1 bp_o ... b bo
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Das ist das sogenannte Horner—Schema.

Beispiel 3.14 Berechne p3 (z) = —223 + 2022 — 22 — 13 an der Stelle z = 3:

ps -2 20 -2 -13
3 6 42 120
2 14 40 107

Es ist p3 (3) = 107. O
Man kann das Polynom p,, (z) eindeutig zerlegen in

Pn (1') =po + (l’ - Z)pnfl (x) >

wobei pg eine Konstante ist und p,,—1 (z) ein Polynom vom Grad n — 1 (Polynom-
division). Setzt man x = z, so folgt p, (2) = by = po, also folgt

):pn(ﬂﬁ)*bo-

Pn—1 (m
xr—z

Man findet durch Nachrechnen Ubungsaufgabe
Pt (T) =b1 +box + ...+ bya" ! = Zbiwi_l =: @p—1 ().
i=1

Einsetzen fiithrt zu der Darstellung

Pn () =bo+ (¥ — 2) gn—1 () . (3.10)

Ist z eine Nullstelle von p,, (z), dann ist by = 0 und man hat

Pn (2) = (& = 2) gn—1 (2) -

Die restlichen (n — 1) Nullstellen von p,, (z) sind nun gerade die Nullstellen von
gn—1 (). Man hat die Nullstelle z abgespalten. Diesen Vorgang nennt man Deflati-
on. Auf dieser Basis kann man folgende allgemeine Strategie zur Berechnung aller
Nullstellen von p,, (x) angeben:

1. finde eine Nullstelle z von p,, (x) mit einem geeigneten Verfahren,

2. berechne die Koeffizienten von ¢,—1 (x) mit dem Horner—Schema,

3. setze pp—1 () := gn—1 (z), n:=n — 1, gehe zu 1.

Beim ersten Punkt kann man das Newton—Verfahren verwenden. Dazu benotigt
man p,, (z) und p/, (z) fiir die gegenwiirtige Iterierte z. Aus (3.10) folgt

P () = @n—1 (2) + 2q,_1 (7) — 2q5,_ (2),
also
p;z (Z) = {4n—-1 (Z)

Diesen Wert kann man gemeinsam mit py,, (z) mit dem erweiterten Horner—Schema
berechnen:

Pn Qnp Ap—1 Ap—2 s ai ag
z - b,z bp_1z ... boz b1z
Pn—-1 bn bnfl bn72 ce bl bO = Pn (Z)
z - CnZ  Cp—1Z ... CoZ
7
Cn  Cp—1  Cp—2 ... c1=7p(2)
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Beispiel 3.15 Berechne py (2), p) (z) fiir

pa (z) = 32* — 52 + 260 — 17, z=2.

ps 3 0 -5 26 -17
2 — 6 12 14 80
ps 3 6 7 40 63
2 — 6 24 62
3 12 31 102
Damit sind 63 = p4 (2) und pj (2) = 102. O

Dieses Vorgehen kann man erweitern, um alle Ableitungen von p,, (x) an der
Stelle z zu berechnen, vollstdndiges Horner—Schema, siehe Literatur.

Bemerkung 3.16

1. Die Verbindung von Newton—Verfahren und Horner—Schema zur Berechnung
einer Nullstelle von p,, (x) nennt man Newton—Horner—Verfahren. Ein Itera-
tionsschritt benstigt 4n Flops (pn, (2) : 2n, ¢n-1(2) : 2 (n — 1), eine Division,
eine Subtraktion).

2. Beginnt man mit einer reellen Startndherung, so erhilt man beim Newton—
Horner—Verfahren nur reelle Iterierte. Komplexe Nullstellen kann man so
nicht finden. Sowohl das Newton—Verfahren als auch das Horner—Schema be-
sitzen fiir komplexe Zahlen die gleiche Gestalt wie fiir reelle Zahlen. Verwen-
det man eine komplexe Startndherung, so erhélt man im allgemeinen komple-
xe Iterierte. Dazu benotigt man Computerarithmetik fiir komplexe Zahlen.
Diese wird in MATLAB automatisch erledigt, falls komplexe Eingangsdaten
vorliegen. MATLAB-Demo von Newton—Verfahren im Komplexen

3. Eine fortgesetzte Deflation erhoht den Einfluss von Rundungsfehlern. Um
diesen gering zu halten, sollte man zwei Dinge beachten:

e Berechne zuerst die betragsméflig kleinen Nullstellen, weil diese am
anfalligsten gegen Rundungsfehler sind.

e Hat man eine Approximation fiir eine Nullstelle mit dem Newton—
Horner—Verfahren gefunden, so nehme man diese Approximation als
Startndherung fiir das Newton—Verfahren angewandt auf das Origi-
nalpolynom p,, (z): Newton—Horner—Verfahren mit Verfeinerung.

4. In MATLAB erhilt man alle Nullstellen eines Polynoms mit dem Befehl
roots.

O

3.6 Abbruchkriterien fiir iterative Verfahren

Ein wesentliches Problem in der Praxis sind Kriterien, mit denen man die Iteration
abbricht. Eine erste Moglichkeit ist die Kontrolle des Residuums:

Sei € > 0 vorgegeben, dann breche die Iteration ab, falls }f (x(k))’ <e.

Es gibt jedoch Situationen, in denen dieses Kriterium entweder zu stark oder zu
optimistisch ist, sieche Abbildung 3.3
Aus diesem Grunde ist es oft besser, die Anderung der Korrektur zu betrachten:

Sei € > 0 vorgegeben, dann breche die Iteration ab, falls |z(F+1) — z(k)‘ <e.

Dariiber hinaus sollte immer eine maximale Anzahl von Iterationen als Abbruch-
kriterium vorgegeben sein.
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Abbildung 3.3: Links: Residuumkriterium zu stark, da f’ («) sehr grof ist; rechts:
Residuumkriterium zu optimistisch, da f’ (a) ~ 0.
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Kapitel 4

Interpolation

4.1 Aufgabenstellung

Gegeben seien (n+1) Paare (x;,y;), i = 0,...n, wobei die z; paarweise verschieden
sind. Die Interpolationsaufgabe besteht darin, eine (einfache) Funktion ® zu finden,
so dass ®(x;) =y;, 1 =0,...n, ist.

Man bezeichnet {z;} als die Menge der Stiitzstellen und die Menge {y;} als die
Menge der Stiitzwerte. Man sagt, dass die Funktion ®(z) die Stiitzwerte {y;} an
den Stiitzstellen {x;} interpoliert.

Natiirlich gibt es unendlich viele Funktionen, die die Interpolationsaufgabe er-
fiillen. Deshalb muss man die Klasse der Funktionen festlegen, in der man die In-
terpolierende ®(x) sucht. Man unterscheidet zum Beispiel:
®(x) ist ein Polynom — Polynominterpolation,
®(x) = ag+ai1e™ +. ..+ a,e® — trigonometrische Interpolation (i = v/—1),
®(z) ist stiickweise ein Polynom — Spline-Interpolation,
®(x) ist eine rationale Funktion — rationale Interpolation.

4.2 Polynominterpolation
Wir bezeichnen mit
P, = {p(m) Cp(x) = apa™ Fap 2" . F a1zt ag, a; ERi=0,... ,n}

den Raum aller Polynome vom Hoéchstgrad n. Es werden (n + 1) Paare (z,y;),
i=20,...,n, x; # z; fiir ¢ # j, betrachtet. Die Aufgabe der Polynominterpolation
besteht nun darin, ein p € P,, zu finden, so dass gilt

p(z;)) =y, 1=0,...,n.

Als erstes stellt sich die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit eines solchen
Polynoms. Diese wird mit dem folgenden Satz beantwortet.

Satz 4.1 Zu gegebenen paarweise verschiedenen Stitzstellen xg,...,x, € R und
zugehdrigen Werten yo, .. .,yn € R existiert genau ein Polynom p € P, mit p(x;) =
Yi, i:07...,n

Beweis: Literatur, zum Beispiel [QSS04]. [ |

Man kann zeigen, dass dieses Polynom sich wie folgt darstellen ldsst:

Z wn+1 )ylw (41)

k=0 :r - 'Ik nJrl('Tk
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wobei wy,11(z) das sogenannte Knotenpolynom vom Grad n + 1 ist
n
wnri(@) = [[ (@ —ay). (4.2)
j=0

Mit der Produktregel erhélt man Ubungsaufgabe

n

aalt) ] Lo (4.3)

(x — wp)wy, 4 (21) =0 jk Tk T zj

Damit erhilt man die zu (4.1) dquivalente Darstellung

n n

@ =3 I o= | (4.4)

k=0 \j=0,j#k

Mit dieser Darstellung erkennt man auch leicht, dass p,(z;) = y; fiir alle Stiitzstel-
len. Setzt man x = x; in (4.4), dann hat man im Zahler des Produkts fiir k£ # ¢ den
Faktor x; — x; = 0. Es bleibt somit nur der Summand mit dem Summationsindex
k =1 ibrig

Ty, — T4
pn(z;) = H - = i = i

T — 1
g=0.4#i "

Die Formeln (4.1) oder (4.4) bezeichnet man als Langrange-Form des Interpolati-
onspolynoms.

Zur Untersuchung der Genauigkeit der Polynominterpolation geht man wie folgt
vor. Man nimmt sich eine Funktion f(z), gibt sich (n + 1) Paare von Stiitzstellen
und Stiitzwerten (z;, f(z;)) vor, berechnet das Interpolationspolynom p,, f (x) durch
diese Punkte und vergleicht dieses mit der vorgegebenen Funktion. Bild Man kann
die folgende Abschétzung fiir den Interpolationsfehler beweisen.

Satz 4.2 Seien xg,...,x1 paarweise verschiedene Stiitzstellen und sei z FElement
das Definitionsbereichs von f(x). Sei weiter f € C"1(I,), wobei I, das kleinste
Intervall ist, mit x; € I, i = 0,...,n. Dann ist der Interpolationsfehler im Punkt

z durch (n+1)
En(2) = f(z) —puf(2) = f(nfl(ﬁ)

gegeben, wobei & € I, ist und wp1(2) in (4.2) definiert ist.

Wn+1 (Z)

Beweis: Literatur, [QSS04]. |

Die Aussage impliziert nicht, dass fiir n — oo gilt, dass p, f(z) — f(x) fir alle
x € I,. Man kann Funktionen und zugehorige Mengen von Stiitzstellen so finden
(zum Beispiel mit gleichem Abstand), dass es Teilintervalle von I, gibt, in denen
pnf(x) £ f(zx) fiir alle Argumente 2 aus diesen Teilintervallen.

Zur Untersuchung der Stabilitdt der Polynominterpolation betrachtet man ne-

ben den Paaren (z;, f(z;)) Paare mit gestérten Werten (x;, f(z;)). Dann gilt

| oy = mE T 2= (ste) - Feon)

pnf - pnf

IN
=
o
"

[y
8

>

S~—

\
~h
8
ES
—
&
=
<

C(Iz)
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Man nennt A, (z) Lebesgue—Konstante und diese Konstante spielt die Rolle einer
Konditionszahl fiir die Polynominterpolation. Das bedeutet, dass kleine Anderungen
in den Daten nur dann zu kleinen Anderungen im Ergebnis fithren, falls A,,(z) fiir
alle x € I, klein ist. Man kann jedoch zeigen, dass A,, — oo fiir n — oo. Fiir
dquidistante Stiitzstellen hat man beispielsweise

2n+1
e — Eulersche Zahl.

)

~ e nlog(n)

Daraus folgt, dass die Polynominterpolation fiir grofie n instabil werden kann.
MATLAB-Demo
Im Prinzip ist mit den Darstellungen (4.1) oder (4.4) die Aufgabe der Polyno-
minterpolation gelost. Diese Darstellungen sind aber aus numerischer Sicht unvor-
teilhaft, weil:
e unnotig viele Flops zur Auswertung von p,, f(x) an einer bestimmten Stelle
x bendtigt werden,
e es in diesen Darstellungen unmoglich ist, auf einfache Art und Weise zusétz-
liche Stiitzstellen zu integrieren.

4.3 Die Newton—Interpolation

In diesem Abschnitt wird ein Interpolation eingefiihrt, die die beiden Nachteile der
Standard-Lagrange—Interpolation nicht besitzt, die sogenannte Newton—Interpola-
tion.

Seien (n + 1) Paare von Stiitzstellen und Stiitzwerten (x;, f(z;)), i = 0,...,n,
gegeben und p,, f () sei das zugehorige Interpolationspolynom. Nun soll p,, f(z) als
eine Summe des Interpolationspolynoms p,_1f(z) zu den Stiitzstellen (x;, f(z;)),
i=0,...,n—1, und eines Polynom n—ten Grades ¢, (z) dargestellt werden

pnf(m) = pnflf(m) +qn (1') (45)
Das Polynom g, () soll nur von den Stiitzstellen x; abhéngen und nur einen un-
bekannten Koeffizienten besitzen. Falls es eine solche Darstellung (4.5) gibt, ist die
Hinzunahme zusétzlicher Stiitzstellen kein Problem.
Aus (4.5) folgt
an(zi) = onf(xi) = pp_a f(x)) =0, i=0,...,n—1.

Damit sind n Nullstellen von g, (x) bekannt. Mehr kann ein Polynom n—ten Grades
nicht besitzen und somit hat g, (x) die Darstellung

Gn(z) = an(x —x0)(x — 1) ... (T — Tp_1) = apwn ().

Damit hat g, (z) den einzigen unbekannten Koeffizienten a,,. Zur Bestimmung dieses
Koeffizienten verwendet man die Stiitzstelle (z,,, f(2,)) und erhélt

Qn(zn) = anwn(zn) = pnf(xn) 7pn71f(l’n) = f(xn) 7pn71f(xn)-

Daraus folgt
f(@n) = pn—1f(wn)

., = 4.6
Definition 4.3 Seien (z;, f(x;)) € R x R, ¢ = 0,...,n, paarweise verschiedene
Stiitzstellen. Die k—te dividierte Differenz fx;, ziy1,...,xirr] wird rekursiv defi-
niert durch
flist, Tivo, - @igw] — floa, i1, Tigp—1]
fleo, zigr, .., zign] = .
Titk — T4
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Um den Zusammenhang zwischen den dividierten Differenzen und der Interpo-
lationsaufgabe herzustellen, betrachten wir zunéchst den Fall n = 1. Dann sind
pof(x) = f(zo) fiir alle x und

_ fl@) —pof(x1)  fl@1) = flzo)  flea] = flwo]
ay = o) = — = — = flzo, 1].
wi1(T1 r1 — X r1 — X9

Damit ergibt sich mit (4.5)

pif(x) = flwo] + flzo, m1](z — 20).
Fiir n = 2 erhélt man

f(xa) =pif(w2)  flxa] = flzo] = flzo, z1](z2 — 20)

a2 = =

wo(z2) (22 — 20)(v2 — 21)
_ 1 ((f(ﬂfz)f(ﬂfl))Jr(f(Il)f(zo))f[iﬂo,xl](ﬂfzxo))
T2 — o T2 —T1
_ 1 (f[ml,xg](xg—331)+f[330,$1](361 —mo)—f[xoam](@—xo))
T2 — o T2 —T1
f[$1,962] — f[xo,x1] = flwo, x1,22],
T2 — X0
also

p2f(z) = flzo] + flwo, x1](x — w0) + flwo, 71, 22| (x — @0) (2 — 71).

Durch Induktion erhdlt man fiir a,, in (4.6)
an = flzo, 71, .., 2n]

und fiir das Interpolationspolynom
pf(x) = wi(@)flzo, z1, ..., zk]. (4.7)
k=0

Diese Darstellung wird Newtonsche Interpolationsformel genannt. Die Eindeutig-
keit der Polynominterpolation sichert, dass man das gleiche Polynom wie bei der
Lagrange—Interpolation erhélt.

Zur Berechnung der dividierten Differenzen nutzt man ein Dreiecksschema:

k=0 k=1 k=2 k=mn
zo  flzo] = f(®o) ™\
1 flo] = f(o) — flxo, x1]
N N
ry  flre] = f(w2) — flxy, 2] - flro, x1,22]
N N
T flen] = flzn) —  flen-1,2n] — flTn—2,Zn-1,2a] ... flzo,...,Tn]

Beispiel 4.4 Man berechne das Newton—Interpolationspolynom durch die in der
Tabelle angegebenen Paare von Stiitzstellen und Stiitzwerten:
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X f(zz'):f[l”i]
1 2
4—2
4 =2
’ 7 1
2 6 6;71 — _
2-0 2-(-1) _3
12—-6 6—-1 5 5/3—(-1/3) 1
3 12 =6 - - _Z S
3-2 3-0 3 3-(-1) 2
Es folgt

p3f(xz) =2+2(x+1)— %(Jc-l—l)a:—&- %(:C—i— x(z — 2).

Zur Berechnung der Koeffizienten im Newton—Interpolationspolynom (4.7) be-
notigt man nur die unterstrichenen Werte. Deswegen braucht man zu ihrer Be-
rechnung nur einen Vektor der Liange n + 1. Man geht spaltenweise vor. Zunéchst
belegt man den Vektor mit flxol,..., flz,]. Im zweiten Schritt iiberschreibt man
flzal, - -y flen] mit flzo, 1], ..., flXn-1,2,] und so weiter. Wenn man allerdings
spéter noch Stiitzstellen hinzufiigen will, braucht man das gesamte Dreieck.

Der Rechenaufwand pro dividierter Differenz ist 3 Flops. Zur Berechnung aller
Koeffizienten des Newton—Interpolationspolynoms hat man

n
n+n—1)4+m-2)+...+1= §(n+1)
dividierte Differenzen zu berechnen, so dass der Gesamtaufwand

3 3
5712 + §n Flops
betrégt.
Beziiglich der Approximationsgiite des Newton—Interpolationspolynoms gilt die
Aussage von Satz 4.1.

4.4 Spline—Interpolation

spline (engl.) — léngliches, diinnes Stiick Holz oder Metall

Die Polynominterpolation besitzt zwei sehr negative Eigenschaften:
- fiir grofe n, das heifit viele Stiitzstellen kann sie instabil werden, insbesondere
bei dquidistanten Stiitzstellen,
- fiir nichtglatte Funktionen kann der Interpolationsfehler zwischen den Stiitz-
stellen beliebig grofl werden.
Matlab—Demo Diese beiden Situationen (viele dquidistante Stiitzstellen oder nicht-
glatte Funktionen) treten in den Anwendung jedoch hiufig auf. In diesen Féllen
verwendet man oft die Spline-Interpolation.

Definition 4.5 Seien zg,...,x, € [a,b] paarweise verschiedene Punkte mit a =
29 < x1 < ...< 2y = b. Die Funktion sx(x) : [a,b] — R wird Spline vom Grad k
beziiglich der Stiitzstellen {x;} genannt, falls

Sk(m)l[‘/rj7‘/rj+1] € P, j=0,...,.n—1, (4.8)
sk(x) € C*(a,b)).
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Das bedeutet ein Spline vom Grad k ist
- eine stiickweise polynomiale Funktion, in jedem Teilintervall ein Polynom
vom Grad k,
- im Gesamtintervall noch (k — 1)-mal differenzierbar.
In jedem Teilintervall kann man den Spline als

k
skj(@) =Y sije— ;) @€ w0, §=0,...,n—1,
=0

darstellen. Man hat also n(k + 1) unbekannte Koeffizienten s;;. Aus (4.9) folgt

sl(cTle(xj) = 35:;)(:1:]»), j=1,....n—1;, m=0,...,k—1.

Das sind k(n — 1) Bedingungen an die Koeffizienten. Im allgemeinen soll der Spline
eine Funktion f approximieren, deren Werte in den Stiitzstellen berechnet werden
konnen. Damit hat man weitere n + 1 Bedingungen: si(z;) = f(z;), 7 =0,...,n.
Es fehlen noch k£ — 1 Bedingungen.

In der Praxis nutzt man oft kubische Splines, das heifit £ = 3. Ein kubischer Spli-
ne ist zweimal stetig bis zum Rand differenzierbar, insbesondere ist seine Kriimmung
wohldefiniert. Fiir die zwei fehlenden Bedingungen setzt man zum Beispiel die Rand-

werte
s5(a) = s5(b) = 0. (4.10)

Betrachten wir nun eine Funktion f, die durch einen kubischen Spline interpo-
liert werden soll. Wir verwenden die Bezeichnungen

fi=ss(xi), m;=ss(x;), M;=s5(z;), i=0,...,n.

Die zweite Ableitung s4(z) ist eine stetige, stiickweise lineare Funktion (Polygon-
zug). Mit den obigen Bezeichnungen gilt

T, — X r — T;—1
+ M; , X € [Ti—1,2)

T — Ti—1 T — Ti—1

s3(x) = M1

Die Stetigkeit von s4(z) iiberpriift man durch Einsetzen der Intervallgrenzen. Zwei-
maliges integrieren liefert eine Darstellung des Splines in [2;_1, 2]

Mi—l (mi — .Z‘)3 + Mi (l‘ — 3?1'_1)3

i— — T di_q. 4.11
6 i —xi—1 6 x —Ti—1 Feim1(T = 2im) +diey ( )

s3(x) =

Einsetzen der Endpunkte des Teilintervalls ergibt die Konstanten:

M,;_
fic1 = s3(xi) = 5 Lo —2i)? +diny, =
M,;_
di-1 = fii1— 6 : (sz - -Ti71)27 (4-12)
und
M; 9
fi = s3(z;) = ?(zz —xic1)  + (T — i) Hdic1 =

Cii1 = fi— fica T — T (Mz . M¢71)- (4'13)

T; — Tij—1 6

Man rechnet schnell nach, dass mit diesen Konstanten die Stetigkeit von s3(x) in
den Stiitzstellen gewihrleistet ist.
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Aus der Stetigkeitsbedingung fiir die erste Ableitung erhilt man (n — 1) Glei-
chungen fiir My, ..., M,. Es gilt fir « € [x;_1, 2]

M; 1 (z; —x)®>  M; (x—12i_1)?
/ _ ) ¢ ? .
sq(x) = 2 7 — i, + 5 1 +ci—q.

Fiir den rechten Randpunkt erhélt man

M; fi*fif Tj — Tj—

shlzico) = 5 (wi = @)+ 11— o (M — Miy)
(M M fi—fiz1
N ( 6 - 3>(z1 x171)+9€i—$i—1'

Betrachtet man nun den linken Endpunkt des Intervalls [x;,2;41], so erhilt man
auf die gleiche Weise

M; fir1 = fi  ®ig1 —
s3(ito) = —7(@“ — ;) + Pra—— - 6 (Mi41 — M;)
_ M; My fiv1— [i
= ( 3 6 > (zerl l’z) + Tt — 7 .

Setzt man diese Bedingungen gleich, so erhilt man (n—1) Gleichungen fiir My, ..., M,.
Fiir die zwei fehlenden Gleichungen setzt man

2j\40 + >\0M1 = 4o, ,unMnfl +2M,, = 9n

mit vorgegebenen Werten Ag, un, € [0,1] und go, 9. Zur Erfiillung von (4.10) setzt
man alle diese Werte gleich Null.

Zur Berechnung der Koeffizienten My, ..., M,, hat man damit folgendes lineares
Gleichungssystem zu losen

2 AO My go
w2 M M,y g1
e 2 Ag My g2
Hn—1 2 )\n—l Mn—l gn—1
Hn 2 M, dn
Die Koeffizienten sind
T — Tj—1
i =
Tit1 — Ti—1
A\ = M,

Tit1 — Ti—1

g = 6 (f”l_fi—fi_fi‘l), i=1,...,n—1.

Tit1 — Ti—1 \Ti+1 — T4 T — Ti—1

Nach der Losung dieses Systems erhélt man mit (4.12), (4.13) durch Einsetzen in
(4.11) die Darstellung des kubischen Splines. MATLAB-Demo

Satz 4.6 Seien f € C*([a,b]),

hmax = max  (Ti41 — ), Amin = min  (x;41 —x;), (= > 1.
0 n—1 0 n—1 )
Dann gilt

max | f(")(z) — sgr) (z)| < CrhiT max ‘f(4) (z)‘
z€Ja,b] z€a,b]

mit Co =5/384, Cy = 1/24, C3 = 3/8 und C3 = 3(B+1/1).
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Das bedeutet, dass fiir hyax — 0 der kubische Spline samt seinen ersten beiden
Ableitungen punktweise gegen f beziehungsweise gegen die entsprechenden Ablei-
tungen von f konvergiert. Innerhalb der Intervalle konvergiert auch noch die dritte
Ableitung des kubischen Splines, an den Stiitzstellen konvergiert der Mittelwert der
beiden einseitigen dritten Ableitungen.
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Kapitel 5

Numerische Integration

Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Die Berechnung von

b
1(f) = / f(x) da

kann schwierig oder sogar analytisch nicht durchfiithrbar sein. Jede explizite Formel,
die eine Naherung fiir I(f) darstellt, wird Quadraturformel genannt.

5.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Eine Niherung I,,(f) an I(f) erhilt man, indem man die Funktion f(z) durch eine
Approximation f,(x) ersetzt, die man einfacher integrieren kann

b
I.(f) ::/ fn(x) da.

Polynome sind Funktionen, die sich einfach integrieren lassen. Wihlt man (n+1)
paarweise verschiedene Stiitzstellen aus [a, b], so hat das Lagrange—Interpolations-
polynom von f die Gestalt, siehe (4.4),

n

pf@ =3 TI % f(z).

n
-
i=0 \j=0,j#i "

=:l;(z)
Man erhélt

n b
(5= Y fla) [ bta) da.
i=0 a
Das ist eine spezielle Form der Quadraturformel
In(f) =Y ouf (). (5.1)
i=0

Die Punkte z; in (5.1) werden Knoten genannt und die Werte «o; Gewichte. Falls f(x)
eine konstante Funktion ist, f(x) = ¢, so verlangt man, dass die Quadraturformel
exakt sein soll, also I,(f) = I(f). Aus dieser Bedingung folgt

I(f)=c(b—a) =I,(f) =c<Zai>,
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also

(Za> b

Als Ordung oder Genauigkeit einer Quadraturformel definiert man diejenige
natiirliche Zahl r > 0, fiir die gilt I,(f) = I(f) fiir alle f € P,. Das bedeutet, eine
Quadraturformel r—ter Ordnung integriert alle Polynome vom Grad r exakt.

Bei der praktischen Berechnung von I,,(f) wird man im allgemeinen nicht f(x)
durch p, f(z) im gesamten Intervall [a, b] ersetzen. Stattdessen wird man [a, b] zu-
erst in Teilintervalle [z;,2;41], ¢ = 0,...,n, kg = a, &, = b, zerlegen und auf
jedem Teilintervall f(x) durch p, f(z) approximieren. Das liefert die sogenannten
zusammengesetzten interpolatorischen Quadraturformeln.

Mittelpunktregel

In der Mittelpunktregel wird f durch eine konstante Funktion ersetzt, deren Wert
der Funktionswert in der Mitte des Intervalls ist

zo(f)z/abf(“;rb) dx:f(a;b) (b—a).

Sei f € C?([a,b]). Taylor—Entwicklung von f(x) im Intervallmittelpunkt liefert

s () () ) )

mit € € [a, b]. Ersetzt man f(z) durch die Taylor—Entwicklung, erhilt man fiir den
Quadraturfehler

I(f) = Io(f)
b
a+b

= [rwa-r () 0-0

B a+b ,(a+b 7€) (b—a\® a+b

= () om0 () 0+ DE(F0) s () e

_ Q) (b=aY’

= 3 5 .
Bei der Rechnung wurde ausgenutzt, dass der lineare Term der Taylor-Entwicklung
beziiglich des Intervallmittelpunktes eine ungerade Funktion ist und somit das In-
tegral verschwindet. Es folgt, dass die Mittelpunktregel exakt fiir konstante und
lineare Polynome ist, da dort die zweite Ableitung gleich Null ist. Sie besitzt die
Ordnung r = 1.

Teilt man [a,b] in m gleichlange Teilintervalle der Linge H = (b — a)/m und

selen xp, = a+ 2k+1)H/2, k =0,...,m — 1, die Mittelpunkte der Teilintervalle.
Dann hat die zusammengesetzte Mittelpunktregel die Gestalt

i

m—

Tom(f)=H ) f(zk).

k=0
Analog zu oben erhiilt man fiir den Quadraturfehler

b—a

I(f) = Iom(f) = THQf”(E)-
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Trapezregel

Bei dieser Quadraturformel verwendet man das Lagrange—Interpolationspolynom
vom Grad 1 beziiglich a¢ und b. Man erhélt

b J—
() = a—d:c+f()/a T
_ _fl@)(a=b)?  fb) (b-a)?
N a—b 2 + b—a 2
bh—
= 5= (fl@)+ f)).
Fiir den Quadraturfehler kann man mit Taylor—Entwicklung zeigen, dass
b— 3
15 - n(5) =L e

mit £ € [a,b]. Damit ist die Trapezregel auch von erster Ordnung. Die zusammen-
gesetzte Trapezregel fiir eine gleichmiifige Zerlegung von [a,b] wie oben hat die
Form

m—1
H “ )
In(f) =5 2;) (1) + Flansn)) = H (@ Tt T + L8 )> |
wobei hier zp = a+ kH, k =0,...,m, die Grenzen der Teilintervalle sind.

Simpson—Regel

Bei der Simpson—Regel wird f durch das Interpolationspolynom 2. Grades beziiglich
der Knoten 2y = a, 1 = (a + b)/2 und z2 = b ersetzt. Man erhilt die Quadratur-

formel () = b;a (f( ) +4f <a+b) +f(b)> :

Der Quadraturfehler ist

19 - ) =5 (*5°) 190,

falls f € C*([a,b]), mit £ € [a, b]. Die Simpson—Regel ist von dritter Ordnung genau.
Die zusammengesetzte Simpson—Regel fiir eine dquidistante Zerlegung von [a, b] hat
die Gestalt

IZ,m(f) = % lf(xo) +2 i f(x%“) +4 i f(stJrl) + f(l"?m)‘| )
r=1 s=0

wobei 2 =a+ kH/2, k=0,...,2m, die Knoten sind.

5.2 Weiterfiihrende Quadraturformeln

Die im vorherigen Abschnitt angegebenen Quadraturformeln lassen sich systema-
tisch verallgemeinern. Man erhélt die sogenannte Newton—Cotes—Formeln. In diesen
Formeln besitzten die Knoten in [a, b] den gleichen Abstand und f(z) wird durch ein
Polynom n—ten Grades approximiert. Die Ordnung der Newton—Cotes—Formeln ist
n oder n+ 1. Das ist jedoch nicht die maximale Ordnung, die man mit einem Poly-
nom n—ten Grades erreichen kann. Um eine hohere Genauigkeit zu erreichen, muss
man noch die Einschréinkung, dass die Knoten dquidistant sein sollen, fallenlassen.
Dann kommt man zu den Gaufischen Quadraturformeln, bei denen man sogar die
Ordnung 2n + 1 erhilt.

54



Literaturverzeichnis

[KS88] A. Kietbasiriski and H. Schwetlick. Numerische lineare Algebra. Deutscher
Verlag der Wissenschaften Berlin, 1988.

[QSS04] A. Quateroni, R. Sacco, and F. Saleri. Numerische Mathematik 1,2.
Springer-Verlag, 2004.

[SK06] H.R. Schwarz and N. Kockler. Numerische Mathematik. Teubner-Verlag,
Stuttgart, 6. edition, 2006.

95



Index

Ausloschung, 19

Binérsystem, 19
Bisektions—Verfahren, 34
Bogenelement
skalares, 5
vektorielles, 6

Cholesky—Verfahren, 28
Computerzahlen, 18

Deflation, 41
Differenz

dividierte, 46
Divergenz—Operator, 13
dividierte Differenz, 46
double-Zahl, 19
Dreiecksmatrix, 24

eingebettete Multiplikation, 40

finite Differenz, 35
Fixpunkt, 31
Fixpunktgleichung, 29
Fixpunktiteration, 29
Fixpunktsatz von Banach, 32
Flachenintegral, 11
Flops, 19
Funktion
kontraktiv, 32
Lipschitz—stetig, 32
Funktionaldeterminante, 15

Gaufl—Seidel-Verfahren, 30
GauBlscher Integralsatz, 14
Gebiet, 9

einfach, 9

einfach zusammenhéngend, 9

sternférmig, 9
Gewichte, 52
Gradientenfeld, 8
Greensche Formel

erste, 14, 15

zweite, 15

Horner—Schema, 40, 41

56

erweitertes, 41
vollstandiges, 42

Integerzahl, 19
Integralsatz
Gauf3scher, 14
Interpolationspolynom
Lagrange-Form, 45

Jacobi—Verfahren, 29

Knoten, 52
Knotenpolynom, 45
Konditionszahl, 20, 23

Spektral—, 23
konvergent

global, 32

lokal, 32
Konvergenz

von Ordnung p, 32
Konvergenzfaktor, 32
Kurve, 3

regulér, 3

rektifizierbar, 5
Kurvenintegral

skalares, 4

vektorielles, 6

Lagrange—Interpolation, 45
Laplace—Operator, 14
Lebesgue-Konstante, 46
LR~Zerlegung, 26

LU Zerlegung, 26

Matrix
orthogonal, 23
schwach besetzt, 21
Mittelpunktregel, 53

Newton—-Horner—Verfahren, 42

Newton—-Horner—Verfahren mit Ver-

feinerung, 42
Newton-Interpolation, 46
Newton—Verfahren, 38

Newtonsche Interpolationsformel, 47

Norm



P—, 22
Euklidische, 22
Frobenius—, 22
induzierte Matrix—, 22
Maximum-—, 22
Spaltensummen—, 22
Spektral—, 22
Summen—, 22
vertréglich, 22
Zeilensummen—, 22
Normalenableitung, 15
Nullstellengleichung, 31

Oberfldchenintegral, 16
Ordnung
einer Quadraturformel, 53

Pivotelement, 26
Polynominterpolation, 44
Potential, 8
Problem
korrekt gestellt, 20
schlecht gestellt, 20

Quadraturformel, 52

Quadraturformeln
interpolatorische, 52
zusammengesetzte, 53

Riickwértssubstitution, 24
Regula falsi, 37
Rotationsoperator, 9

Sehnenpolygon, 4
Sekanten—Verfahren, 35
Simpson—Regel, 54
SOR~Verfahren, 30
Spaltenpivotsuche, 26
Stiitzstelle, 44
Stiitzwerte, 44

Trapezregel, 54

Vektorfeld, 6
konservativ, 8
rotationsfrei, 9

Verfahren von Muller, 36

Volumenintegral, 16

Vorwirtselimination, 25

Vorwartssubstitution, 24

Weg, 3

Parametrisierung, 3

Zwischenwertsatz, 34

o7



