2.1

Reelle Zahlen, komplexe Zahlen
Reelle Zahlen

Es seien
n—1 n
1 1
an::—g v? bn::—g v? fiir n € N.
n3 n3
v=1 v=1

Man zeige, dal {[an, bs]}nen eine Intervallschachtelung ist. Welche reelle Zahl liegt im Durchschnitt
aller Intervalle?

Durch Anwendung der Rechengesetze fiir endliche Summen zeige man:

n n n—1
2 Z aubu = albl + Z(au - av—l)bu + Z au(bv + bl/+1) + anbn
v=1 v=2 v=1
- blal - |: ay ay—1 :| anrlan
a, = 2 570, - -
; bl - b2 VZ:Q bl/ - by+1 by—l - bl/ bn - bn+1

falls by # by41 fur jedes A.

Man zeige, daB fiir n € IN die folgenden Beziehungen erfiillt sind:

N, nn+1)2n+1
;”:( Jon+1)

- 1
Z V= ﬁnz(n + 1)2(3114 +6n% —n?—4n+ 2)
v=1

n . 1
L, sin(2"tla)
I;l;[OCOS(Q x) = ey

fur alle x # kn , k € Z.

Man beweise die Schwarzsche Ungleichung

(£) <(5+) ()

fiir beliebige reelle Zahlen aq,...,a,, b1,...,b,.
Hinweis: Man zeige zuerst die Identitét

n n n 2
<Z ai) (Z b3> - (Z aybu> = Z (aub, —a,b,)? .
v=1 v=1 v=1

1<p<v<n
Man beweise fiir beliebige =, y,w € IR,w > 0 die Ungleichung
2 Lo
oy K wr® + —y°.
4w
Man beweise fiir beliebiges « € R, x > 0 die Ungleichung

1
T+ = >2 (2.1)
x



2.2
10.
11.
12.

13.
14.

15.
16.

17.

18.

Man beweise fiir beliebige positive reelle Zahlen z1, x5, ..., z,, die Ungleichung

(35) ()=

Hinweis: Man nutze Ungleichung (2.1).
Man beweise die Ungleichungen :

1. Firr;s € R mit 0 <r < s gilt
r s

< .
1+7r 1+s

2. Fir z,y € R gilt
tty el ol
T+ le+yl = 14z  1+]yl

Man bestimme alle € R fiir die gilt

1. |3z —2| < 5,
r+4

2.
2"

3. x(2—x) > 14 x|

Komplexe Zahlen
Man berechne |v/2 +i| - Re(1 + iv/3) + Im(y/3i/7) - arg(—7 In(3)).
Fiir z = —1 + v/3i berechne man z, —iz, iz, 1/2,1/(2%).

Man trenne in Real- und Imaginérteil:

N2 .
]__
(HZ_) —%, Vetivi—z2mit0<z<l1.
1

Man ermittle (1 + cos(w/3) + i sin(r/3))°.

Fiir welche komplexe Zahl z gilt
|z2| +2—4i—-8=0 7

Fiir welche z ist der Ausdruck z/(1 + 22) reell ?

Man ermittle sémtliche Lésungen der Gleichungen

T3
Ar1=0, z—i{ +Z,:O.
1—1

Welche Gebiete bzw. Kurven werden durch folgende Bedingungen in der Gauflschen Zahlenebene fest-
gelegt :

2] <1, |e—1]>2 2z=1, |arg(2)| < g
[Re(z)| + [Im(2)| = 1, [Re(z)] - [Im(2)| = 17
Man bestimme alle komplexen Zahlen z, fiir die

22 =5+4+12i

gilt.



2.3 Infimum und Supremum

19.

20.

Fiir nichtleere Teilmengen A, B C R und r € R wird definiert:
A+B:={a+blac Abe B}
A-B:={a-blac Abec B}
rd:={ra|a€ A}
Weiter vereinbaren wir die Schreibweise
A>0:Vae Aa>0.

( Analog definieren wir natiirlich A >0, A <0, A<0.)

Nun sei zusétzlich vorausgesetzt, dal A und B beschrinkte Mengen sind. Man zeige, dafl dann folgende
Formeln gelten:

sup(A4 + B) = sup(A4) + sup(B).

sup(rA) = rsup(A4) fiir r > 0.

sup(rA) = rinf(A) fir r <0.

sup(A - B) = (sup(A4))(sup(B)) fir A >0 und B > 0.

sup(A - B) = (inf(A))(inf(B)) fiir A <0 und B < 0.

G N

~— —

Fiir die Mengen M = {z,, : n € N} mit

4+ (=1)"n
1. z, = T
— ] ™
2. xpi=s8in g

bestimme man Infimum und Supremum!
Metrische Riume

Man zeige, da (R",d;) , ¢ = 1,2,00 metrische Rdume sind, wenn fir z = (x1,...,2,), y =
(y1,--.,9n) € R" die Abstandsfunktionen durch

h(w,y) =3 o — il da(w,y) =
=1

gegeben sind.

Es sei E' die Menge der komplexen Zahlen €' . Man {iberpriife, ob folgende Abbildungen von €' x €' in
R Abstandsfunktionen auf €' sind:

a) d(z,y) = |Re(x) + Re(y)|, z,y € €

b) d(z,y) = (Re(2))* + (Re(y))* + (Im())* + (Im(y))?

¢) d(z,y) = maz(|Re(x) — Re(y)|, [Im(z) — Im(y)|)

Sei (E,d) ein metrischer Raum. Man zeige, daf dann fiir jedes positive a € R auch (F,d*) mit

d(z,y)

d*(z,y) :== m

Ve,y € E

ein metrischer Raum ist.

Hinweis: Zum Beweis der Dreiecksungleichung ist Aufgabe 8 im Abschnitt ”Reelle Zahlen, komplexe
Zahlen” hilfreich.



FE sei eine beliebige mindestens zweielementige Menge. Man beweise, daf§ durch die Festsetzung
d(z,y) =0firz =y und d(z,y) =1 firz £y
(E,d) ein metrischer Raum (’diskreter metrischer Raum’) wird.

1. Man zeige, daB (N, d) mit d(m,n) := |+ — L| ein metrischer Raum ist.
2. Man zeige, dafl jede einelementige Teilmenge von N in (N, d) offen ist.

Man bestimmen weiterhin alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen von (N, d).

Wir betrachten auf R™ x R™ die Abbildung

_ 0 falls x =y,
d@,y) = { el + llyll falls o # .

wobei ||.|| eine beliebige Norm auf R™ ist. Man zeige, dal (R™, d) ein metrischer Raum ist. Fiir n = 2
und die euklidische Norm ||.||2 skizziere man die offenen Kugeln mit den Radius 1 um z; = (0,0),
zo = (1/2,0), z3 = (0,3/4) und z4 = (2,2) an.



