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Zusammenfassung

In der Anwendung finden sich sowohl in naturwissenschaftlichen, als auch in industriellen
Bereichen, gekoppelte Fliisse, die sowohl in Gebieten, in denen der Fluss durch porose Medien
flief8t, als auch in Gebieten des freien Fluss, stattfinden. Um diese Fliisse zu simulieren, gibt es
verschiedene mathematische Modelle, die in dieser Arbeit teilweise verglichen werden sollen.
Klassischerweise werden Stromungen linear viskoser, newtonscher Fliissigkeiten und Gase mit
den Navier-Stokes Gleichungen modelliert, die jedoch in den Gebieten mit porésen Medien im
Allgemeinen keine Anwendung finden. In diesen Bereichen wird das Darcy-Gesetz verwendet,
das eine spezielle Losung der Navier-Stokes Gleichungen darstellt.

Eine Variante, kombinierte Stromungen zu simulieren, ist ein Domain Decomposition Ansatz.
Hierbei wird das Stromungsgebiet in zwei Teilgebiete zerlegt, die jeweils einen Stromungsbe-
reich darstellen. Auf den Teilgebieten werden die Stromungen jeweils mit den Navier-Stokes
Gleichungen, beziehungsweise dem Darcy Gesetz simuliert, wobei die Ergebnisse eines Ge-
biets jeweils tiber Kopplungsbedingung die Randwerte fiir die Simulation auf dem anderen
Teilgebiet vorgeben. Uber eine Iteration dieses Vorgehens wird die Stromung auf dem gesam-
ten Gebiet simuliert.

Die zweite Variante zur Stromungssimulation ist die Brinkman-Gleichung, die eine Mischung
aus den Navier-Stokes Gleichungen und dem Darcy-Gesetz ist. Hierbei wird die Stromung
sowohl im por&sen Bereich, als auch im Bereich des freien Fluss gleichzeitig simuliert. Die
Kopplung der beiden Stromungsbereiche findet hierbei in der Wahl der Randbedingungen
Einfluss.

In dieser Arbeit wird die Entwicklung beider Modelle im Abschnitt 2 dargestellt und anhand
ausgewdhlter Beispiele ein numerischer Vergleich auf Basis von Finite Elementen Methoden
in Abschnitt 4 durchgefiihrt. Die hierfiir notwendigen Grundlagen werden in Abschnitt 3 ein-
gefithrt. Zum Abschluss werden in Abschnitt 5 die Ergebnisse noch einmal zusammen gefasst
und ein Ausblick auf weitere interessante Ansitze aus dem Bereich der Stromungssimulation

in porosen Medien gegeben.
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1 Einfiihrung

Mit dem Begriff ,Porose Medien” sind Materialien gemeint, die aus einer festen Matrix
mit einem verbundenen Leerraum bestehen (vgl. [16]). Die Verbundenheit des Leerraums
ermoglicht es dem Fluid, durch das Medium hindurch zu stromen. Je nachdem, wie viele
Fluide das Medium durchstrémen, wird von einem Ein- oder Mehrphasenfluss gesprochen.
Diese Arbeit wird sich jedoch auf Einphasenfliisse beschranken.

Klassische Anwendungsfelder fiir diese Art von Stromungen sind Wasserstromungen im
Uferbereich oder Flussbetten. Im Bereich des Bioingenieurwesens finden sich Beispiele wie
der Transport von Stoffen mit dem Blutfluss durch porése Membranen in Oxygenatoren oder
Dialysegerdten. In der Industrie finden sich porose Medien hdufig in Bereichen, in denen

Fluide gefiltert werden miissen, beispielsweise bei Olfiltern.

1.1 Physikalische Grundlagen

Zuerst werden die physikalischen Eigenschaften definiert, die genutzt werden, um das Pro-
blem zu beschreiben.

1.1.1 Allgemeine Materialeigenschaften

Definition (Homogenitit)
Ein Medium M C R™ wird homogen beziiglich der Eigenschaft P genannt, wenn P unabhén-

gig von der rdumlichen Variable x € R™ ist.

Definition (Isotropie)
Ein Medium M C IR™ wird isotrop beziiglich der Eigenschaft P genannt, wenn P unabhingig
von der Richtung ist.

1.1.2 Eigenschaften pordser Medien

Definition (Sattigung)
Die Séttigung S¢ beschreibt das Verhdltnis aus dem vom Fluid f eingenommenen Volumen
und dem verfiigbaren Leerraum.

Vi
Sf = Ve S [0,1].

In dieser Arbeit wird S¢ = 1 angenommen.

Definition (Porositét)
Die Pordsitit ¢ beschreibt das Verhdltnis aus verfiigbaren Leerraum und dem Gesamtvolu-
men.

Vi

‘b:v e [0,1].

Definition (Permeabilitit)

Die Permeabilitdt IK bezeichnet die Durchléssigkeit eines porosen Mediums M C R™ fiir
ein Fluid f. Je hoher die Permeabilitdt, desto geringer ist der Flusswiderstand. Sie wird im
Allgemeinen als Tensor modelliert und hat fiir Fluide, die beztiglich K isotrop sind, die Form
K = kI. Nach [7] wird k durch

cd2?

kK= —F _
(1—¢)?
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Tabelle 1: Po-

- Medium Porositat Permeabilitit [mz]

rositat und
Permeabilitéat Erdboden 045-054 29-107"-14.1077
ftir verschiede- 1y qtein 0,04-0,10 2-10-13-45.10-1
ne Medien

Sand 0,37 - 0,50 2.1077-1,8.10°8

Sandstein 0,08 - 0,38 5.1071-3.10"10
Tabelle z Dyna.- Fluid dynamische Viskositdt kinematische Viskositat
mische und ki-
nematische Vis-  Blutplasma 1,7-1073 Pas 1,6-107¢Pas
kositat verschie- 1,8-1075 Pas 1,5-1075 Pas
dener Fluide

Wasser 1,0-103 Pas 1,0-107°Pas

bestimmt, wobei c eine Konstante ist und d die durchschnittliche Korngrofie von M ist. Somit
gibt sich als SI-Einheit der Permeabilitiat m?. Gebrauchlicher ist jedoch die Einheit

1D =9,87-10" "% m?
beziehungsweise uD.

Einige Werte der Porositdt und Permeabilitdt verschiedener Medien sind in der Tabelle 1
gelistet. Fiir weitere Werte siehe [3] und [16].

1.1.3 Eigenschaften von Fluiden

Definition (Kompressibilitét)
Ein Fluid wird kompressibel genannt, wenn die Dichte p abhidngig vom Druck p ist. Andern-
falls wird das Fluid inkompressibel genannt.

Definition (Viskositét)

Die Viskositdt eines Fluids beschreibt ihren Widerstand gegen Deformation durch mechani-
sche Belastung. Nach Newtons Viskositdtsgesetz wird der viskose Belastungstensor V im
allgemeinen Fall bestimmt durch

V = 2uD(u) + (c—gu) (V- u). (1.1.1)

Hierbei bezeichnet pu[Pas] die dynamische Viskositiat und &[Pas] die Volumenviskositat oder
zweite Viskositit.
Fluide, die dieses Gesetz erfiillen, werden newtonsche Fluide genannt.
Die kinematische Viskositit v[m?/s| beschreibt das Verhiltnis zwischen der dynamischen
Viskositat 1 und der Dichte p. "

v = o (1.1.2)

Einige Werte der dynamischen und kinematischen Viskositét sind in der Tabelle 2 aufgelistet.
Neben den definierten Grofien wird im Bereich der Fliissse durch porose Medien die effek-
tive Viskositédt genutzt, die teilweise auch als Brinkman-Viskositédt bezeichnet wird. Fiir die

effektive Viskositat gibt es verschiedenste Definitionsansétze, die teilweise auf die Arbeit von
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Einstein zuriick gehen. Dieser definierte diese als

5
Heff = H(1+2(1¢J>.

1.2 Mathematische Grundlagen
1.2.1 Modellierung des Gebiets

Zur mathematischen Modellierung wird das betrachtete Gebiet als Teilmenge Q C R® mit
Rand 8Q =T betrachtet. Diese Menge Q) besteht aus den beiden Teilmengen Q¢ und Q,, fiir
die gilt:

QU0 =0
_O.fﬂ_O.p:@
QiNQp =T

Qg beschreibt den Teilbereich, in dem das Fluid F frei fliefsen kann und Q entsprechend den
Teilbereich, in dem das Fluid das portse Medium M durchflief3t.

Tp

Abbildung 1: Skizze der mathematischen Modellierung

1.2.2 Verschiedene Ableitungsbegriffe

Definition 1.1 (Totales Differential)
Sei ¢ (x(t),t) ein Skalarfeld auf V ¢ R3. Dann wird das totale Differential definiert als

2 d

d 0
TR O P e

Theorem 1.1: Satz von Gauf3

Sei V C R3? ein kompaktes Volumen mit stiickweise glatten Rand S = &V, n € R3
beschreibe den Einheitsnormalenvektor und x(x, t) ein differenzierbares Vektorfeld. Dann
gilt

J V -x(x,t)dx :J' x -ndA.

Vv S
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Beweis. Siehe [20] Theorem 1.2.2.

Theorem 1.2: Reynoldsches Transporttheorem

Sei V(t) ¢ R3 ein zeitabhdngiges Volumen und x(x, t) ein differenzierbares Skalarfeld.
Dann gilt

d

— J x(x, t)dx = J gx(x,t)cbc + J (xv-n)(s,t)dA. (1.2.1)
dt Jv (o) V(t) 5V (t)

ot

Beweis. Siehe [20] Theorem 1.3.1.



2 Modellierung von Fliissen durch porése Medien

Dieses Kapitel stellt die Modellierung von Fliissen durch pordse Medien mittels verschiede-
ner Modellierungsansétze dar. Der erste préasentierte Ansatz ist die Stokes-Darcy Kopplung.
Hierfiir werden die beiden Teilbereiche Q¢ und Q, separat modelliert und mittels einer geeig-
neten Kopplungsbedingung auf [T miteinander verbunden. Als Zweites werden die Brinkman
Gleichungen prasentiert, fiir die ein Zerlegen des Gebiets nicht mehr nétig ist und fiir die

somit einfacher zu implementierende Algorithmen genutzt werden kénnen.

2.1 Die Stokes Gleichungen

Die Navier-Stokes Gleichungen stellen ein mathemati-

sches Modell zur Simulation von Stromungen linear-
viskoser newtonscher Fluide dar. Sie erweitern die
Euler-Gleichungen um Terme zur Betrachtung der Vis-
kositit.

2.1.1 Der Massenerhalt

Zentrale Bedeutung bei der Simulation von Fliissen
inkompressibler Fluide hat der Erhalt der transpor-
tierten Masse. Durch diesen entsteht eine Bedingung
an das Geschwindigkeitsfeld wu.

Hierfiir wird das Kontrollvolumen V(t) C Q¢ zum
Zeitpunkt t betrachtet, in dem das Fluid F die Dichte
p = p(x,t) annimmt. Mit dieser gegebenen Grofle lasst

sich die Masse m(t) des Fluids in V durch Integration
bestimmen. Es gilt Abbildung 2: George Gabriel Stokes,
*13. August 1819, 1 1. Februar 1903

m(t) = Jv p(x,t)dx.

Der Massenfluss aus V(t) heraus geschieht {iber den
Rand 8V(t) in Richtung des duleren Einheitsnorma-
lenvektors n und wird ebenfalls mithilfe eines Integrals bestimmt. Der Abfluss zum Zeitpunkt

tist d
—m(t) = —J (pv-m)(s,t)dA.
dt 5V(t)

Somit ergibt sich durch Zusammenfiigen der beiden Gleichungen mithilfe der Theoreme 1.1

und 1.2

:J aip(x,t)+v-(pv)(x,t)dx.
v(t) ot
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Tabelle 3: Grofien

und  Einheiten  des Zeichen Grofle SI-Einheit
Massenerhalts m Masse kg
v Geschwindigkeit m/s
p Dichte kg/m3

Somit ergibt sich durch den Erhalt der Masse

0
Jvm (atp +V- (p")) (x,t)dx = 0.

Nachdem keine Bedingungen an das Kontrollvolumen V(t) gestellt wurden, gelten die getrof-
fenen Aussagen fiir beliebige V(t), was zur Folge hat, dass der Integrand verschwinden muss.
Somit ergibt sich die Erhaltungsform der Kontinuitdtsgleichung

<aatp +div(pv)) (x,t)=0 Vte (0,T],x € Q¢

Anschlieflend wird das Reynoldsche Transporttheorem verwendet. Es ergibt sich somit

d , d
(dtp— (V~VJp> +divipv) = o+ pV-v=0
was aufgrund der Inkompressibilitit des Fluids, also der Bedingung p(x,t) = const, zur
Bedingung

V-v=0, (2.1.1)

der so genannten Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes fiihrt.

2.1.2 Der Impulserhalt

Neben dem Massenerhalt ist der Impulserhalt die zweite zentrale Komponente in der Stro-
mungssimulation linear-viskoser newtonscher Fluide. Hierbei wird der Impuls als physika-
lische Grofie auf dem Kontrollvolumen V(t) € Q¢ betrachtet. Diese ldsst sich bestimmen
durch

1= (e v,
V(t)
Analog zum Massenerhalt in V(t) wird der Impulserhalt durch Theorem 1.2 formuliert als

d d

—I(t)

0= g |, v 0a

0
o GO RNCIRE .12)

0
_ Jvm <6tp v (pvv)> (x, t)dx.

Anmerkung (Zweites Newtonsches Gesetz)
Das zweite Newtonsche Gesetz beschreibt die zeitliche Anderung des Impuls. Original fomu-
liert lautet es in [15]

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und
geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.
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Die zeitliche Anderung des Impuls eines Korpers entspricht also den resultierenden Kriften,

die auf den Korper wirken. Daher wird dieses Gesetz auch Impulssatz genannt.

Es gilt also

—I(t) =F(t) = J Tret(x, t)dx, (2.1.3)
V(t)

wobei fhet(x, t) die Kraftdichte in V(t) beschreibt.

Die Kombination aus (2.1.3) und (2.1.2) ergibt somit

0
J <p +V- (pvv)) (x,t)dx = J fret (X, t)dx
V(t) \ 0t V(t)

oder nach Anwendung der Produktregel

0 0
J (pv +p=v+p(V-v)v+pv- V)v) (x,t)dx = J fret (X, t)dx.
V(t) ot ot V(t)

Aus Abschnitt 2.1.1 ist bekannt, dass fiir inkompressible Fluide mit p(x, t) = const gilt:
V-v=0

und somit entfallen in (2.1.2) diverse Terme. Die vereinfachte Gleichung lautet dann

J p(av+(v-V)v)(x,t)dx:J et ). (2.1.4)
v(t) \0t V(t)

Da erneut keine Anforderungen an das Gebiet V(t) gestellt wurden, erhdlt man das Erhal-

tungsgesetz

p(i;()tv—i— (v- V)v) (x,t) = fret(x,t) Vte (0,T],x € Qq. (2.1.5)
Die resultierenden Krafte fnet werden aufgeteilt in die externen und internen Kréfte. Die
externen Kréfte umfassen hierbei beispielsweise die Gravitation, Auftrieb und dhnliche von
auflen wirkende Krifte. Diese Krifte wirken auf ein Fluidelement V(t) und werden bestimmt
durch

J fext(x, t)dx.

V(t)

Zu den internen Kriften zdhlen alle Krifte, die ein Fluidelement auf sich selbst ausiibt. Bei-
spiele hierfiir sind Druckkrafte oder der Reibungswiderstand, der zwischen Fluidelementen
wirkt. Im Gegensatz zu den externen Kriften wirken diese Krafte auf die Oberfldche eines
Volumenelements V(t), haben also die Form

J t(s,t)dA. (2.1.6)
SV (t)

Hierbei wird t als Cauchyscher Spannungstensor bezeichnet und héngt nach [13, Abschnitt
2.2] linear von n ab, hat also die Form
t=5n (21.7)

mit S als 3 x 3 Tensor, der alle internen Krifte darstellt.
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Das Einsetzen von (2.1.7) in (2.1.6) ergibt mit Anwendung von Theorem 1.1

J t(s, t)dA :J (§-n)(s,t)dA
SV (t) SV (t)

= J- V-5(x,t)dx
V(t)
wobei die Divergenz eines Tensors zeilenweise definiert wird
d ) d
xS T 3gs12t 52813

_| @ 3 d

VS— 582]—‘-@322—‘-&823
d d d

ax 531 T 3yS32t+ 57833

Setzt man die Kréfteaufteilung in (2.1.4) ein und nutzt erneut, dass es keine Forderungen an
V(t) gibt, erhdlt man analog zu (2.1.5)

p(:tv +v VW) (x,t) = (V-S+fext)(x, 1) Vte (0,T],x€ Q. (2.1.8)

Der Tensor S wird weiter zerlegt durch
5=V -PI,

wobei V als viskoser Spannungstensor bezeichnet wird und P den Druck beschreibt. V hat,
wie in Abschnitt 1.1 Gleichung (1.1.1) die Form

V = 2uD(v) + (c — 23“) (V- v)I (2.1.9)

Vv (V)T
=

Fiir inkompressible Fluide ergibt sich also, aufgrund von V-v =0,

D(v)

S = 2uD(v) — PI (2.1.10)

und somit durch Einsetzen in (2.1.8) mit V - (PT) = VP und v = u/p,

p(aatv—ZVV DW)+(v-V)v+ vz) (x,1) = fext(x,1) V¥t € (0,T],x € Q. 2.1.11)

Aufgrund der Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit kann der viskose Term umformuliert

werden. Es gelten:

V- (Vv) =Av
V- (VvT) —V(V-v)=0

und somit
—2vV -D(v) = —vAv.
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Tabelle 4: Grofien und

Einheiten des Impul- Zeichen Grofie SI-Einheit
serhalts fext externe Krifte kg-m/s?
I Impuls kg-m/s
P Druck kg/m - s?
v Geschwindigkeit m/s
v kinematische Viskositit m?/s
p Dichte kg/m3
Somit stellt das System
0 P
p(atv—vA\H— (v~V)v+Vp)(x,t) =fext(x,t) Vte (0,T],x € O (2.1.12)

eine zu (2.1.11) dquivalente Formulierung des Impulserhalts dar.
Die Ergebnisse aus den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.2 fiihren schliefllich zu den Navier-Stokes
Gleichungen:

0 P
(v—vAv+ (v~V)v+Vp) (x,t) = %Xt(x,t) in (0, T] x Q

ot (2.1.13)

vV v(x,t) =0 in (0, T] x Q.

Dieses Gleichungssystem kann durch verschiedene Annahmen weiter vereinfacht werden. In

dieser Arbeit werden die folgenden Forderungen als erfiillt angenommen:
— der betrachtete Fluss ist stationir, also %v =0,

— der viskose Transport dominiert die Konvektion, die nichtlinearen Konvektionsterme
konnen also vernachldssigt werden.

Diese Annahmen fithren zu einem linearen Gleichungssystem

(VAV+ Vp)(x) = f(x) in Q¢

) (2.1.14)
V-v(x)=0 in Qg,

genannt Stokes-Gleichungen in Laplace-Form.

Alternativ konnen die Stokes-Gleichungen auch in der Cauchy-Spannungstensorform formu-
liert werden. Hierfiir wird die anfdangliche Formulierung (2.1.10) des Cauchyschen Spannungs-
tensors verwendet und das System nimmt die Form

V- (=2vDD(v) + pl)(x) = f¢(x) in Q¢

_ (2.1.15)
\V4 .v(x) =0 m Qf
oder
_V-§ =1 in Q
V-5(v,p) = fi(x) in O (2.1.16)
V-v(x) =0 in Q¢
an.

2.1.3 Randbedingungen fiir die Stokes Gleichungen

Die in den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.2 erarbeiteten Stokes-Gleichungen miissen fiir die Los-

barkeit noch mit Randbedingungen ausgestattet werden. Hierbei werden drei verschiedene
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Arten von Randbedingungen unterschieden. Auflerdem gibt es Anforderungen an den Rand
6Qf2

— Tip UTgn =805\ TIT = T
— Ff/D n Ff,N =0.

Dirichlet-Randbedingungen sind vorgegebene Funktionswerte auf einem Teil des Randes.
Der Teil des Randes, auf dem Funktionswerte vorgeschrieben werden, wird mit Ifp C T}
bezeichnet. Es gilt formal also fiir eine vorgegebene Funktion vp:

v(x) =vp(x) xelip.

In der Anwendung wird im Allgemeinen nur der homogene Fall vp(x) = 0 auf ganz I}
behandelt, der als Haftbedingung oder No-slip Bedingung bekannt ist.
Neumann-Randbedingungen schreiben auf einem Teil Ity C It des Randes die Werte fiir die
Normalableitung einer Funktion vor. Fiir gegebenes g; gilt

ng-S(v,p) = g¢(x) x €Tgn-

Die beiden beschriebenen Randbedingungen kdnnen auch als Linearkombination genutzt wer-
den. Es entstehen so genannte Robin-Randbedingungen, bei denen eine Linearkombination
aus Funktionswert und Wert der Normalenableitung vorgegeben wird. So wird fiir gegebene
Skalare «, 3 und eine Funktion vy auf It g C I} gefordert

ov(x) 4 Bng- Vv(x) =vr(x) x € Tir.

Anmerkung
In dieser Arbeit werden lediglich Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen behandelt.

Somit ergibt sich mit den Ergebnissen aus den Abschnitten 2.1.1 bis 2.1.3 das System

Problem 2.1: Stokes Gleichungen

2.2 Die Darcy Gleichungen

Die Darcy Gleichungen sind ein Modell zur Modellierung von laminaren, inkompressiblen,
geséttigten Fliissen newtonscher, viskoser Fluide durch portse Medien auf makroskopischer
Skala.

In [9] befasste sich der franzosische Ingenieur H. Darcy unter anderem mit der Filtrationsrate
von Wasser durch Sandschichten. Hierfiir nutzte er die in Abb. 3 skizzierte Versuchsandord-
nung. Hierfiir wurde in einem zylindrischen Gefafl zwischen zwei Filtern eine Sandschicht
mit Hohe L eingesetzt. Uber den Zufluss konnte Wasser oberhalb der Sandschicht zugefiihrt
werden und flof3 iiber den Abfluss wieder ab, um in einem Auffangbehilter aufgefangen

zu werden. Sowohl am Zu-, als auch am Abfluss waren Nanometer montiert, die iiber eine

10
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Zufluss

Abbildung 3: Skizze des durchgefiihrten Experiments

Quecksilbersdule der Hohe Hy, Hy, den Druck an der jeweiligen Stelle anzeigten. Nun wurde
tiber den Zufluss ein definierter Druck auf die obere Kammer gegeben und die Wassermenge
Vyy, die innerhalb einer bestimmten Zeit abfloss mittels des Auffangbehélters gemessen. Uber
diese Messungen bestimmte Darcy die Abflussrate Q des Wassers.

In seinen Versuchen machte Darcy drei essentielle Er-

kenntnisse zu den Abhdngigkeiten von Q.

I. Die Abflussrate Q verhilt sich proportional
zur Differenz zwischen den beiden gemessenen
Quecksilbersaulen:

Q o AH = Hq — Hy,. (2.2.1)

II. Die Abflussrate Q verhdlt sich invers proportio-
nal zur Starke Lg der Sandschicht:

Qm%ﬂ (2.2.2)

Abbildung 4: Henry Philibert
III. Die Abflussrate Q verhilt sich proportional zur Gaspard Darcy,

Querschnittsfliche A des Zylinders: *10. Juni 1803, f 3. Januar 1858

Q x A. (2.2.3)

Die Gleichungen (2.2.1) bis (2.2.3) ergeben schliefilich eine Gleichung fiir die Abflussrate Q

AH

Q=KAT-, (2.2.4)

11



2 MODELLIERUNG VON FLUSSEN DURCH POROSE MEDIEN

wobei K (hydraulische Durchlassigkeit) eine Konstante zur Charakteristik des Fluids und des
pordsen Mediums ist. Uber die Abflussrate Q wird die Darcy-Geschwindigkeit u definiert als

Q
= —, 2.2.
wi= (225)
Das Einsetzen von (2.2.5) in (2.2.4) ergibt
AH
u=K—. (2.2.6)
Ls

Nach [1] gilt aulerdem fiir die Permeabilitdt K die Gleichung

K =K-E (2.2.7)
P9

mit der dynamischen Viskositdt p und der Fluiddichte p. Weiterhin kann das hydraulische
Potential H in zwei Teile aufgeteilt werden. Es gilt:

He=2 42 (2.2.8)

P9
Hierbei stellt der erste Term die Druckenergie dar und der zweite Term die potentielle Energie.
Einsetzen von (2.2.7) und (2.2.8) in (2.2.6) ergibt somit

u== +

K <(Pa_(Pb pg(za—zb))
w Ls Ls

oder unter der Annahme z4 = zp,

_KAg

=L
Um die, bisher eindimensionalen, Beobachtungen in ein zwei- bzw. dreidimensionales Sys-
tem zu tberfiihren, wird die skalare Grofle Darcy Geschwindigkeit in eine vektorwertige
Geschwindigkeit

umformuliert. Somit ergibt sich das mehrdimensionale System

u(x) = —%V(p(x). (2.2.9)

Mit einem Quellterm f, € LZ(Qp) ergibt sich

K .
u(x) + IW)(X) =0 inQp (2.2.10)

V-u(x) = fp(x) in Qp.

Diese Form ist als gemischte Darstellung der Darcy Gleichungen bekannt. Durch die Bildung
der Divergenz der ersten Gleichung und Einsetzen der zweiten Gleichung wird die haufiger

genutzte Form

~V- <H:V<p(x)> = fp(x) in Qp (2.2.11)

erzeugt. Definition von Randbedingungen auf I, fiihrt schliellich, zusammen mit den Ergeb-

12



2.3 KOPPLUNGEN

Tabelle 5: Grofien und

Einheiten der Darcy Zeichen Grofie SI-Einheit
Gleichungen A Querschnittsfliche m?2
H,Hq, Hp, AH  Quecksilbersiule m
K Permeabilitat m?
Ls Schichtstirke m
©,Qa, Pp Druck kg/m - s?
Q Abflussrate m3/s
uu Darcy-Geschwindigkeit m/s
n dynamische Viskositét kg/m-s
p Dichte kg/m3

nissen aus Abschnitt 2.2, zu dem System
Problem 2.2: Darcy Gleichungen
K
-V (uV(p(x)) =fp(x) in Qp

o(x) = ¢p(x) auf Iy p
K
—Ich(x) ‘np = N (x) auf p N.

2.3 Kopplungen

Um die beiden Teilprobleme mit einer Domain Decomposition Methode zu 16sen und hierbei
eine physikalisch sinnvolle Losung zu generieren, werden Kopplungsbedingungen zwischen
den beiden Losungen benétigt.

Da n, und n; die jeweiligen auswirts gerichteten Einheitsnormalenvektor an T}, bzw. T}
beschreiben, gilt auf 7, dass n¢ = —n,,. Eine der einfachsten Bedingungen zur Beschreibung
einer permeablen Grenzschicht I7 ist die Stetigkeit der Normalengeschwindigkeit

vix) - ng=-u(x)-np xen (2.3.1)

oder dquivalent

v(x) -ng = %V(p(x) ‘m, xeln (2.3.2)

Eine weitere Bedingung auf I7 ist laut [14] die Erhaltung der Normalenkrafte. Auf Q¢ werden
die Volumenkriéfte durch den in (2.1.10) definierten Tensor S beschrieben. Auf Qp, hingegen
wirkt lediglich der Darcy-Druck ¢ in Richtung von g auf das Volumen. Somit ergibt sich die
Bedingung

—ng-S(v,p) -ng = @g. (2.3.3)

Eine dritte Kopplungsbedingung betrifft die Tangentialkomponenten der Fluidgeschwindig-
keiten auf I}. Ein klassischer Ansatz hierfiir war

vix)-15=0 xe€l

mit (Tj)jd:_ll als Familie linear unabhédngiger Einheitstangentialvektoren an I7. Durch G. S.

Beavers und D. D. Joseph wurde in [2] ein weiterer Ansatz prasentiert. Die zentrale Annahme

13



2 MODELLIERUNG VON FLUSSEN DURCH POROSE MEDIEN

ihrer Arbeit ist, dass die Differenz zwischen der Schlupfgeschwindigkeit des freien Fluids
und der Tangentialkomponente der Geschwindigkeit im porosen Bereich proportional zur
Scherrate des freien Fluids ist. Diese Annahme wurde durch sie experimentell bekréftigt und
Aussagen zur Proportionalitdtskonstante getitigt. Laut ihrer Experimente hdngt die Konstante
linear von der Quadratwurzel der Permeabilitit ab. Eine zentrale Aussage der Arbeit ist, dass

Tj - Onv(x) = @(v(x) —u(x)) 15 xen (2.3.4)

K
wobei opj eine dimensionslose Konstante in Abhéngigkeit von der Struktur des pordsen
Mediums ist.

P. G. Saffman verdffentlichte in [18] weitere Uberlegungen zur, von Beavers und Joseph ent-
wickelten, Kopplungsbedingung. Das Hauptergebnis seiner Arbeit war, dass die Grofie u
deutlich kleiner als alle anderen betrachteten Grofien ist und von daher in (2.3.4) vernachlis-
sigt werden kann. Somit ergab sich die Formulierung

Tj - Onv(x) = %v(x) 15 x €l (2.3.5)
oder anders formuliert
v(x) - Tj + oty - S(v, p) -ng = 0. (2.3.6)

Die Ergebnisse der Abschnitte 2.1 bis 2.3 fithren schliefilich zu einem System

Problem 2.3: Stokes-Darcy Gleichungen

=V -5(v,p) = f(x) in O
V-v(x)=0 in Q¢
K .

V- (HV(p(x)> = fp(x) in Qp
v(x) =vp auf It p
ng-S(v,p) = g¢(x) auf T;
o(x) =¢pl(x) auf Iy p

K
—IV(P(X) ‘np = en(x) auf I, N
K

v(x) -ng= IV(p(x) ‘N auf Iy

—n¢-S(v,p) = @g auf I}

v(x) 15+ atj - S(v,p) g =0 auf I,

das als Stokes-Darcy Gleichungen bekannt ist.

24 Die Brinkman Gleichungen

1949 wurde vom niederldndischen Physiker H.C. Brinkman seine Arbeit [4] veroffentlicht, in
der er sich mit dem von Darcy entwickelten Modell auseinandersetzte. Er passte das Modell

an und entwickelte somit die so genannten Brinkman Gleichungen.

Anmerkung
Ab dieser Stelle wird der Einfachheit halber der Fall K = kI betrachtet.

Sein Hauptkritikpunkt war das Fehlen des viskosen Spannungstensors, was dazu fiihrt, dass
das Modell lediglich fiir geringe Werte von k gute Approximationen ergibt. Als Losung fiir

14



2.4 DiI1E BRINKMAN GLEICHUNGEN

Tabelle 6: Grofien

und  Einheiten der Zeichen Grofie SI-Einheit
Brinkman  Gleichun- Druck kg/m - s?
gen u Geschwindigkeit m/s

Heff effektive dynamische Viskositét kg/m-s

diese Problematik empfiehlt er, die Darcy-Gleichungen (2.2.9) zu
ou(x) + Vp(x) — pegrAu = f(x) (2.4.1)

mit 0 := pk ! abzuindern.
Im Falle eines kleinen k, also k — 0, stellt (2.4.1) ei-
ne Approximation der Darcy-Gleichungen dar, da der

Dampfungsterm den viskosen Spannungstensor do-
miniert. L. Blank benennt dies in [3] als Darcy-Limit.
Fiir k — oo approximiert (2.4.1) die Gleichung zum
Impulserhalt aus Abschnitt 2.1.2, von daher wird die-
ser Fall Stokes-Limit genannt.

Wie bereits in den vorigen Abschnitten, werden auch
fur die Brinkman Gleichungen Bedingungen an das
Fluid gestellt. Somit ergibt sich das Gleichungssystem

(x)in Q

ou(x) + Vp(x) — pegAu(x) = f 242)
=0 inQ. o

V-u(x)

Abbildung 5: Henri Coenraad
Anmerkung Brinkman,
Diese Arbeit behandelt nur Fille, in denen die Koeffi- *30. Méarz 1908, t 11. Februar 1961

zienten o und g stlickweise konstant sind.

Aufgrund der Annahme an i ¢ ist (2.4.2) analog zu

ou(x) + Vp(x) — 2V - (neD(u)) - g (x)in Q (2.4.3)

V-u(x) in Q.

Werden analog zu Abschnitt 2.1.3 Randbedingungen definiert, so ergibt sich das als Brinkman
Gleichungen bekannte System

Problem 2.4: Brinkman Gleichungen

ou(x) + Vp(x) — gegAu = f(x) inQ
V-u(x)=0 in Q

u(x) =up auflp

n-Vu(x) = un(x) auf Ny.

Anmerkung
Diese Arbeit betrachtet zwei verschiedene Fille fiir die Randbedingungen.

Heff > 0: u(x)=0 auf 6Q (2.4.4a)
Hetf = 0: u(x)-m=0 auf 5Q. (2.4.4b)

15
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3 Schwache Formulierungen und Finite Elemente Diskretisie-

rung

Dieses Kapitel zeigt auf, wie die Losungen fiir die in Kapitel 2 entwickelten Modelle mit-
hilfe von Finite Elemente Methoden numerisch approximiert werden konnen. Hierfiir wird
betrachtet, wie die Gleichungen in eine dimensionslose Form tiberfiihrt werden und wie eine
schwache Formulierung dieser dimensionslosen Form aufgestellt wird. Aufierdem werden
verschiedene Ansitze fiir iterative Domain Decomposition Verfahren fiir die Stokes-Darcy

Gleichungen présentiert.

3.1 Dimensionslose Gleichungen

Wie aus den Tabellen 3 bis 6 erkennbar ist, beschreiben alle erarbeiteten Modelle Stromun-
gen in ihrer physikalischen Auspriagung. Um diese nun numerisch 16sbar zu gestalten, ist es
vonnoten, die Gleichungen ohne physikalische Einheiten auszudriicken. Hierfiir werden Re-
ferenzgrofien fiir die verschiedenen physikalischen Dimensionen definiert und diese genutzt,

um das System in ein dimensionsloses System umzuformen.

3.1.1 Die dimensionslosen Stokes Gleichungen

Um die Stokes Gleichungen dimensionslos zu gestalten, werden eine charakteristische Ge-
schwindigkeit V und eine charakteristische Lange L definiert. Diese werden genutzt, um die
dimensionslosen Variablen
LV X
V=5, Ri=—
1 L

zu definieren. Es ergeben sich also die Gleichheiten
v=Vv, x=1Lx.

Diese Gleichheiten werden genutzt, um (2.1.14) in

P L
-2V - —]D V—x)I = —f¢(x
viPW - sz( ) pV2 X (3.1.1)
V-v(x)=0
umzuformen. Nun werden die Grofien
. p . L VL
=—7, fii=—f, Re:=—
|4 pV?2 f pVfo ¢ v

definiert. Somit ergibt sich die dimensionslose Form

Problem 3.1: Dimensionslose Stokes Gleichungen

2 .

mit der dimensionslosen Kennzahl Re, die Reynolds-Zahl genannt wird.

17



3 SCHWACHE FORMULIERUNGEN UND FINITE ELEMENTE
DISKRETISIERUNG

3.1.2 Die dimensionslosen Darcy Gleichungen

Es werden eine charakteristische Geschwindigkeit U, Druck ® und Liange L definiert, um die
Darcy Gleichungen dimensionslos zu gestalten. Mithilfe dieser Grofien werden dimensionslo-

2 V A (p & X
V) . .

v ® T Y7L

definiert und (2.2.10) kann mit ¢ = uk~! (siehe (2.4.1)) umgeformt werden zu

]
oUt(X) + V—¢((%X) =0in Q
u L (3.1.2)
fV~ﬁ(>2) =fin Q
Die Definition der Grofsen
sl L
- (D 7 '7¢) 7

und Division von (3.1.2) durch | ergibt eine dimensionslose Darstellung als

Problem 3.2: Dimensionslose gemischte Darstellung der Darcy

Gleichungen
GUR)+VP(R) =0 inQ
V- (&) =f&) in Q.

Analog zur dimensionsbehafteten Herleitung lédsst sich auch fiir den dimensionslosen Fall
eine zweite Form der Darcy Gleichungen herleiten. Hierfiir wird die erste Gleichung in 3.2
durch o geteilt und anschlieffend die Divergenz gebildet. Nun kann die zweite Gleichung
eingesetzt werden und es ergibt sich

Problem 3.3: Dimensionslose Darcy Gleichung

N

—671Vp(%) = (&) in Q.

3.1.3 Die dimensionslosen Brinkman Gleichungen

Als charakteristische Grofsen werden in den Brinkman Gleichungen eine charakteristische
Geschwindigkeit U, sowie ein charakteristischer Druck P und Léange L definiert. Mit diesen

Grofien konnen dimensionslose Variablen
N u N o
u: = B, R =
P

definiert werden. Mit diesen Definitionen ergibt sich fiir die dimensionsbehafteten Variablen
die Umformung

. P . u
oUtL(R) + V—p(R) —2V - (HefleD(aO =finQ
L L (3.1.3)
—V-u(X)=0in Q

18
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fiihrt.

In [3] wird weiterhin aufgefiihrt, wie mit der Definition von

~ ._ E (A)"—O'E %._Lf
Heff ‘== UeffLPr =00 =ph

die dimensionslose Form

Problem 3.4: Dimensionslose Brinkman Gleichungen

G0(R) + VP(R) — 2V - (gD () = F(®) in Q
0

erreicht wird.

Anmerkung
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im Weiteren bei allen Gleichungen auf den Hut zur
Kennzeichnung der dimensionslosen Grofien verzichtet.

3.2 Schwache Formulierungen

Die schwache Losungstheorie stellt eine Erweiterung der klassischen Losungstheorie dar. Sie
ermoglicht es, Losungen von Differentialgleichungsproblemen zu finden, die schwéchere Re-
gularitdtsanforderungen erfiillen. Des Weiteren legt sie die Grundlage fiir die Finite Elemente
Methode, die zur Losung der partiellen Differentialgleichungen genutzt wird. Zentraler Punkt
dieser Theorie ist die partielle Integration.

Diese wird genutzt, um eine Differentialgleichung in ihre schwache Form zu iiberfiihren.
Hierfiir wird die Differentialgleichung mit einer geeigneten Testfunktion multipliziert, an-
schliefend tiber das betrachtete Gebiet integriert und die Ableitungen zweiter Ordnung
mithilfe der partiellen Integration zu Ableitungen erster Ordnung umgeformt. Entscheidend
hierbei ist die Wahl der Testfunktionen, da diese bestimmte Anforderungen erfiillen miissen.
Eine zentrale Rolle tibernehmen hierbei die in Abschnitt A eingefiihrten Sobolev-Rédume.
Die gewéahlten Randbedingungen werden auf verschiedene Art in die schwache Formulierung
integriert. Randbedingungen, die direkt in die schwache Formulierung eingearbeitet werden
konnen, werden natiirliche Randbedingungen genannt, wohingegen Randbedingungen, die
einen Einfluss auf die Wahl des Funktionenraums fiir die Ansatz- und die Testfunktionen

haben, wesentliche Randbedingungen genannt werden.
3.21 Schwache Formulierung der Stokes-Darcy Kopplung (Neumann-Neumann)

Zuerst wird, [21] folgend, die Herleitung, sowie die Existenz einer Losung fiir die Neumann-
Neumann-Kopplung dargestellt. Gegeben sind die Stokes-Darcy Gleichungen
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Problem 3.5: Stokes-Darcy Gleichungen

—V -S(v,p) = fi(x) in Qg (3.2.1a)

V-v(x) =0 in Oy (3.2.1b)

V. <kv(p(x)> o) nQ, (3210

g v(x) =vp auf lip  (3.2.1d)

ng-S(v,p) = g¢(x) auf gy (3.2.1e)

©(x) = ep(x) auf I, p  (3.2.1f)

—EV(p(x) ‘np = en(x) auf I,n (3.2.1g)

v(x) -ng = EV(p(x) -y auf Iy (3.2.1h)

—ng-S(v,p) -ng= gg auf Iy (3.2.1i)

v(x) -t + 15 - S(v,p) Mg =0 auf Iy (3.2.1j)

Zur Uberfithrung der Stokes-Darcy Gleichungen in die schwache Formulierung werden zuerst
die folgenden Funktionenrdume fiir die Testfunktionen genutzt. Hierbei finden die Dirichlet-
Randbedingungen (3.2.1d) und (3.2.1f) teilweise Anwendung, so dass sich die Rdiume

Ve = (Dryp () ‘= {ve @ v =0}
Qe =C*(Qp)

Qp = Drp,D (Qp) = {(P € (D(O—p)): (P|rpT = 0}.
ergeben.

Nun wird (3.2.1a) mit w € V¢ multipliziert und tiber Q)¢ integriert. Es ergibt sich also

J —V-S5(v,p) -w(x)dx :J —2V -D(v) - w(x)dx
fo¥: Q

+J; Vp(x) - w(x)dx (3.2.2)

= fe(x) - w(x)dx.
Qf

Die beiden Teilintegrale der linken Seite in (3.2.2) werden nun separat betrachtet. Fiir das
Druckintegral gilt mit Anwendung der Produktregel und Theorem 1.1, dass
J Vp(x)-w(x)dx = J V- (pw)(x) —p(x)V - w(x)dx
Qf QO
:J (pw) ~ndA—J' P(x)V - w(x)dx
20 O (3.2.3)
= J (pw) ~ndA+J (pw) -ndA
I

3N

da die Testfunktion w auf einer Umgebung von I}, verschwindet. Fiir das Geschwindigkeits-
integral wird partielle Integration genutzt und weiterhin der Fakt, dass ID(v) symmetrisch ist.
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Somit ergibt sich

J —2V -vD(v) -w(x)dx = —J 2vD(v)w -ndA +J 2vID(v) : Vw(x)dx

=—| 2vD(v)w -ndA — 2vD(v)w -ndA (3.2.4)
Fl rf,N

—l—J 2vID(v) : Vw(x)dx.
OF

Einsetzen von (3.2.3) und (3.2.4) in (3.2.2) ergibt schliefslich

J fe(x) - w(x)dx :J 2vID(v) : Vw(x)dx—J p(x)V - w(x)dx
Q fo)

QO
- L 2vDv)w - n¢ — (pw) - nedA (3.2.5)
I
—J 2vD(v)w - ng — (pw) - ngdA.
I3\
Auflerdem gilt
2vID(v) : Vw(x) = 2vD(v) : ID(w)
und somit

2vID(v) : Vw(x) —pV - w(x) = S(v,p) : D(w). (3.2.6)
(3.2.4) und (3.2.6) ergeben, dass die schwache Formulierung von (3.2.1a) die Form
(5(v,p), D(W))y — (S(v, p) - ng, Wiy — (S5(v, ) - g, W) 1y = (Fr, W)y (3.2.7)

hat. Fiir das Skalarprodukt auf I'1 wird die Testfunktion w in Normalen- und Tangentialkom-
ponenten zerlegt. Es gilt, dass

a1
w=(w-ngdng+ Y (wti)T
i=1
und
a1
(Stv,p) - ngwlgr, = (ng-S(v,p) -ngw-ng)yry + Z(Ti S(v,p) g w- i)y (3.2.8)
i=1

Einsetzen der Kopplungsbedingungen (3.2.1i) und (3.2.1j) ergibt schliefilich
da—1

(S(v,p) g o = —(0g, W Nelor, —— ) (v T, W Ti)g - (32.9)

i=1

Die Randbedingung (3.2.1e) wird anschlieffend in den Randterm eingesetzt und fiihrt zu

d—1
1
(8(v,p), DW))o+ (@9 W -nglor + Y wer,weTgn = (fpw)y + (96 Wlor - (3:2.10)

i=1

Fiir (3.2.1b) ist das Uberfiihren in die schwache Formulierung deutlich unkomplizierter. Mul-
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tiplikation mit q € Q¢ und Integration tiber Q¢ ergibt als schwache Formulierung

JQ (V-v(x))q(x)dx = (V-v,q)y =0. (3.2.11)
f

Zur Formulierung der schwachen Form von (3.2.1c) wird erneut Theorem 1.1 und die Pro-
duktregel genutzt. Somit ergibt sich fiir eine Testfunktion { € Qp mit (3.2.1g)

k k k
| —(V'V@O(X))ﬂ)(x)dXZJ EVoo(x) Vet | Vo0 npdA
Qp [ Qp K N H
+J' —EVq)owlwnpdA
et K
= <V<po,th>) + (Vmo-np,tb) (3.2.12)
Hk 0 K 0,1
+(V(P() "My, l|)>
u

k
= <V(P(),V1J)) - (V'nprﬂr’)or - ((lel']))O,r N
PL 0 ANt P,

0,y N

Um die Hilbertraumtheorie zur Losung von Operatorsystemen anwenden zu konnen, ist es
vonnoten, als Ansatz- und Testraum einen Hilbertraum zu nutzen. Daher werden von den
Réaumen D, (Qf), C*(Qy) und Dr, (Qp) beziiglich der H!- beziehungsweise der L2-Norm
die Abschliisse gebildet. Es ergibt sich also

d
7]_[1(_(1)
Ve = (Drp ™) =, (00
7[_2(_0_)
Q= C>®(Qy) 1(f) =1%(Qy)
(O .
Qp= Dr,p(Qp) ::HFP,D(QP)'

Somit ergibt sich als schwache Formulierung des gekoppelten Stokes-Darcy Systems

Problem 3.6: Schwache Stokes-Darcy Gleichungen

Finde zu f; € L2(Qg), f, € L?(Qp) Funktionen (v,p, ¢) € HY(Qf) ¢ x
[2(Qy) x H! (Qp), so dass fiir alle (w, q, ) € Vi x Q¢ x Qp gilt:

(5(v,p), DW))y o, + (0g, W -ng)y 1y

d—1
+— ) mwe iy = (F W, + (96 Wor
i=1
(v v, q)O,Qf =0
K
<HV(P, vw)()_Q - (V . npr‘b)o/rl - (fprlb)olgp + ((PN/LI))O,FP/N
Lp

mit v =vp auf l;p und ¢ = ¢p auf I, p.
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oder mit den Definitionen der Bilinearformen

ag: VfXVf—)]R

d—1
(v, w) = (2vD(v),D(W)) o, + % Z(v ST W T
b VixQr— R .
(w,p) = =(V-w,p)g o,
ap: Qp xQp — R
() <kw,vw>
H 0,Qp
und Linearformen
fir Vi= R
w = (f, W o, + (96 Wo
fr:Qp—R

1-') — (fp’ll))O,Qp + ((erll))O,I"p,N

als Operatorsystem

Problem 3.7: Neumann-Neumann Kopplung

Finde zu f; € V|, f, € Q;, Funktionen (v,p, @) € H! Q)4 x 12(Qy) x
H!(Qp) so, dass fiir alle w, g, € Vi, Qg, Qp gilt:

ag(v, w) +bg(w, p) + (g w-ngo r = If Why, v,
bf(vr q) =0
ap((Prll)) - (V ) “p/w)o,rI = [fp’lﬂ Q5. Qp’

mit v =vp auf l;p und ¢ = ¢p auf [, p

Diese Form wird als Neumann-Neumann Kopplung bezeichnet, da die Kopplungsbedingun-
gen (3.2.1h) und (3.2.1i) als Neumann-Bedingungen in das System integriert werden.

Um die Losbarkeitstheorie aus Anhang A anwenden zu konnen, ist es notig, das Problem 3.7
in ein Operatorproblem zu tiberfithren. Hierfiir werden die Operatoren

A (VixQp) x (VixQp) = R
(v, @), (W, ) = ag(v,v) + ap(@, ) = (v-1p, ) + (0, W-ng)g
B: (Vix Qp) x Qs — R
(v, 9),q) = be(v,q)
F: Vix Qp — R
v, @) = [fu Wiy, v, + [fo, 0] QhQp —A((Erf,DvD,Erp,D@D), (v,q)))

definiert, wobei El"f,D und Erp,D die Erweiterungen der Randbedingungen vp und ¢p sind.
Somit kann Problem 3.7 zu dem Sattelpunktproblem
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Problem 3.8: Neumann-Neumann Kopplung Operator Version

Finde zu F: V¢ x Qp — R Funktionen (vo, p, @) € Hl(Qf)d x L2(Q) x
H!(Qp) so, dass fiir alle (w, q,) € V¢ x Q¢ x Qp gilt, dass

A((vo, @0), (W, ) + B((w, ), p) = F((w,))
B((vo, ®0),q) =0

umgeschrieben werden.
Die Losung von Problem 3.7 ergibt sich dann durch v =v( + Er VD und @ = @+ EFP,D ©D.
Als Hilfsmittel zum Beweis der Wohldefiniertheit von Problem 3.8 werden die folgenden

Theoreme benétigt.

Theorem 3.1

Fiir v € H! (Q)d gilt, dass

IV V2(q) < VA[VV]i2(q)-

Beweis. Siehe [13, Lemma 3.34]. O

Theorem 3.2: Korn Ungleichung

Fiir alle v € H(Q)? gilt, dass
[Vv]lo < C(IDW)lo + [[v]lo),

wobei C unabhingig von v ist.

Anmerkung
Mit dieser Ungleichung ist es moglich, eine Ungleichung dhnlich der Poincaré Ungleichung
auf H}(Q)d zu definieren. Es gilt fiir eine Konstante c > 0, dass fiir alle v € H%(Q)d

[Vl < c[[D)]lo-

Theorem 3.3

Sei QO ¢ R4 ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert fiir jedes p € L%(Q) einv € H})(Q) mit
V-v=p

und

199l 2 o e < Clpll2(a)-

Beweis. Siehe [21, Theorem 4.5.2]. O
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Theorem 3.4: Wohldefiniertheit der Neumann-Neumann Kopplung

Das Operatorproblem 3.8 besitzt eine eindeutige Losung.

Beweis. Als Beweis werden die Voraussetzungen fiir Brezzis Splitting Theorem (Theorem A.5)
gezeigt.

Im ersten Schritt wird die Stetigkeit von A und B gezeigt. Fiir a; gilt mit Theorem A.1:

lag(w,v)| = |(2vD(w), D)) o, + — Z (Wi, veTi)op

< ‘(ZVID(w),lD(V))o,Qf‘ +

<hCWthwwwmgwwmg+Wng>
= 2 2

1
+&(d_ Diwllor Vlor,

1
< 2v[[Vwllo,a lVVlo,q; + &(d* Degl[wllo.ovlo,o
1
S 2wl aplVil ) + 4 (d— et Wl ap VIn ap)
1
2v + &(d— 1)0% HWHHl(Qf) HVHHI(Qf)
= cas| Wl (ap VIl (o))

und fiir ap, gilt:

aple, )] = ‘(‘;w, vw)

— = [(Vo, Vi,

0,Qp

k
< =IVelo,a,
< Capll@llhrap Wl (o))

Somit gilt fiir A mit ca = max{caf, CapCpr}, dass

Alv, 0), W) = ag(v,v) + ap(o,psi) — (v-np, b)y r + (@, W ng)g
< Cad Wl (ap IVl o) T capll@lln ol o))
+CprHV||H1(Qf) ||1P||H1(Qf) + CprHWHHl(Qf) ||(P\|H1(Qf)
QJMWQHMWQMMMQ+WMQJ

/2
RJMWQHWWQ)OMMQ+MMQ)
=2call(v, @)1 (Qf) xHL(Qf) H w, )|l (Q) xHL(Qf)"

Fiir B folgt die Stetigkeit durch Anwendung von Theorem 3.1, so dass

B(v,p)l = b(v,p)l = [(V-v,p)l < [V - V]ollpllo,g; < ValIVVllollpllo.o; < VAIVni q,

Um die Koerzitivitdt von A zu zeigen muss die Koerzitivitdt von af und a;, gezeigt werden.
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Fiir af wird Theorem 3.2 mit der anschliefenden Anmerkung verwendet und somit gilt

d—1
ag(v,v) = (2vD(v), DW))g0,+ — > (v 70, v Ti)y,
i=1

=

2 2

10; T D Iv-ilgr
i=1

2
> o[Vl o

2v
> —|v
c

Fiir ap folgt mit acp := rnin{ o, ocp} die Koerzitivitiat direkt aus der Definition, da

k Kk )
ap(@, @) = <V<0,V<P> = *||V<P||3,QP = oplol o,
% 0,Qp |5

Mit der Koerzitivitit von a¢ und a folgt direkt die Koerzitivitat von A, da

Alv, 0), (v, 0)) = asv,v) + ap(@, @) = oe[V[3, + xpll 0l = xallv, @) 3,50,

da sich die Randterme gegenseitig aufheben.

Der Beweis fiir die inf-sup Bedingung von B wird nach [17, Proposition 5.3.2] und [21, Ab-
schnitt 5.3.2.2] gefiihrt.

Im Fall I} = 80 kann ein gegebenes ¢ L2(Qy) zerlegt werden in einen konstanten Teil

1
q=— x)dx
a [oF Jnfq( )

und den Rest
q:=q—7q€L§(Qy).

Nach Theorem 3.3 existiert nun ein vy € H(l)(Qf) mit V-vy = g und ||v0||H1(Qf) < Cyp ||(~:]||L2(Qf).
Somit ergibt sich

V vy,
sup b(v,q) S ( 0 q)o,Qf

veH!(Qy) ||V||H1(Qf) - HVOHHl(Qf)
(V-w, q)o,Qf (v 'Vo/a)o,Qf

[Vollv (o [Vollr (o)
_ lalif>0,) (@0, (3.2.13)
Vol oy Vol oy
180172 o,
Vol ap

112
> Cib”qHLZ(Qf)’

da (4, 9,0, =d [, a(x)dx =0.

Wire Trp = 80y, so konnte L%(Q¢) durch L%(Qf) ersetzt werden und die Abschidtzung
(3.2.13) wiirde bereits die inf-sup Bedingung beweisen. Fiir q € [%(Qy) gilt jedoch ledig-
lich |d[l 2(a,) = ldlli2(qy), ker B+ und der Beweis ist noch nicht abgeschlossen. In diesem Fall
wird, wie in Abbildung 6 dargestellt, eine grofleres Lipschitz-Gebiet Qf betrachtet, das so
gewihlt wird, dass 5Q¢ N 6Q¢ =Ty .

Auf Qf wird q’ als Fortsetzung von q mit 0 fortgesetzt und die obige Argumentation genutzt.
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Abbildung 6: Erweiterung von Qg im Fall Ty p # 80

Somit ergibt sich mit Q¢ C Qf und der Dreiecks-Ungleichung, dass

(V-vo, 4,0 > gl
e S P

||"0HH1(Q;) c}, 12(Q
= Cj)llq — 1200y (3.2.14)

1 _
Z q HqHLZ(Qf) - ||q/H[_2(Qf) .

Mit der Holder-Ungleichung kann schliellich eine Abschitzung fiir die Norm von q’ erzielt
werden. Es gilt

2
o J [o¥ < J > Q4
x)dx | = x)dx 3.2.15
lq’ ||1_2 (Qf) O Q;q( ) ’QHZ qu( ) | ’ 51ld H]_Z Q) ( )

ey

Einsetzen von (3.2.15) in (3.2.14) ergibt schliefslich

(V-vo,d)o0, . (V-vo.dloar 1 [oF}
> zor |- lall2(ap-
Vol (o ||"0HH1(Q;) b !Q |
da [vollyi () = vollv (ap-

Fiir das Infimum gilt mit den vorigen Uberlegungen

inf sup b(v,q) > L (1 — 1Ol ) = B.

9RO yepl_(Q)\0) Vi opllallzioy ~ Ch Q|

Da die Voraussetzungen von Theorem A.5 gezeigt wurden, folgt die Wohldefiniertheit von
Problem 3.8. O
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3.2.2 Schwache Formulierung der Stokes-Darcy Kopplung (Robin-Robin)

Eine andere Moglichkeit ist, die beiden Kopplungsbedingungen als Robin-Bedingungen zu
integrieren. Hierflir werden Gewichtungsparameter yf > 0 und yp > 0 genutzt und die

Bedingungen
k
Yev-ng+ng-S(v,p) - ng =—Vf;V<p~nf—<pg (3.2.16a)

k
ypEV(p ‘Nf—@g = —YpV -Ng+1ng-S(v,p) - Ny (3.2.16b)
Einsetzen von (3.2.16a) und (3.2.16b) in (3.2.8) und (3.2.12) ergibt

Problem 3.9: Robin-Robin Kopplung

Finde zu f; € V|, f, € Q{D Funktionen (v,p, @) € HI(Qp)4 x L2(Qy) x
H!(Qp) so, dass fiir alle w, g, € Vi, Qg, Qp gilt:

as(v, w) +be(w, p) + (yev-ngw-ng)g
k
+(pg,w ng)or + (quvq) ~nf,w'nf> = fe Wy, v,
0
bs(v,q) =0

1
ap((p/¢)+ (9(0,1I)> _(v'nflll))O,I"I
Yp o,

1
+ <’anf . S(v/p) ‘Mg, Ib) on = [fp/w} Q{D/QP

mit v =vp auf l;p und ¢ = ¢p auf I, p,

beziehungsweise mit den Bilinearformen

QF: Vf X Vf — R
d—1
(v, w) = (2vD(v), D(W))o0,+— ) (V- T, W Tiopy + (vev - mp W nlo
i=1
= af(v, W)+ (ysv-ngw-ng)o
R
aR: Qp x Qp — R

k 1
® 0,Qp Yp on

1
= ap((prll)) + <9(P/1p>
Yp Wy

als
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Problem 3.10: Robin-Robin Kopplung

Finde zu f; € V{,f,, € Q;j Funktionen (v,p, @) €€ H1(Q)¢ x [2(Qy) x
H! (Qp) so, dass fiir alle w, g, € V;, Qg, Qp gilt:

af (v, w) + be(w, p) + (9g, W - )y 1y

k
+ <’YfHV(P ‘N, W nf) = Uf; "V]\/f/,\/f

0,17
bf(v/ ‘U =0
GE((pllj)) - (V : nf/lb)o,rl

1
+(nf's(\’/p) .nfllb> = [f /ll):l / .
Yp 0 PrTQeQp

mit v =vp auf l;p und ¢ = ¢p auf I, p.

Hierbei ist wichtig, dass im Allgemeinen die Robin-Daten ¢ + nyV(p ‘g und —vy - g+
Yp Ing - S(vy, p) - ng aus L2(T) sein miissen, so dass die Formulierungen sinnvoll sind, was sie
im Allgemeinen jedoch nicht sind. Um dies zu garantieren, benétigt man zuerst die Definition
der Spurrdume Aj;.

Definition 3.1 (Spurrdume)
Durch die Restriktion der Testraume V¢, Q¢ und Qp mithilfe der in Theorem A.1 eingefiihrten
Spuroperatoren lassen sich die Spurrdaume

A = Te(Vg, Qf)
Ap =Ty (Qp)

definieren.

Ap ist ein Unterraum von HY/2(Ty), der Hééz(l}) enthilt. A¢ ist dagegen ein Unterraum des
L2(I'}) und lediglich in H/2(T7), wenn T stetig ist. In diesem Fall enthalten sowohl A¢ und
Ap den Raum Héé 2(F1 ), miissen aber nicht zwangsldufig identisch sein. Die meisten Anwen-
dungen sind so modelliert, dass die Rander Lipschitz-stetig sind, beispielsweise stiickweise
linear. In diesem Fall gilt im Allgemeinen nicht, dass

%ﬁﬁz I—‘p,D mITI

und somit ist im Allgemeinen A¢ # Ap,. Nun werden die Operatoren
Py: /\] — Ay, 1 75]

&, wenn & € /\)- NA;

0, wenn & € Aj \ A4

&

definiert, die es ermoglichen, eine schwache Formulierung unabhingig von der Bedingung
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A¢ = Ap zu definieren. Hierfiir werden die (Bi)-Linearformen

al: Vix Vi = R
(v, W) = ag(v, w) + (vv - g, Pp(w )
af: QpxQp—R 1
(0, 0) > apl,b) + (WM)
Yp 0,1y
Cg: Qp X Vf - R

(q»v)k»(wg/v-ndoml—anp(@r¢Ppw«w>
Cp: Vix Qex Qp =+ R

1 1
((v,p), ) = —(v-mg, g r, + %af(v,wpm) + %bf(wpf(w),p)

ff,p: Vf — R
V= =Yt {fpﬂpr(vnf)} Qb.Qp
fp,f: Qp _>]R1
ll) — 7|: ;v :|
Yo vmn [y,

definiert und mit ihnen das Problem

Problem 3.11: Robin-Robin Kopplung

Finde zu f; € V{,fp € Q; Funktionen (v,p, ) € H(Qp)? x [2(Qf) x
H!(Qp) so, dass fiir alle w, q,1 € V, Qg, Qp gilt:

aﬁwnﬂ+Mme+wA@wﬂ:MAwwyfkh@Mﬂwv
f7VE
bf(v, q) =0

Clg(([),ll)) + Cp((vlp)/ ll)) = UP’ ll)] QI/”QP + |;fp,fl ll):| QIID'QP’

mitv =vp auf [fp und ¢ = ¢p auf I, p

Theorem 3.5

Sei (v,p, @) € Hl(Qf)d x L2(Q4) x H! (Qp) eine Losung von Problem 3.7. Dann ist
(v, p, ) auch eine Losung von Problem 3.11. Die Umkehrung gilt ebenso.

Beweis. Sei (v,p, ) € H(Qp)¢ x [2(Qy) x H! (Qp) eine gegebene Losung von Problem 3.7.
Wenn der Term P¢(w - ny) verschwindet, sind die ersten Gleichungen in beiden Problemen
identisch. Es ist also nur der Fall P¢(w-1n¢) # 0 zu betrachten. Analog gilt fiir die dritten
Gleichungen, dass sie in beiden Problemen identisch sind, falls P¢({) = 0 gilt.

Sei nun angenommen, dass P¢(w-n¢) # 0. Bezeichne in diesem Fall 1\, = 'l.])Pp(v,nf) die
Erweiterung von v auf Qp. Nun werden die zusitzlichen Terme in der ersten Gleichung
betrachtet. Es ergibt sich die Gleichung

Ye(v g Ov)or — Veap (@, bv) = —ve[fp, by] Qp.Qp’

die die dritte Gleichung des Neumann-Neumann Problems fiir die Testfunktion { = 1y, ist.
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Nun sei angenommen, dass P¢(1{) # 0 gilt. Analog zum vorigen Fall bezeichnet nun wy, =
Wp,(y) die Erweiterung von { auf V;. Die Betrachtung der zusétzlichen Terme ergibt in

diesem Fall die Gleichung

ylp((p,l,b)o,rl + ylpaf(v,ww) + ylpbf(wu,,‘p) _ Ylp[ff,ww]vfwf.
Dies ist analog zum ersten Fall die erste Gleichung des Neumann-Neumann Problems und
somit ist eine Losung des Neumann-Neumann Problems 3.7 auch eine Losung des Robin-
Robin Problems 3.11.

Sei (v,p, @) € HI(Qp) 4 x [2(Qf) x H! (Qp) eine gegebene Losung von Problem 3.11.

Es werden lediglich die erste und dritte Gleichung mit den Testfunktionen {, € Qp und
Wy, € Vi betrachtet, da die zweite Gleichung offensichtlich schon identisch ist fiir beide
Probleme. Nun wird y¢ mal die dritte Gleichung zur ersten Gleichung addiert und —VLP mal

die erste Gleichung zur dritten Gleichung. Es ergibt sich das System
|:ff, w + ﬁWw w

TURE IR S R ) |
Yp Yp Yp 0 Yp AV

ap<(prll)+’y'f¢wlp> - <v'nfrl~')+yfl-l)ww> = |:p/1l)+‘Yf1bW¢:| ’
Yp Yp 0,1 Yp Qp.Qp

das der ersten und dritten Gleichung in Problem 3.7 mit den Testfunktionen w + %www
und P + %ll—’w ., entspricht. Da jede Funktion W € V; in der Form w = w + %www, mit
w € V;, geschrieben werden kann und jede Funktion P e Qp in der Form P =19+ %lbww,
mit P € Qp, geschrieben werden kann, ist die Losung des Problems 3.11 ebenso eine Losung
des Problems 3.7. O

Das vorherige Theorem ergibt auch die eindeutige Losbarkeit der schwachen Robin-Robin
Formulierung, da diese aus der eindeutigen Losbarkeit der schwachen Neumann-Neumann

Formulierung folgt, die in Theorem 3.4 gezeigt wurde.

3.2.3 Schwache Formulierung der Brinkman Gleichungen (Stokes Fall)

Die Grundlage bilden in diesem Abschnitt die, aus Abschnitt 2.4 bekannten, Brinkman Glei-
chungen mit dem Fall I'p = 6Q und 'y = 0:

Problem 3.12: Brinkman Gleichungen

ou(x) + Vp(x) — teggAu = f(x) in Q (3.2.17a)
V.ux)=0 inQ (3.2.17b)
u(x) =up auf I'p. (3.2.17¢)

In der, in [3] Stokes Fall genannten, Situation peg > 0 konnen die Brinkman Gleichungen ana-
log zu den Stokes Gleichungen mit einem weiteren Geschwindigkeitsterm nullter Ordnung
behandelt werden. Aufierdem ergibt die wesentliche Randbedingung (3.2.17c) eine Einschréan-
kung an die Losung. Analog zu Abschnitt 3.2.1 wird als Test- und Ansatzraum leD Q)¢
gewdhlt und das Problem fiir die Variable uy := u—up gelost.
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Fir die Testfunktionen v € (H(l)(Q)) d ergeben sich fiir (3.2.17a) die Umformungen

J Vp(x) - v(x)dx = —
Q

J

j (HerAio(x)) - v(x)dx
Q

wobei die Randintegrale durch die Wahl von V auf Integrale tiber 'y reduziert werden. Eine
weitere Einschrankung des Ansatz- und Testraums ergibt sich, da der Druck in den Brinkman
Gleichungen nur als Gradient betrachtet wird. Somit ist er in der Losung nur bis auf eine

Konstante eindeutig. Eine Eindeutigkeit des Drucks wird erreicht, indem gefordert wird, dass

Die Bedingung (3.2.18) fithrt dazu, dass als Ansatz- und Testraum fiir den Druck L[3(Q)

gewdhlt wird.

[ (v 'v(x))p(x)dwj
"Q

Q

p(x)(v(x) - n)dA
5Q

(v~v(xnp(dex+J Pl (vx) - n)dA

'n

et Vo (x) : Vv(x)dx + J et (Vo (x) - 1) - v(x)dA
Q 5Q

Heff VU (X) : VV(x)dx + J
Q

. Herf(Vug(x) - ) - v(x)dA,

J;) p(x)dx = 0.

Analog zu der Stokes Gleichung (3.2.11) wird (3.2.17b) zu

Somit ergibt sich im Fall peg > 0 mit

(V-ug,p)y =0.
V =Hj(Q)¢
Q=L5(Q)

als schwache Formulierung der Brinkman Gleichungen

Problem 3.13: Schwache Brinkman Gleichungen

Finde zu f € L>(Q) Funktionen (ug,p) € V, Q so, dass fiir alle v, q €

V, Q gilt:

Hett(VUg, VV) — (V- v,p) + o(ug,v) = (f,v)

(V ‘U, q) =0.
Mit der Definition der Bilinearformen
a: VxV—-NR
(ug,v) = Hegr(Vug, VV) + o(ug, v)
b: VxQ—R

(V/p) — _(V 'V/'P)

und der Linearform

ergibt sich das Operatorproblem

f:v =R
v (f,v)
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Problem 3.14: Brinkman Gleichung fir e > 0

Finde zu f € V' Funktionen (ug,p) € V, Q so, dass fiir allev,q € V, Q
gilt:
a(ug,v) +b(v,p) =[f,vlyy
b(ug, q) =0.

Theorem 3.6

Fiir den Unterraum \70L C H(l)(Q), definiert durch

Vo(0) == {v € H}(Q): (V-v,q) = 0¥q € 13(Q) }
Vi (Q) = {v e Vp(Q): (Vv, VW) = 0¥w € Vp(Q)}

ist der Divergenzoperator
V-(): V3 (Q) = 13(Q)

ein Isomorphismus.

Theorem 3.7: Wohldefiniertheit im Stokes Fall

Das Operatorproblem 3.14 besitzt fiir alle pog > 0 eine eindeutige Losung.

Beweis. Der Beweis zeigt die Voraussetzungen von Theorem A.5, mit dem die Aussage folgt.
Zuerst wird die Stetigkeit der Operatoren a und b gezeigt. Fiir alle u,v € H'(Q) gilt, dass

la(uw,v)| < max{pes, o}([|Vuullol[VV]lo + [[ueflof[v]lo)

<
< max{tefr, SH w1 o) VI )

Fiir alle (u,p) € H'(Q) x L2(Q) gilt, dass
o(w, p)l < ||V -ullollpllo < V2IVVlolipllo < Wiy Ipllo-

Somit sind sowohl a, als auch b stetige Operatoren.
Weiterhin wird die Koerzivitit von a gezeigt. Da ¢ > 0 und peg > 0, gilt auch m :=
min{o, peg} > 0 und somit fiir alle v € H(Q)

a(v,v) = e VY[ + o[[v[|§ > min{o, lleff}HvHi[l(Q)‘

Somit ist a auf ganz H!'(Q) und somit auf Hé(Q) koerziv fir o > 0.

Im zweiten Schritt wird die inf-sup Bedingung fiir b gezeigt. Zentrale Bedeutung hat hierbei
Theorem 3.6. Da gilt, dass Vd- C H%)(Q), findet sich nach Theorem 3.6 zu jedem q € I_%(Q)
ein eindeutiges ¥ € H}(Q) mit V-¥ = q und [¥l11(a) < Cllgllo, wobei die Konstante C
unabhédngig von ¥ und q ist. Es gilt also fiir das Supremum, dass

(V-v,q) _ (V-9,q) (q,9) lqll3 1lqll5 1
L Lo i 0 s 2 = gl

sup > = = — > =
verivoy M)~ Wiy W) W) = Clidallo

Da diese Abschétzung fiir ein beliebiges q € L3(Q) gilt und C unabhéngig von q ist, gilt fiir
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das Infimum, dass

inf b(v.q) > 1 = pB.

sup @ >
QEL%(Q)\{O}VGH[I)(Q)\{O} HVHVHqHQ C

Somit erfiillt die Bilinearform b die inf-sup Bedingung und die Voraussetzungen von Theo-
rem A.5 sind erfiillt. O

3.2.4 Schwache Formulierung der Brinkman Gleichungen (Darcy Fall)

Im Fall peg = 0 vereinfacht sich (3.2.17a), da der Diffusionsterm wegfillt. Es bleibt die Umfor-

mung

J Vp(x) -v(x)dx = —J (V-v(x))p(x)dx +J p(x)(v(x) -n)dA. (3.2.19)
Q Q 50

Als Ansatz- und Testraum wird der V = HgiV(Q) (siehe Definition A.5) gewihlt, der (2.4.4b)
als wesentliche Randbedingung nutzt. Somit fallt in (3.2.19) der Randterm weg. Analog zum
Stokes-Fall wird als Ansatz- und Testraum fiir den Druck der Q = L%(Q) gewdhlt und es
ergibt sich

Problem 3.15: Brinkman Gleichungen fur e = 0

Finde zu f € L?(Q) Funktionen (u,p) € V,Q so, dass fiir alle v,q €

V,Q gilt:
—(V-v,p)+o(u,v) =(f,v)

(vu/q) :0/

beziehungsweise mit den Bilinearformen

aP: VvxV SR
(u,v) = o(u,v)
b:VxQ—-R
(vrp) = _(v 'vrp)
und der Linearform
f:V—-R
v (f,v)

als Operatorproblem

Problem 3.16: Brinkman Gleichung fir pleg =0

Finde zu f € V' Funktionen (u,p) € V, Q so, dass fiir allev,q € V,Q
gilt:
aP (u,v) +b(v,p) = Lf/"]vcv
b(u,q) =0.
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Theorem 3.8: Wohldefiniertheit im Darcy Fall

Das Operatorproblem 3.16 besitzt eine eindeutige Losung.

Beweis. Der Beweis zeigt abermals die Voraussetzungen von Theorem A.5 und somit die
Eindeutigkeit.

Zuerst wird die Stetigkeit der Operatoren a und b gezeigt. Hierfiir wird die Cauchy-Schwarz
Ungleichung genutzt. Es ergibt sich fiir alle u,v € H(Q)

la(u, V) < offuljof[vilo < olluflyan (o) VIl q)-

Der Beweis der Stetigkeit von b folgt analog zum Stokes-Fall. Somit sind die beiden Operato-
ren a und b stetig.

Anschliefiend wird die Koerzivitdt von a gezeigt. Es gilt fiir alle v € V, dass
_ 2
a(v,v) = of[v[.

Damit gilt, dass a auf ganz H(Q) und insbesondere auf leD (Q) koerziv ist.

Die inf-sup Bedingung ist fiir b analog zum Stokes-Fall erfiillt. Somit existiert nach Theorem
A5 eine eindeutige Losung fiir Problem 3.16. O

3.3 Diskretisierte Formulierung
Da die Rdume Vi, Q¢ und Qp aus Problem 3.7 und 3.11 beziehungsweise V und Q aus Pro-
blem 3.14 und 3.16 unendlich dimensional sein kénnen, benétigt es einer Diskretisierung, um

die Losung der Probleme numerisch zu approximieren. Hierftir werden endlichdimensionale
Teilraume th, QP und Q;‘ betrachtet und das Problem auf Basiselemente reduziert.

3.3.1 Diskrete Neumann-Neumann Formulierung

Um die Losung von Problem 3.7 mittels Finite Elemente Methoden numerisch zu approximie-
ren, wird die Triangulierung " von Q betrachtet. Das Problem kann nun in ein algebraisches
System tiberfiihrt werden. Hierfiir werden Basen der Riume V{*, Q' und QI}:} betrachtet. Einige

typische Beispiele fiir solche Basen sind in [13, Appendix B.3] prasentiert. Seien nun

Basen der jeweiligen Rdume. Somit ergeben sich die eindeutigen Darstellungen
N¢ Mg Mp
h h h h h h
v :Zajv , p :Zb]p), (0] :ZCJ@)
j=1 j=1 j=1
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. . . M
der gesuchten Funktionen mit den Koeffizienten a = (aj);\]:fl, b= (b)))]\if1 und ¢ = (c¢j);.

Mit diesen Darstellungen kann schlieSlich das lineare Gleichungssytem

A B" Cf]fa f
B 0 0]||b|l=]0
Cp 0 D C fp
mit den Matrizen
wymalihat), )
(Cely; = ((th’vIL n)O,FI' (Cp)il':(q)?’vjh n)O,FII
(D)i; = ap (P?'(plh)’
(fr); = {ff,vl}vf,’vf, (fP)i_{fP/ OH } QbQp

als Diskretisierung von Problem 3.7 aufgestellt werden.

3.3.2 Diskrete Robin-Robin Formulierung

Mit den Definitionen der Basen und Koeffizientenvektoren aus Abschnitt 3.3.1 kann Pro-
blem 3.11 in das lineare Gleichungssystem

AR BT CR]Ja fR
B 0 0][bl=]0
Cyy CF, DR e fR

mit den Matrizen

umformuliert werden.

3.3.3 Diskretes Brinkman Problem (Stokes Fall)

Analog zum Stokes-Darcy Problem, werden Basen

(1) v

(ptL) i=1 - Qh
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der Rdume V" und Q" genutzt. Diese ergeben die eindeutigen Darstellungen
N M
h h h h
V=) ol Pt =) byp
j=1 j=1

mit den Koeffizientenvektoren a = (a]-)}il und v = (bj)j]\il' Zusammen lasst sich Pro-

blem 3.14 in das lineare Gleichungssystem

mit den Matrizen

umformulieren.

3.3.4 Diskretes Brinkman Problem (Darcy Fall)

Mit den in Abschnitt 3.3.3 eingefiihrten Basen und Koeffizientenvektoren kann Problem 3.16
mit den Matrizen
(AP), = a® ().
ij )

(B); = b(v?,p]h),
B = [fvﬂ Y

umformuliert werden in das lineare Gleichungssystem

t ISRt
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4 Numerische Experimente

Um die in Abschnitt 2 prédsentierten Modelle vergleichen zu kénnen, werden verschiedene
numerische Experimente durchgefiihrt. Nach [21] werden hierfiir drei verschiedene Arten
von Beispielen unterschieden.

Kategorie 1 bilden hierbei die trivialen Beispiele, deren Losungen konstant oder linear sind.
Diese Beispiele werden vorzugsweise in der Entwicklung von Algorithmen genutzt und daher
sind sie nur selten in der Literatur zu finden. In der Kategorie 2 sind weitere Beispiele zu fin-
den, deren Losungen bekannt sind, die aber komplexer als in Kategorie 1 sind. Typischerweise
sind dies Beispiele mit Polynomen héheren Grades oder trigonometrischen Funktionen. Die
Beispiele dieser Kategorie werden in der Literatur genutzt, um das Konvergenzverhalten von
Algorithmen zu untersuchen, beziehungsweise mit theoretischen Erkenntnissen vergleichen
zu konnen. Kategorie 3 bilden schliefilich Beispiele, deren Losung analytisch nicht bekannt ist,
die aber interessantes Verhalten beinhalten. Das Verhalten eines Algorithmus kann mithilfe
dieser Beispiele mit den Losungen anderer Algorithmen verglichen werden.

In dieser Arbeit werden Beispiele aus den Kategorien 2 und 3 prasentiert.

4.1 Beispiele aus Kategorie 2

In [21, Abschnitt 8.1] werden zwei Ansdtze préasentiert, um Beispiele der Kategorie 2 zu
finden, die hier genutzt werden sollen. In beiden Fillen wird das in Abb. 7 dargestellte Gebiet
Q=(0,1) x(0,2),I1 = (0,1) x {1} genutzt.

Abbildung 7: Verwendetes Gebiet fiir Beispiele der Kategorie 2

4.1.1 Beispiel 1 - Polynomielle Losung

Im ersten Beispiel wird eine Losung angesetzt, deren Komponenten alle in Q; liegen. Sie hat

2 2 i3

_ Zi:OijobinIU]
u(X/U) - 2 2 i ]
210 Zj:O Cijxy

also die Form

2 2
pixy) =) Y dyx'y (4.1.1)
i=0j=0
2 2 o
e(x,y) = ZZeﬁxlyJ.
i=0j=0

Um die Stokes-Darcy Gleichungen zu erfiillen, wird (4.1.1) in die Stokes-Darcy Gleichungen
in Problem 3.5 eingesetzt und durch die Gleichungen auf den Teilgebieten und die Kopp-
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lungsbedingungen ergeben sich einige Restriktionen. Mithilfe der Python-Implementation in
[21] werden diese Restriktionen fiir die Polynome u,p und ¢ eingefiihrt und aus den 36
Freiheitsgraden bleiben lediglich 9 Freiheitsgrade ay, ..., a9 librig und die Losung hat die
Form

1
u(x,y) = <a5(cxv 1)+ azaxv+ag <cx 2\/)) +x(ag(2 —2av) +2agxv)

+ 2ax+1a2
sy — L
5Y 6XY 2V9U

w(x,y) = (Zkal +kay + ag (Zkv + 8kvZox — 2acv + 1) + ag (Zkv — 8kvZa + 20cv) + kag)
+ayx + (ag(2av —2) —2agxv)y + agx? + agy?

1
p(x,y) = <3va63vag 2a9) + agx +2v(ag + agly

a a

©(x,y) = a1+ azx + apy +xy <_2a3 + % +2a9) +x2 <a4 + f)
2 2 2 ag 2 as

—y (a1+a2+a6<4ow -|—V) +ag(v—4ocv ) + 7) —X y(2a4—|— ?>

a
—|—Xy2 ((13 — ?7 — (19) + (14X2y2.

Fiir Beispiel 1 werden gewahlt:

1 2
a; =0 ag=-— ay=——
k oxv
1
ay = E (15:*2 (18:0
az =2v ag=0 ag=2v
und es ergibt sich als Losung
2_2y—1
uxy) = Y )
1+4+2kv— 5%
plx,y) = —v+2vx (4.1.2)

_ 1 1, 1 2,2 2 2. 1,0
o(x,y) =2vx+ Ey—kkx (k—l—v)y +kxy kY +kxy .
Zur Losung wird, sowohl fiir die Simulation mittels Stokes-Darcy Gleichungen, als auch
mittels der Brinkman-Gleichung, das Problem mit Dirichlet-Randbedingungen versehen, die
mit exakten Funktionswerten vorgegeben werden.

4.1.2 Beispiel 2 - Trigonometrische Losung

Der zweite Ansatz zum Finden von Beispielen der Kategorie 2 ist die Trennung der Verander-
lichen. In diesem Fall wird angenommen, dass die Komponenten der Losung Produkte von
Funktionen in jeweils einer Variable sind. Die Losung hat also die Form



4 NUMERISCHE EXPERIMENTE

Durch die Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit u ergeben sich fiir eine Konstante & die

Forderungen

1 1
=—f; und f,=—-gh.
g1 £ 2 592

Eine weitere Forderung ergibt sich durch den Massenerhalt und die Gleichheit der Normalen-
krafte auf I7. Sie lautet
hy = of]

1) 2vg(
Ken(1) & holl)

Auflerdem fiihrt die Beavers-Joseph-Saffman Bedingung zu einer Differentialgleichung fiir f;.
Sie lautet
f1(x) = —ofi(x),

1 (e,
0= 92(1)( = —92(1)).

Die Losung der Differentialgleichung ergibt fiir f; die Form

f1(x) = ¢1 cos(v/0x) + ¢z sin(v/0x)

fiir Konstanten ¢ und c».

Somit bleiben c1, ¢y, g3, & und h; frei zu wiahlen, so dass die zweite Gleichheit in (4.1.2) gilt
und o positiv ist.

Fiir Beispiel 2 werden ¢ =0, c; = 1, g2(y) =sin(%y), £ = F und hy(y) = 1 —y gewihlt und
K =1 angenommen. Somit ist die Losung fiir dieses Beispiel

wloy) = (— sin(%x) cos(?g))

cos(%x) sin(Zy)
P(X/U) =0
e(x,y) = (1—y)cos(gx).

Analog zum Beispiel 1 werden auch hier Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben.

4.2 Beispiel aus Kategorie 3

Beispiel 3 beschreibt einen stetigen Wasserfluss tiber ein pordses Flussbett. Die Schicht I7 ist in
diesem Beispiel nicht gerade, sondern besteht aus dreieckigen Diinen. Dieses Beispiel wurde
in [6] vorgeschlagen und auch in [5] und [21] betrachtet.

Im Gegensatz zu den Beispielen 1 und 2 wird in diesem Beispiel keine Losung festgesetzt,
um anschlieffend das zugehorige Problem aufzustellen, sondern es werden Parameter fiir ein
bestimmtes Problem festgelegt.

Das Gebiet ist in diesem Beispiel ein Rechteck Q = [0, 2L] x [0, Hp + Hf]. Hierbei bezeichnet
Hp die Hohe des porosen Mediums an den Stellen x € {0,L,2L} und H; die Wasserhohe
an diesen Stellen. Von den Punkten (0,Hp) und (L, Hp) aus erheben sich jeweils Diinen in
linearer Form, die an den Stellen x € {lp, L + lp} bis auf eine Hohe von hpp angewachsen sind
(siehe Abb. 8).

Hierbei werden verschiedene Randbedingungen verwendet. Der untere Rand wird als un-
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2L

Abbildung 8: Verwendetes Gebiet und Gitter fiir Beispiel der Kategorie 3

durchléssig angenommen und mit einer homogenen Neumann-Randbedingung
k
:LV(p(x) ‘np =0 4.2.1)

versehen. Fiir den oberen Rand wird eine Haftbedingung (no-slip) verwendet. Es ergibt sich

also eine homogene Dirichlet-Randbedingung
v(x,Hp 4+ Hf) =0. (4.2.2)
Die Seitenrander von Q) werden mit periodischen Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen

u(0) = u(2L)
©(0) = @(2L) +po
S(u(0),p(0)) -ng = =S(u(2L), p(2L)) - ng + pong

k k
——Ve(0) ng=—@(2L) -1y
H i

ausgestattet. Hierbei ist py eine Konstante, die in einem Knotenpunkt fixiert wird.

Zur Durchfiihrung der Simulation werden die Parameter

L=1, H=05, Hp=15
Ip = 0.9, hp=0.1 (4.2.3)
po=1073, =0, fp=0

gesetzt.

4.3 Vergleichende Ergebnisse

Um die beiden verschiedenen Modelle vergleichen zu konnen, wurden die drei, in den Ab-
schnitten 4.1 und 4.2 beschriebenen Beispiele mithilfe der Simulationssoftware ParMoon [22]
sowohl mit den Stokes-Darcy als auch mit den Brinkman Gleichungen simuliert. Fiir die Simu-
lation der Stokes-Darcy Gleichungen wurde ein Branch von ParMoon verwendet, der auf der
Arbeit [21] basiert. Dieser bietet eine Implementierung der Stokes-Darcy Gleichungen in der
Neumann-Neumann Formulierung inklusive einiger ausgewdhlter Beispiele. Die Brinkman
Simulation wird mit stiickweise konstanten Koeffizienten o und e durchgefiihrt. So wurde
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in allen Beispielen im Darcy-Gebiet der Wert po¢ = 0 gesetzt.

Zur numerischen Approximation der Stokes-Darcy Losung werden, angelehnt an [21], Finite
Elemente des Typs (P, P1, P2), also Taylor-Hood Elemente fiir die Stokes Gleichungen und
quadratische Polynome auf Dreiecken fiir den Darcy-Druck verwendet. Fiir die Simulation der
Brinkman Gleichungen werden Finite Elemente (P,, P1) verwendet, um eine Vergleichbarkeit
der Ergebnisse zu ermoglichen.

4.3.1 Beispiel 1- Polynomielle Lésung

Dieses Beispiel wird in Abhdngigkeit von

den Parametern v, K = kIl und dem Verfei-
nerungsgrad r simuliert. Fiir v werden die
Werte 10%, i € [—6,1] und fiir k die Werte 10/,
j € [—4,0] genutzt. Somit ergeben sich 40 ver-

3.300

2.475

schiedene Simulationen, die in jeweils 4 ver- 1.650

schiedenen Auflsungen berechnet werden. 0.825

Dadurch ergeben sich 160 Simulationen fiir 0.000

jedes Problem und eine Vielzahl an verfiig- 0825

baren Daten. In diesem Abschnitt werden re- ~1.650

levante Ausziige prasentiert, sofern die wei- 2475

teren Daten keine abweichenden Aussagen -3300
0.0

belegen. Der Vollstandigkeit halber werden 00 05 10

die weiteren Datensétze der hier prasentier-
ten Ausziige in Anhang B dargestellt. Abbildung 9: Exakte Losung (i), Psol, (Psol)T
Da in den Brinkman Gleichungen nicht die von Beispiel 1 firk=v=1undr=3
kinematische Viskositit v, sondern die kine-

matische Viskositit

= vp

verwendet wird, benétigt es eine Dichte p, um die Viskositdten zu tibersetzen. Der Einfachheit
halber wurde der Wert p = 1 angesetzt.

Fiir die verschiedenen Verfeinerungsgrade ergeben sich die folgenden Gittergrofien (siehe
Tabelle 7), die leichte Unterschiede zwischen den Simulationen fiir die Stokes-Darcy Glei-
chungen und die Brinkman Gleichungen aufzeigen. Diese Unterschiede in der Anzahl der
Gitterpunkte sind auf die Teilung in zwei Teilbereiche zuriickzufiihren, da somit alle Punkte
auf der Grenzschicht Teil beider Teilbereiche sind. Somit entspricht die Differenz zwischen
den Gitterpunkten fiir Stokes-Darcy und fiir Brinkman der Anzahl der Gitterpunkte auf der
Grenzschicht.

Fiir jede dieser Simulationen stehen nun das simulierte Ergebnis (u, p, ¢), sowie das exakte
Ergebnis (siehe Abb. 9) (U1, Psols @so1) | (4.1.2) und damit auch der Fehler

Uerr u Ugo]
Perr | = | P | = | Psol
Perr (Y Psol

in jedem Gitterpunkt zur Verfiigung (siehe Abb. 10). Somit kann der Fehler in Abhingigkeit
einzelner Parameter betrachtet werden.

In Abb. 11 sind die Fehlerwerte ||(perr, (perr)Tﬂl und || (perr, (,oerr)THOO beziehungsweise ||perr/1
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Tabelle 7: Gittergrofien im Bei-

spiel 1 fiir verschiedene Verfeine- Stokes-Darcy

rungsgrade Verfeinerungsgrad Gitterpunkte Zellen
1 26 32
2 82 128
3 290 512
4 1090 2048
Brinkman
Verfeinerungsgrad Gitterpunkte Zellen
1 23 32
2 77 128
3 281 512
4 1073 2048

und ||perr||oo im Brinkman Fall fiir verschiedene Werte von v tiber k aufgetragen. Die Fehler-
werte wurden jeweils auf einem Gitter mit Verfeinerungsgrad r = 3 bestimmt.

Es ist ein rasanter Anstieg des Fehlers fiir k < 103 sichtbar, der fiir alle betrachteten Werte von

k=1,v=1,r=3
2.430
2.64
2.025
1.98
1.620
1.32
1.215
0.66
0.810
0.00
0.405
—0.66 0.000
-1.32 -0.405
-1.98 -0.810
-2.64 -1.215
k=1,v=1 k=1,v=1
r=3 r=3
2.0 2.0
1.980 2.390
1.485 1.792
1.5 1.5
0.990 1.195
0.495 0.597
1.0 0.000 1.0 0.000
-0.495 -0.597
0s -0990 -1.195
-1.485 -1.792
-1.980 -2.390
0.0 0.0
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

Abbildung 10: Stokes-Darcy Simulation (u,p, (p)T und Fehler (perr, (perr)T (links), Brinkman
Simulation (u,p)T und Fehler perr (rechts) von Beispiel 1 fir K=v=1undr=3
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v auftritt. Des Weiteren ist ersichtlich, dass fiir die betrachteten v < 1 sowohl der maximale
Fehler ||perr| oo, als auch der durchschnittliche Fehler ||perr|/1 der Brinkman Simulation deutlich
gro8er sind, als der entsprechende Fehler der Stokes-Darcy Simulation.

-
I
A
o 7
6
5
®
3 4
S
3
> 1
5> -
. p » / / /
/
0 - / 3 -4
R -2
6 5 4 3 R -1 \09\"\
2 1 0 A\
vllogso] 10

Abbildung 11: Maximaler (durchgezogene Linie) und durchschnittlicher Fehler im Druck
(gestrichelte Linie) der Stokes-Darcy, orange, und Brinkman Simulation, griin, fiir Beispiel 1
in Abhingigkeit von k (r = 3)

In Abb. 12 (Seite 45) ist analog dazu die Abhéngigkeit des maximalen und durchschnittlichen
Fehlers von der Viskositdt v dargestellt. Auch hier ist ein rasanter Anstieg des Fehlers fiir
v < 1072 erkennbar, der auch im Skalierungsfaktor der y-Achsen in Abb. 11 ersichtlich ist.
Ebenso sind, analog zur Abhéngigkeit des Fehlers von k, deutliche geringere Fehler fiir die
Simulationen mittels Stokes-Darcy Gleichungen als im Brinkman Fall erkennbar. Dies gilt fiir
alle betrachteten k < 1.

In Abb. 13 und 14 sowie Abb. 25 bis 28 sind die Fehler in den Driicken (perr, (perr)T innerhalb
des Gebiets Q) dargestellt. Eine blaue Farbung gibt an, dass p < ps,|, beziehungsweise ¢ < Qg1
und eine rote Farbung das entsprechende Gegenteil.

Es ist in Abb. 13 sowie Abb. 25 und 26 zu erkennen, dass fiir die Stokes-Darcy Simulation die
Fehler vor allem im Darcy-Gebiet Q) entstehen, wohingegen das Stokes-Gebiet Q¢ lediglich
geringe Fehler aufweist.

In Abb. 14, 27 und 28 ist hingegen zu betrachten, dass fiir die Brinkman Simulation auch im
Stokes-Gebiet Q¢ ein markanter Fehler auftritt. Des Weiteren ist der Fehler im Darcy-Gebiet
Qyp auch in diesen Simulationen deutlich ausgeprégter, als im Stokes-Gebiet ()¢, wobei der
Fehler im Bereich der Grenzschicht I' maximal wird.

In Abb. 16 werden exemplarisch auf (¢ das simulierte Geschwindigkeitsfeld u und die ex-
akte Losung ug fiir die Parameter v = k = 1 und den Verfeinerungsgrad r = 3 gegeniiber
gestellt. Die weiteren Geschwindigkeitsfelder sind fiir die Stokes-Darcy, sowie die Brinkman
Simulation in Abb. 29 bis 32 aufgefiihrt. Hierbei ist zu erkennen, dass sich sowohl das Ge-
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Abbildung 12: Maximaler (durchgezogene Linie) und durchschnittlicher Fehler im Druck
(gestrichelte Linie) der Stokes-Darcy, orange, und Brinkman Simulation, griin, fiir Beispiel 1
in Abhéngigkeit von v (r = 3)

schwindigkeitsfeld u der Stokes-Darcy Simulationen, als auch das Geschwindigkeitsfeld u
der Brinkman Simulation weitestgehend mit der exakten Losung g, beziiglich der Richtung
und des Betrags deckt.

Die Ergebnisse sind bisher fiir einen Verfeinerungsgrad von v = 3 gezeigt worden. In Abb. 15
(Seite 46) ist jedoch zu sehen, dass der Fehler im Druck ndherungsweise konstant im Ver-
feinerungsgrad r ist. Somit kénnen die gemachten Aussagen auch auf andere Wahlen von r
tibertragen werden.

Insgesamt zeigt die Brinkman Simulation fiir dieses Beispiel Probleme bei der Approxima-
tion des Drucks im Bereich um die Grenzschicht T, in der die exakte Losung von p auf ¢
wechselt. Diese Probleme koénnen auch bei der Simulation mittels Stokes-Darcy Gleichungen
beobachtet werden. Beide Simulationen bieten auf dem Stokes-Gebiet Q¢ eine gleichermafsen

k=1,v=0.000001, k=1,v=0.00001, k=1,
= = r

2.0 2.0 2.0 2.0
1759996 175996 1.980 3344
1319997 131997 1.485 2.508
) 879998 ) 87998 0.990 ) 1.672

439999 43999 0.495 0.836

10 - 0 1.0 - 0 10
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05 -879998 05 -87998 05
-1319997 -131997
~1759996 ~175996

0.0 0.0

0.0 0.5 1.0 00 0.5 1.0 0.0

0.0 0.5 1.0

Abbildung 13: Fehler (perr, (perr)T fiir die Stokes-Darcy Simulation von Beispiel 1
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k=1, v=0.000001, k=1,v=0.00001, k=1,v=1
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Abbildung 14: Fehler pe fiir die Brinkman Simulation von Beispiel 1

991

10449
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Abbildung 15: Maximaler (durchgezogene Linie) und durchschnittlicher Fehler im Druck

(gestrichelte Linie) der Stokes-Darcy, orange, und Brinkman Simulation, griin, fiir Beispiel 1
in Abhéngigkeit von r (k = 1)

gute Approximation des Geschwindigkeitsfelds.
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Abbildung 16: Exakte Losung ug,, oben, und u, unten, fiir die Stokes-Darcy, links, und
Brinkman, rechts, Simulation von Beispiel 1
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4 NUMERISCHE EXPERIMENTE

4.3.2 Beispiel 2 - Trigonometrische Lésung

Das zweite Beispiel wurde in Anlehnung an [21, Beispiel 8.3] und [11] gewdhlt. Im Gegensatz
zum ersten Beispiel wurde dieses Beispiel nur fiir die Werte v =k =1 und r € [1, 6] simuliert.
Es stehen also entsprechend weniger Daten fiir eine Auswertung zur Verfiigung.

Da auch in diesem Beispiel die exakte Lo-

sung (Ugel, Psols Psol) VOrgegeben ist (siehe
Abb. 17), kann der Fehler

2.0
e = = = = 0.88

0.22

Uerr u Usol :/;/:/:/:/: ///// 066
Perr [ = | P | 7 | Psol 13 !;/:/ /o /: - 0.44
Perr ® ©sol s

| [![/ 1o ,

IIIII [

1.0 0.00

bestimmt werden und in Abhéngigkeit zu

. . . -0.22
dem einzigen variierbaren Parameter v ge-

—0.44

setzt werden. Diese Abhidngigkeit ist in 05

Abb. 19 sowohl fiir die Stokes-Darcy, als o

auch die Brinkman Simulation dargestellt. 0.0 e
0.0 0.5 1.0

Markant ist hierbei, dass eine feinere Auflo-

sung in diesem Beispiel einen Anstieg des
Abbildung 17: Exakte Losung (o, Psol, (psol)T

Fehlers, sowohl durchschnittlich, als auch
von Beispiel 2 firk=v=1und r=3

maximal, bedeuten kann.

Es zeigt sich, dass der Fehler in der Brink-
man Simulation deutlich hoher ausfillt, als
in der Stokes-Darcy Simulation, was auch schon in Abb. 18 zu erkennen ist. Dahingegen
sind keine Unterschiede in der Abhingigkeit des Fehlers vom Feinheitsgrad r zwischen den
Stokes-Darcy Simulation und der Brinkman Simulation in Abb. 19 erkennbar. Fiir beide Si-
mulationen sind sowohl der maximale Fehler ||(perr, @err)| oo, als auch der durchschnittliche
Fehler ||(perr, @err)||1 nahezu konstant.

In diesem Abschnitt werden exemplarisch nur die Plots des punktweisen Fehlers fiir die
Auflosungen r = 1 und r = 6 prasentiert. Der Vollstandigkeit halber werden in Abschnitt B.2
die Plots fiir beide Simulationen und alle Auflosungen r € [1, 6] gezeigt.

Eine Betrachtung des punktweisen Fehlers der Stokes-Darcy Simulation in Abb. 20 bezie-
hungsweise Abb. 34 zeigt, dass der Fehler im Darcy-Gebiet Q,, schneller verschwindet, als im
Stokes-Gebiet Q)p,. Fiir die Brinkman Simulation hingegen kann in Abb. 20 und 34 gesehen
werden, dass der Fehler sowohl im Stokes-Gebiet (), als auch im Darcy-Gebiet Qy, auftritt. Ein
deutlicher Fehler entsteht um den Punkt (1,1), ausgelost durch den Sprung der Koeffizienten
o und g an der Grenzschicht T7.

In Abb. 21 (Seite 51) und Abb. 36 und 37 ist das Geschwindigkeitsfeld der exakten Losung .
und die simulierten Geschwindigkeitsfelder u der Stokes-Darcy und der Brinkman Simulation
dargestellt. Ahnlich wie bereits in Abschnitt 4.3.1 stimmen sowohl die Geschwindigkeitsfelder
der Stokes-Darcy Simulation, als auch der Brinkman Simulation, grofStenteils mit der exakten
Losung in Richtung und Betrag tiberein.

Zusammenfassend bietet die Stokes-Darcy Simulation in der Fldche eine gute numerische
Approximation des Drucks (pso1, @so1), wobei die Brinkman Simulation einen Fehler im Be-
reich des Ubergangs von Q¢ zu Q, liefert. Die Geschwindigkeitsfelder werden durch beide

Simulationen nahezu identisch approximiert.
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k=1,v=1,r=3
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Abbildung 18: Stokes-Darcy Simulation (u,p, (p)T und Fehler (perr, (perr)T (links), Brinkman
Simulation (u,p)T und Fehler perr (rechts) von Beispiel 2 fiir r =3
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= -k

Abbildung 19: Maximaler (durchgezogene Linie) und durchschnittlicher Fehler im Druck
(gestrichelte Linie) der Stokes-Darcy, orange, und Brinkman Simulation, griin, fiir Beispiel 2
in Abhéngigkeit von r
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Abbildung 20: (perr, (perr)T bzw. perr fiir die Stokes-Darcy Simulation (links) und Brinkman
Simulation (rechts) von Beispiel 2

20 . . . . . . . . 2.0 . . . . 2.0

Abbildung 21: Exakte Losung u,, oben, und u, unten, fiir die Stokes-Darcy (links) und
Brinkman(rechts) Simulation von Beispiel 2
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4.3.3 Beispiel 3 - FluSbettproblem

Ebenso wie Beispiel 2 werden fiir dieses Beispiel feste Werte fiir v beziehungsweise pu und
K = kIl verwendet. Hierfiir wurden aus Abschnitt 1 die folgenden Werte gewahlt:

—p=1-10"°
— v=1-10"3
— k=1-10"10

und das Problem fiir die Verfeinerungsgrade r € [1, 5] mit den Stokes-Darcy und der Brinkman
Gleichung simuliert. Die Ergebnisse fiir v = 3 sind in Abb. 22 und 23 zu sehen.

20 0.001215
0.001134
0.001080
0.001008
0.000945
0.000882
0.000810
0.000756
0.000675
0.000630

.00054¢
0.000540 0.000504

0.000405 0.000378
0.5

0.000270 0.000252

0.000135 0.000126

0.0
0.0 0.5

0.000000 0.000000

Abbildung 22: Stokes-Darcy Simulation (links) und Brinkman Simulation (rechts) von p fiir
Beispiel 3 fiir r = 3

In Abb. 22 ist zu erkennen, dass die Stokes-Darcy und Brinkman Simulation den Druck fiir
Beispiel 3 in der gleichen Groffenordnung approximieren, es aber Unterschiede in den Ni-
veaus gibt. Wahrend die Niveaulinien fiir die Stokes-Darcy Simulation grofstenteils vertikal
verlaufen, ergibt sich fiir die Brinkman Simulation ein Bild, das eher von diagonal verlaufen-
den Niveaulinien geprégt ist. Dies ist auch in Abb. 24 erkennbar, wo die Differenz zwischen
den Druckfeldern der Stokes-Darcy und Brinkman Simulation abgebildet ist. Hierbei bedeu-
tet eine rotliche Farbung, dass die Stokes-Darcy Simulation des Drucks grofier ist als die
Brinkman Simulation.

In Abb. 23 ist zu erkennen, dass sich die Geschwindigkeitsfelder der Stokes-Darcy und
Brinkman Simulation sowohl in Richtung, als auch Betrag, zu weiten Teilen decken. Es sind
geringe Unterschiede im Randbereich I7 zu erkennen.
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Abbildung 23: Stokes-Darcy Simulation (oben) und Brinkman Simulation (unten) von u fiir

Beispiel 3 fiir r =3

2.0

0.001048
1.8

0.000786
1.6
14 0.000524
1.2 0.000262
1.0 0.000000
0.8 —0.000262
0.6 ~0.000524
0.4

—0.000786
0.2

—0.001048
0.0 o

00 02 04 06 08 1.0 1.2 14 16 1.8 2.0

Abbildung 24: Differenz zwischen den Druckfeldern der Stokes-Darcy und der Brinkman

Simulation fiir Beispiel 3 und r =3
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5 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

5 Zusammenfassung und Ausblick

Die in Abschnitt 4 prasentierten Beispiele zeigen einige Probleme der Stokes-Darcy und Brink-
man Simulationen. So zeigen beide Simulationsarten Probleme bei einer sehr kleinen Wahl der
Paramater v und k, bei denen die Drucksimulationen deutliche Fehler in der Approximation
liefern. Somit sind beide Verfahren problematisch fiir die Simulation von Stromungen durch
Medien mit geringer Permeabilitdt, wie beispielsweise Boden aus verschiedensten Gesteinsar-
ten.

Zusétzlich gibt es fiir die Brinkman Simulation Probleme bei der Simulation trigonometrischer
Druckfelder, die fiir die Stokes-Darcy Simulation nicht auftreten. Fiir polynomielle Geschwin-
digkeitsfelder bieten jedoch beide Simulationen ein identisches Fehlerverhalten, was auf die
Approximation mit Finiten Elementen aus dem Raum P, zuriickzufiihren ist.

Beide Simulationen bieten ein Fehlerverhalten, das in der Fliche unabhingig vom Verfeine-
rungsgrad 1 ist. Somit kann die Auflosung entsprechend des benétigten Detailgrads angepasst
werden, ohne einen signifikanten Anstiegs des Fehlers in der Flache befiirchten zu miissen.
Weitere Moglichkeiten, die Approximation zu optimieren, waren die Anpassung der springen-
den Koeffizienten o und g in der Brinkman Simulation oder die Nutzung der Robin-Robin
Formulierung fiir die Stokes-Darcy, wie in [21, Abschnitt 8.4] gesehen.
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A APPENDIX 1 - FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN

A Appendix 1 - Funktionalanalytische Grundlagen

Dieser Abschnitt soll die notwendigen Grundlagen aus dem Bereich der Funktionalanalysis
darstellen, die fiir Finite Elemente Methoden benotigt werden. Die verwendeten Funktionen-
raume werden definiert, grundlegende Abschitzungen prasentiert und ein kurzer Uberblick

tiber die Losungstheorie linearer Probleme gegeben.

Funktionenriume

Definition A.1 (LP und LP-Rdume)
Sei O c RY offen, p € [1,00), Z die o-Algebra der Borelmengen und A das Lebesguemaf. Der

Funktionenraum LP(Q) wird definiert als
LP(Q) = {f: Q — R: f messbar, Jﬂlf(x)lpdk < oo}.
Fiir p = oo wird der Raum £°°(Q) definiert als
£°(Q) = {f: Q — R: f messbar, IN € L,A(N) = 0: flg\n = 0}.

Mithilfe der Menge
N(Q) = {f e LP(Q): J [f(x)|dA = 0}
Q

kann der Raum LP(Q) fiir p € [1, o] durch
LP(Q) := LP(Q)/N(Q)
definiert werden. Ein weiterer Funktionenraum kann durch

LOP(Q) = {f eLP(Q): J' f(x)dA = O}
Q

definiert werden.

Im Bereich der Finiten Elemente Methoden ist vor allem der Raum L2(Q) von Interesse. Dieser
hat die Eigenschaft, dass er ausgestattet mit dem Skalarprodukt

(WV)i2q) = J;) u(x)v(x)dx

und der induzierten Norm

1
1 2
Vizia) = V)2, o, = (J |v(x)|2dx) ,
” HL (Q) 12(Q) o

einen Hilbertraum bildet. Von weiterem Interesse ist der Teilraum L%(Q) C 12(Q) der 12-
Funktionen, deren Integral verschwindet,

L%(Q) = {v € %(Q): le(x)dx = 0}.
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Weiterhin wird auf dem Rand ' = 6Q des Gebiets durch

(w,v)r = Jr u(x)v(x)dx

eine Bilinearform definiert. Ein weiterer Unterraum des [%(Q) ist der Raum der Testfunktio-
nen.

Definition A.2 (Testfunktionen)
Sei O c RY offen. Die Elemente des Raums

D(Q) :={p € C*(Q): supp(e) ist kompakt}

werden Testfunktionen genannt.

Testfunktionen werden genutzt, um eine Verallgemeinerung des klassischen Ableitungsbe-
griffs zu definieren. Dieser erlaubt es, Ableitungen fiir Funktionen zu definieren, die nicht im
klassischen Sinne differenzierbar sind.

Definition A.3 (Schwache Ableitung)
Sei O c R4 offen, « ein Multiindex und f € L?(Q). g € 1?(Q) wird schwache oder verallge-
meinerte o-te Ableitung von f genannt, falls fiir alle ¢ € D(Q) gilt, dass

(g,0) = (—1)/*(f, D> )

gilt.

Definition A.4 (Sobolev-Riaume)
Sei O ¢ RY offen, k € INy. Der Sobolevraum H*(Q) beinhaltet die L2(Q)-Funktionen, fiir die
die ersten k schwachen Ableitungen ebenfalls in 2(Q) liegen, also

H*(Q) = {v € 1%(Q): D* € 12(Q),V]al < k}.

Ausgestattet mit der Norm

Ve a) = ( > JQ|D°‘V(X)|2)

lo <k

und dem inneren Produkt

(W V)e(q) = Z (D%, DV 2 ()
lo|<k

bilden die Sobolev-Raume H¥(Q) Hilbertraume. Auferdem wird auf H*(Q) die Halbnorm

. 2
k) = | 2 DIt q)
|ox|=k

definiert.

Da Sobolev-Funktionen v € H!(Q) formal Aquivalenzklassen von Funktionen sind, ist die
Einschrankung v| auf den Rand von Q abhidngig vom gewéhlten Reprasentanten. Deswegen
muss ein dquivalentes Konstrukt fiir den Raum H1(Q) definiert werden.
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Theorem A.1: Spuroperator

Sei Q C RY ein beschrénktes Lipschitz-Gebiet und I' C §Q eine relativ offene Teilmenge
des Rands. Weiterhin sei I' selbst Lipschitz, dann existiert ein Operator

Tr: HY(Q) — 12(1),
so dass fiir u € C(Q) NHY(Q)

und fiir alle u € H}(Q)

Der Operator T wird Spuroperator genannt. Der Einfachheit halber schreibt man Tu =

ulso-

Theorem A.2: Erweiterung auf W*P (6Q)

Sei Q C RY ein Lipschitz-Gebiet und ' C 5Q eine relativ offene Teilmenge des Rands.
Weiterhin sei I" selbst Lipschitz und s € [0,1). Dann existiert ein linearer, stetiger Er-
weiterungsoperator E: WP (") — WSP(5Q), es gilt also fiir alle u € W*5P(T'), dass
Eu(x) = u(x) fiir fast allex € T.

Die Erweiterung Er ist die Rechtsinverse des Spuroperators Tr.
Mithilfe des Spuroperators konnen nun weitere Teilrdume des H1 (Q) definiert werden, die
bei der Betrachtung partieller Differentialgleichungen von Interesse sind.

Definition A.5 (H%, HYY und Hgi")
Sei Q) ein beschréinktes Lipschitz-Gebiet. Der Unterraum H(l)(Q) C H'(Q) beinhaltet die H!-
Funktionen auf Q, die auf dem Rand I' im Spursinn verschwinden

HL(Q) = {v e H(Q): v, = o}.

Weiterhin enthélt der Teilraum HYV(Q) ¢ [2(Q) die L2-Funktionen auf Q, deren Divergenz
ebenfalls in 12(Q) liegt

HAY(Q) .= {v c12(Q):V-ve LZ(Q)}.
Ausgestattet mit der Norm

1
2
Wl ) = (IV V120 + V122

und dem inneren Produkt
(u/V)Hdiv(Q) =(V-uV 'V)LZ(Q) + (U/V)LZ(Q)

bildet HY(Q) einen Hilbertraum. Auf dem Raum HY(Q) lisst sich analog zu HY(Q) ein Spu-
roperator definieren, so dass der Ausdruck (V - v)| fiir Funktionen v € HY () wohldefiniert
ist und der Raum

Hv(Q) = {v e ¥ (Q): (Vv =0
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definiert werden kann.

Auf den definierten Vektorrdumen konnen Funktionale definiert werden. Die Menge der

Funktionale bildet ebenso wieder einen Vektorraum.

Definition A.6 (Dualraum, duale Paarung)
Sei V ein Vektorraum iiber K. Der Dualraum V’ von V wird definiert durch

V' :={f: V= K: f linear}.

Die Elemente von V' werden Funktionale, Linearformen oder 1-Formen genannt. Die Aus-
wertung eines linearen Funktionals ¢ € V' auf einem Vektor v € V wird durch die duale
Paarung

d(v) = [d, V]v/,v

beschrieben. Auf dem Dualraum V' wird durch den Ausdruck

[, Vv v
[dllyr = sup ———=
veVv\{0} [vilv

eine Norm definiert.

Der Dualraum des Raums H}(Q) wird mit H™1(Q) := (Hé(Q))’ bezeichnet.

Losungstheorie

Dieser Abschnitt soll einige Ergebnisse prasentieren, die die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung abstrakter Probleme sichern. Es werden notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir ein wohldefiniertes Problem gegeben.

Hierfiir werden die beiden reellen Hilbertraume (Q, | - [lq, (-)q) und (V, |- |lv,(-,-)y) be-
trachtet. Die entsprechenden Dualrdume werden mit Q" und V’ bezeichnet und sind mit den

Normen
W, 4l
Wl = sup ——<
qeovor  ldallQ
[(b/v] ’
Iy = sup ——

vevyo) [Vl
mit ¢ € Vund P € Q ausgestattet.

Definition A.7 (Stetigkeit)
Eine Bilinearform b(-,-): V x Q — R wird stetig oder beschriankt genannt, falls ein M > 0
exisitiert, so dass fiir alle (v, q) € V x Q gilt:

[b(v, q)I < M|pv[lvldllq-

Fiir die Theorie der Losbarkeit abstrakter Operatorgleichungen werden Probleme der Form:
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Problem A.1

Finde zu a(-,-): VxV = R,b(-,): VxQ = R,f eV, g€ Q (up) e
V x Q, so dass fiirallev,q € V x Q gilt:

a(w,v) +bv,p) =[f, vl y
b(u/ q) = [g/ UI]Q/,Q

betrachtet. Eine alternative Darstellungsform wird durch die Definition der Operatoren

AecL(V,V)
(Au,v) = a(u,v)
BeL(V,Q)
(Bu,q) =b(u,q)
erzielt. Das Problem A.2 kann hiermit als
Problem A.2

Finde zu A € L(V,V'),B e L(V,Q),f € V,g€ Q' (u,p) e VX Q,so
dass fiir allev,q € V x Q gilt:

Au+B'p=f
Bu=g¢

dargestellt werden.

Definition A.8 (Wohldefiniertheit)
Eine Problem der Form A.2 wird als wohldefiniert genannt, falls die Abbildung

Z:VxQ =V xQ
A B’
(v,q) — ( v q)
Bv

ein Isomorphismus von V x Q nach V/ x Q’ ist.

Theorem A.3: Satz von Lax Milgram

Sei b(+,-): V x V — R eine beschriankte, koerzitive Bilinearform auf dem Hilbertraum V.

Dann existiert fiir jedes f € V/ genau ein u € V, so dass fiir alle v € V gilt

b(u,v) = f(v).

Beweis. Siehe [13, Theorem B.4].
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Theorem A.4

Das Problem A.2 ist genau dann wohldefiniert, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
I. die Bilinearformen a und b sind stetig,
II. die Verkniipfung Eg o A: Vj := ker(B) — V| ist ein Isomorphismus,

III. die Bilinearform b(-,-): V x Q — R erfiillt fiir eine Konstante 3 > 0 die inf —sup-
Bedingung (A.1).

Beweis. Siehe [13, Theorem 3.18]. O

Theorem A.5: Brezzi Splitting Theorem

Es sei Vy = ker(B) und af(-,-) eine Vy-elliptische, stetige Bilinearform, es gibt also eine
Konstante « > 0 so dass fiir alle v € V gilt

a(v,v) > oc||vH%,.

Dann ist A.2 genau dann wohldefiniert, wenn die Bilinearform b stetig ist und fiir eine
Konstante 3 > 0 die inf — sup-Bedingung

; b(v,q)

in sup ——— 4+ > (A1)
a€Q\0) yevi oy VIVl

erfiillt.

Beweis. Zum Beweis des Theorems wird mithilfe von Theorem A .4 gefiihrt.
Sei nun f € V{ beliebig. Dann existiert nach dem Satz von Lax Milgram ein u € Vj, so dass
fiir alle v € Vp gilt

a(u,v) = [f, V]v(/],vo

oder anders formuliert, existiert ein u € Vj, so dass
EO ocAu=".

Da f € V[ beliebig gewdhlt ist, ist Eg o A surjektiv auf Vj. Sei nun u € Vp mit Ego Au = 0.
Nach der Definition von Ey gilt fiir alle v € Vj

0=[EpoAu, V]Vé,vg =[Au, vy v

und somit insbesondere
[Au,u]v/,v =a(u,u) =0.

Da a Vj-elliptisch ist, folgt u = 0 und Eg o A ist injektiv. Somit ist Eg o A ein Isomorphismus
und das Lemma gewdhrleistet die Wohldefiniertheit von Problem A.2.

Die Gegenrichtung folgt direkt aus dem Lemma, da die Vj-Elliptizitdt ein Spezialfall der
ersten Bedingung im Lemma ist und die inf — sup-Bedingung erhalten bleibt. O
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B APPENDIX 2 - WEITERE DATEN

B Appendix 2 - Weitere Daten

B.1 Weitere Daten zu Abschnitt 4.3.1

k=0.0001, v=0.000001,
20 = 1e10
1.76
132
15
0.88
0.44
1.0 l..‘II!!. 0.00
-0.44
-0.88
0.5
-1.32
-1.76
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.0001, v=0.01,
r=3
2.0
1724800
1293600
s 862400
431200
= N
= -431200
-86241
05 862400
-1293600
-1724800
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.001, v=0.000001,
r=3
20 1e9
1.76
1.32
15 0.88
0.44
1.0 "nlll.. 0.00
-0.44
-0.88
0.5
-132
-1.76
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.001,v=0.01,
r=3
2.0
172480
129360
1
s 86240
43120
1.0 0
<
= -43120
-8624
0s 86240
129360
-172480
0.0
0.0 05 1.0

k=0.0001, v=0.00001,

20 = 1e9
1.76
132
15
0.88
0.44
1.0 * 0.00
-0.44
-0.88
0.5
-1.32
-1.76
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.0001,v=0.1,
r=3
2.0
140800
105600
s 70400
35200
1.0 0
-35200
~7041
05 0400
~105600
~140800
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.001, v=0.00001,
20 = 1e8
1.76
1.32
15 0.88
0.44
1.0 0.00
-0.44
-0.88
0.5
-1.32
-1.76
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.001,v=0.1,
r=3
2.0
14080
10560
1
5 7040
3520
1.0 0
-3520
—7041
0.5 040
-10560
-14080
0.0

0.0 0.5 1.0

k=0.0001, v=0.0001, k=0.0001, v=0.001,
r= =
20 le8 20 1le7
1.76 1.756
1.32 1.317
15 15
0.88 0.878
0.44 0.439
1.0 * 0.00 1.0 0.000
-0.44 -0.439
-0.88 -0.878
0.5 0.5
-1.32 -1.317
-1.76 -1.756
0.0 0.0
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
k=0.0001,v=1, k=0.0001, v=10,
r=3 r=3
2.0 2.0
19800 33440
14850 25080
s 9900 s 16720
4950 8360
1.0 0 1.0 0
—4950 -8360
B -167.
05 9900 05 16720
-14850 -25080
-19800 -33440
0.0 0.0
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
k=0.001, v=0.0001,
20 = 1e7
1.76 1756480
132 1317360
15 0.88 15 878240
0.44 439120
1.0 * 0.00 1.0 * 0
-0.44 —439120
-0.88 -878240
0.5 0.5
-1.32 —1317360
-1.76 -1756480
0.0 0.0
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
k=0.001,v=1, k=0.001,v=10,
r=3 r=3
2.0 2.0
1980 3344
1485 2508
1. 1
s 990 s 1672
495 836
1.0 0 1.0 0
—495 -836
B -1672
0.5 990 0.5 ©
-1485 | -2508
-1980 -3344
0.0 0.0
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

Abbildung 25: Weitere Plots von (perr, (perr)T fur die Stokes-Darcy Simulation von Beispiel 1
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B.1 WEITERE DATEN zU ABSCHNITT 4.3.1

k=0.01, v=0.000001,

20 = 1e8
176
132
15
0.88
0.44
10 * 0.00
-0.44
05 -0.88
-1.32
-176
0.0
0.0 05 10
k=0.01, v=0.01,
20 B
17248
12936
s 8624
4312
1.0 0
-4312
05 -8624
-12936
-17248
0.0
0.0 05 1.0
k=0.1,v=0.000001,
20 = 1e7
1.76
132
15 088
044
1.0 ”‘.‘ll.. 0.00
~0.44
-0.88
05
-132
-176
0.0
0.0 05 10
k=0.1,v=0.01,
r=3
2.0
1725
1294
15 o6
431
-431
0.5 86z
~1204
—1725
0.0
0.0 05 1.0

2.0

15

1.0

0.5

0.0

0.0

1.76

1.32

0.88

-0.44

—0.88

-1.32

-1.76

0.5

1.0

k=0.01,v=0.1,
r=3

2.0

1408

1056

704

352

-352

—704

0.5

0.

2.

1.

1.

0.

0.

-1056
-1408

0.0 0.5

k=0.1,v=0.00001,

1759965
1319974
879982

439991

‘ '
—439991

—879982
-1319974
=1759965

0 0.5

k=0.1,v=0.1,
r=3
0
140.8

105.6

5 70.4

0 0.0

-35.2

-70.4
5 0.

-105.6

-140.8

0
0.0

0.5

1.0

k=0.01,v=0.0001,
r=3

2.0
1759648
1319736
15
879824
439912
-439912
-879824
0s 8798;
-1319736
~1759648
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.01,v=1,
2.0 B
198.0
148.5
s 99.0
495
1.0 0.0
-49.5
0.5 990
-1485
-198.0
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.1,v=0.0001,
r=3
2.0
175965
131974
s 87982
43991
10 0
-43991
-87982
05
-131974
~175965
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.1,v=1
r=3
2.0
19.80
14.85
1
s 9.90
4.95
10 0.00
-4.95
s -9.90
-14.85
-19.80
0.0
0.0 05 10

k=0.01,v=0.001,

r=3
2.0
175648
131736
15
87824
43912
1.0 “‘.‘!l!! 0
-43912
-87824
0.5 878
-131736
-175648
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.01,v=10,
r=3
2.0
3344
2508
s 167.2
83.6
1.0 0.0
-83.6
-167..
05 167.2
| -250.8
-334.4
0.0
0.0 0.5 1.0
2.0
17565
13174
s 8782
4391
1.0 ‘* 0
—4391
-8782
0.5
-13174
-17565
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.1,v=10,
r=3
2.0
33.44
25.08
1
s 16.72
8.36
1.0 0.00
-8.36
-16.72
0.5 6
-25.08
-33.44
0.0
0.0 0.5 1.0

Abbildung 26: Weitere Plots von (perr, (perr)T fuir die Stokes-Darcy Simulation von Beispiel 1
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B APPENDIX 2 - WEITERE DATEN

k=0.0001, v
r=3

0.000001,

20 lel0

1.426
1.070
0.713
0.357
0.000
-0.357
-0.713
-1.070

-1.426

k=0.0001, v=0.01,

2.0
1395830
1046872
15 697915
348957
1.0 0

—348957

—697915
0.5

-1046872

—1395830

0.0
0.0

0.5

k=0.001, v=0.000001,
r=3

2.0 1e9

1.426
1.070
0.713
0.357
0.000
-0.357
0.5 -0.713
-1.070
-1.426
0.0 0.5

k=0.001,v=0.01,

2.0
139599

104699
5 69800

34900
1.0 0
—34900
—69800
—104699
—139599

1.0

k=0.0001, v=0.00001,

1e9

20
1.426
1.070
1
s 0.713
0357
1.0 0.000
w ~0.357
—0.71
05 0.713
-1.070
~1426
0.0
0.0 05 10
k=0.0001,v=0.1,
20 -
112381
84286
s 56190
28095
1.0 0
AN
| -28095
-56190
05
—84286
-112381
0.0
0.0 05 10
k=0.001, v=0.00001,
2.0 = 1e8 2.
1.426
1.070
15 1
0713
0357
1.0 0.000 1.
~0357
~0713
05 o
-1.070
-1.426
0.0 o
0.0 05 10
k=0.001,v=0.1,
20 B
11240
8430
s 5620
2810
1.0 o
-2810
05 -5620
~8430
~11240
0.0
0.0 05 10

k=0.0001, v=0.0001,

2.0

0.5

0.0

0.5

0.0

0.5 1.

k=0.0001,v=1,
r=3

0.5

k=0.001, v=0.0001,

0

0.0

0.5

05 1.0
k=0.001,v=1,
r=3

1le8

0

1.0

1le7

1.0

1.426

1.069

0.713

0.356

0.000

-0.356

-0.713

-1.069

-1.426

20294

15221

10147

5074

-5074

-10147

-15221

-20294

1.426

1.069

0.713

0.356

0.000

-0.356

-0.713

-1.069

-1.426

2030

1522

1015

=507

-1015

-1522

-2030

k=0.0001, v=0.001,

20 = 1e7
1423
1.067
1
s 0712
0356
1.0 0.000
w -0.356
—0712
05 o
-1.067
—1423
0.0
0.0 05 1.0
k=0.0001, v=10,
2.0 B
30797
23098
3 15399
7699
10 0
-7699
~15399
05
~23008
~30797
0.0
0.0 05 10
k=0.001, v=0.001,
20 =
1423104
1067396
15
711507
355799
1.0 0
w -355799
~7115907
05
~1067396
-1423194
0.0
0.0 05 10
k=0.001,v=10,
2.0 B
3083
2312
s 1541
771
10 o
-7
05 ~1541
-2312
~3083
0.0
0.0 05 1.0

Abbildung 27: Weitere Plots von pe fiir die Brinkman Simulation von Beispiel 1

64




B.1 WEITERE DATEN zU ABSCHNITT 4.3.1

15

1.0

0.5

0.0
0.0

0.5

0.0

1.426

1.070

0.713

0.357

0.000

-0.357

-0.713

-1.070

-1.426

0.5

1.0

k=0.01,v=0.01,

13962
10472
6981

3491

—3491

—6981

-10472

-13962

0.5

k=0.1,v=0.000001,

2.0

15

1.0

0.5

0.0

0.5

r=3 1e7

1.427
1.070
0.713
0.357
0.000
-0.357
-0.713
-1.070
-1.427

0.5

k=0.1,v=0.01,
r=3

1396

1047

698

349

-349

-698

-1047

-1396

1.426

1.070

1.
5 0.713

0.357
0.000
-0.357

-0.71
0.5 0.713

-1.070

-1.426

0.0

0.0 0.5 1.0

k=0.01,v=0.1,
r=3
2.0
1124

843

562

-281
—562
0.5

-843

-1124

0.5

2.0
1426513

1069885
15

713256

356628
1.0 0
-356628
—71325
0.5 6

—1069885

-1426513

0.0 0.5

k=0.1,v=0.1,
r=3

2.0
112.4

84.3

15 56.2

1.0 0.0

-28.1

-56.2

—84.3

-112.4

1.0

k=0.01,
r=3
2.0
1426164
1069623
1
s 713082
356541
1.0 0
-356541
-713082
0.5 308
-1069623
-1426164
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.01,v=1,
r=3
2.0
203.3
1525
3 101.7
50.8
1.0 0.0
-50.8
-101.7
0.5
-1525
-203.3
0.0
0.0 0.5 1.0
2.0
142624
106968
15
71312
35656
1.0 0
u ~35656
-71312
0.5
—106968
-142624
0.0
0.0 0.5 1.0
k=0.1,v=1
r=3
2.0
20.66
15.49
s 10.33
5.16
1.0 0.00
-5.16
05 -10.33
-15.49
~20.66
0.0
0.0 0.5 1.0

k=0.01,v=0.001,
r=3

2.0

15

1.0

0.5

0.0
0.0

0.5

2.0

1.5

0.5

1.0

k=
05 10
k=0.1,v=10,
r=3
05 10

142344

106758

71172

35586

o

—35586

-71172

—106758

—142344

3114

233.6

155.7

0.0

=779

-155.7

-233.6

-311.4

14235

10676

7118

3559

-3559

-7118

—10676

-14235

34.37

25.78

17.18

0.00

-8.59

-17.18

-25.78

—34.37

Abbildung 28: Weitere Plots von pe fiir die Brinkman Simulation von Beispiel 1
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B APPENDIX 2 - WEITERE DATEN

k=0.0001, v=0.000001, r=3

k=0.0001, v=0.00001, r=3

k=0.0001, v=0.0001, r=3

2.0 2.0 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
10 10 10
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
k=0.0001, v=0.001, r=3 k=0.0001, v=0.01,r=3 k=0.0001,v=0.1,r=3
20 2.0 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
10 10 10
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
k=0.0001,v=1,r=3 k=0.0001,v=10,r=3
20 20
18 18
16 16
14 14
12 12
10 10
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
k=0.001, v=0.000001, r=3 k=0.001, v=0.00001, r=3 k=0.001,v=0.0001, r=3
20 2.0 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
10 10 10
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
k=0.001,v=0.001, r=3 k=0.001,v=0.01,r=3 k=0.001,v=01,r=3
20 2.0 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
10 10 10
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
k=0.001,v=1r=3 k=0.001,v=10,r=3
20 20
18 18
16 16
14 14
12 12
10 10
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Abbildung 29: Weitere Plots von u fiir die Stokes-Darcy Simulation von Beispiel 1
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B.1 WEITERE DATEN zU ABSCHNITT 4.3.1

k=0.01, v=0.000001, r=3

k=0.01, v=0.00001, r=3

k=0.01, v=0.0001, r=3

20 20 2.0
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
10 10 10
0.0 02 04 0.6 08 1.0 0.0 02 0.4 06 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
k=0.01,v=0.001,r=3 k=0.01,v=0.01, r=3 k=0.01,v=0.1,r=3
20 20 2.0
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
10 10 10
0.0 02 0.4 0.6 08 1.0 0.0 02 0.4 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
k=0.01,v=1r=3 k=0.01,v=10,r=3
20 20
18 18
16 16
14 14
12 12
10 10
0.0 0.2 0.4 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
k=0.1,v=0.000001, r=3 k=0.1,v=0.00001, r=3 k=0.1,v=0.0001, r=3
20 20 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
10 10 10
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
k=0.1,v=0.001, r=3 k=0.1,v=0.01,r=3 k=0.1,v=0.1,r=3
20 20 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
10 10 10
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10

k=01,v=1r=3

k=0.1,v=10,r=3

20 20
18 18
16 16
14 14
12 12
10 10
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10

Abbildung 30: Weitere Plots von u fiir die Stokes-Darcy Simulation von Beispiel 1
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B APPENDIX 2 - WEITERE DATEN

k=0.0001, v=0.000001, r=3 k=0.0001, v=0.00001, r=3 k=0.0001, v=0.0001, r=3
20 20 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
k=0.0001,v=0.001,r=3 k=0.0001,v=0.01,r=3 k=0.0001,v=0.1,r=3
20 20 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 o0 02 04 06 08 10
k=0.0001,v=1r=3 k=0.0001,v=10,r=3
20 20
18 18
16 16
14 14
12 12
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
k=0.001, v=0.000001, r=3 k=0.001, v=0.00001, r=3 k=0.001,v=0.0001,r=3
20 20 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
00 02 o4 Ds\ 08 10 0o 02 04 ub\ o8 10 oo o2 04 06 o8 10
k=0.001,v=0.001,r=3 k=0.001,v=0.01,r=3 k=0.001,v=01,r=3
20 20 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
k=0.001,v=1,r=3 k=0.001,v=10,r=3
20 20
18 18
16 16
14 14
12 12
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10

Abbildung 31: Weitere Plots von u fiir die Brinkman Simulation von Beispiel 1
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B.1 WEITERE DATEN zU ABSCHNITT 4.3.1

k=0.01,v=0.000001, r=3

k=0.01, v=0.00001, r=3

k=0.01,v=0.0001, r=3

2.0 2.0 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
0.0 02 0.4 06 0.8 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 10
k=0.01,v=0.001,r=3 k=0.01,v=0.01,r=3 k=0.01,v=0.1,r=3
20 2.0 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 N 12 12
0.0 02 0.4 06 0.8 1.0 0.0 02 0.4 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 10
k=0.01,v=1,r=3 k=0.01,v=10,r=3
20 20
18 18
16 16
14 14
12 12
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10
k=0.1,v=0.000001, r=3 k=0.1,v=0.00001, r=3 k=0.1,v=0.0001, r=3
20 2.0 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12 A
\ N\ -
0.0 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
k=0.1,v=0.001,r=3 k=0.1,v=001r=3 k=01,v=01r=3
20 20 20
18 18 18
16 16 16
14 14 14
12 12 12
0.0 02 0.4 06 0.8 1.0 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

k=01,v=1r=3

k=0.1,v=10,r=3

20 20
18 18
16 16
14 14
12 12
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Abbildung 32: Weitere Plots von u fiir die Brinkman Simulation von Beispiel 1
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Abbildung 33: Maximaler (durchgezogene Linie) und durchschnittlicher Fehler (gestrichelte

Linie) der Stokes-Darcy, orange, und Brinkman Simulation, griin, fiir Beispiel 1 in Abhingig-
keit von r (k = 3)

70



B.2 WEITERE DATEN zU ABSCHNITT 4.3.2

B.2 Weitere Daten zu Abschnitt 4.3.2
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Abbildung 34: Weitere Plots von (perr, (perr)T fur die Stokes-Darcy Simulation von Beispiel 2
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Abbildung 35: Weitere Plots von perr fiir die Brinkman Simulation von Beispiel 2
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Abbildung 36: Weitere Plots von u fiir die Stokes-Darcy Simulation von Beispiel 2
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Abbildung 37: Weitere Plots von u fiir die Brinkman Simulation von Beispiel 2
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B.3 Weitere Daten zu Abschnitt 4.3.3
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Abbildung 38: Weitere Plots von (p, ¢)" fiir die Stokes-Darcy Simulation von Beispiel 3

Abbildung 39: Weitere Plots von u fiir die Stokes-Darcy Simulation von Beispiel 3
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Abbildung 40: Weitere Plots von p fiir die Brinkman Simulation von Beispiel 3
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Abbildung 41: Weitere Plots von u fiir die Brinkman Simulation von Beispiel 3
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