FREIE UNIVERSITAT BERLIN

MASTERARBEIT

Effizienz und Genauigkeit einer
divergenzfreien Diskretisierung fiir die
stationaren inkompressiblen
Navier—Stokes-(zleichungen

Von: Betreuer:
Mario KODDENBROCK Dr. Alexander LINKE
Matrikelnummer: Zweiter Betreuer:
4298300 Prof. Dr. Volker JOHN

17. Juni 2014






Inhaltsverzeichnis

Einleitung
0 Mathematische Vorbemerkungen

1 Die stationaren, inkompressiblen Gleichungen
1.1 Die Stokes-Gleichungen . . . . . . .. .. ... ... ... ...
1.1.1 Existenz und Eindeutigkeit . . . . . . . . . ... ... ..
1.1.2 Bedeutung der Divergenzfreiheit . . . . . . . . . . . . ..
1.2 Die Navier-Stokes-Gleichungen . . . . . . . . .. .. ... ...
1.2.1 Existenz und Eindeutigkeit . . . . . . . .. .. ... ...

2 Beispiele
2.1 Vorbemerkungen . . . . .. .. ... ..o
2.1.1 Hagen-Poiseuille-Strémung . . . . . . . ... .. ... ..
2.1.2 Natiirliche Randbedingungen . . . . . ... .. ... ..
2.1.3 Diskrete Punktnorm . . . . .. ... ... ... ...
2.2 Kollisionsfluss im Kreuzkanal . . . . . . ... ... ... .. ..
2.2.1 Symmetrierandbedingung . . . . . ... ... ...
2.3 L-formiger Fluss . . . . . . . .. .. oo
2.4 Euler- und stokesartige Stromungsgebiete . . . . . . .. ... ..
2.5 Cavity-Beispiel . . . . . ...

3 Effizienzbetrachtung
3.1 Newton- und Picarditeration . . . . . . . ... ... ... ....
3.2 Effizienzanalyse . . . . . .. ... oL

4 Finite-Elemente-Ansatze
4.1 Raviart—-Thomas-Elemente . . . . . . . .. ... ... ... ...
4.2 Crouzeix—Raviart-Elemente . . . . . . . . ... ... ... ...
4.3 Der Fortin-Interpolator fiir Raviart—-Thomas-Elemente . . . . . .
4.4 Der Fortin-Interpolator fiir Crouzeix—Raviart-Elemente . . . . .

5 Diskretisierungen
5.1 Divergenzfreie Diskretisierungen . . . . . . .. . .. .. ... ..
5.2 Stabilisierung des Crouzeix—Raviart-Elements . . . . . . . . ..

6 Genauigkeitsanalyse
6.1 Genauigkeitsanalyse der Sprungstabilisierung . . . . . . . . . ..
6.2 Genauigkeitsanalyse der Rekonstruktion . . . . . ... ... ..

Zusammenfassung und Ausblick

12
13
17
20
22
24

31
31
31
35
36
37
39
43
45
49

52
52
55

58
62
64
69
70

73
73
78

87
87
90

95






Einleitung

In der Stromungsdynamik bilden die Navier-Stokes- und Stokes-
Gleichungen die tiblichen Ansétze zur Modellierung von Fluiden, die in ihrer
numerischen Umsetzung jedoch eine Vielzahl an Schwierigkeiten bergen.
Ein Problem besteht dabei in der Verletzung einer Invarianzeigenschaft der
kontinuierlichen Losung im Diskreten, was zur Folge hat, dass die Diskretisie-
rungen die vorkommenden Kréfte falsch balancieren kénnen. Konkret haben
rotationsfreie Krafte, die nur durch den Druckgradienten kompensiert werden
diirften auch Einfluss auf die diskrete Geschwindigkeit und produzieren so
unphysikalische Stromungen. Verursacht wird dies durch eine fehlende Or-
thogonalitit zwischen rotationsfreien und diskret-divergenzfreien Funktionen,
worin auch der Ansatzpunkt zur Losung des Problems besteht. Diesen Ansatz
stellen divergenzfreie Verfahren dar, die die schwache Divergenzfreiheit der
diskreten Losung garantieren und somit die fehlende Orthogonalitédt wieder
herstellen.

Das Augenmerk dieser Arbeit liegt in der Untersuchung des in [Linl4]
vorgestellten Verfahrens und seiner Genauigkeitsanalyse in der Anwendung
auf konvektionsdominante Probleme, bei denen im groflen Mafle rotationsfreie

Krafte vorkommen.

Auf Grundlage einer kurzen mathematischen Einleitung zu Beginn, wer-
den im ersten Kapitel zunéchst die wichtigsten Ergebnisse zur Existenztheorie
von Losungen der Stokes- und Navier—Stokes-Gleichungen vorgestellt und im
Anschluss der Aufbau der Gleichungen analysiert, um auf das fiir diese Arbeit

relevante Problem mit falsch balancierten Kraften hinzuweisen.

Das zweite Kapitel stellt hierzu passende Beispiele vor. Eines hat die

rotationsfreien Kréfte in der rechten Seite und soll so die obigen Probleme



in den Stokes-Gleichungen demonstrieren. Zwei weitere sollen ohne auflere
Kréifte das gleiche Phianomen in Navier—Stokes belegen, diesmal ausschliefSlich
verursacht durch den nichtlinearen Term. Bei letzteren hilft das eingefiihrte
Euler-Residuum die Bereiche des betrachteten Gebiets zu markieren, in denen

ein grofler Druck die beschriebenen Kréfte verursacht.

Das dritte Kapitel behandelt das zweite relevante Problem der Arbeit,
welches die Effizienz der Iterationen zur Berechnung des nichtlinearen Terms
in den Navier—Stokes-Gleichungen ist. Hier werden zunichst die wichtigsten
theoretischen Konvergenzresultate der Picard- und Newtoniteration vorge-
stellt und anschlieend in der Anwendung auf obige Beispiele deren Effizienz

verglichen.

Die eigentlich verwendeten Diskretisierungen und Finiten-Elemente wer-
den im vierten und fiinften Kapitel vorgestellt und deren Approximationsab-
schatzungen hergeleitet. Diese Abschatzungen zeigen auf theoretischer Ebene
die Vorteile der divergenzfreien Verfahren. Um die theoretischen Vorteile je-
doch auch in der Anwendung nachzuweisen, werden die verschiedenen Diskre-
tisierungen im letzten Kapitel auf die vorgestellten Beispiele angewendet und

deren Genauigkeit analysiert.
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0 Mathematische Vorbemerkungen

In diesem Kapitel soll kurz und weitestgehend ohne Beweise eine ma-
thematische Grundlage fiir die Arbeit geschaffen werden. Es ist hierfiir stets
Q) C R” ein beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-Rand I" und n dessen nach au-
Ben gerichteter Normalenvektor. Zur besseren Unterscheidung sind Vektoren
stets fett geschrieben.

I

1e(€2) ist die Menge aller Funktionen, die auf jeder kompakten Teilmenge von

Q2 Lebesque-integrierbar sind und
L?(Q) die Menge aller Funktionen, deren Quadrat auf © Lebesque-integrierbar
ist. Mit dem Skalarprodukt

= -vd
(u,v)o /Qu v dx

und der davon induzierten Norm ist der sogenannte Lebesque-Raum L?*(2) ein
Hilbert-Raum. Er ldsst sich, im Bezug auf die in dieser Arbeit betrachteten
Fluide, auch physikalisch interpretieren. Mit Geschwindigkeit u und konstanter

Dichte py, ist die kinetische Energie eines Fluids
kinetische Energie = 1 Masse x Geschwindigkeit® = 1 pg /Q lul? dx.

Der Raum L?(f2) entspricht also genau den Geschwindigkeiten mit endlicher

kinetischer Energie.

Definition 0.1 (Schwache und distributionelle Ableitung)

Die a-te distributionelle Ableitung von u € L}, ()" ist das Funktional

D (u): C2(Q) — R

o (—1)‘(1' /u D%p dx.
Q



Dabei ist v = (avq, - -+, av,) ein Multiindex mit |a] = X7 | a; € Ny.

Falls ein v € L}, (Q)" existiert, sodass

(=1 /u D% dx = /v ¢ dx
0 0

fur alle ¢ € C§°(Q2) ist, so nennt man D*u := v die a-te schwache Ableitung

von u. Dabel ist

ol

prp=_2 7
7 ox{t -+ Qxon

Es besitzt also jede Funktion in L} ()" eine distributionelle Ableitung.
Eine schwache Ableitung existiert jedoch nur, wenn das Funktional der distri-
butionellen Ableitung durch ein einzelnes v € Lj,.(2)" repréisentiert wird.

Ganz analog definieren wir folgende Divergenz.

Definition 0.2 (Schwache und distributionelle Divergenz)

Die distributionelle Divergenz einer Funktion u € L}, (Q)" ist das Funktional

Div (u) : C2(Q) — R

@ r—>—/Qu-Vgodx.

Falls ein ¢ € L}, (Q) existiert, sodass
—/u-VgodX:/wgpdx
0 0

fir alle ¢ € C3°(Q) ist, so heifit ¢ schwache Divergenz von u.

Siehe hierzu zum Beispiel [Pfel2].

Im Folgenden schreiben wir auch fiir vektorielle Funktionen héaufig

v € Lj,.(2) und meinen dies komponentenweise.
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Definition 0.3 (Sobolev-Raume)

Die sogenannten Sobolev-Rdaume sind definiert als
WEP(Q) := {v € LP(Q) : D*v € LP(Q), fiir alle |a| < k}.

Sie sind Banach-Réume (siehe zum Beispiel [Ada78, S.60]) mittels der Norm

1

(z Jo | Dul” dx)p fir 1< p < oo,

e o= { el
> esssup |D%u fir p= oo.
|| <k Q

Wichtige Spezialfélle sind die Hilbert-Raume
H*(Q) == WH(Q),
mit dem Skalarprodukt

(W, v)g := Y (D%, D*V),.
ol <k
Als MaB nutzen wir zum einen die induzierten H*-Norm, zum anderen die
H*-Halbnorm, die im Gegensatz zu dieser nur aus der Summe der L?-Normen

der k-ten Ableitungen besteht

i = > [ID*ulls, uff == >~ [ D%ulfg.

loo| <k |o|=k

Definition 0.4
Der Raum H}(() ist die Vervollstindigung des Raumes C5°(€2) in H*(Q) be-

ziiglich der Norm || - ||«

Da Funktionen aus den Sobolev-Raumen W#P nur fast iiberall definiert

sein miissen, ist nicht klar, ob Randwerte auf 02 iiberhaupt sinnvoll definiert



sind. Da diese aber bei Differentialgleichungen und somit den Navier—Stokes-

Gleichungen unverzichtbar sind, hat der folgende Satz grole Bedeutung.

Satz 0.1 (Spursatz) Fir 1 < p < oo existiert genau ein stetiger linearer

Operator
T WP(Q) — 12(Q)
sodass fiir alle u € W'?(Q) N C(Q),
Tu = usq.

Tu heifit Spur von u und wir schreiben einfachheitshalber fir x € 02 oft nur

u(x) statt Tu(x).

Bemerkung 0.2 Der Operator T ordnet also allen stetigen Funktion u
(Aquivalenzklasse beziiglich des n-dimensionalen Mafles auf €2, die einen
stetigen Reprisentanten besitzt) eine Funktion Tu (Aquivalenzklasse beziig-
lich des n — l-dimensionalen Oberflichenmafl auf 0Q2) auf dem Rand zu.
Auflerdem ist dieser Operator eindeutig auf ganz W'F(Q) erweiterbar. Man
kann also, bis auf Nullmengen beziiglich des Oberflachenmaf} auf 0f2, sinnvoll

von Randwerten der Funktion u sprechen.

Der folgende Satz zeigt, dass die Funktionen aus Hg () genau den Funk-

tionen entsprechen, die 0 auf dem Rand sind.

Satz 0.3
Hy(Q) = {u € H'(Q) : Tu=0}.

Beweis. Siehe zum Beispiel [Ada78, S.165]. O
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Satz 0.4 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung) Fiir u € H}(Q) existiert eine
Konstante Cr = C(k, ), mit

[ullx—1 < Crlulg.

Auf dem Raum HE(Q) sind die H*-Halbnorm und die H*-Norm demzufolge

aquivalent.

Beweis. Siehe zum Beispiel [Wer07, S.229]. O

Satz 0.5 (Sobolev-Ungleichung) Sei v € W,”(Q) fiir ein 1 < p < n. Dann

existiert eine Konstante C' = C(p, ¢, n, {2), mit

[V[[La@) < ClIVVlLe@yn

Ny W] oty ok D
fir g € [1,p*] mit p* = r—t
Beweis. Siehe zum Beispiel [Ada78, S.102]. O

Satz 0.6 (Divergenzsatz) Sei v € H'(Q)", so ist

/V-V dx=/v-n ds.
Q

r

Beweis. Siehe zum Beispiel [Kon04]. O

Lemma 0.7 Fiir ein Vektorfeld v € H*(Q)" und eine skalare Funktion
o € HY(Q) gilt:

V(pv)=p V-v+Vp-v.



Beweis. Sei v = (v1,vs,v3), dann ist

V- (pv) = (pu1)s + (pv2)y + (pv3).
= PV1g + PU2y + PU3 + P21 + PyU2 + ©-U3
=V -v+Vp- v

Lemma 0.8 Fiir eine Funktion v € H%(Q)™ ist rot v divergenzfrei.

Beweis. Da die partiellen Ableitungen von H?-Funktionen vertauscht werden

dirfen, ist mit v = (vq, v9, v3),

Oy o Oyv3 — 0,vy
V. (rotv) =V Oy | X | v2 =V - |00, — O,u3
82 U3 81»1)2 - ayvl

= 8x8y113 — &ﬁzvg + 8y(92v1 — 8y3$1)3 + 32(996112 — 828y1)1

=0.

Lemma 0.9 Zu einer Funktion ¢ € H?(Q) ist Vi rotationsfrei.

Beweis. Ganz analog zu oben, ist

aa: Spm ()Ozy - prz
rot (Vgo) = ay X Py | = | Pzz— Poz | = 0.
az SOZ Spy:c - Qpazy
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Satz 0.10 Gradientenfelder, die auf dem Rand verschwinden, sind senkrecht

(im L%-Skalarprodukt) auf dem Raum der schwach-divergenzfreien Funktionen.

Beweis. Fir ein Gradientenfeld V¢, das von einem glatten Skalar-
feld ¢ € C3°(Q2) kommt, ist die Aussage leicht einzusehen. Die distri-
butionelle Divergenz aus Definition 0.2, eines schwach-divergenzfreien
veV:i={ve H(Q)": (V- -v,q) =0 firalle g € L}(Q)}, angewendet auf
dieses Skalarfeld, ist ndmlich gerade gleich dem negativen L2-Skalarprodukt

zwischen diesen beiden:

0=2iv(v) (¢) = —/ v-Veodx=—(v,Vyp),.
Q
Fiir ¢ € H}(Q) ergibt sich die Aussage durch einfaches Nachrechnen.

/QVgo-vdX:/QV-(gov)—gOV-vdx

:/gov~n dx—/ng-vdx:().
r Q

=0 =0

(0.1)

Das erste Integral ist hier null, da ¢ auf dem Rand I' null ist. Das zweite

Integral ist nach Definition von V' gleich null.

O

Satz 0.11 (Helmholtz-Zerlegung) Zu jedem f € L*(Q)" existiert ein
Y € H'(Q) und ein divergenzfreies w € L*(Q)", sodass sich f zerlegen ldsst

n

f=w+ V.

Beweis. Siehe [GRT79]. O

Nach [GR79] lasst sich die skalare Funktion ¢ des rotationsfreien Anteils
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eindeutig mittels des folgenden Problems losen.

Finde v € H' (Q), sodass fiir alle ¢ € H' (Q) gilt:

/Qw-w dx:/ﬂf-w dx, (0.2)

/dex:o.

Folglich lasst sich der divergenzfreie Anteil durch einfaches Umstellen, mittels

w = f — V1 berechnen.

Proposition 0.12 In der Helmholtz-Zerlegung ist w schwach divergenzfrei.

Beweis. Wir berechnen die distributionelle Divergenz von w. Fiir ¢ € C§°(12)

ist

Div (w) () = — [ W Vip dx
:_/Q(f—vz/;)-vgpdx
:—/Qf-w—w-wdx
:-AVzﬁ-Vgp—Vtﬁ-V(pdx

= 0.
[l

Proposition 0.13 Der rotationsfreie und der divergenzfreie Anteil von f sind

senkrecht zueinander.

Beweis. Analog zum obigen Beweis, nur dass wir v selbst fiir ¢ in die distri-
butionelle Ableitung einsetzen und so das L?-Skalarprodukt zwischen w und

V) erhalten. O]
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Satz 0.14 (Lax-Milgram) Sei Y ein Hilbert-Raum und a : ¥ X Y — R eine

stetige, koerzive Bilinearform mit

a(v,w) <ay||v]y ||w|y fir alle v,w €Y,

a(v,v) > ap |v|[} fir alle v €Y,

dann existiert zu jedem F' € Y* mit

F(v)<C|v|, firallevey,

ein eindeutiges u € Y, das die Gleichung
a(u,v)=F(v) firalleveyY (0.3)
16st. Aulerdem ist
< —.
July < &

Falls a symmetrisch ist, so ist die Losung der Gleichung (0.3) dquivalent zur

Minimierung des Funktionals
1
J(v) = ia(v, v) — (V).

Beweis. Siehe zum Beispiel [Lay08] oder [GRT79]. O
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1 Die stationaren, inkompressiblen Gleichungen

Wir behandeln in dieser Arbeit die numerische Losung der sogenannten
Navier—Stokes-Gleichungen. Diese Gleichungen modellieren die Stromung von
Flissigkeiten und Gasen (Fluiden) und ergeben sich aus den physikalischen
Erhaltungsgesetzen fiir Masse und Impuls.

Dabei werden in dieser Arbeit ausschlieBlich stationdre Stromungen in-
kompressibler Fluide betrachtet, weshalb wir die zeitabhéngigen Terme ver-
nachléssigen und die Dichte als konstant annehmen. Sei 2 C R” fir n € {2, 3}
stets das betrachtete Gebiet und I' dessen lipschitzstetiger Rand, u die Ge-
schwindigkeit und p der Druck. In ihrer dimensionslosen Form (hier mit ho-

mogenen Dirichlet-Randbedingungen)

—vAu+ (u-V)u+ Vp=~fin Q,
V-u=0in Q, (1.1)

u=0aufT,

haben die Gleichungen als einzigen, aber entscheidenden Koeffizienten die
Reynoldszahl Re = v~1. Sie spiegelt das Verhéltnis von Trigheit zu Zahigkeit

wider und hat starken Einfluss auf mogliche Losungen.

Des Weiteren fallt auf, dass der Druck p, da er nur als Gradient in der
Gleichung vorkommt, hochstens bis auf eine additive Konstante eindeutig sein

kann. Diese Konstante fixieren wir mit der Forderung

/de:O‘
Q

Bevor wir die nichtlinearen Navier—Stokes-Gleichungen weiter untersu-
chen, betrachten wir zunéchst eine Vereinfachung dieser Gleichungen. Unter

der Annahme, dass ||u|| und vor allem ||Vu|| klein sind, vernachlassigen wir
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den Term zweiter Ordnung (u-V)u und erhalten die sogenannten Stokes-
Gleichungen. Diese sind als lineares Pendant der Navier—Stokes-Gleichungen
deutlich einfacher zu losen.

Wie zu erwarten, sind sie vor allem dann zur Modellierung von Fluiden geeig-
net, wenn nur kleine Geschwindigkeiten und kleine Geschwindigkeitsdnderun-
gen vorkommen. Solche Fluide haben also eine hohe Viskositat (Zahigkeit) im
Verhéltnis zu ihrer Tragheit, was gleichbedeutend mit einer kleinen Reynolds-

zahl ist.

1.1 Die Stokes-Gleichungen

Wie beschrieben, erhalten wir unter Vernachlassigung des nichtlinearen
Terms (u - V)u in den Navier-Stokes-Gleichungen (1.1), die sogenannten

Stokes-Gleichungen

—vAu+ Vp=~fin Q,
V-u=0inQ, (1.2)

u=0aufl.

Eine Geschwindigkeit, die diesen Gleichungen im klassischen Sinne ent-
sprechen soll, muss mindestens zweimal differenzierbar sein und die Nullrand-
bedingungen erfiillen. Eine mogliche Losung muss also aus einer Geschwindig-
keit in C%(Q)" N C°(Q)" und einem Druck in C1(2) N L3() bestehen.

Da aber auch andere Losungen durchaus physikalisch sinnvoll sein konnen, be-
trachten wir sogenannte schwache Lisungen. Dies sind Losungen einer schwa-
chen Formulierung des Problems, welche wir erhalten, indem wir zunéchst die
gegebene Differentialgleichung mit sogenannten Testfunktionen v aus HJ ()"
multiplizieren und die daraus resultierende skalare Gleichung tiber €2 integrie-
ren. Durch partielle Integration werden Ableitungen von der Losung auf die

Testfunktionen transferiert, sodass die Regularitatsbedingungen an die Losung
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herabgesetzt werden. Trotzdem erfiillen gentigend glatte Losungen der schwa-
chen Formulierung immer noch die klassische beziehungsweise starke Form der

Gleichungen.

Schwache Formulierung der Gleichungen

Durch Multiplikation der Gleichungen (1.2) mit Testfunktionen
v € H} ()™ beziehungsweise ¢ € L2(€2), erhalten wir nach Integration iiber
dem Gebiet Q2 und Anwendung des Divergenzsatzes (Satz 0.6) folgende Glei-

chungen:

f-vdX:/(—z/AquVp)-vdx
Q Q
Ju

—/pV~vdx+/pn~vdS
Q r .
:V/Vu:VVdX—/pV~VdX

Q Q

und

Oz/qV-udx.
Q

Dabei ist Vu : Vv das Skalarprodukt von Tensoren'. Die durch die partielle
Integration auftretenden Randintegrale fallen aufgrund der 0-Randbedingung
der Testfunktionen v weg. Eine Losung (u, p) dieser Gleichungen muss in X :=

H ()" bzw. in Q := L3() liegen. Folgendes Problem nennen wir deshalb

A:B=" A;jB;; Skalarprodukt von Tensoren

ij=1
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schwache Formulierung des Problems (1.2):

Finde (u,p) € X x @, sodass fiir alle (v,q) € X x Q:
V/Vu:Vvdx—/pV-VdX:/f-vdx, (1.3)
Q Q Q

/qV-udX:O.
Q

Dass eine Losung von (1.2) auch (1.3) 16st, ist leicht einzusehen, umgekehrt

erfiillen hinreichend glatte Losungen von (1.3) aber auch (1.2).

Das Variationsproblem

Um das Problem in einer allgemeineren Form zu betrachten, schreiben wir
die in (1.3) vorkommenden Integrale als Bilinear- beziehungsweise Linearfor-

men. Diese seien wie folgt definiert:
a(v,w) = V/Vv : Vw dx,
Q
b(v,q) = —/ qV-vdx, (1.4)

[(v) := /f-v dx.

Die schwache Formulierung (1.3) ist dann dquivalent zu folgender Form der

Gleichungen:

Finde (u,p) € X x @, sodass fiir alle (v,q) € X x Q:
a(u, v) + (v, p) = U(v), (L5)
b(u,q) = 0.

Wenn wir nun die schwache Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit u als

Bedingung in unserem Losungsraum festschreiben, lésst sich das Problem (1.5)

weiter vereinfachen. Denn mit dem Raum der schwach divergenzfreien Funk-
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tionen V := {v € X : b(v,q) = 0 fir alle ¢ € @} als Losungsraum fiir die
Geschwindigkeit ist die Massengleichung (zweite Gleichung) in (1.5) immer er-
fillt und die Impulsgleichung (erste Gleichung) vereinfacht sich. Das Problem

sieht dann folgendermaflen aus:

Finde u € V, sodass fiir alle v € V:

a(u,v) =1(v).

(1.6)

Bemerkung 1.1 In dieser Form sehen wir, dass das Problem aquivalent zur
Minimierung eines Funktionals auf V' ist (siehe zum Beispiel [GR79]). Dieses

Funktional ist
1
J(v) = ia(v, v) —I(v).

Als quadratisches Funktional nimmt es sein Minimum in der eindeutigen Null-

stelle der ersten Ableitung an. Diese ist
0=J'(u)(v) =a(u,v)—1(v)

fir alle v € V und somit dquivalent zum Problem (1.6). Auf diese Eigenschaft
der Stokes-Gleichungen werden wir spéter auch die Existenz einer eindeutigen

Losung zuriickfithren.

Um aber erst einmal die Aquivalenz der beiden Probleme (1.5) und (1.6)

einzusehen, brauchen wir folgende Eigenschaft der Bilinearform b.

Satz 1.2 (Inf-Sup-Bedingung) Die Bilinearform b : X x @ — R erfillt die

sogenannte Inf-Sup-Bedingung

inf sup M>B>O.

€Q\{0} wex\(oy lully llally ~
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Beweis. Siehe [Lad69]. O

Satz 1.3 Aufgrund der obigen Inf-Sup-Bedingung, gibt es zu jeder Losung
u € V von (1.6) genau einen Druck p € @, sodass (u,p) das Problem (1.5)

16st.

Beweis. Folgerung aus der obigen Inf-Sup-Bedingung aus Satz 1.2. Siehe hierzu
zum Beispiel [Ver98| oder [Lay08]. O

Es gibt also zu jeder Losung von (1.6) einen passenden Druck, um (1.5) zu
losen. Umgekehrt ist es offensichtlich, dass eine Geschwindigkeit, die Teil einer

Lésung von (1.5) ist, auch (1.6) 16st. Die beiden Probleme sind also dquivalent.

Nach [Tem83] kénnen wir den passenden Druck p € @ zu einer Losung u

von (1.6) durch folgendes Variationsproblem bestimmen.

Finde p € Q, sodass fiir alle v e V*:

b(v,p) =1(v).

Hierbei ist
Vi={veX : a(v,w)=0firalew €V}
das orthogonale Komplement von V' in X beziglich a.

1.1.1 Existenz und Eindeutigkeit

Wie schon in Bemerkung 1.1 beschrieben, fithren wir die Existenz und
Eindeutigkeit von Loésungen der Stokes-Gleichungen auf Aussagen iiber das
dahinter liegende Minimierungsproblem zuriick (siehe zum Beispiel [Gun87]).
Um auflerdem eine a-priori Schranke aufzustellen, brauchen wir zunéchst fol-

gende duale Normen als geeignetes Mafl der rechten Seite.
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Definition 1.1 (Duale Normen)
Sei f € L?(2), dann sind die H~'- und die V*-Norm definiert durch

(f,v) (f,v)
fl|_{ :=su und fl|, :=su .
81 = sup 3y I8l = 50 v

AuBerdem brauchen wir die Stetigkeit, Symmetrie und Koerzivitdt der
Bilinearform a auf V. Diese Eigenschaften zeigen wir im folgenden Lemma auf

ganz X, womit sie auch fiir den Unterraum V' gelten.

Lemma 1.4 Die Bilinearform a : X x X — R ist stetig, symmetrisch und

koerziv.
Genauer heifit das: Fir u, v € X ist a(u, v) = a(v,u) und es existiert ein

v > 0, sodass fiir alle u € X, a(u,u) > ~|ul%.

Beweis. Die Bilinearitéit ergibt sich sofort aus der Linearitdt des Differential-
operators V. Die Stetigkeit und Koerzivitit zeigen wir aufgrund der Aquivalenz
von H'-Norm und H'-Halbnorm auf X in der Halbnorm. Zunéchst gilt fiir die

Stetigkeit mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
a(vow)| = v| [ Vv Vw dx| < v [Vl Ve, = v |V, wl,

Die Koerzivitat ergibt sich dann mit Hilfe der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung

aus Satz 0.4
a(u,u) = 1// Vu: Vu dx = v||Vul|j = v|ul3,
Q

mit v = v. [

Des Weiteren brauchen wir, dass V' wirklich ein Hilbert-Raum ist. Als
Unterraum des Hilbert-Raums X reicht es, die Abgeschlossenheit zu zeigen,

was wir auf die Stetigkeit von b zuriickfithren.
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Lemma 1.5 Die Bilinearform b : X x @) — R ist stetig.

Beweis. Analog zur Stetigkeit von a aus Lemma 1.4. O

Lemma 1.6 V ist ein abgeschlossener Unterraum von X.

Beweis. Dies folgt aus der Stetigkeit von b. Ist namlich v,, eine beliebige Folge

in V mit v, = v € X, so ist fiir ein festes g € () stets
b(Va,q) =0.

Da b stetig ist, muss b(v,q) = 0 sein. Es ist also v € V und V somit abge-

schlossen. O

Nun haben wir alle Voraussetzungen, um den Satz von Lax-Milgram 0.14

anzuwenden. Er liefert direkt folgendes Resultat:

Satz 1.7 Fiir jedes f € L*(Q)" existiert eine eindeutige Losung u € V' der

Stokes-Gleichungen (1.6). Diese minimiert als einzige Funktion in V' das Funk-

tional J(v) := 3a(v,v) — I(v) und erfiillt die a-priori Abschétzung

lullx < = [, -
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1.1.2 Bedeutung der Divergenzfreiheit

Wie wir im einfiihrenden Kapitel gesehen haben, sind divergenzfreie und
rotationsfreie Funktionen senkrecht beziiglich des L?-Skalarprodukts, wenn
die divergenzfreien Funktionen auf dem Rand verschwinden. In der Stokes-
Gleichung (1.2) hat dies grofe Bedeutung (vgl. [Linl4]). Zunéchst brauchen

wir folgende kommutative Eigenschaft, des Laplace-Operators.

Lemma 1.8 Fiir u € H? ist V- (Au) = A(V - u).

Beweis. Aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen gilt

V- (Au) => 9, Ay

i=1

i=1

=A(V-u).

]

Als direkte Folgerung hieraus erhalten wir, dass fiir divergenzfreie u auch
Au divergenzfrei ist.

V- (Au) = A(V-u)=0.

Da nach der Massengleichung die Geschwindigkeit in den Stokes-Gleichungen
divergenzfrei ist, ist auch Au in der Impulsgleichung divergenzfrei.

Betrachten wir nun die Helmholtz-Zerlegung der rechten Seite
f=w+ Vu,
wobei w und V1) senkrecht sind. In der Impulsgleichung haben wir

—vAu+ Vp =w+ V).
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Fiir Au gelten jedoch keine homogenen Dirichlet-Randbedingungen, wes-
halb —vAu und Vp im Allgemeinen nicht senkrecht zueinander sind. Falls
jedoch die Normalenkomponente der Geschwindigkeit auf dem Rand null ist,
also u-n = 0 auf I', so werden zusétzliche rotationsfreie Kréfte auf der rechten
Seite ausschliellich durch den Druck balanciert.

Diese Invarianz
f—-f+Ve = (up) — (up+y),

bei (u - 1’1)’F = 0, wird nach [Lin14] von vielen Diskretisierungen verletzt, was

zu unphysikalischen Oszillationen in den diskreten Losungen fiihrt.

Beispiel 1.9 Wahlen wir eine géanzlich rotationsfreie rechte Seite, also f = Vi,
so erhalten wir bei homogenen Dirichlet-Randwerten u = 0 und p = ¢ als

Losung.

Kehren wir zunachst zuriick zu den Navier—Stokes-Gleichungen.
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1.2 Die Navier—Stokes-Gleichungen
Schwache Formulierung der Gleichungen

Auch fiir die Navier—Stokes-Gleichungen erhalten wir durch Multiplikation
der Gleichungen (1.1) mit Testfunktionen v € Hj(Q)" bzw. ¢ € L(Q) und

Integration iiber dem gesamten Gebiet €2 eine schwache Formulierung

Finde (u,p) € X x Q, sodass fir alle (v,q) € X x Q:
I//VU:VVdX—l—/(u~vu)-VdX—/pv~VdX:/f'VdX, (1.7)
0 0 0 0
/ qV-udx=0.
0
Auch hier erfiillt eine hinreichend glatte Losung der schwachen Form (1.7) auch

die klassische Form (1.1). Umgekehrt erfiillt jede Losung von (1.1) auch die
Gleichungen (1.7).

Das Variationsproblem

Um die schwache Form der Gleichungen mittels Linearformen zu schrei-

ben, brauchen wir neben a, b und [ aus (1.4) noch die Trilinearform
6Vj
c(u,v,w) ::/(u-V)v-wdx:/ Z U o W dx. (1.8)
Q Q 1<i,j<n ?
Mit ihr kann (1.7) als
Finde (u,p) € X x @, sodass fiir alle (v,q) € X x Q:
a(u,v) + (w1, v) + b(v,p) = (), (1.9)
b(u,q) =0

geschrieben werden.

Wenn wir wieder die schwache Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit u
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als Bedingung in unserem Losungsraum festschreiben, erhalten wir:

Finde u € V, sodass fiir alle v € V:
(1.10)

a(u,v) + c(u,u,v) = 1(v).

Satz 1.10 Zu jeder Losung u € V von (1.10) gibt es genau einen Druck p € @),
sodass (u,p) das Problem (1.9) 16st.

Beweis. Folgerung aus der Inf-Sup-Bedingung aus Satz 1.2. Siehe hierzu

[Ver98|. O

Analog zu den Stokes-Gleichungen sind also auch die beiden Formulierun-
gen des Navier—Stokes-Problems (1.9) und (1.10) dquivalent.
Nach [Tem83] kénnen wir den passenden Druck p € @) zu einer Losung u von

(1.10) durch folgendes Variationsproblem bestimmen.

Finde p € Q, sodass fiir alle v € V*:

b(v,p) =1(v) — c(u,u,v).

Mit Hilfe der neuen Darstellung (1.10) konnen wir a priori eine obere

Schranke fiir Losungen u angeben.

Proposition 1.11 Jede Losung von (1.10) erfiillt die folgende Abschatzung:

IVl < vt I,
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Beweis. Wir setzen u selbst als Testfunktion in (1.10) ein und erhalten:

a(u,u) + c(u,u,u) = I(u)
—0
v [ VuiVuds = [ fuds
Q 0
v Vulz. < [Ifll, [Vul

IVall. < v fl,

Dass ¢(u,u,u) = 0 ist, sehen wir in Lemma 1.12. O

1.2.1 Existenz und Eindeutigkeit

Aussagen tuber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der Navier—
Stokes-Gleichungen zu treffen, ist deutlich schwieriger, als bei den Stokes-
Gleichungen. Unter einschriankenden Bedingungen lassen sich dennoch Aus-
sagen treffen. Hierzu brauchen wir zunéchst folgende Eigenschaften der obigen

Trilinearform.

Lemma 1.12 ¢: X x X x X — R ist eine stetige Trilinearform und fiir alle

u,v,w € X mit V-u =0 gelten:

c(u,v,w) = —c(u,w, v),

c(u,v,v) = 0.

Beweis. Die Trilinearitat von c ergibt sich aus der Linearitit des Differential-
operators V.
Zur Stetigkeit nutzen wir fiir ¢ die Schreibweise mittels dyadischem Pro-

dukt? und wenden die Hélder’sche Ungleichung an. Damit erhalten wir zu-

uev=(wv;), o j<n dyadisches Produkt
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nachst

le(u, v, w)| = /QVV: (u®w) dx

< HVV“L2(Q) [u® W”L2(Q)

< IVvllre lallzaq) Wl

fiir u,v,w € X. Aufgrund von n < 4 ist nach der Sobolevungleichung aus Satz

0.5

||VV||L2(Q) HUHL4(Q) ||WHL4(Q) <C HVVHL2(Q) ||VU-”L2(Q) ||VWHL2(Q)

< vl lhallx fwllx -

Die Antisymmetrie fiir u,v,w € X mit V - u = 0 folgt mit dem Integralsatz

von Gauss:

c(u,v,w):/ > W 0V, w; dx
Q

1<i,j<n Xi
0
= 2 quW]) - Vja (wiw;) | dx
1<7,5<n
ou; oW ;
= Z nuv.w; dx — [ v, — w, dx — | v,i—2u,; dx
iU V; W iy J iy i
1<ij<n \ /I ——~— Q X; Q X;

=0

:_/Q(V,u)(v-w)—c(u,w,v).

Die kleinste Konstante, die die Ungleichung im obigen Stetigkeitsbeweis

fir alle u, v,w € X erfillt, ist

c(u, v, w)|

M = sup .
wvwex [[allx vl Iwllx
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Fir den Unterraum V' C X ergibt sich mit

lc(u, v, w)|

N := sup
wvwev [[ally (1l Iwlly,

offenbar 0 < N < M < oo.

Satz 1.13 Falls v und f die Bedingung
Nv2 ], <1

erfilllen, hat die Gleichung (1.10) maximal eine Losung.

Beweis. Seien u und @ zwei Losungen von (1.10), dann gilt mit w :=u —

0=a(u,v)+c(u,u,v)—a(a,v)—ca,ua,v)

=a(w,v)+c(u,u,v) —c(a,q,v)
fir alle v € V. Wéhlen wir nun v = w, so erhalten wir:

0=a(w,w)+c(u,u,u—u)—c(a,a,w)

=V HVWH%/Q + C(u7 u, u) _C(u7 u, u) _C<ﬁ7 u, W)

Aufgrund der Stetigkeit von ¢ und der Abschitzung aus Proposition 1.11
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erhalten wir mit der Umformung

IVw|7. = —v'e(w, @, w)
<vTIN || Vw3 [Vl 2

— 2
< VNI IV
————

<1

dass ||[Vw||;» = 0. Damit ist w = 0 und somit u = Q. O

Wir wollen nun versuchen unser nichtlineares Problem (1.10) durch eine
Folge von linearen Problemen zu approximieren. Als Ansatz setzen wir ein fes-
tes b € V in unserer Trilinearform ¢ ein. Dadurch erhalten wir das sogenannte

Oseen-Problem. Mit
ap(u,v) :=a(u,v) + ¢(b,u,v)
hat es folgende Form:

Finde u € V| sodass fiir alle v e V:

ap(u,v) =1(v).

(1.11)

Lemma 1.14 Die Bilinearform ay, ist fiir alle b € V' stetig und koerziv.
Beweis. Die Stetigkeit tibertrigt sich direkt aus der Stetigkeit von a und c.
|ap(u, v)| < [a(u, v)[ + |c(b, u, v)]

< vlully [[vlly + N (bl [[ully v

= (v 4+ Nblly) ally vl -
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Die Koerzivitat ergibt sich aufgrund von ¢(b, u,u) = 0:
jan (u, u)| = |a(u, w)| > ~ulfy.
[

Satz 1.15 Das Problem (1.11) hat fir alle f € X* und b € V eine eindeutige

Losung, die folgender Abschétzung gentigt:
v[Vul| . <],

Beweis. Anwendung von Lax-Milgram 0.14 unter Benutzung von Lemma 1.14.

]

Bemerkung 1.16 Da das linearisierte Problems (1.11) eine eindeutige Lo-
sung besitzt, konnen wir uns einen Operator T : V — V definieren, der uns
zu gegebenem b € V die entsprechende Losung u € V liefert. Ein Fixpunkt
u* von T ist dann gleichbedeutend mit einer Losung von (1.10), denn fiir ein

solches u* ist
Ay (0", v) =a(u",v) +c(u’,u*,v) =1(v).

Als Ansatz zur Losung von (1.10) kénnen wir also eine Fixpunktiteration

des Operators 1" nutzen.

Satz 1.17 Der Operator T ist unabhéngig von b beschrankt. Falls zusétzlich
Nv2f], <1

erfillt ist, bildet er eine Kontraktion auf V.
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Beweis. Die obere Schranke fiir T'(b) liefert Satz 1.15. Unter der Annahme
Nv=2|f||, < 1 ist T nach Satz 1.13 wohldefiniert. Fiir b,b € V sei nun

u = T(b) und a = T'(b). Aufgrund von
b-Vu-b-Vi=(b-b) Vu+b-(Vu- Vi)
1st

c(b,u,v)—c(f),ﬁ,v) :c(b—b,u,v) +c(b,u—ﬁ,v).

Dies setzen wir ein in

=a(u,v) —a(,v) + c(b,u,v) —C(~,ﬁ,V)

:a(u—ﬁ,v)+c(b—6,u,v)+c(5 ﬁ,v).

Fur v = u — 1 erhalten wir dann:

VHV(u—ﬁ)Hz:—c(b—f),u,u—ﬁ) —c(f),u—ﬁ,u—ﬁ)
=0

<N |V (b=b)|IVull |V (u-)]

< vIN Il

V (b-b)| V-]

Umgestellt liefert uns dies, aufgrund der Aquivalenz von Norm und Halbnorm

auf X, die Kontraktion von 7'

u—al; < vNJf]. |b - bl
—_———

<1
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Proposition 1.18 Unter der Voraussetzung von Satz 1.17 besitzt T einen

Fixpunkt und damit hat das Problem (1.10) eine eindeutig Losung.

Beweis. Anwendung des Fixpunktsatzes von Banach. O

Bemerkung 1.19 Als zwei Moglichkeiten diese Fixpunktiteration zu berech-
nen, werden in Kapitel 3 zwei Iterationen vorgestellt. Auflerdem wird anhand
eines im néchsten Kapitel eingefiithrten Beispiels die Effizienz dieser Methoden

verglichen.
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2 Beispiele

2.1 Vorbemerkungen

Die ersten beiden Beispiele simulieren zweidimensionale Stromungen in
verschieden gearteten Kanéalen. Die Fluide werden in beiden Fallen nur durch
den Druck getrieben, sodass keine dufleren Kréfte wirken. Als Randbedingung
dient die sogenannte Hagen-Poiseuille-Stromung im Einfluss-Bereich und
natiirliche Randbedingungen im Ausfluss-Bereich. Beides wird zunéchst in

einem eigenen Abschnitt kurz hergeleitet.

Das dritte Beispiel ist ein eher akademisches. Hier betrachten wir die
zweidimensionale Stromung in einer quadratischen Box, die nur durch eine
auBere Kraft getrieben wird. Dieses Beispiel entspricht zwar nicht einer physi-
kalischen Modellierung, dafiir kennen wir die analytische Losung, weshalb wir

exakte Fehler unserer Diskretisierungen berechnen koénnen.

2.1.1 Hagen-Poiseuille-Stromung

Die Hagen-Poiseuille-Stromung ist eine Art Musterstromung, die entsteht,

wenn ein Fluid ohne Hindernisse, und nur durch den Druck getrieben fliefit

(vergleiche [EGKO0S]).

Wie in Abbildung 1 dargestellt, soll das Fluid zwischen zwei Platten flie-
Ben, die sich parallel zur 7 — xo-Ebene auf der Hohe x3 = 0 und x3 = d be-
finden. Es soll ausschlieBllich durch den Druckunterschied in z; Richtung, und

nicht durch eine duflere Kraft getrieben werden. Wir betrachten den Abschnitt
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D 3
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o \ |
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Abbildung 1: Hagen-Poiseuille-Strémung zwischen zwei parallelen Platten mit Ab-
stand d, auf dem Abschnitt z1 € [0, L]

z1 = 0 bis z; = L. Hier sollen die Werte

p(x) =p; fiir z; =0,

p(x) =pe fiir z; = L,

mit p; > py vorgegeben sein. Der Druckabfall von xy = 0 zu xy = L sorgt
also fiir eine Stromung in positiver z;-Richtung. Da die beiden Platten par-
allel und in x,-Richtung nicht beschrankt sind, kann man auflerdem davon
ausgehen, dass die Stromung lediglich von der x3-Komponente abhédngt und in

x1-Richtung fliefit. Dies nehmen wir als Ansatz
u = u(x3)ey,

wobei e; der erste Einheitsvektor ist, und setzen ihn mit f = 0 in die Stokes-

Gleichung (1.5) ein

v (z5)e; = —Vp(x) = _(ap Op 87’) x).

dx1’ Oz’ O3
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Als Randwerte haben wir

u(0) =wu(d)=0.

Da die zweite und dritte Komponente von Vp (x) offenbar gleich null sind,
héangt p und damit auch Vp nur von z; ab. Die linke Seite der obigen Gleichung
hingt jedoch nur von x3 ab. Damit trotzdem Gleichheit gilt, miissen beide

Seiten gleich einer Konstanten ¢ sein

vu'(z3) = p(x1) =c (2.1)

Der Druck berechnet sich also mittels der gewohnlichen Differentialgleichung

erster Ordnung

P (z1) = ¢, p(0) =p1rund p (L) = ps

mit der Losung

P2 —D1 P2 —D1
z;und ¢ = )

L

p(z1) =p1 +

Es entsteht also ein linearer Druckabfall auf dem Intervall [0, L]. Aus (2.1)
erhalten wir aber noch eine zweite Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir

die Geschwindigkeit.

vu” (x3) = ¢ und u (0) = u (d) = 0.

Sie hat als Losung;:

u(rs) = p12;Lp2 x3(d — x3).
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0 L

Abbildung 2: Quadratisches  Geschwindigkeitsprofil ~der  Hagen-Poiseuille-
Strémung

Wie in Abbildung 2 dargestellt, entsteht ein quadratisches Stromungsprofil mit

Maximum bei

d\ _P1—D2 »
u(s) ="gr @
Bemerkung 2.1 Die Hagen-Poiseulle-Stromung erfillt auch die Navier—

Stokes-Gleichungen, denn fiir u = u (x3) e ist

V) u(x3)e;

(u-V)u=(u(z3)e
3) On,) u (23)

(u(x
0.

Wir wollen nun dieses Stromungsprofil einer hindernisfreien Stromung in
den folgenden zwei Beispielen als Randbedingung einfithren. Auf diese Weise
soll eine vollkommen gleichméaflige Stromung bei Eintritt in das betrachtete

Gebiet simuliert werden.
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2.1.2 Natiirliche Randbedingungen

Im Ausfluss-Bereich 'y des Gebiets 2 soll die Stromung zu keinem un-
physikalischen Verhalten gezwungen werden. Da wir hier trotzdem Randbedin-
gungen brauchen, leiten wir sie aus der schwachen Formulierung der Stokes-
beziehungsweise Navier-Stokes-Gleichungen her, sodass die Stromung sie auf
natiirliche Weise erfiillt (siche zum Beispiel [ESWO05]).

Betrachten wir hierfiir zunéchst die Herleitung unserer schwachen Formulie-

rung:

/f—VdX: /(—VAu—i—Vp)-vdX
Q Q

IV/QVU.ZVVdX—V/FV'gZdS

—/pV-de+/pv-ndS
Q r

Da wir bisher stets v € HJ (2)" annahmen, verschwanden die auftretenden
Randintegrale. Falls wir nun aber davon ausgehen, dass die Testfunktionen
auf dem Ausfluss-Bereich I'4 nicht verschwinden, so erhalten wir fiir alle diese

Testfunktionen

/ (pn—yau>-vdS:0.
'y an

In starker Form sieht die sogenannte natirliche Randbedingung also folgender-

maflen aus:

pn—l/—u:() auf I"4.
on
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2.1.3 Diskrete Punktnorm

Da in nicht allen Beispielen eine analytische Losung bekannt ist, stellt sich
die Frage, was iiberhaupt ein geeignetes Maf fiir die Konvergenz der diskreten
Losungen ist. Hierfiir nehmen wir den diskreten Fehler zu einer Referenzlo-
sung, welche auf einem sehr feinen Gitter berechnet wurde. Sei u,, die jeweilige
diskrete Losung und u,.; die Referenzlosung, dann ist der diskrete Fehler auf

K ausgewahlten Punkten P, ..., Px definiert als

o ey o= J (wh(P) —ul (P)) + (wR(P) —uZ, (P) .

=1
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2.2 Kollisionsfluss im Kreuzkanal

Als erstes Beispiel betrachten wir ein Fluid, dass in einem Kanal frontal
kollidiert und senkrecht zur Einflussrichtung aus dem Kollisionsbereich abflie-

Ben kann. Das Gebiet sei hierzu

Q= [-8,9] x [0,1]U[0,1] x [-8,9].

il

il

Abbildung 3: Q mit eingezeichnetem Hagen-Poiseuille-Profil am Einfluss-Bereich

Aus Symmetriegriinden koénnen wir spater den bendtigten Speicher re-
duzieren, indem wir nur ein Viertel dieses Gebietes betrachten. Unsere dor-
tige Losung muss dann zweimal gespiegelt werden um eine Loésung auf
ganz Q zu liefern. AuBerdem kénnen wir aufgrund der natiirlichen Ausfluss-

Randbedingungen, den Kanal im weniger interessanten Ausfluss-Bereich ver-
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kiirzen. Wir betrachten nun also das Gebiet
Q= [-4,3] x [0,3] U0, 3] x [-8,].

Der Rand teilt sich dann auf in ' =T'g UT'y UI'p UT'g, mit

I'g:= [Oa %} X {_8}7
Ty={-4} x [0, ],
Tp = [~4,0] x {0} U {0} x [-8,0],

—
nn
I

=4, 3] x (3 u {3} x |-8,1].

Ta| —— g

I'p I's

i Hﬂﬂ

I'g

Abbildung 4: 2 mit den einzelnen Randabschnitten I'g, I'4, I'p und I's. Im
Einfluss-Bereich I'p ist das Hagen-Poiseuille-Profil eingezeichnet

I'g stellt den Einflussbereich dar. Wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben soll

die Stromung hier als Randbedingung das Hagen-Poiseuille-Profil erfiillen. Bei
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dieser Kanalbreite ergibt sich folgende Geschwindigkeit:
u(z,y) = (0,4z(1 —x)) auf I'g.
Im Ausfluss-Bereich I'4 sollen, wie in Abschnitt 2.1.2 beschrieben, natiirliche

Ausfluss-Bedingungen gelten

0
pn—y—u:O auf I'4.
on

Auf der Kanalbegrenzung I'p sollen homogene Dirichlet-Bedingungen

u(z,y) = (0,0) aufI'p

gelten.

2.2.1 Symmetrierandbedingung
Die Symmetrie-Randbedingung (vgl. [Lin09]) auf I's hat die Form

J(u-t)
on

u-n=0und

=0 auf I's. (2.2)

Das heifit einerseits, dass auf dem Rand die Normalenkomponente der Ge-
schwindigkeit null ist, und andererseits, dass sich die Tangentialkomponente
nicht in Normalenrichtung verandert. Die Stromung fliefit also auf der Spiege-
lachse nur in Tangentialrichtung und betrachtet auf einem Querschnitt durch
den Kanal, hat diese Komponente dort ein lokales Minimum oder Maximum.

Dass die Randbedingung (2.2) wirklich geeignet ist, die Stréomung sich
also wirklich symmetrisch verhélt, zeigt die Abbildung 6. Hier sieht man den
in Abschnitt 2.1.3 eingefithrten diskreten Fehler zwischen der Losung auf dem
vollstiandigen Gebiet Q und der, auf dem reduzierten Gebiet 2 mit Symme-

trierand. Die 10325 Punkte, auf denen die Losungen verglichen werden, sind
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A W[]////,/// I

Abbildung 5: Geschwindigkeitsfeld der Kanalstromung im Querschnitt. Sie erfillt
die Symmetrierandbedingung (2.2)

aquidistant im Bereich
—3.4] x[0.3]uo,3] x [-1,9] (2.3)
gesetzt.

Gelost wurden einmal die Stokes-Gleichungen und einmal die Navier—
Stokes-Gleichungen mit v = 1. Dass sich die beiden Fehler kaum unterscheiden,
ist nicht verwunderlich, da die Stromung aufgrund der kleinen Reynoldszahl
(v = 1) sehr zdh ist. Der nichtlineare Term (u - V) u ist also, aufgrund der ge-
ringen Geschwindigkeiten und der geringen Geschwindkeitsdnderungen, klein.
Als Diskretisierung diente das Schema C'R* aus Abschnitt 5. Wie man sieht,

konvergieren beide Fehler bei Gitterverfeinerung gegen null.

Die verwendeten Gitter sind in beiden Fallen im Wesentlichen dquidistant
und nur um die Ecken verfeinert. Die Verfeinerung wurde a priori so gewahlt,
da in diesen Bereichen ein komplexeres Stromungsverhalten zu erwarten ist.
Im Falle von Q heift das, dass um die Punkte (0,0), (1,0), (1,1) und (0,1),
im Fall von 2, wie in Abbildung 7 dargestellt, um den Punkt (0,0) verfeinert

wurde.
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10-1

10—2

10—

10-5

—e— Stokes
—— Navier—Stokes

0 1 2 3 4 5 6

Verfeinerungsstufen

Abbildung 6: Diskreter Fehler zwischen den Lésungen mit und ohne Symmetrie-

randbedingung. Der Fehler wurde auf 10.325 Punkten im Bereich
aus (2.3) berechnet. In allen Fillen ist ¥ = 1 und die y-Achse loga-
rithmisch gezeichnet

Abbildung 7: Triangulierung von 2 mit 139 Konten. Links das gesamte Gitter,

rechts ein Ausschnitt des Kollisionsbereichs
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Abbildung 8: Geschwindigkeitsfeld, berechnet mit 207.136 Freiheitsgraden und
v~ =250

Abbildung 9: Druck, berechnet mit 207.136 Freiheitsgraden und v~ = 250. Im
linken Bild ist er als Hohe in einem 3D-Bild veranschaulicht, im
rechten Bild iiber die Farbskala in 2D
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2.3 L-formiger Fluss

Als zweites Beispiel betrachten wir den Fluss in einem L-férmigen Ka-
nal. Hier prallt die Stromung, im Unterschied zum vorherigen Beispiel, nicht
auf sich selbst, sondern auf die Kanalbegrenzung. Die Symmetrie beziiglich
des Kollisionsmittelpunkts, die wir bisher hatten, geht dabei verloren. Wie
wir sehen werden, entstehen stattdessen Wirbel, die die Stromung bei grofler

werdender Reynoldszahl schneller instationdr werden lassen.

I'a

I'p

Abbildung 10: 2 mit den einzelnen Randabschnitten I'g, I'4 und I'p

Der Rand des betrachteten Gebiets € teilt sich aufin ' =T'g UL 4 UTp,

mit

T = {—4} x [0,1],
I'y:= [O, 1] X {5},

FD :F\(FEUFN)

' und I'4 stellen wie im vorherigen Beispiel Einfluss- und Ausfluss-Bereich
dar. Auf der gesamten Kanalbegrenzung I'p sollen in diesem Beispiel jedoch

homogene Dirichlet-Bedingungen und keine Symmetrierandbedingungen gel-
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Abbildung 11: Triangulierung von €2 mit 305 Konten. Links das gesamte Gitter,
rechts ein Ausschnitt des Kollisionsbereichs

ten.
Auch das verwendete Gitter ist analog zum vorherigen Beispiel aquidi-

stant und nur um die Ecke (0, 1) verfeinert (siche Abbildung 11).

Wie man in Abbildung 12 sieht, tauchen in diesem Beispiel bei der Losung
von Navier—Stokes schon bei kleiner Reynoldszahl Wirbel auf, die das System
schnell instationdr werden lassen. Bei spateren Berechnungen in Kapitell 6

konnte die Reynoldszahl maximal auf 400 gesetzt werden.
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Abbildung 12: Geschwindigkeitsfeld der Stromung bei Navier—Stokes. Zur besse-
ren Visualisierung sind die Vektoren unabhéngig ihres absoluten
Werts gezeichnet, sie geben also nur die Richtung des Flusses, nicht

seine Geschwindigkeit wider

2.4 Euler- und stokesartige Stromungsgebiete

Um die Losungen unserer Beispiele genauer zu untersuchen, fithren wir

zwei Residuen ein, die das Verhalten der Stromung angeben sollen. Sie mes-

sen, wie gut eine Losung der Navier—Stokes-Gleichungen (1.9) die Stokes-

Gleichungen (1.5) bzw. die nichtlineare Euler-Gleichung (u-V)u + Vp = f

erfiillt. Wir nennen eine Stromung dementsprechend stokesartig beziehungs-

weise eulerartig, je nachdem welches Residuum klein ist. Hierzu definieren wir

das Stokesresiduum

I€SStokes *— —vAu + Vp —f

und das Eulerresiduum

respyler := (u-V)u+ Vp —f.
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Diese Residuen konnen wir in jedem Gitterpunkt unserer Diskretisierung
berechnen und so sogar untersuchen, in welchen Bereichen eine Stromung eher

stokesartig oder eher eulerartig ist.

Bemerkung 2.2 FEine stokesartige Stromung bedeutet, dass der nichtlineare
Term in den Navier—Stokes-Gleichungen klein ist. Die Stromung erfillt also,
genau wie die Hagen-Poiseuille-Stromung, gleichzeitig die Navier—Stokes- und
die Stokes-Gleichungen.

In den beiden obigen Beispielen 2.2 und 2.3 ist dies vor allem im Einfluss-
und Ausfluss-Bereich des Gebiets von Interesse. Im Einfluss-Bereich misst das
Stokesresiduum, ob sich die Stromung aufgrund der Kollision schon verandert
hat oder ob sie sich noch wie die Hagen-Poiseuille-Stromung am Rand verhalt.
Ganz analog gibt es im Ausfluss-Bereich an, wann sich die Stromung nach
der Kollision wieder normalisiert hat und aufgrund der Reibung ins Hagen-
Poiseuille-Profil zurtick fallt. Auf diese Weise koénnen wir feststellen, ob das
betrachtete Gebiet geeignet ist. Ist das Stokesresiduum in der Néhe von I'g
oder I' 4 nicht klein, so miissen wir das Gebiet in diesem Bereich vergrofiern. Ist
es bereits weit im Innern des Kanals klein, so kénnen wir den Rechenaufwand

minimieren, indem wir das Gebiet verkleinern und so Freiheitsgrade einsparen.

In der oberen Zeile der Abbildung 13 haben wir das Stokesresiduum der
kollidierenden Kanalstromung aus Abschnitt 2.2 berechnet und farbig visua-
lisiert. Die roten Bereiche sind dabei Bereiche mit groflem Residuum im Ver-
gleich zu den blauen Bereichen. Wie man sieht, hétte das Gebiet im Einfluss-
Bereich noch weiter verkiirzt werden kénnen.

Die entsprechenden Ergebnisse zum L-formigen Fluss aus Abschnitt 2.3 sind

in Abbildung 14 dargestellt.
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Bemerkung 2.3 Ein kleines Eulerresiduum bedeutet, dass der Term —vAu
klein ist. Offensichtlich ist dies bei grofler Reynoldszahl auf natiirliche Weise
gegeben. Ist das Residuum trotzdem grof; muss Au sehr grofie Werte

angenommen haben. Die Stromung variiert in diesen Bereichen also stark.

In den beiden obigen Beispielen 2.2 und 2.3 ist die rechte Seite gleich null,

weshalb das FEulerresiduum die Form

respuer = (- V)u+ Vp

hat. Falls eine Stromung nun eulerartig ist, hat dies zur Konsequenz, dass der
nichtlineare Term vom Druckgradienten bilanziert wird und somit rotationsfrei
ist. Die in Abschnitt 1.1.2 beschriebenen Probleme vieler Diskretisierungen
der Stokes-Gleichungen mit rotationsfreien Kraften auf der rechten Seite, sind
in solchen Féllen also auch bei Navier-Stokes zu erwarten. Sie sind dann
jedoch nicht durch die rechte Seite, sondern durch den nichtlinearen Term

verursacht.

Der in Bemerkung 5.1 beschriebene Vorteil der Diskretisierung CR'
gegentiiber CR ist also besonders in Gebieten mit kleinem Eulerresiduum zu

erwarten.

In den Abbildungen 13 und 14 ist in der jeweils unteren Zeile das Eu-
lerresiduum der kollidierenden Kanalstromung aus Abschnitt 2.2 und dem
L-formigen Fluss aus Abschnitt 2.3 dargestellt. Wie zu erwarten, wird das
Eulerresiduum bei groler Reynoldszahl im Kollisionsbereich klein. Die roten
Bereiche an der Ecke des Kollisionsbereichs, werden durch die dort entstehen-
den Singularitdten verursacht. Da hier die Geschwindigkeit sprungartig auf

null féllt, ist die Krimmung sehr grof}; weshalb auch —vAu trotz kleinem v



48

grofl wird.
v=1 v=128-1072 | v=64-10"3 | ¥1=32-103 | v=1.6-10"3 v=28-10"4%

Abbildung 13: Kollisionsfluss mit Symmetrierand. Oben das Stokesresiduum, un-
ten das Eulerresiduum. Diskretisierung mittels des Schemas CR™
aus Kapitel 5 bei 205.386 Freiheitsgraden
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v=1 v=>50"1 v=125"1 v =250"1 v =400"1

E

-
Li'

|
,

Abbildung 14: L-formigen Fluss. Oben das Stokesresiduum, unten das Fulerresi-
duum. Diskretisierung mittels des Schemas CR™ aus Kapitel 5 bei
494.528 Freiheitsgraden

2.5 Cavity-Beispiel

Diesem Beispiel liegt keine physikalische Modellierung zu Grunde. Es soll
lediglich eine Stromung simuliert werden, deren analytische Losung wir schon
kennen. Das betrachtete Gebiet ist das Einheitsquadrat © = [0, 1]*> mit homo-

genen Dirichlet-Randwerten. Die Geschwindigkeit soll von der Stromfunktion

Y (z,y) = 2 (1 —x2) y* (1 —y)2

getrieben werden. Das bedeutet

u=rot|(Q

(8

und nach Lemma 0.8 ist die Losung somit divergenzfrei. Fiir den Druck wéhlen

wir

.3 3 1
pl(x,y) =2 +y° — 3.
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Abbildung 15: Eine Verfeinerungsstufe der Delaunay-Triangulierung. Links mit
361 Knoten, rechts mit 1.321 Knoten.

Setzen wir nun

f=—-vAu+ Vp.

als rechte Seite, ist (u,p) offenbar die entsprechende Losung von (1.5).

Zur Gittererzeugung wird eine Delaunay-Triangulierung (siche zum Bei-
spiel [Kle05]) verwendet, die iiber die Angabe der maximalen Flacheninhalte

der Dreiecke gesteuert wird.
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Abbildung 16: Geschwindigkeit und Druck der

v~1 =1000.

Stromung. Berechnet bei
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3 Effizienzbetrachtung

3.1 Anwendung von Newton- und Picarditeration

Zwei verschiedene Iterationen zur Losung des nichtlinearen Problems sol-
len im Folgenden betrachtet werden. Zunachst ist dies die Picarditeration,

angewendet als Fixpunktiteration auf 7.

Definition 3.1

Die Picarditeration zu einem Startwert u® € V ist definiert als

Das bedeutet, u"™! berechnet sich als Losung des Variationsproblems:

Zu festem u” € V, finde u"™! € V, sodass fiir alle v € V:

a (u”“,v) +c (u", u" V) =1(v).
Satz 3.1 Falls Nv=2||f]|, < 1 ist, konvergiert die Picarditeration fiir beliebiges
u’ € V mit linearer Konvergenzordnung.

Beweis. Wie wir bereits in Satz 1.17 gesehen haben, bildet 7" unter diesen
Voraussetzungen eine Kontraktion auf V. Dass die Picarditeration konvergiert,
ihre lineare Konvergenzordnung und die Eindeutigkeit ihres Grenzwerts, sind

also Folgerungen des Fixpunktsatzes von Banach. O]

Als weitere Iteration betrachten wir die Newtonmethode angewendet auf

F(u):=a(u,v)+c(uu,v)—1(v).
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Definition 3.2
Die Newtoniteration zu einem Startwert u® € V ist definiert tiber das lineare

Gleichungssystem
Jr (u™) (u”+1 — u”) =—F(u").
Dabei ist
Jr(u)(w) :=a(w,v)+c(a,w,v)+c(w,u,v)
die Ableitung von F' and der Stelle u. Eingesetzt ergibt dies:

JF (un) (un—i-l _ un) —a (un—l—l _ un’ V)
+c (u”, u"tt —u”, V) +c (u”+1 —u",u”, V)
=aq <u"+1,v> —a(u",v)

+c (u", u"tt V) +c (u”“, u”, v) —2c(u",u",v).
u"*! berechnet sich also in diesem Fall durch folgendes Problem:

Zu festem u" € V, finde u"™ € V, sodass fiir alle v € V:

a (u”“,v) +c (u”, u”*l,v) +c <u”+1, u”, v) =1(v)+c(u*,u"v).

Bei der spateren Implementierung der Newtoniteration muss also lediglich
ein weiterer Term (¢ (u™™,u",v)) auf der linken Seite implementiert werden.
Die rechte Seite muss in jedem Iterationsschritt um den Term ¢ (u™, u™,v)

erweitert werden.
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Lemma 3.2 Die Ableitung Jp ist Lipschitz-stetig.

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit von a und c erhalten wir:

|77 (") = Jr (w)]
= sup. {‘a (ul — u2,v) +c (u1 — U_2,W,V) +c (W,u1 — uQ,V)‘}
\AUS
Ivil=llwll=1
< sup. {‘a (u1 — u2,v)‘ - ‘c (u1 — 112,W,V)‘ - ‘c (W, u' — u{v)‘}
v wl=1
< Csup {[vII}-[ju' —w?|+ 2N sup  {|v] [w]} - [u! -2
vev v,weV

vi=1 IvI=lwll=1

< 2max {C,2N} - Hu1 — u2H .

]

Lemma 3.3 Falls die Ableitung von F' beim Startwert u® beschrankt inver-

tierbar ist, also die Bedingung

erfiillt, so ist sie in einer ganzen Umgebung von u’ beschrankt invertierbar.

Jr (uo)_lu < By < 00

Genauer gesagt, ist

Bo
L= Foy [lu—u’

HJF (u)_lH <B<

fur alle u € V mit

Beweis. Folgerung aus Lemma 3.2 (siche [Deu06)). O
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Satz 3.4 (Newton-Kantorovich) Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3
konvergiert die Newtoniteration quadratisch gegen einen eindeutigen

Grenzwert.

Beweis. Siehe [Deu(6]. O

3.2 Effizienzanalyse

Anhand des Beispiels 2.2, dem Kollisionsfluss im Kreuzkanal, betrachten
wir die Effizienz der Picard- und der Newtoniteration. Die Iterationen wurden
an den beiden Diskretisierungen CR und CR" getestet.

CR bedeutet dabei, dass das Crouzeix—Raviart-Elemente verwendet
wurden und CR', dass auf die Testfunktionen im nichtlinearen Term und
der rechten Seite, der Fortin-Interpolator fiir das Raviart-Thomas-Element
angewendet wurde, siehe hierzu Bemerkung 5.1. In diesem Beispiel ist
jedoch f = 0, sodass der Unterschied der beiden Schemata lediglich in der

Diskretisierung des nichtlinearen Terms liegt.

Die Reynoldszahl ist stets 500 und als Gitter dienen verschiedene Verfei-

nerungsstufen des in Abschnitt 2.2 beschriebenen Gitters (siche Abbildung 7).
Als Abbruchbedingung diente die Kontraktion des nichtlinearen Residuums.
Falls dieses also nicht mehr kleiner wird, stoppt die Iteration und nimmt die
vorherige Losung.
Die Abbildung 1 zeigt bereits den deutlich geringeren Aufwand in Zeit und
[terationsschritten der Newtoniteration im Gegensatz zur Picarditeration, bei
beiden Diskretisierungen und auf allen drei Gittern. Gemessen wurde die CPU-
Zeit, die sich aus der Anzahl der Prozessorzugriffe des Programms errechnet,
sodass Prozessorgeschwindigkeit und Auslastung keine Rolle spielen.

Der verwendete direkte Loser PARDISO (siehe [KLS13, SBR08, SWHO7])

benotigt allerdings bei den verschiedenen Rechnungen unterschiedliche
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’ nodes \ dof \ FE \ method \ cpu time \ its \ min. residuum ‘
OR Picard 0:12 44 1,4435- 10~
1753 | 13.326 Newton 0:02 9 1,5165- 10~
OR Picard 0:14 75 2,2029 - 10~
Newton 0:02 8 2,2226- 1071
OR | oo | 0015 379 10"
ewton : , .
6.673 | 52.002 Cqe | Picard | 014 | 37 | 8533510 "
Newton 0:04 8 8,1031-10~1
OR | Nowtor | 07285 | L0 10"
ewton : , .
26.017'| 205.386 ORt Picard 0:49 33 512841071
Newton 0:27 11 3,1308 - 10~

Tabelle 1: Aufwand der Picard- und Newtoniteration bei Gitterverfeinerung.
Die Reynoldszahl ist »~! = 500. nodes: Anzahl der Gitterkno-
ten, dof: Anzahl der Freiheitsgrade, cpu time: Benétigte CPU-Zeit in
min:sec, its: Anzahl der bendtigten Iterationen, min. residuum: mini-
males nichtlineares Residuum

Einstellungen, sodass sich die Zeit pro Iterationsschritt in Echtzeit, als auch
in CPU-Zeit, stark unterscheidet. So bendtigt ungewohnlicherweise eine
Picard-Schritt bei CR stets mehr Zeit, als bei CRT. Die benétigte Zeit ist
in diesem Fall also nicht geeignet die Effizienz der beiden Methoden zu

vergleichen.

In Abbildung 17 sind die nichtlinearen Residuen zu jedem Iterationsschritt
als Graphen dargestellt. Hier sieht man nach wenigen Iterationsschritten be-
reits die quadratische Konvergenz der Newtoniteration, die erst im Rundungs-
fehlerbereich wieder langsamer wird. Bei der Picarditeration sieht man sehr

deutlich die lineare Konvergenz.

Bemerkung 3.5 Der Speicheraufwand der Newtoniteration ist im Gegensatz

zur Picarditeration deutlich hoher.
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13.326 Freiheitsgrade 52.002 Freiheitsgrade
10t T T 10! T T
1077 [ 1077 [
10715 | | | | 10715 | | |
0 20 40 60 80 0 10 20 30
205.386 Freiheitsgrade
10!
T —— CR  Picard
—— CR" Picard
—— (R Newton
10718 0 1‘0 2‘0 3‘0 —— CR™ Newton

Abbildung 17: Nichtlineares Residuum fiir v = 500~! {iber den jeweiligen Iterati-
onsschritten. Die y-Achse ist logarithmisch gezeichnet
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4 Finite-Elemente-Ansatze

Zu einer Triangulierung 7, des polyederférmigen (2 C R" sei F; die Men-
ge aller Faces und F; die Menge aller inneren Faces. Dabei soll h ein nicht
weiter spezifizierter Parameter des Gitters sein, der im Grenzwert gegen Null
ein immer feiner werdendes Gitter garantieren soll. Um geeignete Diskretisie-
rungsanséatze zu finden, seien zunéchst X, und @, beliebige Ansatzraume fiir
Geschwindigkeit und Druck.

Wir erweitern auflerdem den Begriff des Gradienten und der Divergenz
zu gebrochenen Versionen, die nur stiickweise auf jedem Simplex definiert sein

mussen.

Definition 4.1

Der gebrochene Gradient und die gebrochene Divergenz sind Operatoren

Vi X — LX),

dth : Xh — LZ(Q),
sodass fur alle T € T, und v, € X,

(thh) ‘T =V (Vh‘T) ’
(divy vy) ’T = div (Vh’T>

gilt. Mit diesem gebrochenen Gradienten kénnen wir eine diskrete Norm in

unserem Ansatzraum X, definieren.

2
th||17h = (/ Vivy @ Vivy, dx)
Q

Wir nennen die Ansatzraume konform, falls X;, € X und Q, C @ ist.
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Bemerkung 4.1 Bei konformen Ansatzen gilt X, C X, weshalb solche Finite-
Elemente-Funktionen immer als Testfunktionen benutzt werden konnen. Falls
ein Element u;, € X, die kontinuierlichen Stokes-Gleichung in ihrer schwachen

Form (1.5) erfiillt, kénnen wir es selbst als Testfunktion einsetzen und erhalten:
vlwf = [ £
9)

Wenn wir nun, wie im Beispiel 1.9, eine rotationsfreie rechte Seite wéhlen,

erhalten wir mit f = V:

Upllt,h =\ 5, ¥, Up
] Vi<V >

Falls u;, nun nicht schwach-divergenzfrei ist und damit < Vi, u;, > 0 fir ein
@ mit Vi # 0 ist, so ist ||up|[1,n # 0. Wie wir gesehen haben, ist die kontinu-
ierliche Losung u = 0, die Norm des Gradienten der Diskretisierung allerdings
nicht. Bei kleinem v kénnen nicht divergenzfreie Diskretisierungsanséitze also

unter Umsténden schlechte Ergebnisse liefern.

Diesen Vorteil der divergenzfreien Diskretisierungen méchte ich im Folgen-
den weiter beleuchten. Zu gegebenen Ansatzraumen X, und @, sei zunachst
folgende Definition eine Abschwiachung der schwachen Divergenzfreiheitseigen-

schaft.

Definition 4.2

Eine Funktion v, € X}, heif3t diskret-divergenzfrei, falls fir alle g, € @y,

/th'VthZO
Q
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gilt. AuBlerdem sei

V, = {VhEXh : /th~Vh dx = 0 fir alle g, EQh}
0

der Raum der diskret-divergenzfreien Funktionen und
H(div; Q) := {V € L?(Q)" : v besitzt eine schwache Divergenz in L? (Q)}

der Raum aller Funktionen, die nach Definition 0.2 eine schwache Divergenz

besitzen. Dass H(div; (), versehen mit dem Skalarprodukt
(W, V)gip 1= / u-v+ (V-u)(V-v) dx

Q
ein Hilbert-Raum ist, findet sich beispielsweise in [Auc06].

Definition 4.3
Der Sprung einer Funktion ¢ an einer Stelle x auf dem Face F' zweier Simplizes

T, und 75 ist definiert durch

] (x) := ( Jm o (y)ng, p + lim o (y)ng, p ) ‘np.
y€T1 y€eT

Bemerkung 4.2 Der Normalenvektor ng an einem dufleren Face F' stets nach

auflen gerichtet und an inneren Faces beliebig, aber fest gewéhlt. Fiir vektor-

wertige Funktionen v ist der Sprung komponentenweise zu nehmen.
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Satz 4.3 Eine Funktion
vi €Y :={w: Q=R : w|_€CF(I)" VT €Ty}

besitzt genau dann eine schwache Divergenz, falls ihre Normalenkomponenten

stetig sind. Das heifit, fiir jedes F' € Fj, gilt in jedem Punkt x € F
[vy - np] (x) =0.
Beweis. Da vy, € Y ist, existiert divy, vy. Fir ¢ € C§°(£2), ist

Div (vy,) (¢) = — /th -V dx

=— Z/th-VgodX

TET,
= pdivy, vy, dx —/ ¢ (vy - n) dS)
> .
=> /gpdivhvhdx— >y /gp(vh~n) ds
TeT, T TeT, Ferp ' F

:/ pdivy vy, dx
Q

=Y [elviem) as— ¥ [ et ds.

FeF, FEF;\Fh

=0

Falls nun die Normalkomponenten von v, stetig sind, verschwindet der
mittlere Summand fiir alle . Dass sich solche Ausdriicke wirklich nicht in der

Form

> [ lvien)] as=— [vgax

FeFy,

schreiben lassen, wie es notwendig wiére fiir die Existenz einer schwachen Di-

vergenz, sieht man zum Beispiel in Satz 4.4. O
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Betrachten wir nun zwei konkrete Finite-Elemente-Anséatze, zunichst die
konformen Raviart—Thomas-Elemente und dann die sehr &hnlichen, aber nicht-

konformen Crouzeix—Raviart-Elemente.

4.1 Raviart—-Thomas-Elemente

Die Raviart-Thomas-Elemente RT) (vgl. [Lin14]) sind stiickweise lineare
Elemente, deren Normalenkomponenten stetig sind. Das heifit, dieser Ansatz
ist nach Satz 4.3 H(div;Q)-konform. Die Forderung, dass der Sprung im Ba-

ryzentrum Xp jedes inneren Faces F' € Fj, die Bedingung
[Vh : np] (XF) =0 (41)

erfiillt, ist wie wir sehen werden ausreichend um die Stetigkeit auf ganz F' zu

gewéhrleisten. Auerdem wird auf jedem aufleren Face F' € Fji \ Fy,
vy, (xp) -np =0 (4.2)
gefordert. Insgesamt ergibt sich
RT) := {Vh € L*(Q) : vy erfiillt (4.1), (4.2) und fiir alle T € Tj, ist
br : n
Vh‘T:aT—l-;(x—xT) mit apr € R" und by € R ;.

Dabei ist x7 das Baryzentrum des Simplex T € T},.

Die Forderung nach Stetigkeit im Baryzentrum xgreicht aus, da die Normal-
komponente von v, konstant ist. Um dies einzusehen betrachten wir die ein-
deutige Zerlegung von (x — xr) in seinen tangentialen- und normalen Anteil

beziiglich des Faces F,

Xtan T Xnormal = (X - XT)-
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XT

Xnormal

F Xtan lnF

Abbildung 18: Simplex T" mit Baryzentrum x7 und der Aufspaltung von x — x7
in Tangential- und Normalanteil beziiglich des Faces F. ng ist der
nach auflen gerichteter Normalenvektor

Fiir alle x € F'ist dann X,,;me konstant und nur x;,,, variiert. Somit gilt:

Vh(x)ﬂF:(aTerWT(X—XT)) ‘np
- (aT + b?T (an + Xnormal)) ‘g

b b
= ar - Np + = Xean - OF +5F Xnormal - NF
——— —— ——

=0 =const.

= const.

Die Normalkomponente ist, da sie konstant auf F' und stetig in xp ist, also
auf ganz F stetig. Da die Elemente auflerdem stiickweise konstant sind, sind

sie auch quadratisch integrierbar, womit RT5 C H(div; Q) erfiillt ist.
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4.2 Crouzeix—Raviart-Elemente

Die sogenannten Crouzeiz—Raviart-Elemente (vgl. [CR73]) sind ein nicht
H(div; Q)-konformer (und nicht H'(Q2)-konformer) Finite-Elemente-Ansatz

(wie wir im folgenden Satz 4.4 sehen werden). Sie sind definiert durch

CRY) = {vh cL* () : Vh’Te Pr fur alle T € Ty,
[vi] (xp) = 0 fiir alle F' € F),

vy, (xp) = 0 fiir alle F' € F, \]:h}.

Der einzige Unterschied zu den Raviart—-Thomas-Elementen besteht also
darin, dass nicht die Stetigkeit der Normalenkomponente, sondern lediglich die
Stetigkeit auf jedem Faces verlangt wird. Dieser Unterschied ist aber wesentlich

fiir die Konformitat der beiden Ansatze.

Satz 4.4 Crouzeix—Raviart-Elemente besitzen im Allgemeinen keine schwache

Divergenz. Es gilt also CR), € H(div; ).

Beweis. Wir betrachten das Element v, € CR), dass auf Q = [~1,1] x [0, 1]
durch Angabe seiner Werte auf den Face-Mittelpunkten folgendermafien defi-
niert ist:

v, hat also folgende Form:

A (z,y) = vo(x,y) := (0,0) mit divy vy =0,
Valy, (x,y) = vi(x,y) = (1 4 2z,0) mit div, vq = 2,
Vil (z,y) =va(x,y) := (29,0) mit divy, vy =0,
Val,, (x,y) = vs(x,y) :== (3 — 2z — 2y,0) mit divy, vy = —2.

Fir ¢ € C§°(Q), ergibt sich, ganz analog zum Beweise von Satz 4.3 folgende



4 Finite-Elemente-Ansatze 65

(0[0) (0/0)
@ @
T
T
(0[0)e (0]0) ®(1/0) (110) ®(0/0)
R Fy T, F;
Ty
@ @
(0]0) (0]0)

Abbildung 19: Triangulierung von € und eingezeichnet die Werte des Crouzeix—
Raviart-Elements v auf den Kantenmittelpunkten

distributionelle Divergenz von vy:

Div (vy,) (p) = — /th -V dx

3 3
:z/ o divy v dx—l—Z/ ol(vn-n)] ds.
i=0 " Ti i=171Fi
Diese Integrale berechnen wir nun einzeln. Zunéachst sind

pdivy vy, dx = 0,
To

pdivp vy dx =2 [ ¢ dx,
T1 Tl

/ pdivy vy dx =0,
T

pdivy vy dx = —2 @ dx.
T3 TS
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Dann berechnen wir die Spriinge

(Vi mp)] ‘Fl = ( )l,ll},l( (v np)ng, + 31,1_{1}( (Vi - np) npy ) “Ipy
y€To yeT1

(o4 (r2m0 (o)) ) ) (o)’
7 (14 2z),
(Vi np,)] (}11}}( ‘np)ng + lim (Vi ng)ng, ) ‘D,
:( ((1 422,00 (1,0)7) (1,0) + ((2y,0) - (1,0)7) (~1 0)) (1,0)

[( nF; = hm nFs nrp, + 31,1&,1{ (Vh ’ nF3) Ny ) “ gy

yeTZ yeTs

L) (L L)+ L6B-22-2) (- \/_\}§>)(\}5\}5)T

Wir erhalten also

Div (vy) (@) = 2 TgodX—Q . ¢ dx
1 3
+/ —L o (1+22) dS+ [ ¢ (1+22—2y) dS
F1 F2

-l—/FS\/it,D <x+2y—%) ds.

Wir wihlen nun eine Folge (¢n),oy C C5°(2) mit 0 < p(z) <1,

sodass ¢, =1 auf I := {0} x E,%} AuBlerdem soll gelten, dass

supp(pn) C |—1, 1] x [§.2] und lim @, (x) = 0 fiir alle z € Q\ 1.

Wir definieren noch I¢ := [—¢,¢] x H, %}, fiir ein € > 0.
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Mit dieser Konstruktion hangt (¢,), .y nicht von ¢ ab. Da nun der einzige
Bereich, in dem die Folge (¢,,),,cy im Grenzwert nicht null ist, echt in unserem
Hilfsbereich I enthalten ist (siehe Abbildung 20), erhalten wir auBerhalb dieses
Bereichs eine gleichméaflige Konvergenz der Folge beziiglich x, wenn wir € > 0
fixieren. Also konvergiert auch sup,co - {#n(x)}, bei festem € > 0 und n — oo,
gegen null.

Dies nutzen wir in der folgenden Abschatzung.

IE\

1

N B

supp(¢n)

Abbildung 20: Triger der Testfunktionen, Abschnitt I und Hilfsbereich I¢

Angenommen v;, besitzt nun eine schwache Divergenz ¢ € L}, (), so

miisste fiir diese gelten:

[0 en x| < [l dx

= [ Wellgal dx+ [ [0]leal dx

Q\I=

< [ Wl swp {ea(o} dx+ [ [l leal dx
Q\1¢ xeN\Ie Ie

— ¥l sup {pn()} + [ 16llenl dx
x€Q\I¢ 1=

—: A" 4 B

Fir ¢ — 0 wird B¢ beliebig klein, da I° zur Nullmenge wird. Anschlieffend
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konnen wir n so grofl wéahlen, dass A%™ beliebig klein wird, denn fiir festes ¢ ist
191l 112y fest und sup,eqy e {¢n(x)} geht wie oben beschrieben gegen null.

Das heiflt, es gibt eine Folge von Testfunktionen ¢, € C§°(£2), sodass zu jeder
beliebigen Funktion ¢ € L}, .(Q) das obige Integral verschwindet. Demzufolge

muss die distributionelle Divergenz von v;, gleich null sein. Wie oben gesehen,

gilt jedoch:

@in(vh)(go):2/godx—2 @ dx
T Ty

+/ —\%24,0(1—1—290) dS+ | ¢ (1+22—2y) dS
F1 F2

+f Vi (c+2-3)as

Hier verschwinden fiir n — oo alle Integrale, bis auf das iiber Fy. Hierfiir gilt

1
. Pn (1+2x —2y) dS:/O ©n (0,y) (1—2y) dy,

und wir erhalten:

[NIES

mn o 1
Div (va) (pn) ——— [1-2ydy = o= # 0.

W=

Die fiir die Existenz einer schwachen Divergenz geforderte Gleichheit
—/vh-W)ndx:/w n dx
Q Q

ist also im Grenzwert n — oo nicht erfiillt, womit es keine schwache Divergenz

Y € L} () von v, geben kann. O
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Die Crouzeix—Raviart-Elemente sind im Bezug zu den vorher betrachteten
Raviart—Thomas-Elementen deshalb von Bedeutung, weil wir jedem Crouzeix—
Raviart-Element eindeutig ein Raviart-Thomas-Element, durch Angabe der
Normalkomponente auf jedem Face, zuordnen koénnen. Somit haben wir zwei
Finite-Elemente-Ansétze, die sehr dhnlich sind, sich aber in der fiir uns inter-
essanten Eigenschaft unterscheiden. Dies ist die Erhaltung der Divergenzfrei-
heit. Wie oben gesehen, miissen Crouzeix—Raviart-Elemente nicht einmal eine
schwache Divergenz besitzen, wohingegen wir im Folgenden sehen werden, dass

die Raviart-Thomas-Rekonstruktion die gebrochene Divergenz erhalt.

4.3 Der Fortin-Interpolator fiir Raviart—Thomas-Elemente

Sei im Folgenden stets X, := CRY. Der sogenannte Fortin-Interpolator
i X U X, — RT) realisiert die Rekonstruktion fiir Crouzeix—Raviart-
Elemente und alle Elemente aus X durch Mittelung der Normalkomponente

auf jedem Face. Er ist definiert durch

.. np dS, FeF,
ng - (m7v) (xp) = Jrvene '
0, F e Fi\ Fu

Zu einer Basisfunktion v, aus X}, berechnet sich die Fortin-Interpolation W}?th

auf jedem Simplex 7" durch

1 .
bT :? Z ‘F’Vh(XF) . IIT’F = leth,
| | FeFr
1
ar :? Z ‘F’ (XF — XT)Vh(XF) ‘N7 F.
| |F€.7:T

Diese erhalt dort die Divergenz:

br Z &E% = br =divvy,.

n ‘= Ox

1=

div (W}?th)

~
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Das folgende Diagramm kommutiert also:

i)y —
W,?T 7r,f2 Po
RT}) ———— Po(Tn)
div

Abbildung 21: Kommutative-Diagramm-Figenschaft des Raviart—Thomas-
Element. Py(7,) ist der Raum der stiickweise konstanten

Funktionen und 7r,€2’7)0 die Projektion von L3 auf Py(T},)

Lemma 4.5 Die Fortin-Interpolation gentigt fir v € X U X} folgender Ab-

schétzung:
Iv = 7f"V]lo < chlvl:.

Die Konstante ¢ hangt dabei nur von der sogenannten maximalen Winkelbe-

dingung (siehe [ADO00, S.15]) ab.

Beweis. Siehe [ADO0O, S.18]. O

4.4 Der Fortin-Interpolator fiir Crouzeix—Raviart-Elemente

Ganz analog wie oben definiert sich der Fortin-Interpolator fiir das
Crouzeix-Raviart-Element 7$% : X — CR) durch Mittelung der Funktions-

werte auf jedem Face. Er berechnet sich mittels

- dS, FeF
(1) () = | TV IS P
0, F e Fi\ Fn.
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Wie wir bereits in Satz 4.4 gesehen haben, muss diese Interpolation nicht ein-
mal eine Divergenz besitzen. Auf jedem Simplex erhalt sie aber die Divergenz.

Also kommutiert folgendes Diagramm:

) — 13
W}?R 71',{42 Po
CR) — Po(Tn)
divy,

Abbildung 22: Kommutative-Diagramm-FEigenschaft des  Crouzeix—Raviart-
Elements

Ahnlich der Interpolationsabschitzung in Lemma 4.5 gilt hier folgende

Fehlerschranke.

Lemma 4.6 Die Fortin-Interpolation geniigt fiir v .€ X N H%(Q)? und ¢ €
L*(Q) N H'(Q) folgenden Abschitzungen:

|lv — W,?RVHO < chQ\vb,
v — 7 v ln < chlvls,

llg — mrqllo < chlglo.

Beweis. Siehe [CR73]. O

Hierbei ist 7, : Q — @), die Projektion auf den diskreten Ansatzraum fir

den Druck

Qni={an € L*(Q) : q| €PofiiraleTeT,}.
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Sie ist als Losung des folgenden Problems eindeutig definiert:

Finde m,q € Qy, sodass fir alle ¢, € Qy:

/Qhﬁhqu = /thdX-
0 0
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5 Diskretisierungen

5.1 Divergenzfreie Diskretisierungen

Wie bisher ist X} := CR). Um das kontinuierliche Stokes- und Navier—

Stokes-Problem ins Diskrete zu iibersetzen, definieren wir die diskreten Multi-

linearformen
ap - Xh X Xh — R,
bh : Xh X Qh — R,
ChZXhXXhXXh—>R,
lh : Xh — R,
durch

ah(uh,vh) = V/thh : thh dX,
Q

br(an, gn) = —/ qn Vi - Vi dx,
Q

cn(Wh,ap, vy) = / ((wp - Vi) up) -W(?th dx,

Das diskrete Stokes-Problem hat dann folgende Form:

Finde (up,pn) € Xp X Qp, sodass fur alle (v, qn) € Xp X Qp:
an(n, Vi) + 0n(Vi, pr) = ln(Vh), (5.1)

br(up, qn) = 0.
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Analog sieht das diskrete Navier—Stokes-Problem folgendermafien aus:

Finde (un, pn) € Xp X Qp, sodass fiir alle (vy,, qn) € X X Qp:
ap(up, vi) + cp(ap, up, vi) + bp(vi, pr) = ln(vn), (5.2)

br(up, qn) = 0.

Bemerkung 5.1 Zu beachten ist, dass diese Diskretisierung die Testfunktio-
nen vy, in der rechten Seite [;(vy) und dem nichtlinearen Term cp,(uy, uy, vy)
mittels Fortin-Interpolator rekonstruiert. Hierdurch werden die diskret-
divergenzfreien Crouzeix-Raviart-Funktionen v, auf schwach-divergenzfreie
Funktionen abgebildet.

Im Folgenden werden wir sehen, dass solche divergenzfreien Diskretisierungen
von Vorteil sein konnen, da sie die Trennung von rotationsfreien und diver-
genzfreien Kréiften erhalten und deshalb der Druck in der Abschitzung des
Approximationsfehlers fiir das Geschwindigkeitsfeld verschwinden.

Diese Schemata werden stets mit CRT, bezichungsweise als ,,mit Rekonstruk-
tion“ bezeichnet, wohingegen die gleichen Schemata ohne Rekonstruktion in
der rechten Seite, sowie dem nichtlinearen Term ¢, (up, up, vy), mit CR, bezie-

hungsweise als ,,ohne Rekonstruktion“ bezeichnet werden.

Satz 5.2 Sei (u,p) die Losung der Stokes-Gleichungen (1.5) mit
uec H*(Q)NHJ(Q), p € HY(Q) und (up,ps) die Losung der Diskretisierung

(5.1), dann geniigt die Approximation folgender Abschétzung:

|lu —upl|1n < Chluls,

1P = prllo < Ch (vulz + [pl1) .

Beweis. Siehe [Linl14]. O
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Bemerkung 5.3 Bei der Verwendung der nicht-divergenzfreien Diskretisie-

rung CR erhélt man laut [BF91] die Fehlerabschétzung
Ju —upll1n < Cihluly + Zhjp|;.

Dies weist darauf hin, dass diese Diskretisierung die Invarianzeigenschaft der

kontinuierlichen Losung
f=f+Ve — (up = (u,p+y)

aus Abschnitt 1.1.2 verletzt. Denn zusatzliche rotationsfreie Krafte auf der
rechten Seite f dirften nur durch den Druck balanciert werden. Die obere
Schranke der Abschatzung vergroflert sich also, obwohl sich die Geschwindig-

keit nicht verandert haben durfte.

Bemerkung 5.4 In Bemerkung 4.1 haben wir diskutiert, dass nicht-
divergenzfreie Diskretisierungsansitze Losungen mit unphysikalisch grofien
Gradienten liefern konnen. Diese kommen durch Oszillationen zu Stande, die
wir bei der Betrachtung der Geschwindigkeitskomponenten sehr gut beobach-
ten konnen. In Abbildung 23 betrachten wir die kollidierenden Kanalstréomung
aus Abschnitt 2.2 und in Abbildung 24 die L-férmigen Kanalstromung aus Ab-
schnitt 2.3. In den Abbildungen 25 und 26 ist die Stromung aus dem Cavity-
Beispiel 2.5 zu verschiedenen Verfeinerungsstufen dargestellt. In allen Fallen
haben wir die jeweiligen z und y-Komponenten der Geschwindigkeit darge-
stellt und zur besseren Veranschaulichung wurden zusétzlich die Hohenlinien
eingezeichnet. Diese machen sehr deutlich, dass CR Ostzillationen generiert,
die bei CR™ nicht zu sehen sind. Wie zu erwarten verstérkt sich der Effekt bei
groflerer Reynoldszahl, weshalb die Oszillationen in Abbildung 23 deutlicher
zu sehen sind, als in Abbildung 24.
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r-Komponente y-Komponente

CR

CR*

Abbildung 23: Geschwindigkeitskomponenten des Kollisionsfluss aus Beispiel 2.2
bei v = 1000~! und 52.002 Freiheitsgraden

r-Komponente y-Komponente

CR

CR*

Abbildung 24: Geschwindigkeitskomponenten der L-férmigen Kanalstromung aus
Beispiel 2.3 bei v = 400! und 124.384 Freiheitsgraden
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7

ndof = 10.176

ndof = 40.488

ndof = 162.152

ndof = 647.992

ndof = 2.596.328

CR

CR*

Abbildung 25: x-Komponente der Geschwindigkeit im Cavity-Beispiel. v
1000~!. ndof: Anzahl der Freiheitsgrade

ndof = 10.176

ndof = 40.488

ndof = 162.152

ndof = 647.992

ndof = 2.596.328

CR

CR*

Abbildung 26: y-Komponente der Geschwindigkeit im Cavity-Beispiel. v
1000~!. ndof: Anzahl der Freiheitsgrade
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5.2 Stabilisierung des Crouzeix—Raviart-Elements

Wie wir bereits gesehen haben, ist das Crouzeix—Raviart-Element nicht-

konform, da der Sprung lediglich im Baryzentrum jedes Faces stetig ist. Unter

Vil

Abbildung 27: Crouzeix—Raviart-Element auf zwei Dreiecken. Die Stetigkeit ist
nur im Baryzentrum xpg des Faces F' gegeben. Eingezeichnet ist
der Sprung iiber F

Umstédnden wird der Sprung gerade auf groben Gittern sehr grofl und das Ele-
ment dadurch instabil. Dies kann kontrolliert werden, durch die Einfithrung

des Strafterms

J,(wv) =Y 5Vrgl/[u] -[v] dS.
FEFy, ja
Dieser misst die Spriinge iiber allen Faces und seine Minimierung kann zur
Stabilitdt des Elements beitragen. Hierzu addieren wir ihn auf die zu lésende
Gleichung. Der Koeffizient 4, regelt als eine Art Gewichtung dieses Terms den
Grad der Stabilisierung. Im Grenzfall §, — oo wéren die Crouzeix—Raviart-
Elemente zur Stetigkeit gezwungen. In [BHO05] wird die Wahl von 4, = 1 emp-
fohlen, was mit den Ergebnissen aus Abschnitt 6.1 und der Abschétzung aus

Lemma 5.9 weitestgehend tibereinstimmt.
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Wir fithren nun die Bilinearform
Ay (0, v) :=ay (u,v) + J, (u,v)

ein, und erhalten aus den diskreten Stokes-Gleichungen (5.1) die stabilisierten

diskreten Stokes-Gleichungen:

Finde (up,pn) € Xp X Qp, sodass fur alle (v, qn) € Xp, X Qp:
An(an, vi) + b (Vi, pr) = ln(va), (5.3)
br(un, qn) = 0.

Bemerkung 5.5 Die Stabilisierung der diskreten Navier—Stokes-Gleichungen

(5.2) ist in [BHO6] ausfiihrlich behandelt. Hier wird der Strafterm auf die dis-

kreten Oseen-Gleichungen addiert.

Um den Sprung in der Fehlerberechnung zwischen kontinuierlicher und
diskreter Losung mit zu beachten, fithren wir folgende, von Aj induzierte Norm

ein:
a7 := Ay (0, u) = vllulli, + J, (v, u).

Die in J, auftretenden Randintegrale kénnen mit Hilfe der sogenannte

Spuridentitit in Flachenintegrale umgewandelt werden.

Satz 5.6 [Spuridentitat] Sei F' eine beliebiges Face eines Simplizes T' € T, und
P deren gegeniiberliegender Eckpunkt. Fiir ¢ € HY(T) gilt dann:

ﬁ/gpdSzﬁ/gpdx—l—ﬁ/V@'(x—P) dx.
F T T
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Beweis. Zunachst erhalten wir mittels Kettenregel und partieller Integration

V- (¢x—P)) dX—ﬁ/g@V'(X—P) dx

=n

/
= [ec—Pymas— 3 [pax
F

T

Hier ist (x — P) - n gerade gleich der Hohe hr des Simplex T' beztiglich des

Faces F'. Denn bei einer Aufspaltung
Xtan + Xnormal ‘= X — P
in Tangential- und Normalenanteil beziiglich F', ergibt der Kosinussatz:

(X - P) N = Xpormal * 11 = COS (i (Xnormah n)) ||Xnormal|| ||Il|| - hF

=1 :hF =1

Abbildung 28: Zweidimensionaler Simplex T" mit Face F' und gegeniiberliegendem
Knoten P. Zu einem Punkt x auf F' ist x — P in Tangential- und
Normalanteil beziiglich F' aufgespalten. ng ist der nach auflen ge-
richteter Normalenvektor
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Fiir die Hohe gilt aber auch

hF = N—.
||

Eingesetzt erhalten wir also

ﬁ/V@(X—P) dXzﬁ/gpdS—ﬁ/@dX.
T F

Als Folgerung dieser Spuridentitit ergibt sich die sogenannte Spurunglei-

chunyg.

Satz 5.7 [Spurungleichung] Sei 7' € 7T, ein beliebiger Simplex und hp dessen

Hohe beziiglich eines seiner Faces F', dann gilt fiir beliebiges v € X

2 2
1Vl Z2(m) < 205 VN2 () + 2hp IV V|2 0yn -
Beweis. Wir wenden die Spuridentitit aus Satz 5.6 auf ¢ = v? an. Dabei sei

P der F gegeniiberliegende Knoten von 7'

M = [V a5 = [ axt 2 [9(v) - (x= P) a
F T T

= 2 VI + i [2(VV) Ve (x— P) dx
T

n 2
< VI + i 1Y) Yy 1% = Pl ooy
—_——

<hp

IN

n 2
we Vlz2r) + 21V 2y 1V 2 -
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Mit Hilfe der Umformung
a? 4 2ab < (a +b)* < 2a% + 20,

erhalten wir mit a = HVHiQ(T) und b = 2 ||v|| 127y Schlieflich

2 2
IVl Z2(m) < 205 VN2 () + 2hp IV V[ 20y -

]

Bemerkung 5.8 Im Folgenden ist u € H? (Q)" stets die Losung der kontinu-
ierlichen Stokes-Gleichungen (1.5), u;, die Lésung der stabilisierten diskreten
Stokes-Gleichungen (5.3) und wie bisher 7¢%u die Fortin-Interpolation fiir das

Crouzeix-Raviart-Element, angewendet auf u.

Lemma 5.9 Mit den obigen Definitionen von u und 7§"u erhalten wir fol-

gende Fehlerabschatzung:
1 1
Hu - ﬂgRuH <C <V2h + 00 V?h) luls.
J
Beweis. Nach Definition ist

Ju— 75 "))} = v|u—a i, + J, (u — R, u — W,?Ru) :

Zunichst schitzen wir den Strafterm ab. Hierzu schreiben wir e := u — 7§ ®u

und

epy = lim e(y), epy = lim e(y),
yeT1,F veTlz r

wobei T p und T5 p die beiden an das Face F' angrenzenden Simplizes sind.
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Es gilt dann:
2 2 2 2 2 2
[e]” = (er1 —er2)” = ep; + ey — 2epiepy < 25 + 2€f,.

Dies nutzen wir nun, um den Strafterm mittels der Spurungleichungen aus

Satz 5.7 abzuschétzen. Ohne Einschrankung sei dabei ef,; > ef,.

J, (e,e) = Y (Lﬁ/[ef ds

FeFn F
<bv > ﬁ/Ze%’l —|—2e%’2 ds
FeF, F

<Cov Y & ek, ds

FeFy F
1 2

=Cov Y mllerllieapm

FeF,

<Cov Y (,} lellZe(z, ) + e IIVeHiQ(TLF)")

Fer,

2 2
< Cov Y (1t lelizcr) + (& Vel ey
TeTh

Dabei ist % aufgrund der Gitterregularitat beschrankt. Nun nutzen wir die

Interpolationsabschétzungen fiir das Crouzeix—Raviart-Element aus Lemma

4.6

leflo < ch?[uls,

lellin < chluly
und erhalten damit
J, (e,e) < C6,vh*|ul;

mit einer von h unabhidngigen Konstanten C'. Es bleibt ein weiterer Term

abzuschétzen, dessen obere Schranke uns wieder Lemma 4.6 liefert. Zusammen
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ergibt dies:

[NIE

|u— 7Ful|; < (VHll —mFallf, + J, (u — mffa,u - WgRu))

NI

<C <Vh2\u\§ + 5yl/h2\u\§)
<C (V%h + 5§u%h> uls.

Lemma 5.10 Falls die Lésung u von (1.5) in H? ()" ist, so ist

[ An (w, w) = 1 (W) |

sup < C’I/%h|u|2.
weVHV, [[wl].
Beweis. Nach [Lin14] ist fir u € H? (Q)"
1 —1
— Sup |Clh (u’ W) h(W) | S Ch’u|2
V wev+v, ||W||1,h

Da fiir n = 2,3 alle u € H? (Q)" stetig sind, ist J, (u, w) = 0, unabhiingig von

w. Somit ist A, (v, w) = ap, (u, w). Da aulerdem
2 i1
Iwlls = (Vw3 + o (w,w))* > w2 w1,
ist, ist die Behauptung gezeigt. O

Satz 5.11 Mit den obigen Definitionen von u und uy erhalten wir folgende

Fehlerabschéatzung:
1
lu—unlly < C (ﬁh + 53y%h> [uls.

Beweis. Fir beliebiges v, € V}, sei wy, := u, — vy, Damit ist w, € Vj, und
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somit Ay, (up, wy) = I, (wy,). Dies nutzen wir in folgender Umformung aus

Iwill5 = An (W, wa)

= Ap (up, — v, Wp)

= Ap (0 — vp, W) + Ay (ap, wi) — Ap (0, wy)
(

= Ah u — Vp, Wh) + lh (Wh) — Ah (u, Wh)

< la =il [[wall; + [An (0, Wy) — 1n (Wr) |-

Dividiert durch ||wy||; ergibt dies

|Ap (u, W) =l (W) |

[wall,

[wall; < [lu—wp|,;+

Dies setzen wir nun in unseren abzuschéitzenden Fehler ein

la = anfl; = [I(a = va) = wall,

< u=wall; +lwall;

|An (0, W) =l (W) |

HWh“J

< flu=wll; + [la=val[; +

Da v, € V}, beliebig gewahlt werden kann, kénnen wir in dieser Ungleichung

zu Grenzwerten iibergehen

- Ap (u,wy) — 1 (W
vpEWL WhEV) ||Wh||J
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Da 7{fu €V}, ist, gilt

‘ —vi |l < llu—7%Eul,.
Jnf =il < fla = "l

Wir konnen den ersten Summanden also mittels Lemma 5.9 und den zweiten

Summanden mittels Lemma 5.10 abschétzen. Damit haben wir insgesamt:

[u— s < lu— 7P|, + Cv2hluly

<cC (u%h + 5§y%h) [l
O

Bemerkung 5.12 Die Fehlerabschatzung aus Satz 5.11 zeigt, dass die Wahl
von 0, = O(1) optimal ist.
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6 Genauigkeitsanalyse

6.1 Genauigkeitsanalyse der Sprungstabilisierung

Um den Einfluss des Sprungparameters 9, auf die stabilisierten Diskreti-
sierungen fiir Stokes und Navier—Stokes zu untersuchen, haben wir verschiede-
ne Beispiele aus Kapitel 2 mit verschiedenen Werten fiir §, berechnet.

Zunéchst betrachten wir die kollidierende Kanalstromung aus Abschnitt
2.2. In Abbildung 29 sieht man den Fehler der stabilisierten diskreten Stokes-
Gleichungen (5.3) tiber sechs Verfeinerungsstufen, bei sieben verschiedenen
Einstellungen fir §,. Der Parameter variiert zwischen 0,01 und 100. Dabei
fallt auf, dass die optimale Einstellung, anders als in [BH05| angegeben, eher

bei 10, als bei 1 zu liegen scheint.

In Abbildung 30 sieht man bei gleichem Setting den Fehler der stabilisier-
ten diskreten Navier-Stokes-Gleichungen. Hier ermoglicht eine immer grofere
Wahl von 4, eine frithere Konvergenz der nichtlinearen Iteration auf groben

Gittern. Die optimale Wahl scheint allerdings auch hier eher bei 10 zu liegen.

Als zweites wird die Stromung aus Abschnitt 2.5 zu Sprungparametern
zwischen 0,01 und 1000 berechnet. Da in diesem Beispiel eine exakte Losung
bekannt ist, konnen wir den exakten L2-Fehler (in Abbildung 31) und den
exakten H'-Fehler (in Abbildung 32) berechnen. Wie man sieht, ist fiir die
L2-Konvergenz die Wahl von §, = 1 optimal, wihrend fiir die H'-Konvergenz
die Wahl von ¢, = 10 besser ist. Die optimale L?-Konvergenz unterstiitzt also

die analytischen Ergebnisse aus dem vorherigen Kapitel.

Auf die Vorteile der stabilisierten gegentiber der nicht-stabilisierten Dis-

kretisierung wird in Abschnitt 6.2 genauer eingegangen.
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10-1

10-3

10—4

10-°

Abbildung 29:

10—1

10—2

10—4

Parametervariation bei Stokes

103 104 105 106

Freiheitsgerade
Diskreter Fehler der Stokes-Lésung bei v = 5007 1. Die Referenzlo-

sung wurde mit 3.254.586 Freiheitsgeraden berechnet. Die Achsen
sind logarithmisch gezeichnet

Parametervariation bei Navier—Stokes

——0,=0,1
\ ——0,=0,5
X +5V:1

——§, = 0,01

0, =5
——0, = 10
——0, =100

103 104 10° 10°
Freiheitsgerade

Abbildung 30: Diskreter Fehler der Navier-Stokes-Losung bei v = 500~!. Die Re-

ferenzlosung wurde mit 3.254.586 Freiheitsgeraden berechnet. Die
Achsen sind logarithmisch gezeichnet
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10—2

10~4

10-5

10-6

Abbildung 31:

10—2

10—3

L?-Fehler der Stokeslosung

103 10 10° 106

Freiheitsgerade

L2-Fehler bei Parametervariation. v~ = 1000 ist fest. Die Achsen
sind logarithmisch gezeichnet

H'-Fehler der Stokeslosung

——6, = 0,01

103 10* 10° 108
Freiheitsgerade

Abbildung 32: H!-Fehler bei Parametervariation. v~ = 1000 ist fest. Die Achsen

sind logarithmisch gezeichnet
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6.2 Genauigkeitsanalyse der Rekonstruktion

In diesem Abschnitt soll die Genauigkeit der beiden Verfahren CR und
CR* aus Abschnitt 5, jeweils mit und ohne der Sprungstabilisierung aus Ab-
schnitt 5.2 verglichen werden.

Die vier Verfahren werden an den drei Beispielen aus Abschnitt 2 getestet.
Bei Beispiel 2.2 und 2.3 messen wir die Konvergenzgeschwindigkeit bei Gitter-
verfeinerung in der diskreten Norm aus Abschnitt 2.1.3. Die Norm wird auf
10325 Punkten berechnet, die aquidistant im Kollisionsbereich verteilt sind.
Bei Beispiel 2.5 kénnen wir die exakten L2?- und H!-Fehler der diskreten Lo-
sungen berechnen, da wir die analytische Losung kennen.

Der Sprungparameter ist stets d, = 1.

L-formiger Fluss

Wie man in Abbildung 33 sieht, ist die Diskretisierung mit Rekonstruk-
tion CR", im Vergleich zur Standard-Crouzeix-Raviart-Diskretisierung CR,
nie von Nachteil. Sie wird im Verhéltnis sogar immer besser, je grofler die
Reynoldszahl v~! wird. Dies stimmt mit den analytischen Ergebnissen dieser
Arbeit iiberein. Bei einer Reynoldszahl von 250 (v = 4 -1073) ist CR™ bereits
eine Verfeinerungsstufe besser.

Bei stéirkerer Verfeinerung werden die Vorteile von CRT gegeniiber CR aller-
dings geringer, da als Referenz immer eine Losung in CR dient.
Die Stabilisierung hingegen liefert bei beiden Ansdtzen, CR und CR', und

unabhéingig der Reynoldszahl eine leichte Verbesserung der Genauigkeit.

Kollisionsfluss

Als Zweites untersuchen wir die Konvergenzgeschwindigkeiten am Beispiel
der kollidierenden Kanalstromung. Hier haben wir auch bei deutlich groferer

Reynoldszahl (¢! = 1250) noch stationére Lésungen berechnen konnen. Dies
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verdeutlicht den im obigen Beispiel angesprochenen Vorteil der Rekonstruktion
bei wachsender Reynoldszahl noch deutlicher. So sieht man in Abbildung 34,
dass bei Reynoldszahl 1250 (v = 8 - 1071) die Rekonstruktion bereits ein um
zwei Verfeinerungsstufen genaueres Ergebnis liefert.

Auch hier wurde eine CR-Losung als Referenz genommen, weshalb die Vorteile
von CR" gegeniiber CR bei stéirkerer Verfeinerung abnehmen.

Die Stabilisierung scheint, bis auf den Fall v = 1, unabhéngig von der

Reynoldszahl eine leichte Verbesserung zu liefern.

Cavity-Beispiel

Am allerdeutlichsten sieht man den Vorteil von CR" im Cavity-Beispiel
aus Abschnitt 2.5. Dies war zu erwarten, da das Beispiel kiinstlich so konstru-
iert wurde, dass der gewiinschte Effekt auftritt. Die Rekonstruktion liefert hier
sogar ein um sieben beziehungsweise zehn Verfeinerungsstufen besseres Ergeb-
nis, je nachdem ob man die L?- oder die H!-Norm betrachtet. Beide Normen
kénnen wir in diesem Beispiel exakt berechnen, da wir die analytische Losung
kennen. Somit ist der Unterschied zwischen CR™ und CR, anders als in den
beiden vorherigen Beispielen, iiber allen Verfeinerungsstufen gleich. In Abbil-
dung 35 ist der L?-Fehler und in Abbildung 36 der H!-Fehler dargestellt.

Die Sprungstabilisierung verbessert in beiden Féllen das Ergebnis noch einmal

leicht. Der Sprungparameter 9, war dabei stets auf 1 gesetzt.
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V= ]_ vV = 8 . 1073
[T T T T T T T T T [T T T T TTTTIT T T T TTTTIT T
107t | E 107" E
1072 | E 1072 E
1073 | E 1073 E
:\HHH\ | Ll L \\\HH: :\\Hm\ Ll Lol L \\\HH:
103 104 105 106 103 10* 10° 108
v=4-1073
[T T T T T T T T T
-t E
1072 | 5
i 1 —— CR ohne Stabilisierung
10-3 | B —— (R mit Stabilisierung
g | —— CR" ohne Stabilisierung
Ll Ll Ll L
10°

Abbildung 33: Diskrete Fehler tiber der Anzahl der Freiheitsgrade am Beispiel
des L-formigen Flusses. Als Referenz u,.; diente eine Losung der
Diskretisierung CR mit 7.876.352 Freiheitsgraden, ohne Sprungs-
tabilisierung. Bei v = 1 sind die Ergebnisse fiir CR und CR™ fast
identisch, weshalb nur zwei Graphen zu sehen sind
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Abbildung 34: Diskrete Fehler iiber der Anzahl der Freiheitsgrade am Beispiel des
Kollisionsflusses. Als Referenz diente eine Losung der Diskretisie-
rung CR bei 12.997.242 Freiheitsgraden und ohne Sprungstabilisie-
rung. Bei v = 1 sind die Ergebnisse fast identisch, weshalb die vier

Graphen identisch sind



94

—~—CR 0,=0
107 1|=—CRrt 6,=0
- CR 0,=1
10-2 | |- CR" §,=1
10~4 | >‘\\\\\\\:(\\\\\\\"\\\\\\3(\\\\\\\,<\\\\\\\>< |
1076 | N

103 104 10° 106

Abbildung 35: L?-Fehler der Geschwindigkeit im Cavity-Beispiel. v = 1000
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Abbildung 36: H!-Fehler der Geschwindigkeit im Cavity-Beispiel. v = 1000
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Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit stellte ein Verfahren zur divergenzfreien Rekon-
struktion der klassischen Crozeix—Raviart-Elemente vor, die die verletzte Or-
thogonalitit zwischen rotationsfreien und diskret-divergenzfreien Funktionen
wieder herstellt. Diese Rekonstruktion nutzten wir analog zu [Linl4] in einer
Diskretisierung der stationdren inkompressiblen Navier—Stokes-Gleichungen
und entkoppelten damit die Fehlerabschéitzung der Geschwindigkeit vom
Druckgradienten. Dieser Vorteil des vorgestellten Verfahrens lasst sich also
besonders in Anwendungen mit groflen Driicken, allgemein aber auch bei
groflen rotationsfreien Kréften beobachten. Hierzu wurden entsprechende
Beispiele konstruiert, in denen das Verfahren gegeniiber der Diskretisierung
ohne divergenzfreier Rekonstruktion eine deutlich hohere Konvergenzrate
erzielt. Der Genauigkeitsvorteil der divergenzfreien Methode ist damit sowohl
auf analytischer Ebene, als auch in tatséchlichen Anwendungen belegt. Dabei
bleibt darauf hinzuweisen, dass die Beispiele nicht nur rein theoretischer Natur
sind, sondern durchaus eine physikalisch sinnvolle Stromungsmodellierung

darstellen.

Ein Problem das auch bei den vorgestellten Beispiele immer wieder
vorkommt, ist die hohe Anzahl an benétigten Freiheitsgraden. Vor allem bei
grofler Reynoldszahl werden sehr schnell extrem feine Gitter bendttigt, um
iiberhaupt die Konvergenz des Verfahrens sicherzustellen. Um dies auch auf
groberen Gittern zu ermoglichen, ware die Betrachtung der instationdren
Gleichungen im zeitlichen Grenzwert eine vielversprechende Moglichkeit. So
konnte mit Hilfe einer hinreichenden Steuerung von Zeit- und Newtonschrit-
ten auch bei geringerer Anzahl von Freiheitsgraden ein stationdrer Zustand
berechnet werden. Die Implementierung des zeitabhéngigen Terms wiirde

dann auflerdem die Moglichkeit bieten, die bei noch groflerer Reynoldszahl
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entstehenden instationdren Losungen zu berechnen.

Eine andere Moglichkeit die divergenzfreie Rekonstruktion auszufiihren,
ist die sogenannte BDM-Rekonstruktion. Hier werden die Crozeix—Raviart-
Elemente anstatt wie in dieser Arbeit auf Raviart-Thomas-Elemnte, auf so-
genannte BDM-Elemente (siehe [BF91]) abgebildet. Dies liefert ebenfalls eine
vom Druck unabhéngige Fehlerschranke der Geschwindigkeit, hat aber laut

[CB14] optimale Konvegenzrate.
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