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Kapitel 1

Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist die numerische Untersuchung stabilisierter Finite-Elemente—Verfahren
fiir die Konvektions—Diffusions- und die Oseen—Gleichung. Bei beiden Gleichungen handelt
es sich um lineare partielle Differentialgleichungen. Die Konvektions—Diffusionsgleichung
lautet

—eAu+b(x) - Vu+ c(x)u = f(x) firz e Q.

Die skalare Funktion w ist auf dem Gebiet Q C R%, d € N, gesucht, withrend ¢, b und f vor-
gegebene, ausreichend regulére Funktionen sind. Gehorcht die Funktion u geeigneten Rand-
bedingungen auf dem Gebietsrand von €2, so besitzt die Konvektions—Diffusionsgleichung
eine eindeutige Losung. Die Losung zu bestimmen ist fiir eine Vielzahl von Anwendungen
von Interesse. Dies ist im Allgemeinen nicht allein mit analytischen Rechnungen mog-
lich. Daher werden numerische Verfahren verwandt wie beispielsweise die Methode der
Finiten—Elemente, der Finiten—Differenzen sowie der Finiten—Volumen. In dieser Arbeit
werden wir die Methode der Finiten—Elemente untersuchen. Die Stérken dieser Methode
sind unter anderem eine relativ grofse Genauigkeit und ihre Flexibilitdt gegeniiber dem
vorliegenden Losungsgebiet. Aufgrund ihrer Stérken zéhlt die Finite-Element—Methode zu
den beliebtesten numerischen Verfahren zur Losung der Konvektions—Diffusionsgleichung.

In der vorliegenden Arbeit wird die Konvektions—Diffusionsgleichung vor allem fiir den
konvektions-dominanten Fall mit € < ||b[|z () betrachtet. In diesem Fall liefert die
Standard—Variante der Finiten-Element—Methode oft keine zufriedenstellenden Ergebnisse
mehr. Zu beobachten sind unphysikalische Oszillationen in der berechneten Losung. Um
diese Oszillationen zu reduzieren, wird die Finite-Element—Methode stabilisiert. Hierzu
untersuchen wir zwei Stabilisierungsverfahren: die Streamline-Diffusion-Methode und die
Kanten—Stabilisierung.

Die Streamline-Diffusion-Methode kann als das klassische Stabilisierungsverfahren ange-
sehen werden. Nachdem durch [HB79] die Idee der Streamline-Diffusion-Methode bekannt
wurde, ist die Methode iiber Jahrzehnte in einer Vielzahl von Arbeiten numerisch wie ana-
lytisch untersucht worden. Die Kanten—Stabilisierung ist hingegen vergleichsweise wenig
erforscht. Obwohl die Idee dieser Methode in [DD75] ebenfalls frith publiziert wurde, hat
die Kanten—Stabilisierung erst neuerdings durch die Arbeiten von Burman und Hansbo an
Bedeutung gewonnen [BH04|, [BHO6|, [BEHOG].

Das erste Ziel der vorliegenden Arbeit ist ein numerischer Vergleich beider Stabilisierungs-
verfahren. Zur Simulation benutzen wir das Programmpaket “Mathematics and object ori-
ented Numerics in Magdeburg”, kurz MooNMD. Die Streamline-Diffusion-Methode ist
dort bereits vorimplementiert. Im Gegensatz dazu ist die Kanten—Stabilisierung im Rah-
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men dieser Arbeit in den Code eingearbeitet worden.

Neben der Konvektions-Diffusionsgleichung betrachten wir die Oseen—Gleichung:

—vAu+ (b-Vu)+cu+Vp=f in €,
V-u=0 in Q.

Gesucht sind hier die vektorwertige Grofse u und die skalare Grofe p auf dem Gebiet €2,
wahrend b, ¢ und f vorgegebene, hinreichend reguldre Funktionen sind. Auch zur Losung
der Oseen—Gleichung werden oft Finite-Element—-Methoden eingesetzt. Das Standard—
Verfahren ist hier in der Regel instabil, was eine Stabilisierung erforderlich macht. In Analo-
gie zur Konvektions—Diffusionsgleichung untersuchen wir zwei Stabilisierungsverfahren: die
klassische residuale Stabilisierung und eine erweiterte Form der Kanten—Stabilisierung. Zu
der klassischen residualen Stabilisierung findet man in der Literatur zahlreiche numerische
Ergebnisse, siehe zum Beispiel [TLI1], [FF92| und [MLR0Y|. Die Kanten—Stabilisierung ist
numerisch hingegen wenig erforscht (die Ergebnisse beschrénken sich im Wesentlichen auf
die Arbeit [BEHOS]).

Das zweite Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, die Kanten—Stabilisierung fiir die
Oseen—Gleichung detaillierter zu untersuchen und die Ergebnisse mit der klassischen resi-
dualen Stabilisierung zu vergleichen. Dazu ist der Code der Kanten—Stabilisierung fiir die
Konvektions—Diffusionsgleichung entsprechend in MooNMD erweitert worden. Die klassi-
sche residuale Stabilisierung ist hingegen bereits in MooNMD implementiert und konnte
ohne weiteren Aufwand genutzt werden.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 2 werden die fiir diese Arbeit relevanten funktionalanalytische Grundlagen
wiederholt. Dazu gehort die Theorie der Lebesgue- und Sobolevraume, der Satz vom ab-
geschlossenen Bild sowie der Projektionssatz.

Aufbauend auf dieser Theorie untersuchen wir in Kapitel 3 die eindeutige Losbarkeit
von Variationsproblemen. Variationsprobleme treten bei der schwachen Formulierung der
Konvektions—Diffusions- beziehungsweise der Oseen—Gleichung auf und stellen den theore-
tischen Ausgangspunkt fiir die Finite-Element—-Methoden dar.

Variationsprobleme kénnen mit Hilfe von Galerkin—Verfahren approximiert werden.
Galerkin—Verfahren fithren wir in Kapitel 4 ein, untersuchen deren Losbarkeit und geben
Abschétzungen fir die Giite der Approximation an.

Als Spezialfall der Galerkin—Verfahren behandeln wir in Kapitel 5 die Finiten—Element—
Methode. Betrachtet werden im Wesentlichen simpliziale Finite-Elemente sowie Finite—
Elemente auf Rechtecken beziehungsweise auf Hexaedern. Nachdem die grundlegenden Ei-
genschaften dieser Finiten—Elemente diskutiert worden sind, werden Hilfsmittel wie Inter-
polationsfehler—Abschitzungen, inverse Ungleichungen und Spurungleichungen zur Verfii-
gung gestellt.

In Kapitel 6 betrachten wir die theoretischen Grundlagen zur Konvektions-Diffusions-
gleichung. Zunéchst wird die Losbarkeit der Gleichung im klassischen Sinne untersucht,
dann wird die Gleichung in ihre schwache Formulierung tiberfiihrt. Diese entspricht einem
Variationsproblem. Anschliefend analysieren wir die Losbarkeit dieses Problems mit Hilfe



der Resultate aus Kapitel 2. Zur Approximation einer Losung stellen wir im Anschluss das
Standard—Galerkin—Verfahren, die Streamline-Diffusion-Methode und die Kanten—Stabili-
sierung vor und leiten a-priori Abschétzungen fiir den Verfahrensfehler ab.

In Kapitel 7 fiithren wir numerische Rechnungen zur Konvektions-Diffusionsgleichung mit
dem Standard-Galerkin—Verfahren, der Streamline-Diffusion-Methode und der Kanten—
Stabilisierung durch. Unter anderem iiberpriifen wir, ob die von der Analysis vorausgesag-
ten Konvergenzraten aus Kapitel 6 durch die Verfahren erreicht werden und welche der
beiden Stabilisierungsverfahren gemessen an den Fehlerwerten und der Laufzeit besser ab-
schneidet.

Kapitel 8 verlduft weitgehend analog zu Kapitel 5 mit dem Unterschied, dass die Oseen—
Gleichung statt der Konvektions-Diffusionsgleichung betrachtet wird. Als Stabilisierungs-
verfahren fiihren wir die klassische residuale Stabilisierung sowie eine erweiterte Version
der Kanten—Stabilisierung ein.

Numerische Ergebnisse zur Oseen—Gleichung werden in Kapitel 9 diskutiert. Dabei werden
die residuale und die Kanten—Stabilisierung anhand der Fehlerwerte und Laufzeit mitein-
ander verglichen und die Fehlerordnungen beider Verfahren den Voraussagen aus Kapitel 8
gegeniibergestellt. Zudem wird untersucht, wie die Stabilisierungsparameter der Kanten—
Stabilisierung optimalerweise gewahlt werden sollten. Schliefslich werden Ergebnisse fiir die
Kanten—Stabilisierung bei der Verwendung von Taylor-Hood Elementen vorgestellt.

Die Ergebnisse der Arbeit werden in Kapitel 10 zusammengefasst.






Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen dieser Arbeit gelegt. Zunéchst
erinnern wir an die Definition einiger klassischer Funktionenrdume. Dann fiihren wir die
Lebesgue- und Sobolevraume ein und geben niitzliche Eigenschaften dieser Rédume an, wie
zum Beispiel Einbettungseingenschaften, Reflexivitéit und die Behandlung von Randbedin-
gungen. Abschliefend nennen wir Ergebnisse der linearen Funktionalanalysis, welche zur
Behandlung von Variationsproblemen eingesetzt werden sollen. Dazu gehoren die Eigen-
schaften dualer Operatoren und der Satz vom abgeschlossenen Bild.

2.1 Klassische Funktionenraume

Um Differentialgleichungen im klassischen Sinn behandeln zu kénnen, ben6tigt man Funk-
tionen die ausreichend oft differenzierbar sind. Die geeigneten Funktionenrdume findet man
in folgendem Lemma:

Lemma 2.1.

Sei Q eine beschriinkte offene Menge aus R, d € N, a = (o, ..., ag) € Ng ein Multiindex
und k € Ny. Der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Abschluss
von 2 sei definiert durch

C*(Q) = {v: Q — R| v ist k — mal stetig differenzierbar
und fiir |a| < k ist D%v stetig auf Q fortsetzbar}.

Der Raum C*(Q) wird mit der Norm

v = max sup|(D%)(zx
Iollex = masx, sup|(D*)(a)

zum Banachraum. D%v steht dabei fiir die partielle Ableitung von v der Form

Do olel

(D%)(x) = mv ().
Beweis. Die Rechnung fiir den eindimensionalen Fall findet man zum Beispiel in [Wer95]
auf Seite 6. Fiir hohere Dimensionen rechnet man analog. [J

Manchmal benétigen wir zusétzlich das Konzept der Holder—Stetigkeit.

Lemma 2.2.
Seien die Voraussetzungen von Lemma ] gegeben. Der Raum der Holder-stetigen Funk-
tionen C¥5(2), 0 < s < 1, sei der Teilraum von C¥(Q) bestehend aus den Funktionen v,
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2.2. LEBESGUE-RAUME

fiir welche D%, 0 < |a| < k, Holder-stetig mit Exponent s ist, fiir welche es also eine
Konstante C' > 0 mit gibt:

[D%(z) — D*(y)| < Clz —y[>  Vz,ye
Dann wird C*#(2) mit der Norm

[(D%)(x) — (D%0)(y)|
v s = ||v + max sup
Iollox@ = Ivllose) + max - sup =——"—
T#y

zum Banachraum. Dabei gilt fiir 7 > s die Inklusion C*7(Q) c C*5(Q) .

Beweis. Den Beweis, dass C**(Q) ein Banachraum ist, rechnet man wieder #hnlich wie
im Beweis zu Lemma 2l nach. Zum Beweis der Inklusion siehe |[Ada75] Theorem 1.31.

Im Fall s = 1 spricht man von Lipschitz-Stetigkeit. Wir werden des Ofteren voraussetzen,
dass das Gebiet € einen Lipschitz—Rand besitzt.

Definition 2.3. (Lipschitz—Rand)

Sei Q € R%, d € N, ein beschrinktes Gebiet. Dann sagen wir, § besitzt einen Lipschitz—
Rand 99 oder Q ist ein Lipschitzgebiet, wenn es endlich viele Mengen wy, ..., w, C R¢ gibt
mit:

(1.) die  iiberdeckden,
(2.) 02 Nw; ist fiir alle ¢ = 1,...,n, Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion,

(3.) Q@ Nw; liegt auf einer Seite dieses Graphen.

Beispiele fiir Lipschitzgebiete sind polygonal oder polyhedral berandete Gebiete. Gebiete
mit nicht Lipschitz—stetigem Rand zeigt Abbildung .11

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Gebiete mit nicht Lipschitz—stetigem Rand. Der Grund fiir die
fehlende Regularitit ist links der Schlitz im Gebietsrand, in der Mitte die Uberschneidung
und rechts der Scheitel.

2.2 Lebesgue—-Raume

Die im letzten Abschnitt vorgestellten klassischen Funktionenrdume sind fiir das Folgende
oft zu speziell. Wir fiihren daher allgemeinere R&ume ein, die so genannten Lebesgue—
Réume. Die Beweise zu den Aussagen in diesem Kapitel kénnen beispielsweise in |[Ada75]
Kapitel 2 nachgeschlagen werden. Ausgangspunkt fiir die Definition von Lebesgue—R&ume
ist die folgende Definition:



2.2. LEBESGUE-RAUME

Definition 2.4.
Seien p das Lebesgue—Mafs auf dem R”, 2 C R" eine beschréinkte Menge und f : @ — R

eine messbare Abbildung. Zu diesen Vorgaben definieren wir die Halbnormen || - [|1»(q)
durch

1/p
Hf\ILp(Q):(/Q Iflpdu> L 1<p<os,

() = Inf  sup x
Il = ot | sup 1f(@)

und mit den Halbnormen fiir 1 < p < oo die Rdume
LP(Q) ={f:Q—R: f messbar und || f||1r@) < o0}.

Es handelt sich dabei um Halbnormen, da auch Funktionen, welche nicht identisch Null
sind, durch [ -||z»(q) auf Null abgebildet werden, wie zum Beispiel die Funktion f : [0,1] —

R mit
1, falls z =0.5,
-

0, sonst.

Um aus den £P-Réumen die Lebesgue-Réume LP(2) zu erhalten, unterteilt man die £P-
Réume in Aquivalenzklassen, indem alle Funktionen zusammengefasst werden, die beziig-
lich des Lebesgue—Mafes bis auf eine Nullmenge gleich sind:

Definition 2.5. Lebesgue—R&iume
Sei
NP ={feLP(Q): f=0 fast iiberall bzgl. A}.

Dann sind die Lebesgue—Rdume definiert durch den Faktorraum
LP(Q2) = LP(Q)/NP. (2.1)

Die Lebesgue-Raume sind entgegen den LP-R&umen normierte Rdume. Die zugehorige
Norm bildet ein Element von LP nach R ab, indem man in £P(2) einen beliebigen Repré-
sentanten f der jeweiligen Aquivalenzklasse wéhlt und dann || f||r(q) auswertet. GeméaR
der Konstruktion der Lebesgue-Ré&ume ist die so definierte Norm wohldefiniert, denn fiir
zwei beliebige Funktionen f, g aus der gleichen Aquivalenzklasse gilt || f[| o) = 9]l e (0)-
Weiterhin ist die Unterteilung in Aquivalenzklassen nicht zu grob in dem Sinne, dass zwei
unterschiedliche stetige Funktion nie der gleichen Aquivalenzklasse angehoren.

Das folgende Lemma fasst einige Eigenschaften der LP-R&ume zusammen:

Lemma 2.6. Sei 1 < p,q < co.
(i) Fir f,g € LP(2) gelten f 4 g € LP(Q2) und die Minkowski—Ungleichung:

1f + glle) < 1 fllze) + l9llze (@)

Die Minkowski—Ungleichung ist gerade die Dreiecksungleichung fiir die LP-Normen.

(ii) Fiir f € LP(Q) und g € L9(Q) mit 1/p + 1/q = 1, ist fg € L'(Q) und die Hélder—
Ungleichung gilt:
1f9llr ) < [1fller@)llgllLa)-



2.3. SOBOLEV-RAUME

(iii) Es gilt LP(2) C L9(R2) fiir p > ¢, falls  beschrénkt ist.
(iv) Die LP-Raume sind vollsténdig, das heiftt, sie sind Banachrédume.
(v) Fiir die Dualrdume der Lebesgue-Raume gilt:

(LP(Q)) = L7 fiir 1 < p,q < o0, %4—%:1,
(LY(Q) =L, (2.2)
(L=@) # L.

Insbesondere sind also die Lebesgue-Riume mit 1 < p < oo reflexiv, die Rdume L!(Q)
und L*°(92) hingegen nicht.

Eine besondere Rolle spielt in dieser Arbeit der Raum L?(2). Durch

(.92 = /Q Fgdy

ist dort ein Skalarprodukt definiert. Damit ist L?(€2) ein Hilbertraum. Das L2-Skalarprodukt
kiirzen wir im Folgenden mit (-,-) ab. Insbesondere fiir den néchsten Abschnitt bendtigen
wir einen noch etwas allgemeineren Funktionenraum:

Definition 2.7.
Der Raum der lokal integrierbaren Funktionen ist definiert durch

L .(Q) = {f : Q — R f messbar und VK C Q kompakt: /K |fldu < oo} )

2.3 Sobolev—Raume

Fiir unsere Zwecke sind die LP-R&aume oftmals noch zu allgemein. Wir wollen in Rdumen
arbeiten, in denen der Ableitungsbegriff zumindest in einem schwachen Sinne definiert
werden kann. Dazu fiihren wir die Sobolev—R&ume ein. Falls nicht anders erwéhnt, findet
man die Beweise zu den Aussagen dieses Abschnitts in [Ada75] Kapitel 3 und 5. Die folgende
Definition erklért, was eine Ableitung im schwachen Sinne ist.

Definition 2.8. (Schwache Ableitung)
Sei 2 ein beschriinktes Gebiet in RY, d € N und f € LL () und « ein Multiindex. Falls
eine Funktion g € Llloc existiert, so dass

[ sprvau= 1) [ gody

fiir alle v aus C§° gilt, so heift g die schwache Ableitung von f der Ordnung «.

Dabei bezeichnet D die klassische Ableitung und C§°(€2) den Raum aller beliebig oft dif-
ferenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréager in €. Die Definition ist so gewéhlt, dass
eine im klassischen Sinne differenzierbare Funktion auch schwach ableitbar ist und dass
ihre schwache Ableitung fast iiberall mit ihrer klassischen iibereinstimmt. Analog zur klas-
sischen Ableitung schreiben wir D f fiir die schwache Ableitung von f der Ordnung «. Mit
dem gerade eingefiihrten Konzept der schwachen Ableitung kénnen wir die Sobolev—R&ume
definieren.



2.3. SOBOLEV-RAUME

Definition 2.9. (Sobolev—R&ume)
Seien k € Ny und 1 < p < 0o und Q ein beschrinktes Gebiet in R%, d € N. Die Sobolev—
Réaume sind definiert durch

WEP(Q) = {f: Q- R: fiir alle |o| <k ist Df € LP(Q)}.

Mit den Normen

1/p
I flwesy = | D (ID*fllLre)” fiir 1 < p < oo,
|| <k
[ fllweoe@) = D 1Dl
lo| <k

werden die Sobolev—R&ume zu Banachrdumen. Zudem sind die Sobolev—R&ume mit p = 2
sogar Hilbertriume. Das zugehérige Skalarprodukt (-, -)yy.2(q) : Wk2(Q) x Wk2(Q) - R
ist definiert durch
(V) ey = (D%u, D). (2.3)
lof <k

Den Raum W*2(Q) kiirzen wir im folgenden durch H*(Q) ab.

Neben obiger Definition der Sobolev—R&ume findet man in der Literatur manchmal eine
andere. Dort wird W#P(Q) durch den Abschluss von C*(f2) beziiglich der | - ww.r )
Norm definiert. Beide Definitionen sind unabhéngig vom Gebiet €2 dquivalent zueinander.

Zusitzlich zu den || - [[yyr.p(q)-Normen werden wir des Ofteren von folgenden Halbnormen
Gebrauch machen:

1/p
‘f‘wk,p(g) = Z (HDafHLp(Q))p flir 1 <p < oo,
|a|=F
[ Flwreoy = D 1D FllL(e)- (2.4)
|a|=k

Als néchstes untersuchen wir, wie die Sobolev—Raume untereinander und mit den klas-
sischen Funktionenrdume zusammenhéngen. Der Zusammenhang besteht dabei im Sinne
von Einbettungen.

Definition 2.10. (Einbettung)
Seien XY zwei normierte Vektorrdume. Wir sagen, X ist in Y eingebettet, falls gilt:

(i) X ist ein Untervektorraum von Y.

(ii) Der Identitétsoperator I : X — Y, ITv = fiir alle v € X ist stetig.
Eine Einbettung deuten wir durch X < Y an.

Fiir Einbettungen von Sobolev—R&umen untereinander kann diese Definition direkt ver-
wandt werden. Insbesondere ist hierbei W*P(Q) — WhH4(Q) dquivalent zu WHP(Q) C
Wh4(Q). Was wir hingegen unter einer Einbettung in die klassischen Funktionenriume
C!(Q) verstehen, muss noch geklirt werden, da es sich bei den W*P-Riumen streng ge-
nommen nicht um Funktionen, sondern um Aquivalenzklassen von Funktionen handelt. Wir

9
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schreiben W*P(Q) «— C(Q), falls es zu jeder Aquivalenzklasse in W¥P(Q) einen Repri-
sentanten aus C*(2) gibt und falls der Identititsoperator die Menge dieser Reprisentanten
stetig nach C'(£2) abbildet.

Satz 2.11. (Sobolevsche Einbettungstheoreme)
Sei © € R%, d € N, ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz Rand. Seien ferner j,m € Ny
und 1 < p,q < co. Dann gelten:

Fall 1) Fiir mp < d:

dp
p— mp.

Wj+m7p(Q) AN Wj7Q(Q)7 falls zusétzlich ¢ < ]

Fall 2) Fir mp = d:
WITmP(Q) — Whi(Q).

Ist speziell p = 1 und damit m = d, so gilt die Einbettung auch fiir ¢ = co.

Fall 3) Fiir mp > d:
WItme(Q) — CI(Q).

Dieses Resultat wird fiir unsere Zwecke geniigen. Verallgemeinerungen beziiglich des Ge-
biets findet man wieder in [Ada75i]. Wichtige Spezialfille der Sobolevschen Einbettungs-
theoreme sind beispielsweise die Aussagen H2(Q) C C(Q) fiir d = 2,3 und WH(Q) C
L2(9) fiir d = 2.

Es sei aulerdem erwéhnt, dass manche Aussagen der Sobolevschen Einbettungstheoreme
nicht verstdrkt werden konnen: Ist die Ungleichung g < dp/(d — mp) bei Fall 1 verletzt,
so kann sogar fiir beliebige Gebiete @ C R% gezeigt werden, dass keine Einbettung mehr
existiert (siehe Beispiel 5.25 |[Ada75]). Ebenfalls keine Einbettung existiert im Fall 2, wenn
p > 1 und ¢ = oo gilt (siehe Beispiel 5.26 [Ada75]).

Ein weiterer Zusammenhang zwischen den Sobolev— und den klassischen Funktionenrau-
men besteht in folgender Dichtheitsaussage:

Satz 2.12.
Sei  ein Gebiet mit Lipschitz—Rand und C}(2) der Raum der k-mal stetig differen-

zierbaren Funktionen mit kompaktem Trager in Q. Falls k > [ ist, liegt C(])‘“(Q) dicht in
HY(Q).

Beweis. Siehe [Wlo82| Satz 3.6. O

In dieser Arbeit werden wir Randwertprobleme in den Sobolev—R&umen behandeln. Al-
lerdings ist der Rand 92 eines Gebiets © C R? beziiglich des d-dimensionalen Lebesgue
Mafes eine Nullmenge, so dass derselben Aquivalenzklasse in W*P(2) Funktionen mit be-
liebigen Randwerten angehoren. Daher macht es keinen Sinn, Randbedingungen im klas-
sischen Sinne zu fordern. Stattdessen verlangen wir, dass die Randbedingungen zumin-
dest in einem schwachen Sinne erfiillt sind. Wir diskutieren zunéchst den Fall homogener
Dirichlet—Randbedingungen
u=0 auf 09Q.

Im schwachen Sinne soll dann gelten, dass u in I/Vég P(Q) liegt:

10
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Definition 2.13.
Der Sobolev-Raum Wé’g P(Q) ist definiert als der Abschluss von C§°(92) beziiglich der Norm
| - |y Fiir p = 2 schreiben wir wieder HE(Q).

Vieles von der Struktur der Sobolev—R&ume iibertragt sich auf die so definierten Raume.
Insbesondere ist Wé€ P(Q) ein Banachraum und HE(Q2) ein Hilbertraum.
Im Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen

u=g¢g auf dN
wahlt man einen anderen Zugang, welcher durch den folgenden Satz ermoglicht wird:

Satz 2.14. (Spuroperator)

Sei € R? ein Gebiet mit Lipschitz-Rand 9Q und 2 < p < co. Dann gibt es genau einen
linearen, stetigen Operator v : W*P?(Q) — L?(9Q), der die Randwerte von Funktionen u
aus WHP N C(Q) unveriindert lisst:

(yu)(z) = u(z) V€ 0.
~v wird Spuroperator genannt.

Beweis. Siehe [Wlo82| Satz 8.7.

Mit Hilfe des Spuroperators definiert man nun die Randwerte einer Sobolev—Funktion iiber
das folgende Korollar.

Korollar 2.15. (Spur einer Sobolev—Funktion)

Es gelten die Voraussetzungen von SatzEZTlund es sei u eine Funktion aus W*P(Q), k > 1.
Dann wihle eine Funktionenfolge {u,}%°; aus C(£2) mit Grenzwert u und definiere mit
Hilfe des Spuroperators

lim (yu,) = yu.

n—~0o0

Uber diesen Grenzwert wird der Funktion u eindeutig die Spur ~u auf 92 zugeordnet.

Beweis. Geméf Satz (ZI2) gibt es mindestens eine Folge aus C(§2) mit Grenzwert w.
Damit sichert die Existenz des Spuroperators v zugleich die Existenz der Spur. Die Ein-
deutigkeit der Spur ergibt sich aus der Stetigkeit und Eindeutigkeit des Spuroperators.
Dazu betrachte das Kriterium der Folgenstetigkeit. [

Insbesondere ist obige Konstruktion kompatibel mit Definition [ZT3] fiir homogene Dirichlet—
Randwerte, denn es gilt:

yu=0 auf dQ  Vue WFP(Q).

Fir k£ > 2 kann man zusétzlich eine Aussage iiber die Randwerte der Ableitungen von
WéC P(Q))-Funktionen machen:

vD% =0 auf 02 Yu € Wéﬁ’p(Q) mit |a] < k—1.

Bemerkung 2.16.

Fiir diese Bemerkung gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Satz T4 In Satz 2214
haben wir das Bild des Spuroperators als L2(92) angegeben. Nach dem Beweis in [Wlo8]
besitzt die Randfunktion sogar grofere Regularitit. Eine Funktion aus W*P(Q) wird
niamlich vom Spuroperator auf den Funktionenraum H*~1/ 2(092) abgebildet. Der Raum
H*=1/2(9Q) mit nicht ganzahligem Exponenten k — 1/2 ist ein Unterraum von H*~1(9%)

11
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(sieche [Wlo82] Satz 6.1). Die Sobolev-R&ume mit nicht ganzahligem Exponenten werden
als Sobolev—Slobodecki-Raume bezeichnet. Die Definition der Sobolev—Slobodecki-Raume
lautet

H"S(Q) = {f € L*(Q) : D*f € L*() fiir |o| <k und |D*f|, < oo},

mit k€N, 0<s<1,QcR?und

2

‘I’ _ y’28+d

GemiR [Wlo82| Satz 3.1 ist H*+5() ein Hilbertraum. Fiir weitere Resultate zu den Sob-
olev-Slobodecki-Raume siehe [Wlo82| oder beispielsweise [Tre75].

Durch die Raume VVO/LC P(Q) lassen sich Sobolev—Riume eines neuen Typs motivieren, nim-
lich Sobolev—R&ume mit negativem Exponenten k.

Definition 2.17.
Der Raum W~54(Q), k € Ny, ist definiert durch

WEI(Q) = {u' € (CF°()"+ |/l k() < 0},

wobei (C§°(£2))" der Dualraum von C§°(Q) ist und

o sy = e
W—ka(Q) = sup .
ozuccze @) ullwra)

Den Zusammenhang zwischen W ~%4(Q) und W(f“‘ P(Q) gibt folgendes Lemma an.

Lemma 2.18.
Seien (2 ein beschriinktes Gebiet und 1 < p,q < oo mit 1/p + 1/q = 1. Dann ist W=%4(Q)
der Dualraum von I/Vég P(Q).

Auch vektor- und tensorwertige Sobolev—Funktionen werden in dieser Arbeit vorkommen.
Diese Funktionen ergeben sich auf natiirliche Weise durch Produktbildung von skalaren
Sobolev—Funktionen. Die Struktur der Sobolev—Raume bleibt dabei erhalten. So sind die
Riaume [WFP(Q)]" sowie [WFP(Q)]"*", n € N, weiterhin Banachrdume und die Riaume
[H*(Q)]" sowie [HF(€2)]"*"™ weiterhin Hilbertriume. Die zugehorigen Normen und Skalar-
produkte sind komponentenweise definiert durch:

[ull sy =Y luillwes@y, — lulrs@yen == Y lisllwes),
i—1 ij=1

(0, V) qayn = D (i 0)regys (U 0) i ypcn = Y (Wi, Vi) ()
i1 ij—1

Im Folgenden schreiben wir abkiirzend [|ul[yyr.p(q) statt [[ullpr.s@ye oder [[ullpr.p@ynxn
und (u, v) gr(qy statt (u, v)gr@yn oder (u, v) gk @ynxn. Obige Aussagen gelten insbeson-
dere auch fiir vektor- oder tensorwertige Lebesgue—R&ume.

Fiir spétere Zwecke benétigen wir noch die folgende Ungleichung;:
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Lemma 2.19. (Friedrichs—Ungleichung)
Seien © C R? d € N, ein beschrinktes Gebiet und 1 < p < oco. Dann gilt fiir alle
u e W)

[ullwrr ) < CF [ulyrpo (2.5)

mit einer Konstanten Cr > 0 die nur von p, d und dem Durchmesser von 2 abhingt. C'p
wird auch als Friedrichs—Konstante bezeichnet.

Die Friedrichs—Ungleichung gewéhrleistet insbesondere, dass fir u € Wé’g P(Q) mit u # 0
die Abschétzung [u|ypq) > 0 gilt. Daher ist |k, sogar eine Norm auf Wg’p(Q).

2.4 Hilfsmittel der Funktionalanalysis

Insbesondere fiir das néchste Kapitel, in welchem die Losbarkeit von Variationsproblemen
untersucht wird, bendtigen wir einige Hilfsmittel der linearen Funktionalanalysis. Sei V'
ein normierter Vektorraum. Den Dualraum von V bezeichnen wir mit V' und das duale
Produkt zwischen v € V und v' € V/ mit

(W' v) =" (v).

Seien () ein weiterer normierter Vektorraum. Zur Unterscheidung versehen wir im Folgen-
den die Normen und die dualen Produkte mit dem Index V oder ). Zudem schreiben
wir £(V, Q) fiir den Raum aller linearen, stetigen Operatoren, die von V nach @ abbilden.
Hauptresultat dieses Abschnitts ist der Satz vom abgeschlossenen Bild. Fiir einen Operator
T € L(V,Q) macht dieser Satz unter anderem eine Aussage iiber den dualen Operator 7"

Lemma 2.20. (Dualer Operator)
Seien V, @ normierte Rdume. Zu einem Operator T' € L(V, Q) gibt es genau einen Operator
T : Q' — V' mit

(T'q',v)y = (¢, Tv)g Vo eV und V¢ € Q'.

Den Operator 77 : Q" — V' nennen wir den zu T dualen Operator. Der duale Operator
ist stetig und linear. Zuweilen bezeichnet man 7" auch als den zu T adjungierten Operator
oder kurz als die Adjungierte.

Beweis. Siehe [Yos65] Seite 193 bis 195 oder |Alt85] Seite 262. [

Ist der Operator T nur auf einer Teilmenge D(T) C V definiert, so gilt obiges Lemma
immer noch, wenn der Definitionsbereich des dualen Operators eingeschrankt wird auf

D(T'):={qd € Q" : v (¢, Tv) ist stetig auf V'} .

Mit ker(T") bezeichnen wir den Kern des Operators 7' und mit R(T") seinen Bildbereich.
Dann lautet der Satz vom abgeschlossenen Bild:

Satz 2.21. (Satz vom abgeschlossenen Bild)

Seien V, ) Banachrdume und T ein stetiger Operator von V nach @ mit einer Definitions-
menge, welche dicht in V liegt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1.) R(T) ist abgeschlossen in Q.

(2.) R(T") ist abgeschlossen in V.

(3.) R(T) =ker(T)° ={q e Q: (¢,q) =0 fur alle ¢’ € ker(T")}.

(4.) R(T") =ker(T)° ={v e V': (V',v) =0 fiir alle v € ker(T)}.
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Beweis. Siehe [Yos6i] von Seite 205 bis 207. O

Im néchsten Kapitel wird der Satz vom abgeschlossenen Bild benutzt, um die Losbarkeit
von Variationsproblemen nachzuweisen. Die im Satz aufgefiilhrten Mengen ker(7")° und
ker(T)° bezeichnet man auch als Annihilatoren von ker(7”) und ker(7'). Neben dem Satz
vom abgeschlossenen Bild benétigen wir noch folgende Eigenschaft des dualen Operators:

Lemma 2.22.
Seien V, Q Banachraume und 7' € £(V, Q). Dann existiert die Inverse T~! € £(Q, V) genau
dann, wenn der duale Operator eine Inverse (T")~! € L(V’,Q’) besitzt. Zudem gilt

(T—l)/ — (T’)_l.

Beweis. Siehe |Alt&5| Seite 264. [

Der Operator T ist in diesem Abschnitt als Element von £(V, Q) vorausgesetzt worden.
Auf dem Raum L(V, Q) gibt es eine Norm, die so genannte Operatornorm.

Lemma 2.23. (Operatornorm)
Seien V, @ normierte Vektorraume. Fiir T € £L(V, Q) wird durch

Tv
0£veV [vllv

eine Norm auf £(V, Q) definiert. Diese Norm wird Operatornorm genannt. Mit der Ope-
ratornorm wird £(V, Q) zum normierten Raum. Ist ) zusétzlich ein Banachraum, so auch

L(V,Q).
Beweis. Siehe [Wer95| Seite 47. O
FEinige weitere niitzliche Figenschaften der Operatornorm sind:

Lemma 2.24. (Operatornorm)
Seien V, Q) normierte Vektorrdume sowie 7' € L(V,Q) und S € L(Q,V) .

(i) Die Operatornorm ist submultiplikativ, das heifst, es gilt
TS| < TNIST-

(i) Der Operator T und sein dualer Operator T” besitzen die gleiche Operatornorm, sprich
1]} = (7]
Beweis. Fiir Teil (i) siehe [Wer93| Seite 48 und fiir Teil (ii) [Yos65| Seite 195. O

Auch einem Skalarprodukt kénnen wir eine Art Operatornorm zuordnen:

Lemma 2.25.
Seien V, @ normierte Rédume und a(-,-) : V x Q — R eine stetige Bilinearform. Dann ist
durch

o a(v, q)
la == sup sup Tl
0#£veV 0#£q€Q ||U||VHQ||Q

eine Norm auf £(V x @Q,R) definiert. Diese Norm bezeichnen wir als die Norm von a.

Beweis. Der Beweis folgt schnell unter Verwendung der Stetigkeit von a und der Normen
sowie der Dreiecksungleichung fiir || - ||y; beziehungsweise || - [|g. O
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Die Beschrénktheit von a ist dquivalent zur Aussage ||a|| = C < oo. Fiir die Bilinearform
a werden wir auch folgendes Resultat verwenden:

Lemma 2.26.
Seien V, @ normierte Rdume und a(-,-) : V x @ — R eine stetige Bilinearform. Dann gibt
es genau einen stetigen linearen Operator A : V — @', so dass fiir alle v € V und alle

q € Q gilt:
a(v,q) = (Av,q)q- (2.6)

Den Operator A nennen wir den Darstellungsoperator von a. Die Normen von A und a
sind gleich, sprich ||A| = ||a]l.

Beweis. Man definiert A : V — @', indem man das Bild Av vermoge der Abbildungsvor-
schrift (Av)(q) = a(v, q) spezifiziert. Damit ist A wohldefiniert sowie wegen der Vorausset-
zungen an a stetig und linear. Eine andere Wahl von A widerspricht der Forderung (1),
das heiftt, A ist eindeutig. [

Ein weiteres Hilfsmittel wird der Projektionssatz sein.

Satz 2.27. (Projektionssatz)
Seien V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt a, U ein abgeschlossener Unterraum von V
und U+ das orthogonale Komplement von U, also

Ut ={veV: alv,u)=0 YueU}

Dann ist auch U' ein abgeschlossener Unterraum von V' und jedes v € V kann in eindeu-
tiger Weise zerlegt werden in

v=u-+ut mit w € U und ut € U+,

Sei iiber diese Zerlegung der Operator 7 : V' — U definiert durch 7(v) = w. Dann ist 7 ein
linear stetiger Operator mit den Eigenschaften:

2= (m ist idempotent),

a(mv,u) = a(v, Tu) Yu,v € V (m ist symmetrisch).
Man bezeichnet 7 als den Projektionsoperator oder die Projektion auf U.
Beweis. Siehe [Yos65] Seite 82 und 83. O

Abschliefsend sei noch an eine Aussage der klassischen Analysis erinnert:

Lemma 2.28. (Young—Ungleichung)
Seien a,b € R. Dann gilt fiir alle 6 > 0 die Young—Ungleichung:

1 5
ab < —a? + §b2.

Beweis. Elementares Nachrechnen. [
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Kapitel 3

Variationsprobleme in Hilbertraumen

In dieser Arbeit treten Variationsprobleme in Hilbertrdumen bei der schwachen Formulie-
rung von partiellen Differentialgleichungen auf. Zundchst werden wir den Variationsproblem—
Typ vorstellen, welcher bei der Behandlung von Konvektions—Diffusionsgleichungen auf-
tritt. Dann diskutieren wir gemischte Variationsprobleme, wie sie bei der schwachen For-
mulierung der Oseen—Gleichung auftreten. Zudem werden Sétze zur Verfiigung gestellt, mit
welchen die eindeutige Losbarkeit der Variationsprobleme gesichert werden kann.

3.1 Variationsprobleme

Seien V ein reeller Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-)y sowie der induzierten Norm
1/2

Il = (21 g

| - ||y strikt koerzitive Bilinearform, das heift, es gibt zwei Konstanten C,C > 0 mit:

und f € V'. Sei ferner a : V x V' — R eine stetige und beziiglich der Norm

a(v,v) > Cllv||¥ Vv eV (strikte Koerzitivitéit),
a(u,v) < Cllullv||v]lv Vu,v € V. (Stetigkeit).

Das folgende Problem wird als Variationsproblem bezeichnet: Finde ein u € V| so dass fiir
alle v € V gilt:

a(u,v) = f(v). (3.1)

Falls a zusétzlich symmetrisch ist, folgt die eindeutige Losbarkeit dieses Variationsproblems
aus dem Rieszschen Darstellungssatz:

Satz 3.1. (Rieszscher Darstellungssatz)
Sei V' ein Hilbertraum und a ein Skalarprodukt auf V. Zu jedem beschrénkten linearen
Funktional w’ € V' gibt es ein eindeutig bestimmtes v € V' mit

a(u,v) = (w',v) Yo e V.

Die Abbildung Ry : V' — V, w' +— wu ist ein isometrischer Isomorphismus. Ry wird
Rieszscher Darstellungsoperator genannt.

Beweis. Siehe [Yos6i] Seite 90. O

Bemerkung 3.2.

(1.) Aus funktionalanalytischer Sicht besagt der Rieszschen Darstellungssatz, dass die Ele-
mente eines Hilbertraums eindeutig mit Elementen aus dem Dualraum identifiziert werden
koénnen.
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(2.) Oft tritt obiges Variationsproblem in der folgenden dquivalenten Formulierung auf:

Finde u aus V, so dass gilt:
J(u) = min J
(U) Osévlénv (U)

beziiglich des Funktionals
1
T() =30l - 1)

Den Beweis zur Aquivalenz beider Probleme findet man beispielsweise in [Cia7&], Theorem
1.1.2.

Der Rieszsche Darstellungssatz ist fiir unsere Zwecke oft zu speziell. Wir benétigen eine
Verallgemeinerung fiir unsymmetrische Bilinearformen. Beschranktheit und strikte Koer-
zitivitét beziiglich || - ||y behalten wir hingegen bei. Das zugehérige Variationsproblem ist
dann immer noch eindeutig 16sbar, wie der Satz von Lax—Milgram zeigt:

Satz 3.3. (Satz von Lax—Milgram)
Sei a(+,-) : V x V — R eine beschrinkte Bilinearform und sei a strikt koerzitiv beziiglich
|||V Zu jedem beschriankten linearen Funktional v' € V’ gibt es ein eindeutig bestimmtes
u € V mit

a(u,v) = (v, v) Yo e V.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes, siehe [Yos65] Seite
92. 0O

Mit Hilfe des Satzes von Lax—Milgram werden wir die eindeutige Losbarkeit der Konvektions—
Diffusionsgleichung untersuchen.

Bemerkung 3.4.

Eine dquivalente Aussage des Satzes ist, dass es einen eindeutig bestimmten linearen, ste-
tigen Isomorphismus A von V nach V' gibt. Dies ist stéirker als die Aussage von Lemma
P28, wo auf die Koerzitivitdt von a verzichtet worden ist. Aus Lemma folgt nur die
eindeutige Existenz eines stetigen, linearen Operators A von V — @', nicht jedoch dessen
Injektivitdt oder Surjektivitéit.

3.2 Gemischte Variationsprobleme

Im letzten Abschnitt ist die Bilinearform a immer iiber dem Produktraum V x V definiert
worden. Bei gemischten Variationsproblemen ist a hingegen tiber dem Produktraum V x @
von V mit einem weiteren Hilbertraum @ gegeben. Das verallgemeinerte Variationspro-
blem lautet hierzu:

Finde ein u € V, so dass fiir alle ¢ € Q gilt:

a(u,q) = f(q)- (3.2)

Dabei ist wieder f € V'. Sei A der gemifs Lemma zur Bilinearform a zugeordnete
Operator. Dann ist die eindeutige Losbarkeit des obigen Variationsproblems dquivalent zu
der Aussage, dass A ein Isomorphismus ist. Mit Hilfe des néchsten Satzes werden wir ein
hinreichendes Kriterium fiir die Isomorphie von A angeben:

18



3.2. GEMISCHTE VARIATIONSPROBLEME

Satz 3.5.

Seien V, @ reelle Hilbertraume, a(-,-) : V x Q — R eine stetige Bilinearform, A € L(V,Q’)
der Darstellungsoperator von a und I der Identitatsoperator auf @)'. Fiir alle C' > 0 sind
folgende drei Aussagen dquivalent:

0 s LD 5o veeq
ozvev vllv
G) 4% = Clalg Vg€ Q.

(iii) Es gibt S € £(Q',V), so dass AS =T auf @ und ||S|| < C™1,
wobei [ fiir die Identitdt steht.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [Bre74| Theorem 0.1.
Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt aus der Gleichheit der linken Seiten:

a(v,q Av,q Alq,v
Cllallg < sup ©.q) _ sup Aoglg _ sup < v

orvev [lv  ozvev lvllv ozev  Ivllv

= Aqll.  (3.3)

Die erste Gleichung ergibt sich aus der Definition des Darstellungsoperators von a (siehe
Lemma 226)), die zweite aus der Definition des dualen Operators (siehe Lemma ZZ20)) und
die dritte aus der Definition der Operatornorm (siehe Lemma ZZ23]).

Fiir die Implikation (iii)= (ii) schétzen wir mit Hilfe des Rieszsche Darstellungsoperator
Rg auf @ ab:

a(v,q) - a(SRélq,q) (ASRp-1q,q)q

ozvev Ivlv = ISRG'alv 1SRG allv

_(B'ede _ (g.9)0
1SRG allv 1SRG dllv

2
iy
1SRG allv

(3.4)

Der Reihe nach folgen die Relationen aus der der Tatsache, dass SRélq fir alle ¢ € @
Element von V ist, der Definition des Darstellungsoperators von a, der Voraussetzung
AS = I, dem Rieszschen Darstellungssatz (Satz Bl) sowie dem Zusammenhang zwischen
Skalarprodukt und induzierter Norm. Als néchstes schitzen wir den Nenner von (B2)) nach
oben ab:

1SRG allv < 1SRG dller < ISIlllalle < & llalle- (3:5)

Die erste Ungleichung ergibt sich, da fiir einen linearen stetigen Operator T : V — @
die Ungleichung ||Tv||q < ||T'||||v]|v gilt (betrachte die Definition der Operatornorm). Die
zweite Ungleichung folgt wegen der Isometrie des Rieszschen Darstellungsoperators (siehe
Satz B)) und die letzte wegen der Voraussetzung ||S|| < C~!. Kombiniert man nun die
Abschéitzungen (BA]) und(@3), so folgt die gewiinschte Aussage:

IAqll = Cllqllq Vg € Q.
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Als néchstes beweisen wir (i) = (iii). Wir definieren Ag als die Einschrankung von A auf
das orthogonale Komplement von ker(A), welches gegeben ist durch

(kerA)t == {v e V: (v,¢) = 0 falls AC = 0}. (3.6)

Nach Konstruktion ist Ag(v) =0 < v =0, also ist A injektiv. Nun zeigen wir mit Hilfe
des Satzes vom abgeschlossenen Bild, dass Ap surjektiv ist. Daraus folgt als Zwischen-
resultat, dass Ap ein Isomorphismus von (kerA)+ auf @’ ist (wegen der Linearitit und
Injektivitdt von Ag). Der Satz vom abgeschlossenen Bild soll in Richtung (2.) nach (3.)
verwandt werden. Wir wollen also zeigen, dass R(A’;) eine in V'’ abgeschlossene Menge ist.
Betrachte hierzu eine Cauchy-Folge {v],}22, aus R(A;) mit Grenzwert vj. Mit ¢, kiirzen
wir das Urbild des n-ten Folgengliedes ab, also A% (g,) = v},. Aus (ii) folgt nun

1
40— Gmlle < Flvh = viull  Vm,meN.

Damit ist auch {g,}72 eine Cauchy-Folge. Ihren Grenzwert bezeichnen wir mit go. Auf-
grund der Stetigkeit von A% haben wir v}, = A% (gn) — A’(go) beim Ubergang n — oc.
Dies bedeutet v, = A’x(qo) € R(A%). Mit anderen Worten: Jede Cauchy-Folge aus R(A’;)
besitzt einen Grenzwert in dieser Menge. Damit ist R(A%;) eine in V’ abgeschlossene Men-
ge. Nun verwenden wir den Satz vom abgeschlossenen Bild in der Richtung (2.) nach
(3.) und erhalten R(Ag) = ker(A%;)°. Gemék (i) haben wir A%(¢) = 0 < ¢ = 0, also
ker(A%;) = {0}. Daraus folgt wegen R(Ag) = ker(A)° = Q' wie gewiinscht die Surjek-
tivitdt von Ap. Wir wissen jetzt, dass Ap ein Isomorphismus ist. Seine Inverse sei AEl.
Gemék Konstruktion gilt fiir die Inverse AA;J1 = I auf Q'. Mit der Wahl S := Agl =1
folgt die erste Aussage von (iii).

Bleibt noch, die Ungleichung ||A'|| < 1/C zu zeigen. Mit Ag besitzt wegen Lemma
auch der duale Operator A%, eine Inverse (A%)~!. Zu einem beliebigen v' € R(A%) \ {0}
sei ¢ das Urbild, also ¢ = (A%;)~1v'. Dies in (i) eingesetzt, ergibt

1 AI -1,/
() = CllA) o) o g 2 15
v
Da v’ beliebig aus R(Ag/) \ {0} gewihlt war, bleibt die Ungleichung beim Ubergang zum
Supremum bestehen:
/I \—1,/
p LR WVl _ 1

040/ ER(Agy) '] - C

Nach Definition der Operatornorm steht auf der linken Seite [|(A’%;)7||. Es folgt:

_ _ S 1
ICAR)7H = (4B 1 = 1451 < &

Die erste Gleichheit ergibt sich aus der Tatsache, dass fiir einen Isomorphismus wegen
Lemma (AL = (A gilt, die zweite aus Lemma Damit ist auch die zweite
Aussage von (iii) gezeigt. [

Fiir endlichdimensionale Hilbertraume V, Q gleicher Dimension folgt aus Satz bereits,
dass A ein Isomorphismus ist. Der allgemeinere Fall wird durch folgendes Korollar abge-
deckt:

Korollar 3.6.

Seien die Voraussetzungen von Satz erfillt, dass heifit, seien V, Q reelle Hilbertraume,
a(+,-) : V x @ — R eine stetige Bilinearform und A € £(V, Q') der Darstellungsoperator
von a . Fiir alle C > 0 und C > 0 sind dann folgende drei Aussagen dquivalent:
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3.2. GEMISCHTE VARIATIONSPROBLEME

(i) up alv, q) >Clqllo Vg€ @und sup a(v. ) > Clolly VveV.

s
ozvev [[vllv 04qeQ llallQ
(i) [l4'qll > Cllgle YgeQund [Av|| = Cllvfly VveV.
(iii) A ist ein Isomorphismus von V auf @' mit [|[A~Y| < ¢! und ||(4) Y| < C L.

Beweis. Die Aussage ergibt sich, indem man den Satz einmal auf die Bilinearform a
anwendet und einmal auf die Bilinearform @ : @ x V' mit a(q,v) := a(v,q). O

Die Aussage in Richtung von (i) nach (iii) ldsst sich nochmals verstérken:

Satz 3.7.
Seien die Voraussetzungen von Satz erfiillt und a geniige der Bedingung
sup _a(v.a) < Cv|lv Yv e V. (3.7)
0£¢eq vllviliale
Ferner gelte:
Fiir alle g € Q\ {0} Fv eV mit a(v,q) # 0. (3.8)

Dann ist der Darstellungsoperator A von a ein Isomorphismus von V nach @Q’.
Beweis. Siehe |[BA72| Theorem 5.2.1. [

Bemerkung 3.8.
(1.) Die Bedingung aus Satz B an a wird auch als Babuska—Brezzi-Bedingung bezeichnet.
Sie ist offenbar dquivalent zur Aussage

inf  sup a(v.9)

— T —C>0.
0£vEV 024eq ||Vl [lallo

Aufgrund dieser Aquivalenz nennt man die Babugka Brezzi-Bedingung manchmal auch
inf-sup Bedingung.

(2.) Auch im Spezialfall V' = @ ist der obige Satz allgemeiner als der Satz von Lax—Milgram:
Falls a strikt koerzitiv ist, erfiillt a die Babuska—Brezzi-Bedingung sowie Bedingung (B8]
mit der Wahl v = q.

Bei der Behandlung der Oseen—Gleichung wird noch ein anderer Typ eines gemischten
Variationsproblems auftreten. Seien V,Q wieder reelle Hilbertraume, a : V x V — R sowie
b:V x Q — R stetige Bilinearformen und f € V', g € Q. Das folgende Problem wird
ebenfalls als gemischtes Variationsproblem bezeichnet: Finde (u,p) € V x @, so dass fiir
alle (v,q) € V x Q gilt:

a(u,v) +b(v,p) = f(v)
b(u,q) = 9(q)-
Dieses gemischte Variationsproblem kann im Produktraum ¥ :=V x @ in ein Variations-

problem vom Typ B tberfithrt werden: Da ([B3) fur alle (v,q) € V x @ zu gelten hat,
konnen dort beide Gleichungen zusammengefasst werden zu:

(3.9)

a(u,v) +b(v,p) +b(u, q) = f(v) + g(q). (3.10)
Zu dieser Gleichung definieren wir F' € V' x Q'
F(u,p) = f(v) + 9(q) (3.11)
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3.2. GEMISCHTE VARIATIONSPROBLEME

und durch
d((u, p), (v,q)) := a(u,v) + b(v,p) + b(u, q) (3.12)

eine Bilinearform auf V' x Q. Sei aukerdem U := (u,p) und V := (v,q). Die zu B3)
aquivalente Formulierung vom Typ (Bl) lautet damit: Finde U € X, so dass fiir alle V' aus
> gilt:

dU,V)=F(V). (3.13)

Prinzipiell kann also das gemischte Variationsproblem (B) wie das bereits diskutierte Va-
riationsproblem (Bl) oder wie das gemischte Variationsproblem (B2) behandelt werden.
Das Problem hierbei ist allerdings, dass der Bilinearform d manchmal die nétigen Eigen-
schaften fehlen, um die obigen Resultate verwenden zu koénnen. Daher werden wir noch
einen anderen Zugang beschreiben. Es soll ein hinreichendes Kriterium fiir die eindeuti-
ge Losbarkeit von ([B3) formuliert werden, welches noch schwéchere Voraussetzungen an
a und b stellt. Seien A, B die Darstellungsoperatoren von a und b und sei der Operator
A:V xQ — V' x Q" definiert durch

A(v,q) := (Av + B'q, Bq). (3.14)

Dann ist die eindeutige Losbarkeit von ([B3) dquivalent zur Aussage, dass A ein Isomor-
phismus ist.

Satz 3.9. Sei Z der Kern des Operators B, Z’ der zugehorige Dualraum und 7 die ortho-
gonale Projektion von V"’ auf Z’. Der dem gemischten Variationsproblem (B3) zugeordnete
Operator A ist genau dann ein Isomorphismus von V' x @ auf V/ x @Q', wenn die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) mA ist ein Isomorphismus von Z auf Z'.
(ii) Es gibt C' > 0, so dass gilt
1B'all > Cliglle  fiir alle ¢ € Q.

Beweis. Der Beweis folgt mit Hilfe von Satz und dem Satz vom abgeschlossenen Bild
geméf Theorem 1.1 von |Bre74.

Der obige Satz ist recht abstrakt. Fiir unsere Zwecke geniigt eine abgeschwichte Variante:

Satz 3.10. Seien a, b wie oben und es gebe zusétzlich 9, > 0, so dass gilt:

YoeZ: a(v,v) >0|v|v (Z-Elliptizitat),

inf sup b(v, q)

— > (Babuska—Brezzi-Bedingung),
0#£4€Q o2vev [|V]v [lallq

wobei Z :={v eV : blv,q) =0 Vqge Q}. Dann besitzt das gemischte Variationsproblem
[B3) eine eindeutige Losung.

Beweis. Die Babuska—Brezzi-Bedingung ist wegen der Aussage von Satz in Richtung
(i) nach (ii) dquivalent zu Teil (ii) von Satz Um Satz anwenden zu kénnen, muss
also nur noch gezeigt werden, dass mA ein Isomorphismus von Z nach Z’ ist. Zunichst
vergewissern wir uns, dass der Projektionsoperator 7 existiert und zu den linear stetigen
Abbildungen von V’ nach Z’ gehort. Da B ein stetiger Operator ist, ist Z als Kern von B
ein abgeschlossener Unterraum von V. Damit ist auch Z’ ein abgeschlossener Unterraum
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von V' und wir konnen den Projektionssatz anwenden. Dieser liefert die Existenz des
Projektionsoperators 7 : V/ — Z’ und belegt insbesondere dessen Stetigkeit und Linearitt.
Damit ist wA als Verkettung zweier linear stetiger Operatoren ebenfalls linear und stetig.
Als néchstes zeigen wir, dass mA surjektiv ist. Sei dazu f € Z’ beliebig vorgegeben. Die
Bilinearform « ist als Z-elliptisch vorausgesetzt, was der strikten Koerzitivitdt von a auf
Z entspricht. Der Satz von Lax—Milgram ergibt die eindeutige Existenz von u € Z mit

a(uv) = (f0)  WeZ
was dquivalent ist zu

(rA)(w) = f.

Da f € Z' beliebig vorgeben war, impliziert diese Aussage die Surjektivitdt von mA auf
Z'. Bleibt noch die Injektivitit von mA zu zeigen. Da 7A linear und stetig ist, geniigt es
fir alle u € Z, die Aussage (mA)(u) = 0 = u = 0 zu beweisen. Sei also u aus Z mit
(mA)(u) = 0. Nach Definition von 7 gilt

0= ((rA)(u),v) = (Au,v) Vv e Z,

also insbesondere

0 = (Au, u) = a(u, u).

Aus der Z-Elliptizitét folgt daraus wie gewiinscht u = 0. Insgesamt ist wA also ein Isomor-
phismus und Satz ergibt die eindeutige Losbarkeit von (B3) . O

Den letzten Satz werden wir anwenden, wenn die Losbarkeit der Oseen—Gleichungen un-
tersucht wird.
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Kapitel 4

Galerkin—Verfahren

Analytisch kénnen die Variationsprobleme aus dem letzten Abschnitt oft nicht oder nur
mit groffem Aufwand gelost werden. Daher nutzt man numerische Naherungsverfahren.
In dieser Arbeit verwenden wir dazu Finite-Elemente-Methoden, welche auf Galerkin—
Verfahren basieren. Als nichstes werden wir klaren, wie Galerkin—Verfahren auf lineare
Gleichungssysteme fiihren und wann es eine eindeutige Losung gibt. Aufserdem wird unter-
sucht, wie gut die aus einem Galerkin—Verfahren bestimmte N&herungslosung die Losung
des Variationsproblems approximiert.

4.1 Galerkin—Verfahren fiir Variationsprobleme

Sei V' ein Hilbertraum mit Norm || - ||y und sei f € V'. Gegeben sei folgendes Variations-
problem: Finde ein u € V, so dass fiir alle v € V gilt:

a(u,v) = f(v). (4.1)

Ist a: V xV — R eine stetige und beziiglich der Norm || - ||y strikt koerzitive Bilinearform,
so besitzt obiges Variationsproblem eine eindeutige Losung. Dies ist die Aussage des Satz
von Lax-Milgram (Satz B3)).

In dieser Arbeit werden wir die Losung von Variationsproblemen des obigen Typs in einem
endlichdimensionalen Teilraum V;, € V mit Hilfe des Galerkin—Verfahrens ndhern. Eine
Néherungslosung erhélt man dabei aus der analogen Formulierung von ([Jl) auf dem Raum
V4, namlich: Finde uy, € V3, so dass:

a(up,vy) = f(vg) Yoy € Vp,. (4.2)

Auch das Galerkin—Verfahren besitzt nach dem Satz von Lax—Milgram eine eindeutige
Losung. Die Voraussetzungen sind erfiillt, da die Koerzitivitdt von a auch im Unterraum
V3, gilt und jeder endliche Unterraum eines Hilbertraums selbst ein Hilbertraum ist.

Die Lésung des Galerkin—Verfahrens fiihrt auf ein endlichdimensionales lineares Gleichungs-
system. Um ein lineares Gleichungssystem aufzustellen, wiahlen wir eine beliebige Basis
{¢:}}¥, von V}, aus.

Beziiglich dieser Basis kann (£2)) wegen der Linearitdt von a und f umformuliert werden
zu: Finde uy, € V3, so dass:

a(up, ¢;) = f(¢;) firi=1,...,N. (4.3)

Demnach geniigt es, die vermeintliche Lésung gegen die Basisfunktionen ¢; zu testen statt
gegen alle Funktionen aus Vj,.
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Wir stellen nun die gesuchte Losung uy als Linearkombination der Basisfunktionen mit
den noch unbekannten Koeffizienten u; dar

N
Up = Zuj(ﬁj. (4.4)
j=1
Einsetzen in ([3) ergibt
N
a Zuj¢j, gbz = f(qﬁl) fiir ¢ = 1, ceny N (45)
j=1

oder bei Ausnutzung der Linearitdt von a im ersten Argument
N
j=1

Identifizieren wir
N
A= {a(¢j, 00}y, wi=(w)ily und fi=(f(0:))L, (4.7)
so ergibt sich als dquivalente Formulierung zu (B0
Au=Tf (4.8)

Aus diesem linearen Gleichungssystem konnen die unbekannten Koeffizienten u; bestimmt
werden, woraus die Losung uy, folgt. Bei der Lésung kann die positive Definitheit von A
niitzlich sein, welche aus der strikten Koerzitivitdt von a folgt.

Nachdem nun klar ist, wie eine Naherungslosung u;, bestimmt werden kann, fragt sich, wie
gut uy die Losung w des urspriinglichen Variationsproblems (BZl) approximiert. Genauer
kann diese Frage erst dann geklart werden, wenn der Hilbertraum V und der endliche
Teilraum V}, spezifiziert werden, was in Kapitel H geschehen wird. Aber auch schon ohne eine
konkrete Wahl ist die folgende Aussage moglich (zunéchst unter starkeren Voraussetzungen
an a):

Lemma 4.1.

Die Bilinearform a sei stetig, symmetrisch und strikt koerzitiv beziiglich der von a induzier-
ten Energienorm || - ||, = a(-,-)'/2. Sei ferner u die Losung von () und uy, die zugehorige
Néherungslosung berechnet aus ([£2). Dann gilt:

- = mi - . 4.9
=l = i [l = v (4.9

Beweis. Wihle in ([@Jl) und ([£2) mit vy, eine beliebige Testfunktion aus V3. Subtrahiert
man (E2) von ), so ergibt sich:

a(u —up,vp) =0 Yo, € V), (4.10)
Es folgt fiir alle vy, € Vj,
lu = unllz = alu = up,w = up) = a(u = wp,u—vp) < lu—wpllalle—valla, — (411)

wobei sich die zweite Identitat aus [I0) ergibt und die Abschitzung nach oben aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Division durch ||u — u4]|, und Ubergang zum Infimum ver-
vollstédndigt den Beweis. [
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Bemerkung 4.2.
Der im Beweis auftretende Zusammenhang

a(u—up,vp) =0 Yo, €V (4.12)

wird als Galerkin—Orthogonalitét bezeichnet. Er bleibt auch dann giiltig, wenn auf die Sym-
metrie von a verzichtet wird. Auch fiir weitere Approximations—Satze stellt die Galerkin—
Orthogonalitét eine niitzliche Eigenschaft des Galerkin—Verfahrens dar.

Obiges Lemma besagt, dass uj, die bestmdgliche Approximation an u in Vj, bzgl. der von
a induzierten Norm darstellt. Allerdings bendtigt man dazu die Symmetrie von a, was
oft eine zu starke Annahme ist. Lassen wir die Forderung nach Symmetrie fallen, so gilt
folgendes Resultat:

Lemma 4.3. (Lemma von Cea)
Die Bilinearform a sei stetig und strikt koerzitiv beziiglich || - ||y/. Sei zudem u die Losung
von () und wuy, diejenige von (EE2). Dann gilt

[u—uplly <C min [lu—wplly (4.13)
v EVh
mit C > 0.
Beweis. Ahnlich zum Beweis von Lemma B kénnen wir fiir alle v, aus Vj, schreiben:
lu— unll? < au —unyu — un) = a(u —un,u —vp) < cllu—upllvlu—oxlly.  (4.14)

Der Reihe nach wurde die strikte Koerzitivitat von a mit der Koerzitivitdts—Konstanten §
genutzt, die Galerkin—Orthogonalitdt und die Stetigkeit von a. Die Behauptung folgt nach
Division durch ||u — uy||y, Ubergang zum Infimum und der Definition C := ¢/5. [

Gemifs dem Lemma von Cea wird die Losung u in jeder zu || - ||y dquivalenten Norm
durch die Ndherungslosung uj quasi—optimal approximiert, das heifit, bestmoglich bis auf
Multiplikation mit einer Konstanten.

4.2 Galerkin—Verfahren fiir gemischte Variationsprobleme

Seien V,Q Hilbertrdume, a : V x V — R sowie b : V x Q — R stetige Bilinearformen
und f € V', g € Q'. Hierzu sei das folgende gemischte Variationsproblem gegeben: Finde
(u,p) € V x Q, so dass fiir alle (v,q) € V x Q gilt:

a(u,v) +b(v,p) = f(v)

(4.15)
b(u,q) = 9(q)-
Falls b der Babuska-Brezzi-Bedingung geniigt und a Z-elliptisch ist mit
Z:={veV:blqg =0 VYge@}, (4.16)

erhalten wir die eindeutige Losbarkeit des obigen Variationsproblems aus Satz

Auch gemischte Variationsprobleme werden in dieser Arbeit mit Galerkin—Verfahren gelost,
welche in diesem Zusammenhang als gemischte Galerkin—Verfahren bezeichnet werden.
Dabei wird die Losung von (EIH) in einem endlichdimensionalen Teilraum Vj, x Q) C
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V x @ approximiert. Analog zu (£2)) lautet das gemischte Galerkin—Verfahren: Finde ein
(un, pn) € Vi, X Qp, so dass fiir alle (vp, qn) aus Vi, x Qp, gilt:

aup,vn) + b(vn, pr) = f(vn)

(4.17)
b(un,qn) = g(qn)-

Fiir die eindeutige Losbarkeit des gemischten Galerkin—Verfahrens gilt die folgende hinrei-
chende Bedingung:

Lemma 4.4.
Seien a,b wie oben und §,vy > 0, so dass gelten:

Yoy € 2y, : a(vh,vh) > (5”UhHVh (Zh—EHiptiZitét),
(4.18)
b
inf sup M >y (diskrete Babuska—Brezzi-Bedingung),

0£an€Qn 0V, [[0nllvi lanllQn —
(4.19)

wobei Zp, = {v, € Vi, : b(vp,qn) =0 Vg € Qp}. Dann besitzt das gemischte Galerkin
Verfahren (1) eine eindeutige Losung.

Beweis. Siehe |Bre74| Korollar 2.1.

Die Voraussetzungen des Lemmas sind so gewéhlt, dass der Beweis von Satz iiber-
nommen werden kann. In der Tat ist es notwendig die Voraussetzungen zu verlangen,
ungeachtet dessen, ob die Annahmen von Satz gelten. So folgt die Z,—FElliptizitat
von a nicht aus der Z—-Elliptizitat von a, da Z; im Allgemeinen Elemente enthélt, welche
nicht in Z liegen. Aufserdem kann die diskrete Babuska—Brezzi—-Bedingung verletzt sein,
obwohl das urspriingliche Problem (BI0) der Babuska—Brezzi-Bedingung geniigt. Die dis-
krete Babuska—Brezzi-Bedingung muss eigens durch eine geeignete Wahl von V}, und Qp
gesichert werden.

Die Voraussetzungen des letzten Lemmas fiihren nicht nur auf die eindeutige Existenz
einer Losung des gemischten Galerkin—Verfahrens, sondern auch auf die Quasi—Optimalitét
dieser Losung.

Lemma 4.5.
Unter denselben Annahmen wie in Lemma B4 gilt:

u—up| +|p— <C| inf |[[u—wv + inf — . 4.20
o=l + o=l <€ inf =y + it lp-wle). (20

Beweis. Siehe [Bre74| Korollar 2.1.

Die Losung des gemischten Galerkin—Verfahrens werden wir aus einem endlichdimensio-
nalen linearen Gleichungssystem bestimmen. Das Gleichungssystem kann &hnlich wie bei
dem zuvor behandelten Galerkin—Verfahren aufgestellt werden. Seien {¢; i]\il und {1 i]‘il
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Basen von Vj und Q. Wegen der Linearitdt von a und b ist das gemischte Galerkin—
Verfahren dquivalent zu:
Finde uj, = ZjV:1 uj¢; € Vi, und pp = Zjvil Pjj € Qp, so dass

iuja(@, i) + f:pjb(wj, ¢i) =f(¢i) fiiri=1.N, (4.21)
j=1 j;l
;ujb(@,wi) =g(;) firi=1,..,M. (4.22)
Das Gleichungssystem ([@ZZ2) lisst sich mit den Definitionen
A= {a(d5, 00}y s Bi={b(d5, 000y (4.23)
wi= (u)ily, po= (), = (f(0)il wnd  gi= (9(vi)i (4.24)

in die folgende algebraische Form bringen:

6 o))

29



4.2. GALERKIN-VERFAHREN FUR GEMISCHTE VARIATIONSPROBLEME

30



Kapitel 5

Finite—Elemente

Wie im letzten Kapitel angedeutet, werden wir die Losung von Variationsproblemen mit
Galerkin—Verfahren annéhern. Bei Konvektions—Diffusionsgleichungen wird die Ndherungs-
16sung in einem endlichdimensionalen Hilbertraum Vj, berechnet und bei der Oseen—Glei-
chung in einem endlichdimensionalen Produktraum Vj, x @Qp. Als néchstes fiihren wir die
fiir diese Arbeit relevanten Raume Vj, und V), x @, ein. Bei der Konstruktion dieser Réu-
me folgen wir dem Finite—Element—Konzept, das zunéchst vorgestellt und motiviert wird.
Anschliefsend fiihren wir spezielle Finite-Elemente auf Dreiecken und Rechtecken ein und
diskutieren, wie gut die exakte Losung in diesen Radumen gendhert werden kann.

5.1 Motivation und Grundidee

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, wird bei Galerkin—Verfahren ein lineares Glei-
chungssystem mittels Basisfunktionen des Raums V}, aufgestellt. Sowohl der Aufwand zum
Aufstellen des Gleichungssystems als auch seine Losung werden durch den Raum V}, sowie
durch die dort gew#hlte Basis bestimmt. Um den Aufwand gering zu halten, unterteilt man
bei Finite-Elementen das Gebiet €2, auf dem das Galerkin—Verfahren angewendet werden
soll, in endlich viele Teilgebiete K1, ..., K,,. Die Basisfunktionen werden dann so konstruiert,
dass sie auf fast allen Teilgebieten verschwinden. Dies hat den folgenden Vorteil: Zum Auf-
stellen des lineares Gleichungssystem miissen Skalarprodukte zwischen den Basisfunktionen
berechnet werden, die sich in der Regel iiber das gesamte Gebiet erstrecken. Verschwinden
die Basisfunktionen aber auf fast allen K;, so verschwinden die Skalarprodukte ebenfalls
fast iiberall und miissen folglich nur noch in wenigen K; ausgewertet werden.

Die Wahl der Basisfunktionen erfolgt mit Hilfe von Funktionalen ®; : V;, — R. Die Funktio-
nale werden als linear unabhéngig voneinander, linear und stetig vorausgesetzt. Weiterhin
verlangen wir , dass die Funktionale ®; unisolvent beziiglich V}, sind.

Definition 5.1. (Unisolvenz)
Sei N die Dimension von Vj. Die Funktionale ®4, ..., & werden unisolvent beziiglich des
Raums Vj, genannt, falls es zu jedem a = (a1, ...,a1)” € RY genau ein u € V}, gibt mit

®;(u) =a; firi=1,..,N. (5.1)

Wihlt man fiir die Vektoren a die Standard-Einheitsvektoren des RY, so folgt aus der Uni-
solvenz der Funktionale, dass es einen eindeutig bestimmten Satz {¢; };\/21 von Funktionen
aus Vj gibt mit
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d;; ist dabei die Diracsche Deltadistribution, definiert durch

1, fallsi=j,
5ij =
0, sonst.

Die ¢; spannen nach Konstruktion eine Basis von V}, auf. Um welche Basis es sich handelt,
wird durch die Funktionale ®; entschieden.

Inzwischen haben wir alle notigen Begriffe zur formalen Definition eines Finite-Elements
eingefiihrt.

Definition 5.2. (Finites—Element)
Das Tripel (92, V},,3) wird als Finites—Element bezeichnet. Dabei ist

e () ein nichtleeres, abgeschlossenes Gebiet des R? (d > 1).

e 1}, ein N-dimensionaler Raum von Funktionen mit Definitionsgebiet 2 und Bildbe-
reich in R. V}, wird in diesem Zusammenhang Finite-Elemente—Raum genannt.

° )= {@i}ij\il ein Satz linear unabhéngiger, linearer, stetiger und beziiglich V}, unisol-
venter Funktionale.

Obige Definition fiir ein Finites—Element ist recht allgemein und soll nun spezifiziert wer-
den. Die wohl beliebteste Wahl bei Finite-Elementen ist, den Raum V}, aus Funktionen
aufzubauen, deren Einschrankung auf die Teilgebiete K; Polynome sind. Polynomraume
sind besonders giinstig, da sich Polynome leicht integrieren und ableiten lassen, was die
Berechnung der oben erwdhnten Skalarprodukte vereinfacht. Auferdem kann eine geeig-
nete Basis mit recht wenig Aufwand konstruiert werden und die Matrix des zu losenden
Gleichungssystems wird nur schwach besetzt sein. Konkret werden wir Beispiele fiir Poly-
nomraume in den beiden folgenden Abschnitten einfiihren, zunéchst auf Dreieckselementen,
dann auf Rechtecken. Neben Polynomrdumen werden manchmal auch Rdume von stiick-
weise rationalen [SEHO1| oder stiickweise trigonometrische Funktionen [BBO0Z| verwendet.
Allerdings beschrinken wir uns in dieser Arbeit auf Polynomrdume.

Gebrauchliche Funktionale sind zum Beispiel Punktauswertungen ®(u) = u(x), Auswer-
tungen der ersten Ableitung ®(u) = Oju(x) oder Integralmittelwerte tiber einzelne Zel-
len der Gebietszerlegung ®(u) = [, u(x). In dieser Arbeit werden die Funktionale im-
mer Punktauswertungen sein. Die zugehorigen Finite-Elemente werden in diesem Fall als
Lagrange-Elemente bezeichnet.

5.2 Finite—Elemente auf Dreiecken

Sei Q ein polygonal berandetes Gebiet in R?, welches mit einer zulissige Zerlegung 7 aus
Dreiecken trianguliert ist.

Definition 5.3. (Zulissig Zerlegung)
Eine Zerlegung 7 = {K1, ..., Kj} von Q C R? mit abgeschlossenen Gitterzellen K; heifit
zuléssig genau dann, wenn gilt:

(i) Die Zerlegung iiberdeckt das ganze Gebiet, das heift Q = UM K;.

(i) Besteht der Durchschnitt K; N K zweier Zellen aus genau einem Punkt p, so ist p
Eckpunkt von K; und K.
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(ili) Besteht der Durchschnitt K; N Kj, i # j, zweier Zellen aus mehr als einem Punkt,
so entspricht die Menge K; N K einer Kante von K; und einer Kante von K.

Insbesondere sind Zerlegungen unzuléssig, die, wie in Abbildung Bl gezeigt, einen héngen-
den Knoten beinhalten (roter Punkt). Obige Defintion lisst sich unmittelbar auf Q C R3
erweitern, wenn man neben Kanten bei Punkt (iii) auch Seitenflachen zulésst.

Abbildung 5.1: Unzuldssig Triangulierung mit einem
hédngendem Knoten (roter Punkt). Die Schnittmen-
ge der Zellen K und K’ besteht aus mehr als einem
Punkt. Aufgrund des hdngenden Knotens teilen sich
beide Zellen dennoch keine ganze Kante (das heifst
Punkt (iii) aus Definition ist verletzt).

Die zulassige Zerlegung 7 stellt den Ausgangspunkt fiir nachfolgende Definition der Finite—
Element—R&ume auf Dreiecken dar:

PP:={veCQ): vl[g eP(K)VK €T}, p>1, (5.3)

wobei PP(K) den Raum der Polynome mit Grad kleiner gleich p bezeichnet:

PP(K):=¢p: K —>R: px) = Z aX® 5, e € R, o = Multiindex.
le|<p

Die Finite-Element-Riume PP bestehen also aus auf () stetigen Funktionen, welche einge-
schrinkt auf eine einzelne Dreieckszelle Polynome sind.

Bisher haben wir das Gebiet (2 klassifiziert und die Finite-Element-Raume PP vorgestellt.
Um ein vollstdndiges Finites—Element geméf Definition zu erhalten, fehlen noch die
zugehorigen Satze unisolventer Funktionale {@i}ﬁil . Als Funktionale wihlen wir Punk-
tauswertungen. Ausgewertet wird jeweils in einem der Punkte, die fiir jede Dreieckszelle
geméf dem in Abbildung gezeigten Schema angeordnet sind. Also zum Beispiel fiir die
stiickweise linearen Finite Elemente P! in einem Eckpunkt oder fiir die stiickweise qua-
dratischen Finite-Elemente P? in einem Eck- oder Mittelpunkt der Kanten. Die Punkte,
in denen ausgewertet wird, bezeichnen wir als Knoten.

a3 a3
a23 a
ald
al3
d
al a2 al a12 a2 al

Abbildung 5.2: Verteilung der Knoten bei den PP-Elementen. Links fiir p = 1, in der Mitte
fiir p = 2 und rechts fir p = 3.

Wie im letzten Abschnitt erwédhnt, kann iiber die Funktionale eine Basis des zugrunde-
liegenden Finite-Element—Raums abgeleitet werden. Dies werden wir nun fiir die Rdume
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P!, P2 und P? tun. Der gesuchte Satz von Basisfunktionen {gbj}jy:l hat beziiglich den
Funktionalen ®; der Bedingung

zu geniigen. Wenn wir diese Basis angeben und zudem ihre Eindeutigkeit zeigen, beweisen
wir auch die Unisolvenz der Funktionale. Die zugehérigen Basisfunktionen werden auch
Standard—Knoten—Basisfunktionen genannt.

Besonders elegant lassen sich die Basisfunktionen in den so genannten baryzentrischen
Koordinaten darstellen. Die baryzentrischen Koordinaten sind lokal auf jedem Dreieck K
definiert.

Definition 5.4. (baryzentrische Koordinaten)
Seien a', a%, a® die Eckpunkte des Dreiecks K. Als baryzentrische Koordinaten des Punktes

x = (x1,x2) € K bezeichnen wir die Koeffizienten Aj, A2, A3 > 0 in der Darstellung

3 3
zi= Nab, 1<j<2 mit » A\=L1 (5.5)
=1 =1

Jeder Punkt aus dem Dreieck K besitzt eine Darstellung in den baryzentrischen Koordi-
naten, da K der konvexen Hiille seiner Eckpunkte a’ entspricht. Zudem ist die Darstellung

eindeutig, was sofort aus der paarweisen linearen Unabhingigkeit der Vektoren a! — a2,

al —a? a? — a? gefolgert werden kann.

Statt eine Basisfunktion ¢ direkt auf ganz §2 anzugeben, stellen wir ihre Einschrankung auf
jedem Dreieck der Zerlegung in den baryzentrischen Koordinaten dar. Dazu unterscheiden
wir zunéchst fiir jedes Dreieck K zwei Félle. Geméf (B4) ist eine Basisfunktion nur in
genau einem Knoten ungleich 0. Den zugehorigen Knoten nennen wir 1-Knoten. Im ersten
Fall liege der 1-Knoten nicht in K. Durch Losen des zugehorigen Gleichungssystem folgt
dann, dass die Einschrankung ¢|x der Basisfunktion der Nullfunktion auf K entspricht
In dem anderen Fall liege der 1-Knoten in K. In diesem Fall ist ¢|x verschieden von der
Nullfunktion und lautet in den baryzentrischen Koordinaten wie folgt:

e Fiir die stetigen, stiickweise linearen Finite-Elemente P':
Pl(N) = G(A) = A, (5.6)
wenn der 1-Knoten die Ecke a’ ist.
e Fiir die stetigen, stiickweise quadratischen Finite-Elemente P?:
Gl (A) = G(A) = Ai(2Ai — 1), (5.7)
wenn der 1-Knoten die Ecke a’ ist und
Pl (A) = Gij(A) = 4N\, (5.8)
wenn der 1-Knoten der Mittelpunkt a¥ der Kante mit den Eckpunkten a’ und a’ ist.

e Fiir die stetigen, stiickweise kubischen Finite-Elemente P?3:

B (N) = GO = SN — DB - 2), (5.9)

!Dies impliziert die gewiinschte Eigenschaft der Basisfunktionen, auf fast allen Zellen der Zerlegung zu
verschwinden.
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wenn der 1-Knoten die Ecke a’ ist,
9
dlk(N) = Gji(A) = 5)\,~)\j(3)\,~ - 1), (5.10)
wenn der 1-Knoten im Punkt a” liegt (siehe Abbildung BZ) und
Ol (N) = Giju(A) = 27NN A, (5.11)
wenn der 1-Knoten im Schwerpunkt a'?® des Dreiecks liegt.

Durch direktes Nachrechnen kann man sich vergewissern, dass es keine andere Darstellung
fiir ¢| gibt. Damit haben wir auf jeder Zelle eine eindeutige Darstellung fiir die Einschran-
kung einer Basisfunktion gefunden und somit auch fiir die Basisfunktionen selbst.

Bemerkung 5.5.
(i) Die Basisfunktionen sind wie gewiinscht stetig, insbesondere an den Kanten der Dreie-
cke. Dies wird durch die Vorgabe der Funktionswerte in den Kantenknoten gewihrleistet.

(ii) Die Funktionen ¢ spannen auch lokal auf der jeweiligen Zelle eine Basis auf und werden
daher lokale Basisfunktionen genannt. Zur Unterscheidung bezeichnet man die Basisfunk-
tionen ¢ gelegentlich als globale Basisfunktionen.

Bei der numerischen Implementierung von Finite—Elementen hat sich der Gebrauch von
parametrischen Elementen als effizient erwiesen. Auch das in dieser Arbeit verwandte Pro-
grammpaket MooNMD benutzt parametrische Finite-Elemente. Die Idee ist dabei wie
folgt: Zunéchst werden die lokalen Basisfunktionen auf einer Referenzzelle K berechnet.
Bei Dreieckselementen wéhlt man per Konvention das Dreieck mit den Kanten (0, 0), (1,0)
und (0,1). Nun wiihlt man eine so genannte Referenztransformation Fg : K — K, welche
die Referenzzelle K auf die Zelle K abbildet. Mit dieser Referenztransformation konstru-
iert man die lokalen Basisfunktionen {¢} auf den Zellen K der Gebietszerlegung aus den
lokalen Basisfunktionen {ngS} auf der Referenzzelle durch

d(x) = ¢ o Fl(x). (5.12)

Wie oben gesehen, setzen sich aus diesen lokalen Basisfunktion die globalen zusammen. Der
Vorteil von parametrischen Finite-Elementen ist ihre Speichereffizienz: Statt die lokalen
Basisfunktionen auf allen Zellen abzuspeichern, speichert man nur die lokalen Basisfunktio-
nen auf der Referenzzelle und die Transformationen von der Referenzzelle auf die Zellen der
Gebietszerlegung. Zudem wird ein parametrischer Zugang oft in der Analysis mit folgender
Beweisidee benutzt: Zunichst wird von den Gitterzellen auf die Referenzzelle transformiert.
Dann wird die Behauptung fiir die Referenzzelle bewiesen. Anschlieffend transformiert man
wieder auf die Zellen der Zerlegung zuriick.

Eine mégliche Referenztransformation fiir das Dreieck K mit den Eckpunkten a',a?, a®
ist die affine Transformation:

Fr(x) =Bx+b, wobei (5.13)
2_ 1 .2 1 1
B= (aé a} a; a?) und b= (%) . (5.14)
ap —a; a3 —a

Die Transformation Fy ist so gewihlt, dass (0,0) auf al abgebildet wird, (1,0) auf a? und
(0,1) auf a3. Da ein Dreieck der konvexen Hiille seiner Eckpunkte entspricht, folgt daraus

~

bereits F(K) = K.
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Die Variationsprobleme, welche aus der Konvektions—Diffusionsgleichung hervorgehen, wer-
den fiblicherweise im Hilbertraum H{ () gestellt sein. Diese Probleme konnen in den so-
eben eingefithrten PP-Rdumen approximiert werden. Die Bedingung, dass die Losung auf
dem Rand 02 verschwindet, kann dabei einfach in die PP-Rdume eingearbeitet werden.
Dazu nimmt man den Unterraum aus PP heraus, der durch die Basisfunktionen mit 1-
Knoten auf dem Gebietsrand aufgespannt wird, oder mit anderen Worten: Man bildet den
Durchschnitt PP N H} ().

Die gemischten Variationsproblemen, welche aus der Oseen—Gleichung hervorgehen, werden
in Produktriumen gestellt sein, zum Beispiel in [H{(Q)]? x L%(2). Wir nihern ein solches
Variationsprobleme in den PP-Réumen wie folgt: Die beiden Komponenten von [H{ ()]?
werden jeweils in einem Finite-Element—Raum PP vom gleichen Typ approximiert. Der
Approximationsraum zu L?(Q) kann hingegen unterschiedlich sein. Fiir ihn verwenden wir
zwar die gleiche Gebietszerlegung, erlauben jedoch P%-Riume mit einem anderen Poly-
nomgrad q.

Dreieckselemente konnen offenbar nur genutzt werden, wenn das Problem auf Q C R?
gestellt ist. Fiir hoherdimensionale Gebiete Q C R%, d > 2, lassen sich PP-Element analog
zu den Dreieckselementen konstruieren. Die Gitterzellen sind Simplizes. Demnach spricht
man von simplizialen Finite-Elementen. Fiir eine allgemeinere Diskussion von simplizialen
Finite-Elementen sei auf [Cia78| verwiesen.

Abschliefsend sei hervorgehoben, dass die besprochenen PP-Elementen eine recht spezi-
elle Klasse von Finite-Elementen sind. In [Cia78] werden weitere Beispiele von Finite—
Elementen auf Simplizes diskutiert. Dazu gehoren beispielsweise die Hermite— und Crouzeix—
Raviart-Elemente.

5.3 Finite—Elemente auf Rechtecken

Sei Q ein Gebiet aus R?, zu dem die zulissige Zerlegung 7 in Rechtecke K existiert. Zu T
definiert man die Finite-Elemente-Raume auf Rechtecken durch:

Q" ={vel): vk eQK)VKeT}, p=>1, (5.15)

wobei Q,(K') gegeben ist durch die Polynome mit Grad kleiner gleich p in jeder Variablen:

Qp(K) =(p: K —R: p(x)= Z HaX® 3, e € R, o = Multiindex.
{a: aq,02<p}

(5.16)
Die Finite-Element-Réume QP bestehen also aus auf ) stetigen Funktionen, welche einge-
schrinkt auf eine einzelne Rechteckzelle Polynomen entsprechen. Als Funktionale verwen-
den wir erneut ausschlieflich Punktauswertungen. Ausgewertet wird jeweils in einem der
Punkte, die fiir jede Rechteckzelle geméfs dem in Abbildung gezeigten Schema ange-
ordnet sind. Zum Beispiel liegen die Knoten der Q!-Elemente in den Eckpunkten und die
Knoten der Q?-Elemente in den Eck- oder Mittelpunkten der Kanten sowie im Mittelpunkt
des Rechtecks.
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o
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Abbildung 5.3: Verteilung der Knoten bei den QP-Elementen. Links fiir p = 1, in der Mitte
fiir p = 2 und rechts fir p = 3.

Als niichstes wollen wir die Standard-Knoten-Basis der Elemente Q',Q?,Q? angeben. Im
Gegensatz zu Dreiecken stehen hierzu keine baryzentrischen Koordinaten zur Verfiigung.
Stattdessen wihlen wir einen parametrischen Zugang. Dabei bestimmen wir die lokalen
Basisfunktionen {¢} auf einem Referenzrechteck K und einen Satz von Referenztransfor-
mationen { Fx } xe7 mit F(K) = K. Daraus lisst sich dann analog zu den Dreieckselemen-
ten die gesuchte Basis darstellen.

Als Referenzrechteck wird in der Literatur entweder das Einheitsquadrat [0,1]? oder das
grofe Einheitsquadrat [—1,1]? gewihlt. In MooNMD wird das groke Einheitsquadrat be-
nutzt. Fiir dieses Referenzrechteck lautet eine mogliche Referenztransformation auf das

Rechteck mit den Ecken a', a2, a3, a*:
Fr(x) =Bx+b, wobei (5.17)
1 4 1 0 1 1 4
B=_ ("% 7 ) ud b= (1T (5.18)
2 0 aji — a3 2 \a3 + a3

Eine Vereinfachung bei Finite—Elementen auf Rechtecken ergibt sich aus der Tatsache, dass
sie als Tensorprodukt eindimensionaler Finite-Elemente geschrieben werden kénnen. Dem-
zufolge kdnnen auch die gesuchten Basisfunktionen als Produkt eindimensionaler Funktio-
nen geschrieben werden.

Bei eindimensionalen Finite-Elementen ist €2 ein Intervall, welches in Teilintervalle zer-
legt wird. Die eindimensionalen Finite-Element-R&ume, welche wir zur Konstruktion der
Basisfunktionen nutzen werden, bestehen aus stetige Funktionen, die eingeschrinkt auf
die Intervalle Polynomen entsprechen. Die zugehorigen Funktionale sind Punktauswertun-
gen, wobei die Knoten nach Abbildung B4 verteilt sind. Aus den Funktionalen folgt eine
Basis der eindimensionalen Finite-Element—R&ume. Als Referenzintervall fiir eindimensio-
nale Finite-Elemente wéhlt man {iblicherweise das Einheitsintervall [0, 1] oder das grofse
Einheitsintervall [—1,1]. Die Idee ist nun, die lokalen Basisfunktionen auf dem Referenz-
intervall [—1, 1] anzugeben und aus diesen durch Multiplikation untereinander die lokalen
Basisfunktionen auf dem groften Referenzrechteck zu konstruieren.

Abbildung 5.4: Ubliche Verteilung der Knoten bei stetigen eindimensionalen Finite-
Elementen. Links lineare Elemente, in der Mitte quadratische, rechts kubische.
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e Die Basisfunktionen fiir stetige, stiickweise lineare eindimensionale Finite-Elemente
lauten auf dem grofen Referenzintervall:

Q@)= 5(1-8), G =g(1+2), (5.19)

Die Basisfunktionen ngbz = q@l(i, 9),i=1,....,4, von Q' auf dem grofien Referenzrecht-
eck sind dann:

$1=C(2)0(D), d2=CE)H), &5=C0@)0®E), é1=CE)0E).  (5.20)
Die Basisfunktion qg, hat dabei ihren 1-Knoten im Eckpunkt a;

e Die Basisfunktionen fiir stetige, stiickweise quadratische eindimensionale Finite—Elemente
lauten auf dem groften Referenzintervall:

1

&) =-352(1-12), GQ@)=>0+2)1-2), &) =521+1). (521)

Die 9 Basisfunktionen ngb = gz@(i,g}) von Q% auf dem grofen Referenzrechteck sind
dann:

A~ ~ A~

¢1=CQ@)0®H), ¢2=CGE)0®H), ¢s=0@)GH), 6= (E)G0),

b2 = Q@) (H), d13 = C@)RD), = GED), b3 = C(#)6(H),
dnr = Co(2)Ca(B).
Die Basisfunktion le hat ihren 1-Knoten im Eckpunkt a;, die Basisfunktion ngBij im

Mittelpunkt a;; der Kante mit den Eckpunkten a; sowie a; und die Basisfunktion
¢ im Mittelpunkt aps des Rechtecks.

e Die Basisfunktionen fir stetige, stiickweise kubische eindimensionale Finite—Elemente
lauten auf dem grofen Referenzintervall:

(@) = _%6(392 +F1)(38 — 1)@ — 1), (5.22)
G(3) = %(3@ G+ 1) - 1), (5.23)
Ca(d) = —136(3@ 1)@ 4+ 1)@ — 1), (5.24)
(@) = %(3@ +1)(38 = 1)(E +1). (5.25)

Die 16 Basisfunktionen ¢ = ¢(&,9) von Q° auf dem groRen Referenzrechteck sind
dann:

G =CQ@)GCE), d2=C@)GH), o3=C@)UH), b1 = C(@)C(D),

P12 = G(E)Q(D), dr22 = L(@)Q(H), s = Q(@)¢(H), i3z = Q(2)C(D),
G331 = G3(8)Ca(D), d3aa = G(@)(B), Daza = Ca(@)C3(H), Poaa = G(2)C2(),
P23 = G()G(D), dr2a = L(@)G(H), iz = G(2)C(H), Po31 = C(2)C().

Die Basisfunktionen ngb haben ihren 1-Knoten in dem gleich-indizierten Punkt a von

Abbildung

)
)
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Bemerkung 5.6.

(1.) In der Praxis untersucht man haufig Gebiete, welche polygonal berandet sind und den-
noch nicht in Rechtecke zerlegt werden kénnen. Solche Gebiete kann man beispielsweise
mit Dreiecken oder mit allgemeinen Vierecken iiberdecken. Die parametrischen Finite—
Elemente-Raume zu den allgemeinen Vierecken bestehen allerdings nicht mehr unbedingt
aus stiickweise polynomialen Funktionen. Da hier die Referenztransformation bilinear ist,
setzen sich die Finite-Elemente-Raume aus stiickweise rationalen Funktionen zusammen.

(2.) Analog zu den Finite-Elementen auf Dreiecken lassen sich aus den (P-Réumen passen-
de Approximationsrdume zur Konvektions—Diffusions- und Oseen—Gleichung konstruieren

(siehe hierzu Ende Abschnitt B2).

(3.) Die dreidimensionale Verallgemeinerung der Rechteckelemente sind Finite-Elemente
auf Hexaedern. Die Finite-Element-Raume bestehen weiterhin aus stiickweise polynomia-
len Funktionen und die zugehorigen Funktionale sind Punktauswertungen. Beispielsweise
fiir stiickweise lineare Elemente wertet man die Funktionen in den Eckpunkten der Hexa-
eder aus und fiir stiickweise quadratische Elemente in den Ecken, den Mittelpunkten der
Kanten und Seitenflichen sowie im Schwerpunkt der Hexaeder.

(4.) Neben den QP-Elementen gibt es weitere gebrauchliche Finite-Elemente auf Rechtecken
beziehungsweise Hexaedern wie die nichtkonformen Q5. oder die diskontinuierlichen Q¥ -
Elemente (fiir Literatur hierzu siehe beispielsweise [MS07| oder [Riv0S§]).

5.4 Abschatzung des Interpolationsfehlers

Nachdem wir die Finite-Elemente-R&aume eingefiithrt haben, stellt sich die Frage, wie gut
in ihnen die exakte Losung auf dem Losungsgebiet 2 approximiert werden kann. Dazu
werden wir in diesem Abschnitt Interpolationsfehler—Abschéitzungen der folgenden Form
angeben:

lu = Tul| x4y < CP°|[ully 8)- (5.26)

Dabei ist u die exakte Losung, Iu ihre Interpolation in einem Finite-Element—Raum, [
der zugehorige Interpolationsoperator, A, B C 2, X(A) sowie Y (B) geeignete Radume mit
Normen || - || x (4|l - ly®), s € R*, C > 0 eine gitterunabhingige Konstante und h eine
gitterabhéngige Grofe wie zum Beispiel der Durchmesser einer Gitterzelle oder die Lange
einer Kante. Die Aussagekraft solcher Abschitzungen liegt fiir uns vor allem darin, dass
der Interpolationsfehler ||u — Iu|| beim Ubergang h — 0 mit der Konvergenzordnung s ge-
gen Null strebt. In dieser Hinsicht sind die folgenden Interpolationsfehler—Abschétzungen
optimal, das heifst, man erhilt durch eine andere Wahl des Interpolationsoperators I im
Allgemeinen keine bessere Konvergenzordnung s > s. Die Konstante C' in der Abschitzung
ist hingegen oft suboptimal und kann durch eine geschickte Wahl des Interpolationsopera-
tors verkleinert werden.

Um brauchbare Approximations—Resultate zu erhalten, muss die Zerlegung des Losungsge-
biets ausreichend regulér sein. Wir fordern im Folgenden, dass die Gebietszerlegung quasi—
uniform ist. Diese Eigenschaft ist bei den in dieser Arbeit verwandten Finite-Elementen im-
mer gegeben. Zudem geniigt sie als Voraussetzung fiir die Interpolationsfehler—Abschétzungen
in dieser Arbeit.
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Definition 5.7. (Quasi—uniforme Triangulierung)

Eine zulissige Triangulierung 7, von Q C R? bezeichnet man als quasi-uniform, wenn

(1.) es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir den Umkreisradius px und Innkreisradius
ok jeder Zelle K gilt:
OK

max — < C (Formregularitat), (5.27)
KeTy, PK

(2.) wenn alle Zellen von der gleichen Grofenordnung sind, das heifft, wenn es eine Kon-
stante £ > 0 gibt, so dass

. < : — diam (K , i) 5
[nin hi < flr(nea%b hxg mit hg = diam(K) (Grofienregularitit) (5.28)

Fiir Q C R? wird lediglich Punkt 2 der obigen Definition modifiziert. Statt des Umkreis-
radius wahlt man fiir px den Radius der kleinsten Kugel, welche die Gitterzelle K enhélt,
und statt des Innkreisradius ox den Radius der grofiten Kugel, welche in der Gitterzelle
liegt. Abbildung zeigt Gebietszerlegungen, welche nicht quasiuniform sind.

Abbildung 5.5: Denkt man sich die Gebietszerlegung wie in der Abbildung angedeutet
fortgesetzt, erhdlt man links eine Gebietszerlegung, welche nicht grofenregulér ist, und
rechts eine Gebietszerlegung, welche nicht formregulér ist.

Die folgenden Interpolationsfehler—Abschiatzungen gelten gleichermafen fiir Finite—Ele-
mente auf Dreiecken und Rechtecken beziehungsweise in drei Dimensionen fiir Tetraeder
und Hexaeder. Wir kiirzen daher die Finite-Element—R&ume P,f und Qz mit demselben
Symbol VP ab. Falls spéter benotigt, beziehen wir auch die Elementordnung p in die
Interpolationsfehler—Abschitzungen mit ein.

Die erste Interpolationsfehler—-Abschatzung benutzt den Lagrange-Interpolationsoperator
I?. Dieser ist auf K wie folgt definiert: Sei {¢; }j\;l die lokale Standard-Knoten—Basis be-

ziglich der Knoten p; des Finite-Elemente-Raumes V() auf der Zelle K. Nun definieren
wir

Ihw)(@) = 3 aj6,(x), (5.29)

wobei die Koeffizieten a; durch a; := u(p;) bestimmt werden. Nach Konstruktion erhélt
der Lagrange-Interpolationsoperator insbesondere homogene Randbedingungen.
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Lemma 5.8. (Lagrange—Interpolation)

Seien 7}, eine quasi-uniforme Zerlegung von 2 C R%, d > 2, und I} : H*(K) — VF(K),
k > d/2, der Lagrange Interpolationsoperator auf K € 7. Dann gilt fiir u € H*(K) die
lokale Interpolationsfehler—Abschétzung:

l—m

lu — Ijull gm k) < Cp;f(meuHHk(K)’ (5.30)

mit 0 <m <[ :=min(p+ 1,k) und der Konstanten C' > 0.

Beweis. Siehe [HSO1| Abschnitt 4. Die Abhéngigkeit von der Elementordnung p folgt in
Kombination mit [Sch98] Korollar 4.68.

Folgendes Lemma ergibt eine Interpolationsfehler—Abschétzung beziiglich der Seminormen
der Sobolevraume:

Lemma 5.9.

Sei 7j, eine quasi-uniforme Zerlegung von © C R% d > 2, und sei I,’f*l . HMK) —
thfl(K), k > d/2, der Lagrange-Interpolationsoperator auf K € 7;,. Dann gilt fiir u €
H*(K) die lokalen Interpolationsfehler—Abschitzung:

| = I o gy < ChY™ [ul g ) (5.31)
mit 0 < m < k und der Konstanten C' > 0.

Beweis. Siehe [CR72] Theorem 2.

Die Voraussetzungen sind hier etwas spezieller als im vorausgehenden Lemma, da der
Polynomgrad p auf k — 1 fixiert ist, wenn gegen die Seminorm || mh-1(k) abgeschéitzt
wird. B Als nichstes geben wir Interpolationsfehler-Abschiitzungen fiir die globale L?-
Projektion 7, : L%(2) — VP(Q) an. Insbesondere erhalten wir dabei Abschéitzungen auf
dem Gebietsrand 99. Die L?-Projektion auf V() ist definiert durch mj,(u) = uyp mit uy,
aus

(w—up,vp) =0 Vo, € VI(Q). (5.32)

Lemma 5.10. (L?*-Projektion)

Sei 7j, eine quasi-uniforme Zerlegung von © C R, d > 2, und sei 7, : L%(2) — V() die
globale L2 Projektion. Dann gelten fiir u € H*(Q), k > 2, die globale Interpolationsfehler—
Abschétzungen

2(l—m
= 7l ) < €3 b ™ ul e (5.33)
KETh
lu = mhullF2g00) < C D hi lul e on (5.34)
KeT,

mit 0 <m <[ :=min(p+ 1,k) und der Konstanten C' > 0.

Beweis. Siehe [RST0&| Lemma 3.83 und Bemerkung 3.84. Der Beweis benutzt die Inter-
polationsfehler—Abschitzung aus Lemma

2Ersetzt man die Seminormen in Lemma durch Normen, so erhélt man wieder die Aussage von
Lemma B30 Man vergewissert sich dabei schnell, dass insbesondere der Polynomgrad nicht mehr auf £ — 1
fixiert sein muss.
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Bemerkung 5.11.
Die L? Projektion erhilt gegeniiber der Lagrange Interpolation im Allgemeinen keine ho-
mogene Randbedingungen.

Bisher haben wir ausschlieflich Interpolationsfehler—Abschétzungen fiir Funktionen v aus
H?(Q) angegeben. Der Clément-Interpolationsoperator macht auch eine Aussage fiir u €
H'(2). Die Konstruktion des Clément-Interpolationsoperators C} verlduft auf Q@ C R? wie
folgt (fiir hohere Dimensionen geht es analog): Sei {gbj}j.vzl die Standard-Knoten-Basis
beziiglich der Knoten p; im Finite-Elemente Raum V(). Dann definieren wir

N
Chu)(x) =) aj¢;(x). (5.35)
j=1

Die Koeffizienten a; sind gegeben durch a;j := (my,u)(p;), wobei Ty, : L*(w;) — V/P(w;)
die L?>-Projektion auf die Vereinigung aller Gitterzellen w; ist, zu welchen der Knoten
p; gehort (siehe Abbildung B6). Fiir spitere Zwecke sei bemerkt, dass geméf der obigen
Konstruktion der Clément-Interpolationsoperator auch auf Funktionen aus L?(Q2) ange-
wandt werden kann. In diesem Fall erhélt man allerdings keine brauchbare Interpolations—
Fehlerabschétzung mehr.

Lemma 5.12. (Clément—Interpolation)

Sei Ty, eine quasi-uniforme Zerlegung von  C R%, d > 2, und sei C} : H*(Q) — V/F(9),
k > 1 der Clément-Interpolationsoperator. Dann gilt auf K € 7y, fiir u € H*(Q) die lokale
Interpolationsfehler—Abschétzung

lu = Thull g iy < CRE™ ull i o i) (5.36)

mit 0 <m <[ :=min(p+ 1,k).

Dabei ist C' > 0 eine Konstante und w(K) die Vereinigung aller Zellen, welche mit Zelle
K mindestens einen Punkt gemeinsam haben.

Beweis. Siehe [@] oder M] O

Abbildung  5.6:  Schematische = Skizze  zur  Konstruktion des  Clément—
Interpolationsoperators. Der blaue Punkt kennzeichne den Knoten pj;. Der schattierte
Bereich gibt dann die zugehorige Menge w; von Gitterzellen an.
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Ein weiterer Interpolationsoperator, welcher ebenfalls fiir Funktionen mit H'-Regularitét
benutzt werden kann, ist der Scott—Zhang—Interpolationsoperator. Dieser ist zwar nur fir
Funktionen aus H&(Q) definiert, besitzt jedoch gegeniiber dem Clément—Interpolations-
operator den Vorteil, dass er homogene Randbedingungen erhalt.

Der Scott—Zhang—Interpolationsoperator ii wird auf Q C R? wie folgt konstruiert (fiir

héhere Dimensionen verlduft die Konstruktion analog): Sei {¢; }jvzl die Standard-Knoten-

Basis beziiglich den Knoten p; im Finite-Elemente Raum V(). Dann definieren wir

N
P (u)(z) = Z a;jp;(x). (5.37)
j=1

Fiir innere Knoten p; einer Zelle K setzen wir a; := (mxu)(p;), wobei mg : L*(K) —
VP(K) die L>-Projektion in K ist. Fiir einen Knoten pj, der auf einer Kante mindestens
einer Zelle liegt, wiithlen wir eine dieser Kanten E; aus und setzen a; := (7x,u)(p;), wobei
T, + L*(E;) — VP(E;) die L*-Projektion auf die Kante Ej; ist. Liegt der Knoten p;
auf dem Gebietsrand 052, so darf nur eine Randkante E; C 02 gewidhlt werden (siehe
Abbildung BE17).

Lemma 5.13. (Scott-Zhang—Interpolation)

Sei 7, eine quasi-uniforme Zerlegung von 2 C R%, d > 2, und sei i} : H¥(Q) — VP(Q) N
HJ () der Scott—Zhang-Interpolationsoperator. Dann gilt auf K € 7j, fiir alle u € HE(Q)
die lokale Interpolationsfehler—Abschéitzung

l-m
p;fim llwll v () (5.38)

lu = Zhull gm ey < C

mit 0 <m <[ :=min(p+ 1,k).

Dabei ist C' > 0 eine Konstante und w(K') die Vereinigung aller Zellen, welche mit Zelle
K mindestens einen Punkt gemeinsam haben.

Beweis. Siehe [SZ90] Theorem 4.1. Die Abhéngigkeit von der Elementordnung p folgt
erneut in Kombination mit [Sch98| Korollar 4.68.

Abbildung 5.7: Schematische Skizze zur Kon-
struktion des Scott—Zhang—Interpolationsopera-
tors. Entspricht der blaue Punkt dem Knoten p;,
so projiziert man auf eine der griinen Kanten
nicht aber auf eine der roten (weitere Details siehe

Text).

Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Interpolationstheorie von Funktionen aus H!(2)
sei auf [EG04| verwiesen.

Die Interpolationsfehler—Abschitzungen in diesem Abschnitt gelten auch, wenn vektorwer-
tige Funktionen aus [H*(Q)]%, d € N, durch Funktionen aus [V7]¢ interpoliert werden.
Dazu wendet man obige Interpolationen komponentenweise an und schétzt jede Kompo-
nente einzeln durch die Satze ab.
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5.5 Spur- und inverse Ungleichungen

Neben Interpolationsfehler—Abschédtzungen benotigen wir inverse Ungleichungen. Bei inver-
sen Ungleichungen werden Ableitungen von Finite—Element—Funktionen nach oben gegen
niedrigere Ableitungen sowie gegen die Funktionswerte selbst abgeschétzt.

Lemma 5.14. (Inverse Ungleichungen)

Sei 7}, eine quasi-uniforme Zerlegung von © C RY, d > 2. Dann gibt es eine Konstante
tiny > 0, welche nur von der Formregularitdts—Konstante aus Definition B abhéngt, so
dass fiir alle uj, € V;'(Q) und alle Gitterzellen K € 7, gilt:

IVunll 2 < pinvhig P lunll 2 (5.39)
Zudem gilt fiir uy, € [VF]4:
19 - wnll sy < 1Vunllzagy < i o (5.40)

Beweis. Siehe [Bra07] Kapitel 2, Satz 6.8. Die Abhéngigkeit von der Elementordnung p
folgt in Kombination mit [Sch98| Theorem 4.76.

Ein weiteres Hilfsmittel in dieser Arbeit sind Spurungleichungen. Mit Spurungleichungen
konnen die Werte von Sobolev-Funktionen auf dem Rand einer Gitterzelle nach oben gegen
die Funktionswerte im Inneren der Zelle abgeschitzt werden.

Lemma 5.15. (Spurungleichungen)
Sei 7y, eine quasi-uniforme Zerlegung von © € R? d > 2. Dann gelten fiir alle K € 7, und
v € HY(Q) die Spurungleichungen

lollZ205) < C (h;HUH%%K) + hKHUH%Tl(K)) ; (5.41)

P01z 00y < € (10132 0) + 013 ) ) (5.42)

mit einer Konstanten C' > 0 und der Lénge hg der Kante FE (beziehungsweise dem Fli-
cheninhalt hg der Seitenfliche E).

Beweis. Den Beweis zur Ungleichung (EZT]) findet man in [Tho97| Seite 26. Die Unglei-
chung (B22) wird in [RSTOS| angegeben - allerdings ohne Beweis. [
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Kapitel 6

Die Konvektions—Diffusionsgleichung

Die Konvektions—Diffusionsgleichung beschreibt einerseits eine Vielzahl physikalischer Vor-
génge, andererseits tritt sie des Ofteren als Hilfsgleichung bei komplizierteren Modellen auf
wie zum Beispiel bei bestimmten Turbulenzmodellen [LR06]. Mit diesem Kapitel wird eine
Einfihrung in die Theorie der Konvektions—Diffusionsgleichungen gegeben. Dazu betrach-
ten wir zunédchst die Losbarkeit der Gleichung im klassischen Sinne und beschreiben typi-
sche Merkmale einer Losung. Dann formulieren wir die Konvektions—Diffusionsgleichung in
ein Variationsproblem um und untersuchen dessen Losbarkeit. Wie sich zeigt, besitzt die
variationelle Formulierung unter recht allgemeinen Voraussetzungen eine eindeutige Lo-
sung. Zur Approximation dieser Losung fiihren wir das Standard—Galerkin—Verfahren ein.
Dieses Verfahren liefert jedoch oft schlechte Resultate. Die Ergebnisse lassen sich mit Sta-
bilisierungverfahren verbessern. Zwei solcher Stabilisierungsverfahren werden als néchstes
vorgestellt: die Streamline-Diffusion-Methode und die Kanten-Stabilisierung. Ahnlich zu
[RSTOS] diskutieren wir, unter welchen Voraussetzungen die Stabilisierungsverfahren eine
eindeutige Losung besitzen, und leiten eine a-priori Abschétzung fiir den Verfahrensfehler

ab.

6.1 Grundlegende Eigenschaften und analytischer Zugang

Sei Q ein beschrinktes offenes Gebiet in RY mit d = 2 oder d = 3. Eine skalare Kon-
vektions-Diffusionsgleichung fiir die Funktion u :  — R ist von der Form:

—eAu+b(z) - Vu+c(x)u = f(z) firze (6.1)

mit € > 0, passenden Randbedingungen auf dem Gebietsrand 0f2 und ausreichend glatten
Funktionen b : Q — R? sowie ¢, f : © — R. Skalare Konvektions-Diffusionsgleichungen
beschreiben die Verteilung einer skalaren Grofse u wie zum Beispiel der Konzentration
oder Temperatur in 2. Fiir diese Verteilung beriicksichtigt die Konvektions—Diffusionsglei-
chung (B10) verschiedene Prozesse: Diffusion (erster Term in (G1)), Konvektion mit einem
Geschwindigkeitsfeld b (zweiter Term), Erzeugung oder Vernichtung der Grofe u beispiels-
weise durch chemische Reaktionen (dritter Term) und Einfluss von Volumenkriften wie
zum Beispiel der Schwerkraft (vierter Term).

In der Praxis lassen sich die Randbedingungen zumeist durch folgenden Ansatz beschrei-
ben:

u=g; aufly (Dirichlet-Randbedingung),
n-Vu=gy aufly (Neumann—Randbedingung),
Bu+n-Vu=gs aufly (Robin-Randbedingung).
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Dabei sind I';, i = 1, 2, 3, disjunkte Teilstiicke des Gebietsrandes 92 mit 902 = 'y UT'yUTs,
n = n(z) der dukere Normalenvektor von 9 an der Stelle x, § eine stetige Funktion
auf I's und g; stetige Funktionen auf I';. Aus mathematischer Sicht kann die Neumann—
Randbedingung auch als Spezialfall der Robin—Randbedingung behandelt werden. Der
Einfachheit halber beschrédnken wir uns im Folgenden zumeist auf homogene Dirichlet—
Randbedingungen, das heifst, auf die Vorgabe

u=0 auf 0. (6.2)

Weiterhin wollen wir in dieser Arbeit zwei Félle bei Konvektions—Diffusionsgleichungen
unterscheiden: den diffusions—dominanten Fall mit

€ > [|bll oo () und € 2 |lcl| oo (o) (6.3)
sowie den konvektions—dominaten Fall mit
€ < ||bll oo () und [|bl[ Lo (@) Z llell o (0)- (6.4)

Auf dem konvektions-dominanten Fall wird unser Hauptaugenmerk liegen. In diesem Fall
zeichnet sich die Verteilung w iiblicherweise durch das Vorhandensein von Grenzschichten
aus. Im diffusions—dominanten Fall sind Grenzschichten hingegen untypisch. Grenzschich-
ten sind kleine Teilgebiete von €2, in denen u einen relativ grofsen Gradienten hat. Man
unterscheidet drei Typen von Grenzschichten:

(i) Parabolische Grenzschichten

Parabolische Grenzschichten treten an Dirichlet—Ré&ndern auf, welche parallel zur Strémung
liegen, das heikt wo n(z)-b(x) = 0 gilt. Thre Breite ist von der Ordnung O(y/€ In(1/¢)). Ein
Beispiel fiir parabolische Grenzschichten gibt der Graph auf der linken Seite von Abbil-
dung Gezeigt wird die Losung der Konvektions—Diffusionsgleichung zu den Vorgaben
e=10"% b= (1,00, c =0, f =1 auf Q = [0,1]2 und v = 0 auf 9. Gemif diesen
Vorgaben erhalten wir parabolische Grenzschichten bei y =0 und y = 1.

(ii) Exponentielle Grenzschichten

Exponentielle Grenzschichten treten an Dirichlet—Réndern auf, welche im Ausflussbereich
der Stromung liegen, das heift, wo n(x) - b(x) > 0 gilt. Ihre Breite ist von der Ordnung
O(eln(1/€)). Damit sind exponentiellen Grenzschichten noch schmaler als parabolische, was
ihre numerische Behandlung weiter erschwert. Ein Beispiel fiir eine exponentielle Grenz-
schicht wird ebenfalls durch den Graphen auf der linken Seite von Abbildung 1] gegeben.
Geméh den obigen Vorgaben befindet sich die exponentielle Grenzschicht bei z = 1. Auf
der rechten Seite der Abbildung findet man ein weiteres Beispiele fiir eine exponentielle
Grenzschicht. Betrachtet wird dort die Konvektions—Diffusionsgleichung zu den Vorgaben
e =107%, b= (cos(—7/3),sin(—7/3))T, c =0, f = 0 auf Q = [0,1]? und den Randwerten

0 fiir (z,y) € 92 und x =1 oder y < 0.7,
u =
1 fiir andere Punkte auf 0.

Die exponentiellen Grenzschichten liegen fiir diese Vorgaben bei y = 1 oder ungeféhr ab
x = 0.4 bei y = 0.

(iii) Innere Grenzschichten

Wie der Name vermuten lasst, treten innere Grenzschichten im Inneren von €2 auf. Verur-

sacht werden sie durch Unstetigkeiten in den Dirichlet—-Randwerten. Thre Struktur dhnelt
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derjenigen von parabolischen Grenzschichten, weswegen sie manchmal auch als innere pa-
rabolische Grenzschichten bezeichnet werden. Der Graph auf der rechten Seite von Abbil-
dung zeigt beispielhaft eine innere Grenzschicht. Diese startet bei (z,y) = (0,0.7) und
verlduft in Richtung des Advektionsvektors b. Die Lage der inneren Grenzschichten kann
durch die Problemdaten plausibel gemacht werden, siehe hierzu [Sty0i].

An Dirichlet-Réndern, welche im Einstrombereich liegen, das heifst wo n(x)-b(x) < 0 gilt,
gibt es hingegen iiblicherweise keine Grenzschichten. Fiir weitere Details zu Grenzschichten
sei auf [HKOSO0S| verwiesen.

Abbildung 6.1: Losung u der Konvektions—Diffusionsgleichung mit Grenzschichten (iiber-
nommen von |JK07a]). Fiir weitere Details siehe Text.

Als néchstes diskutieren wir die klassische Losbarkeit der Konvektions—Diffusionsgleichung.
Fiir die Existenz einer klassischen Losung gibt der folgende Satz eine hinreichende Bedin-

gung:

Satz 6.1.

Sei ) ein beschranktes Gebiet mit Lipschitz—stetigem Rand 02 und seien b,c und f Holder—
stetig auf Q mit c(z) > 0 fiir alle x € Q. Dann besitzt die skalare Konvektions-Diffusions-
gleichung (E1I) versehen mit der homogenen Randbedingnung (£2)) eine eindeutige Losung
u aus C(Q) N C?(Q).

Beweis. Siehe [Mic77]. O
Bemerkung 6.2.

(i) Der Satz kann auch die eindeutige Losbarkeit sicherstellen, wenn durch u = g auf 99
inhomogene Dirichlet-Randbedingungen beziiglich einer ausreichend glatten Funkti-
on g zu erfiillen sind. Die Idee dabei ist die folgende: Man setzt die Funktion g vom
Gebietsrand auf eine Funktion § € C(Q) N C%(Q) fort. Mit Hilfe dieser Fortsetzung
definiert man die Hilfsfunktion @ = u — ¢ und setzt u = u+ ¢ in (&1 ein. Die zusétz-
lichen Terme bringt man anschliefend auf die rechte Seite der Gleichung. Dadurch
erhdlt man zur Bestimmung von u wieder eine Konvektions—Diffusionsgleichung mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Fiir diese kann dann der Satz angewandt-
werden, woraus die eindeutige Losbarkeit folgt. Diese Vorgehensweise bezeichnet man
auch als Homogenisierung. Ob die Homogenisierung gelingt, hingt davon ab, ob eine
Fortsetzung ¢ existiert. Die Existenz der Fortsetzung ist dabei offenbar nur von dem
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Gebietsrand und der Randbedingung g abhéngig. Ausfiihrlich wird die Homogenisie-
rung von Differentialgleichungen zum Beispiel in [Cio99| behandelt.

(ii) Beispielsweise in [Wig7(| wird der Fall von Neumann- oder Robin-Randbedingungen
untersucht sowie Situationen, in denen der Typ der Randbedingung auf 0f2 variiert.

(iii) Mochte man eine hohere Regularitiat der Losung w sicherstellen (beispielsweise u €
C?%(Q)), werden zusitzlich Kompatibilitits-Bedingungen an den Ecken des Gebietes
notig (siehe hierzu |Azz8(| oder [Gri&3]).

Als Ausgangspunkt fiir das Studium weitere analytische Eigenschaften der Konvektions—
Diffusionsgleichung sei [RSTOS] oder |[GFL*83| empfohlen.

6.2 Die Schwache Formulierung

Mit Satz aus dem letzten Abschnitt kann die eindeutige Losbarkeit der Konvektions—
Diffusionsgleichung nachgewiesen werden. In der Praxis sind allerdings oft die Vorausset-
zungen des Satzes verletzt und es fallt schwer, auf analytischem Weg Aussagen iiber die
Losbarkeit zu machen. Nicht selten existiert dann keine klassische Losung mehr, sprich eine
Losung aus C(2) N C%(Q). Hinzu kommt: Selbst wenn eine klassische Losung existiert, so
ist es zumeist schwierig, diese mit rein analytischen Hilfsmitteln zu bestimmen.

In diesem Abschnitt werden wir die Konvektions—Diffusionsgleichung in ihre schwache For-
mulierung iiberfithren. Die Losungen des schwachen Problems sind im Allgemeinen nicht
mehr Funktionen aus C(2) N C?(Q), sondern Sobolev— oder Lebesgue-Funktionen. Fiir
solche Funktionenrdume gibt es eine deutlich allgemeinere Losbarkeitstheorie. Zudem ent-
spricht die schwache Formulierung einem Variationsproblem. Wie in den letzten Kapiteln
gesehen, konnen Variationsprobleme mit Galerkin—Verfahren approximiert werden. Diese
bilden wiederum die Grundlage fiir die Finite-Elemente-Methoden. Somit dient die schwa-
che Formulierung zugleich als Ausgangspunkt fiir Finite—Elemente-Methoden.

Wir gehen von der klassischen Formulierung der Konvektions—Diffusionsgleichung versehen
mit relativ allgemeinen Randbedingungen aus:

—eAu+b-Vu+cu= f(zr) inQ, (6.5a)
u=q auf I'y, (6.5b)
Bu+n-Vu=go auf I'y. (6.5¢)

Die Bezeichnungen sind dabei wie im letzten Abschnitt. Die Neumann—Randbedingung
behandeln wir diesmal nur als Spezialfall der Robin—Randbedingung. Die Daten seien fiir
die schwache Formulierung ausreichend regulér vorausgesetzt, das heift: b,c € L*>(),
feL?Q), BelL>®?),q € LIy).

Es soll eine geeignete Bestimmungsgleichung fiir eine schwache Lésung u € H'(2) aufge-
stellt werden. Multiplikation von (G3) mit einer beliebigen Testfunktion v € H'() mit
vlp, = 0, Integration iiber 2 und Anwendung der partiellen Integration auf das Integral
(—eAu,v) ergibt:

e(Vu, Vo) — e(n - Vu,v)p, — e(n- Vu,v)r,
+ (b- Vu,v) + (cu,v) = (f,v). (6.6)

Bei L2-Produkten, die sich nicht iiber Q erstrecken, héingen wir das Integrationsgebiet
als Index an das Skalarprodukt (-,-) an. Wir nutzen nun, dass die Testfunktion auf I'y

48



6.2. DIE SCHWACHE FORMULIERUNG

verschwindet, und setzen die Randbedingung (E5k) in das Integral {iber I'y ein:
e(Vu, Vu)+€(fu — g2,v)r, + (b Vu,v) + (cu,v) = (f,v). (6.7)

Dann bringen wir die Ausdriicke, in denen v, aber nicht u vorkommt, auf die rechte Seite
der Gleichung und kiirzen die linke Seite durch a(u, v) sowie die rechte durch (f,v) ab. Die
schwache Formulierung von (G3) lautet damit:

Finde v € HY(Q) mit u = g; auf T'; und

a(u,v) = (f,v) Vo€ HY(Q). (6.8)

Geméf der Herleitung der schwachen Formulierung ist jede klassische Losung von () auch
Losung des schwachen Problems. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht; folgender Satz
gibt jedoch ein hinreichendes Kriterium dafiir.

Satz 6.3.
Seien ¢, f, B3, g1, g2 stetige Funktionen, b € C1(Q2), Q ein Lipschitzgebiet und sei eine Losung
u € C%(Q) von ([EX) mit ausreichender Regularitit bestimmt worden, welche zusitzlich

der inhomogenen Dirichlet-Randbedingung u = g; auf I'; geniigt. Dann 16st « auch das
klassische Randwertproblem (G.1).

Beweis. Siehe |[GR0SF| Satz 3.3. O

Bemerkung 6.4.

Der obige Satz besagt insbesondere, dass eine ausreichend glatte Losung des schwachen
Problems der Robin—Randbedingung geniigt. Man zdhlt die Robin—Randbedingung daher
zu den natiirlichen Randbedingungen. Die Dirichlet—-Randbedingungen ist hingegen vor-
ausgesetzt worden, da sie nicht ohne Weiteres beim Ubergang zur schwachen Formulierung
berticksichtigt wird. In der schwachen Formulierung kann man die Dirichlet-Randbedin-
gung sicherstellen, indem man den Ansatzraum auf Funktionen aus H' einschrinkt, welche
dieser Randbedingung geniigen. Randbedingungen, welche im Ansatz- beziehungsweise im
Testraum beriicksichtigt werden, bezeichnet man auch als wesentliche Randbedingungen.

Der Einfachheit halber beschrénken wir uns ab jetzt im Wesentlichen auf homogene Dirichlet—
Randbedingungen. Die zugehérige schwache Formulierung lautet:
Finde u € V = H}(Q) mit

a(u,v) = f(v) Yo eV mit
a(u,v) = (eVu, Vv) + (b- Vu + cu, v) und (6.9)
fw) = (f,v).

Die Randbedingungen werden dabei im Ansatzraum beriicksichtigt. Variationsprobleme
vom Typ (E3) haben wir bereits in Kapitel Bl diskutiert. Dort haben wir den Satz von
Lax—Milgram als hinreichendes Kriterium fiir die eindeutige Existenz einer Losung zur Ver-
fligung gestellt. Unter geeigneten Voraussetzungen kénnen wir diesen Satz auf die schwache
Formulierung (63) anwenden:

Satz 6.5.
Sei Q ein Lipschitzgebiet aus R%, d € N, b,c € L>(Q), f € L?(Q) und

1
c—§V-6200 >0 auf €. (6.10)
Dann besitzt die schwache Formulierung (£3) eine eindeutige Losung.

49



6.2. DIE SCHWACHE FORMULIERUNG

Beweis. Der Beweis erfolgt mit dem Satz von Lax—Milgram, siehe Satz B3l Seine Voraus-
setzungen sind erfiillt, denn:

(1.) H& ist ein Hilbertraum.

(2.) Das Funktional f ist nach Voraussetzung beschrinkt und linear wegen der Linearitét
des L?-Skalarproduktes.

(3.) Die Bilinearform af(-, -) ist beschrénkt, denn alle Terme von a(-, -) lassen sich nach oben
abschétzen:

€|(Vu, Vo)| < el|Vullp2)|VollLe) < lullm @ llvllmr @) (6.11)

wobei die Cauchy—Schwarz—Ungleichung benutzt wurde.
Auflerdem haben wir

(b Vu+ cu,v)| < [|b- Vu+ cullr2(g)llvll2(0)

(o - Vullp2q) + lleull L2@))l[vll 12 ()
(HbHLoo(Q)Hu”Hl(Q) + ”C”LOO(Q)”uHL2(Q))”U”L2(Q)
(CHUHHl(Q) + CHU||L2(Q))HUHL2(Q)

< Cllullgr@llvlla @) (6.12)

<
<

IA A

wegen der Cauchy—Schwarz— und der Minkowski—Ungleichung.

(4.) Die Bilinearform a(-,-) ist strikt koerzitiv bzgl. || - || z1(q)-
Es gilt
e(Vu,Vu) > ¢ ]uﬁp(m , (6.13)

und unter Verwendung der partiellen Integration im dritten Schritt rechnet man nach

(b-Vu—i—cu,u):/ub-Vudx—i-/chdm
Q Q

1
:/ —b-V(uz)dx—i-/cuzdm
Q2 Q
1

:——/(V-b)u2dx+/cu2dx
2 Ja 0

:/ <c—lv-b>u2dac
Q 2
—_——

>co

Zco/ u’dz
Q

= COHUH%Q(Q)' (6.14)

Dabei sind die Randintegrale gleich Null, da die Funktion u auf 92 verschwindet.

Aus (E13) und (EI4) ergibt sich

a(u,u) > Oleulip gy + collullFz(q)) = Cminfe, co}llulF q)- (6.15)

Alle nétigen Voraussetzungen sind also erfiillt. [
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Bemerkung 6.6.

Der Satz kann fiir allgemeinere Randbedingungen angewandt werden. Sind mit einer Funk-
tion g € H'/? (09) inhomogene Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben, so setzt man mit
Hilfe von Satz 8.8 aus [Wlo82] g € H/2(0Q) auf g € H'(Q) fort. Mit Hilfe der Fortsetzung
g definiert man die Funktion u = u—{g, setzt u = u+yg in die schwache Formulierung ein und
bringt den Term mit g auf die rechte Seite. Das Resultat ist eine Bestimmungsgleichung der
Form (E3) mit homogenen Randbedingungen fiir u. Fiir diese ist obiger Satz anwendbar,
was die eindeutige Losbarkeit des Problems mit inhomogenen Dirichlet—-Randbedingungen
liefert.

6.3 Das Standard—Galerkin—Verfahren

Um eine Néherungslosung der schwachen Formulierung (E3) zu erhalten, verwenden wir
Galerkin—Verfahren. Die Grundlagen hierzu haben wir in Kapitel Bl ausgearbeitet. Das
Standard-Galerkin—Verfahren zur Losung von (6.3) lautet:

Finde up € V3, mit

a(up,vp) = f(vp) Yo, € VP (6.16)

Dabei sind a und f wie in der schwachen Formulierung. Fiir V;” wihlen wir den Durch-
schnitt von Hol(Q) mit einem polynomialen Finite-Element—-Raum der Ordnung p auf dem
Gebiet €, also PP auf Dreieckselementen beziehungsweise Tetraedern oder die Rdume QP
auf Rechteckelementen beziehungsweise Hexaedern. Die Grofe h steht hier flir den maxi-
malen Zellendurchmesser. Damit die Gebietszerlegung 7}, zuldssig im Sinne von Definition
(B33) gewihlt werden kann, setzen wir € als polygonal beziehungsweise polyhedral berandet
voraus. Nachfolgende Aussagen gelten gleichermafen fiir die PP- und QP-Elemente sowohl
in zwei als auch in drei Dimensionen.

Da a koerzitiv ist, gibt es auch auf dem Unterraum V” von H} eine eindeutige Losung
up,. Es soll nun eine Fehlerabschétzung hergeleitet werden, welche dartiiber Auskunft gibt,
wie gut up die exakte Losung der schwachen Formulierung approximiert. Dazu benéti-
gen wir insbesondere eine Interpolationsfehler—Abschéatzug aus Abschnitt B4l Damit die
Abschétzung benutzt werden kann, gehen wir davon aus, dass die Gebietszerlegung 7y,
quasi—uniform ist. Unter diesen Voraussetzugen gilt:

Satz 6.7.
Seien € ein beschrinktes Gebiet aus R%, d € N, b,c € L>(Q), f € L?(22) und

1
C—§v-b260 >0 auf Q. (6.17)

Sei ferner die Losung u der schwachen Formulierung (63) ausreichend regulir, das heift,
u € HP(Q) N HE(Q). Dann gilt fiir die Losung uy, des Standard-Galerkin—Verfahrens im
Raum V? die folgende Fehlerabschitzung

C
lu — upll 1) < mhp |ul s () (6.18)

mit einer Konstanten C' > 0 und dem maximalen Zellendurchmesser h.

Beweis. Den Fehler zerlegen wir mit der Dreiecksungleichung in einen Interpolationsfehler-
und Diskretisierungsfehler- Anteil:
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6.3. DAS STANDARD-GALERKIN-VERFAHREN

lu = unll o) < llu—urllm@) + llur = unllm (), (6.19)

wobei uj die Lagrange—Interpolierte von u ist. Den Interpolationsfehler schitzen wir mit
Hilfe von Lemma B3 ab:

lu = il ) < CR? Julgoss o - (6.20)

Wir benétigen nun noch eine Abschitzung fiir den Diskretisierungsfehler. Dazu gehen wir
aus von

C C

Huj—uhH%{l(Q) < (ur — up,ur —up) = (ur —u,ur —up). (6.21)

min{co, e}a min{cy, e}a

Die Gleichheit ergibt sich aus der Galerkin—Orthogonalitit und die Ungleichung wegen der
Koerzitivitat von a, wobei der Vorfaktor aus (6I3) in Kombination mit (GI4]) abgelesen
werden kann. Die Terme der Bilinearform a schitzen wir getrennt voneinander nach oben
ab: Wegen der Cauchy—Schwarz—Ungleichung und der Interpolationsfehler—Abschétzung

E20) gelten
e(V(ur —u), V(ur —u))
< €lur — ulgq) lur — unl g ()
< elur — ulg g llur — unllm ()

< €CWP |ul g1y lur — unllm () (6.22)
sowie die Abschéitzung

(b-V(ur —u),ur — up)
< b~ V(ur —u)llz2)llwr — unllg (o)
< Clur — ul g g llur = unl g

< ChP |U|Hp+1(Q) lur = unl 1) (6.23)
Den letzten Term beschrankt man durch

(c(ur —w),ur — up)
< Clur — ulgo(gy llur — unll 1 (q)
< CthFl ‘U‘HP-H(Q) H’LL[ — uh”Hl(Q) (624)

nach oben. Dividiert man in @21 durch [Ju; — up||g1 (o) und fasst alle Abschétzungen
zusammen, so folgt die Behauptung. [

Gemif obiger Fehlerabschiitzung verschwindet der Fehler beim Ubergang h — 0. Gemessen
am Interpolationsfehler geschieht dies mit der optimalen Konvergenzrate in h. Allerdings
ist der Faktor auf der rechten Seite der Abschétzung proportional zu 1/e. Im konvektions—
dominanten Fall, in dem 0 < € < 1 gilt, muss die Gitterweite A daher sehr klein gewéhlt
werden, damit die im Satz gegebene Schranke brauchbar ist. Dies ist bei numerischen Rech-
nungen oft nicht moglich oder sinnvoll, da der Rechenaufwand zu grof wird. Rechnet man
hingegen mit groferen Gitterweiten, so kann die Losung im gesamten Losungsgebiet unphy-
sikalische Oszillationen aufweisen. Dies ist insbesondere bei Problemen mit Grenzschichten
zu beobachten. In den néchsten Abschnitten werden wir modifizierte Galerkin—Verfahren
vorstellen, welche bei dominanter Konvektion oftmals bessere Ergebnisse als das Standard—
Galerkin—Verfahren liefern. Bei den modifizierten Galerkin—Verfahren ist es manchmal von
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Vorteil, von einer Variante des Standard—Galerkin—Verfahrens auszugehen, bei welcher die
homogene Randbedingung schwach behandelt wird. Wie Randbedingungen im schwachen
Sinne behandelt werden koénnen, diskutieren wir im Folgenden. Es sei aber erwdhnt, dass
oben geschilderte Probleme auch dort auftreten.

Bei der schwachen Behandlung der Randbedingungen ldsst man im Approximationsraum
Vf auch Funktionen zu, welche die Randbedingung nicht erfiillen. Fiir solche Funktionen
lautet das Analogon zur Standard—Galerkin—-Methode mit stark vorgegebenen Randbedin-
gungen:

Finde u € V}/ mit

a(up,vp) = f(vp) Yoy € VP, wobei
a(uh, Uh) = (eVuh, V?)h) + (b -Vuy + cup, Uh) - e(n -Vup, Uh)F- (6.25)

Das letzte Integral bleibt hier stehen, da u auf dem Gebietsrand I' ungleich Null sein darf.
Dieses Galerkin—Verfahren besitzt den folgenden Mangel: Unter der Standard—Annahme
c—1/2V -b > ¢y > 0 ist die Bilinerform a im Allgemeinen nicht mehr strikt koerzitiv und
man hat keine eindeutige Losbarkeit mehr.

Daher wird das Galerkin—Verfahren (G20 durch die Hinzunahme dreier Terme in der
Bilinearform a erweitert:

aw(uh, Uh) = e(Vuh, V?)h)+(b . Vuh + CUp, Uh) — e(n . Vuh, Uh)F

1
— e(up,n - Vop)r — (b - nup,vp)r_ + ey Z h—(uh,vh)E.
gcrF
(6.26)

Dabei ist I'_ der Einstrémrand, an welchem b - n < 0 gilt, 7 ein neuer Parameter, F in
zwei Dimensionen eine Kante der Gebietszerlegung und hg die Linge dieser Kante (in drei
Dimensionen gilt entsprechendes). Wahrend der drittletzte Term fiir Symmetrie zwischen
Ansatz- und Testfunktionen in den Randintegralen sorgt, sichern die beiden letzten Terme
die Koerzitivitét:

Lemma 6.8. Seien die Voraussetzungen von Satz erfiillt und sei v > 0 ausreichend
grofs. Dann gilt auf quasi—uniformen Gittern fiir die Bilinearform ayy aus (E26) und alle
up, € VP die Abschétzung

1 1
aw (un, up) = 5 <6|uh|3{1(m + collunllF2qy + 10 nlPunlFom +€ D E““h\l%%m) '
ECI
(6.27)

Da die Wurzel aus der rechten Seite dieser Abschitzung eine Norm auf V' definiert, ist
aw strikt koerzitiv beziiglich dieser Norm.

Beweis. Wir behandeln zunéchst einige Terme von ay einzeln. Es gelten
2
e(Vup, Vup) = €lun|p

sowie

1 1 )
v ) - un)s =€y ) o= llunlfzs).
ECl EcCId

93
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Auferdem konnen wir abschatzen

(b Vup + cup,up) — (b nup, up)r_

1 1
= (C - §V : b,ui) + 5(1) : n,ui)p - (b : nuh,uh)pf
1 1 1
=(c— §V b,ui) + 5(6 . n,u%)p/p_ + 5(—6 SN, U )T
1
2 COHUhH%%Q) + 5”’5 : “quh”%%r)- (6.28)

Die Gleichungen folgen aus partieller Integration und Umschreiben der Randintegrale. Die
Ungleichung folgt aus der Voraussetzung (EI0) sowie der Tatsache, dass b-n < 0 auf T'_
gilt. Fassen wir alle bisherigen Aussagen zusammen, so ergibt sich:

1
aw (un, un) > € |un| g oy + collunl| 20y + Slle- " un| 2y

1
— 2¢(n - Vup, up)r + ey Y h—uuh|y;w). (6.29)
Ecr ' F

Den Minusterm schitzen wir noch betragsmaéfig nach oben ab:

- € 2¢
2 |(n+ Veun, wn)| < 26" funl s gy lonllz2qey < C G lunlipn ey + 3wl ).

Die Abschétzungen folgen dabei aus der Cauchy—Schwarz—Ungleichung, der Spurunglei-
chung (B22) und der Relation hg ~ hg, welche wegen der Quasiuniformitit des Gitters
gilt. K ist dabei eine der Zellen, welche E als Kante beziehungsweise Seitenfliche besitzt.
Summation iiber alle £ C I' liefert zusammen mit der Wahl v > C (% + 2) die gesuchte
Abschétzung. Dass die Wurzel der rechten Seite von [B21 eine Norm ist, rechnet man unter
Verwendung der Normeigenschaften der einzelnen Terme direkt nach. [

Aufgrund der Koerzitivitét liefert der Satz von Lax—Milgram die eindeutige Losbarkeit des
Standard—Galerkin—Verfahren mit schwach vorgegebenen Randbedingungen. Die Lésung
wird im Allgemeinen nicht den vorgegebenen homogenen Randbedingungen gehorchen.
Manchmal macht es allerdings Sinn, einen Fehler am Rand in Kauf zu nehmen, wenn die
Néherung dafiir in anderen Bereichen besser wird als diejenige des Galerkin—Verfahrens mit
stark vorgegebenen Randbedingungen (siehe zum Beispiel die Arbeiten [FS94] und [BHO1]).
Dariiber hinaus gelingen zuweilen theoretische Untersuchungen leichter mit schwach vor-
gegebenen Randbedingungen, wie zum Beispiel die Herleitung von Fehlerabschéatzungen.
Hierzu werden wir in den nichsten Abschnitten ein Beispiel sehen.

Bemerkung 6.9.

(1.) Eine klassische Lésung u der Konvektions-Diffusionsgleichung, u € H} N C?(Q), ist
weiterhin Losung des Standard—Galerkin—Verfahrens mit schwach vorgegebenen Randbe-
dingungen, denn die kiinstlich hinzugenommenen Randterme verschwinden fiir v aus H&.

(2.) In dem Paper [Nit72] von Nitsche sind erstmals schwach vorgegebene Randbedin-
gungen diskutiert worden. Sie werden daher manchmal auch als Randbedingungen vom
Nitsche—Typ bezeichnet.

(3.) Es gibt mehrere Varianten des Standard-Galerkin—Verfahrens mit schwach vorgegebe-

nen Randbedingungen. Zum Beispiel ist es nicht zwingend erforderlich, die Randterme zu
symmetrisieren. Einige weitere Varianten findet man in [Fai7§|.
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6.4 Die Streamline—Diffusion—Methode

Wie im letzten Abschnitt erwéhnt, sind die Ergebnisse des Standard—Galerkin—Verfahrens
im konvektions-dominanten Fall oft nicht zufriedenstellend. Fiir diesen Fall ben6tigt man
neue Methoden. Eine solche Methode ist die Streamline-Diffusion—Methode, auch stream-
line upwind Petrov—Galerkin—-Methode genannt oder kurz SUPG-Methode. Die Idee dieser
Methode besteht darin, die StandardFormulierung um Terme zu erweitern, welche kiinst-
lich fiir stéarkere Diffusion sorgen. Numerische Rechnungen werden durch die kiinstliche
Diffusion stabilisiert, wodurch unphysikalische Oszillationen der Néherungslosung verrin-
gert werden. Anders als zum Beispiel bei den Upwindf\/'erfahrenﬂ wird die kiinstliche Dif-
fusion bei der Streamline-Diffusion-Methode nur in Richtung der Stromlinien aufgeprigt.
Die kiinstliche Diffusion wirkt so in die Richtung, in welcher sie hauptséchlich gebraucht
wird. Im Vergleich zu den Upwind—Verfahren, welche die kiinstliche Diffusion nicht derart
gerichtet aufprigen, gelingt die Stabilisierung bereits mit geringerer kiinstlicher Diffusion.
Dies ist geschickter, da man bei zu starker kiinstlicher Diffusion schlechte, verschmierte Lo-
sung erhélt. Die Streamline-Diffusion-Methode wurde von Brooks und Hughes in [HB79|
entwickelt.

Wir gehen im Folgenden von den gleichen Voraussetzugen wie bei dem Standard—Galerkin—
Verfahren mit stark vorgegebenen Randbedingungen aus, das heifit insbesondere: Das Ge-
biet QO C R? sei polygonal berandet (oder polyhedral in drei Dimensionen), der Appro-
ximationsraum sei gegeben durch V' = PP N H}(2) oder VP = QP N H}(Q) und die
Gebietszerlegung 75, sei quasi—uniform. Dann lautet die Streamline-Diffusion-Methode:
Finde uy;, € VP, so dass fiir alle v, € V}f) gilt:

asp(un,vp) = fsp(vg), wobei (6.30a)
asp(up,vp) = alup,vp) + Z Ok (—€Aup +b- Vup + cup,b- Vup) g, (6.30b)
KETh
fsp(vn) = f(vn) + Y 6k (f,b- Von)g (6.30c)
KETh

mit dx > 0. Das Standard—Galerkin—Verfahren ist hier durch einen Term der Form

> (Res,b- Voy) (6.31)
KETh

ergénzt worden, wobei Res das Residuum der Konvektions—Diffusionsgleichung bezeichnet.
Fiir eine ausreichend glatte Losung u € H?(2) N H& der schwachen Formulierung ver-
schwindet das Residuum, so dass u ebenfalls (E30al) erfiillt. Diese Eigenschaft bezeichnet
man als Konsistenz. Aus der Konsistenz eines Verfahrens folgt unmittelbar seine Galerkin—
Orthogonalitét:

asp(u — up,vp) =0 Yoy, € V. (6.32)

Dazu betrachtet man (630al) einmal mit der Losung u sowie einmal mit uy und subtrahiert
beide Gleichungen voneinander.

Als néchstes soll mit Hilfe des Satzes von Lax—Milgram untersucht werden, unter welchen
Voraussetzungen die Streamline-Diffusion—-Methode eine eindeutige Losung besitzt. Die

!Die Upwind-Verfahren kénnen als Vorreiter der Streamline-Diffusion-Methode angesehen werden.
Einige Arbeiten zu diesen Methoden sind zum Beispiel [CGMZ7€], [Tab7] und [HHZMT1].
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kritischste Voraussetzung ist hierbei die Koerzitivitit von agp. Um die Koerzitivitat zu
priifen, fiihren wir die folgende Norm ein:

1/2
lullsp := | €lulfq) + > kb Vall72 ) + collul 72k : (6.33)
KeTy,
Mit dieser Norm zeigen wir nun:
Satz 6.10. Seien cx = maxyex |c(z)| und
1
c—iv-b2w>0 auf €. (6.34)
Der SD-Parameter dx erfiille
1 h3
0 <6 < ~mind = K (6.35)
2 e ep?
K Hiny

fir alle K € 7;,. Dann ist die Bilinearform asp(-,-) koerzitiv beziiglich || - ||sp, das heifst,
es gilt:

1
aSD(vh,vh) > 5”’1%”’%[) Yo, € V. (6.36)
Beweis. Wir formen zunachst um und schitzen dann ab:

asp(vh,vn) = €(Vup, Vup) + (b Vg, vp) + (cvn, vn)
+ Z Ok (—eAvp, +b- Vop + cop,b- Vop)

KETh
= € |valTri(q) + (b Vor +cvn,vn) + Y Sk llb- Vo2
KETh
+ Z Ok (—eAvp, + cvp, b- Vup) i
KETh
> ¢ [onl7 o) + collonllFa ) + D Sxllb- VorlFa
KETh
+ Z Ok (—eAvp, + cvp, b - Vup) e -
KETh

Die Ungleichung ergibt sich hierbei aus derselben Rechnung wie in (EI4]). Den letzten Term
schétzen wir nun betragsméfig nach oben ab, um ihn anschlieffend von den restlichen zu
subtrahieren:

Z Ok (—€Avp, + cvp, b- Vup) i
KETh

1
< Z 625K\|Avh”%2(1<) + Z C%6K||Uh||%2([() T3 Z Hb‘vvhH%%K)
KETh KETh KeTh

€ 9 co 1
< 5 [onl(e) + gthH%%Q) t35 > lIb Vol 7z )- (6.37)
KeTy,
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Die erste Abschétzung folgt, da fiir jedes Skalarprodukt wegen der Cauchy-Schwarz- und
Young-Ungleichung gilt:

(@ +b,¢) < ([lall + [lB[})]|c]
5 lall + [1p)* + HCH2

| N
—_

IN

lal® + [1b]]* + §IIC||2-

Die zweite Abschétzung ergibt sich aus der Annahme (E38]) an dx und der lokal inversen
Ungleichung (39). Schliefslich erhalten wir aus (E31) die Behauptung:

asp(vn,vh) > € |vnlHi () + collonlliz) + Y Oxllb- VonlFz
KETh

Z 0K (—eAvh + cop, b - Vvh)K
KeTy,

> = | elvnlingg) + collvnllizy + D 10 Vonlizge |- O (6:38)

KeT,

DO =

Die restlichen Annahmen des Satz von Lax—Milgram priift man hingegen leicht. So folgt
zum Beispiel die Beschranktheit von f aus der Beschranktheit von b und der Cauchy—
Schwarz—Ungleichung. Damit liefert obiger Satz ein hinreichendes Kriterium fiir die ein-
deutige Losbarkeit der Streamline-Diffusion—-Methode. Nun stellt sich wieder Frage, wie
gut diese Losung die urspriingliche Losung der schwachen Formulierung (E3) approximiert.
Im néchsten Lemma schétzen wir dazu den Diskretisierungsfehler des Verfahrens ab:

Lemma 6.11. Seien die Voraussetzungen von Satz erfiillt und sei u € HPT1(Q) N
H}(Q) mit p > 1. Dann lisst sich der Diskretisierungfehler abschétzen durch

1/2

' —unllsp < C | D (e+ 0k + 5 b + M + hic(1+6K) + M (14 0 )hZE |ulfpsr 1)
KeT,
(6.39)
mit einer Konstanten C' > 0, welche weder vom Gitter noch von € abhéngt, und der
Lagrange—Interpolation u; von wu.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an den Ausfithrungen von [RSTOS| Seite 305. We-
gen Satz und der Galerkin-Orthogonalitiat (E32) der Streamline-Diffusion-Methode

konnen wir schreiben

—|||u —up|lsp < asp ul —up,ul — up)

~

I

(
CLSD(U —u+u—up,u’ —up)
sp(ul —u,ul —up) + agp(u —up, ul —uyp)

= aSD(uI —u,ul —up).

Die Terme von agp werden nun einzeln abgeschétzt. Fiir den ersten Term in (G.300) haben
wir:

e(V(u! —u), V(u! —up)) < e'/? {UI - €'/’ {u - uh{Hl(Q

< e'/? |u1 - U‘Hl(g) |||u —up|lsp

u‘Hl(Q)

< CPRP [ul gps o lu” — unllsp-
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Zunachst wurde dabei die Cauchy—Schwarz—Ungleichung benutzt, dann die Definition der
SD-Norm und schlieflich die Interpolationsfehler—Abschétzung ([B3T]).

Um den zweiten und dritten Term nach oben zu beschrianken, fithren wir zunéchst eine
kurze Zwischenrechnung durch. Fiir zwei beliebige Funktionen g, h aus H*(2) mit h|spq = 0
gilt unter Verwendung von partieller Integration:

(b : v.g + ¢y, h) = (v ' (bg)7h) - (gv : b7 h) + (Cg, h)
=((c=V-b)g,h) + (V- (bg), h)
= ((c=V-b)g,h) — (g,b- Vh).

Damit erhalten wir fiir den zweiten und dritten Term von agp:

(b-V(u! —u)+ cu! —u),ul —up)

= ([c = V- bl[u —u],u’ —up) — (uf —u,b-V[u" —uy))

1/2 1/2
<Cl Dl —ullfaey |+ | D ke’ =g llu" — unllsp
KeTy, KeT,
1/2
<OW | Y b+ 6 lulipy | e’ —unllsp-

KETh

Die erste Abschétzung folgt aus der Cauchy-Schwarz- und der Young-Ungleichung, die zwei-
te aus der Interpolationsfehler—Abschétzung (E3)). Den lezten Term von agp beschrinken
wir schlieflich wie folgt:

Z S (—eAfu’ —up] +b-V(u' —up) +c(u’ —up),b-V(u' —up))k
KETh

< > (6 [ = unl oy + C 0" = wn g gy + C Ju” = “h|L2(K>>
KeT,

1/2
x 6216~ ¥ (u! — up)||2a e

<O 62+ W+ W) ul e ey S ID - V(= wn) 2y

KeTy,
1/2 1/2

<C Z O (ehl ! + W + BEET)? |u|§{p+l(K) Z Sx||b - V (u — Uh)H%?(K)

KeTy, KeT,

1/2

<C | Y oxhflehit + 1+ hi) [ulfpprey | Iu! —unllsp

KeT,

1/2

< Ch? Z (6 + 0K + hK(l + (5[() + hK(l + (5[() + h%((l + (5[()) |u|§{p+1(K)
KeT,

% Jlu’ = unllsp-
Die erste Abschétzung ergibt sich hierbei aus Kombination der Cauchy—Schwarz- und

der Dreiecksungleichung, die zweite aus der Interpolationsfehler—Abschétzung (B31), die
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6.4. DIE STREAMLINE-DIFFUSION-METHODE

dritte aus der Tatsache, dass fiir a;,b; > 0 wegen der Young-Ungleichung ), a;b; <
(3, a)V2(32;62)1/% gilt, und die letzte aus dxe < Ch%, was aus der Annahme (B35)

(2
an dx folgt. Fassen wir die Abschitzungen der drei Terme von agp zusammen, so ist der

Beweis vollstandig. [

Um aus dem vorherigen Lemma die bestmogliche Konvergenzordnung abzuleiten, werden
die Terme ¢, 0, 5;(1h%(, h%-, hi(1 + k), h3(1 + 8k) gegeneinander balanciert. Dazu
setzen wir

(6.40)

B oohg, falls Peg >1 (Konvektions—dominanter Fall),
K 51h%( /e, falls Peg <1 (Diffusions—dominanter Fall),

wobei dg, 01 zwei positive Konstanten sind und Peg die lokale Pécletzahl abkiirzt, das heiflt,

_ 16/l oo (r) Pxc

P
K 2¢

(6.41)

Mit dieser Wahl des SD—Parameters gelangen wir zu folgender Fehlerabschétzung:

Satz 6.12 (Globale Fehlerabschitzung der Streamline-Diffusion-Methode). Der
SD—Parameter dx sei geméf ([E40) gewdhlt und erfiille die Bedingung von Satz Die
Gitterweite hx sei ausreichend klein, das heift hx < 1. Ist u € HPTH(Q) N HE(Q) ausrei-
chend regular, dann gilt fiir die Losung up, der Streamline-Diffusion-Methode die globale
Fehlerabschétzung

o = unllsp < O + RV ful s (6.42)

mit einer Konstanten C' > 0, welche weder vom Gitter noch von € abhéngt.

Beweis. Den globalen Fehler zerlegen wir mit der Dreiecksungleichung in einen Inter-
polationsfehler- und einen Diskretisierungfehler- Anteil:

lu—unllsp < llu" —upllsp + llu = u'[lsp, (6.43)

mit der Lagrange—Interpolation u; von u. Den Diskretisierungsfehler kénnen wir mit dem
letzten Lemma beschranken. Wenn wir dabei die Wahl (G40) fiir den SD—Parameters

verwenden und alle Terme der Ordnung (’)(hp+%) zusammenfassen, folgt
o~ wnllsp < CC2 4 B2 ul i (6.44)
Der Interpolationsfehler wird wiederum durch Abschétzung (B31) kontrolliert:
1/2

2
|||U—UI|||SD =\¢€ |U - uI‘Hl(Q) + Z Ok |[b- V(u— UI)H%?(K) + collu — UIH%?(K)
KeT,
1/2

<C | eh®ultpsry + Y, Ox WP oo (i) [l Frovi i) + PP Julfrpsn i)
KeTy, <Chg

< C(? 4+ h'2)np [ul o) -

Beide Abschitzungen in ([E43)) einsetzen liefert den Beweis. O
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6.5. DIE KANTEN-STABILISIERUNG

Bemerkung 6.13.

()

(iii)

(iv)

6.5

Der wesentliche Vorteil dieser Fehlerabschéatzung gegeniiber derjenigen des Standard—
Galerkin—Verfahrens ist, dass auf der rechten Seite keine Terme negativer Potenz in
€ auftreten. Damit bleibt diese Abschitzung auch im konvektions-dominanten Fall
brauchbar.

Die Interpolationsfehler-Abschiitzung (E31]) gibt in der L?-Norm eine optimale Kon-
vergenzrate der Ordnung O(hP*1) vor. Die im Satz gegebene Fehlerabschiitzung ver-
fehlt diese Rate im konvektions— und im diffusions—dominanten Fall um den Fak-
tor h'/2. Fiir die H'-Norm wire eine optimale Konvergenzrate von der Ordnung
O(hP). Im diffusions-dominanten Fall wird diese erreicht, wihrend im konvektions—
dominanten Fall eine Ordnung von O(hPe'/?) realisiert wird.

Um die leichte Suboptimaltitit der Streamline Diffusion-Methode in der L?-Norm
zu beheben, wird beispielsweise in den Arbeiten |[JSW87| und |ZR96] eine Erweite-
rung des Verfahrens vorgestellt. Hier wird kiinstliche Diffusion in kontrollierter Weise
auch senkrecht zu den Stromlinien aufgepriagt. Fiir diese Methoden sind optimale
Konvergenzraten bewiesen worden [Nav92|, [Zho97|. Allerdings gelingt dies nur fiir
spezielle Gitter und Losungen mit hoherer Regularitit (u € H5(S2)).

Jede klassische Losung der Konvektions—Diffusionsgleichung geniigt einem Maxi-
mumsprinzip. Die Losungen der Streamline-Diffusion-Methode besitzten diese Ei-
genschaft hingegen im Allgemeinen nicht. In der Folge beobachtet man bei numeri-
schen Tests folgendes Verhalten: Obwohl es der Streamline-Diffusion-Methode ge-
lingt, unphysikalische Oszillationen im Grofsteil des Losungsgebiet zu unterdriicken,
treten diese weiterhin in den Grenzschichten auf, also dort, wo sich die Losung schnell
andert. Um dieses Problem zu beheben, sind Varianten der Streamline-Diffusion—
Methode entwickelt worden, welche mittels so gennanter shock—capturing Terme die
unerwiinschte Oszillationen in den Grenzschichten unterdriicken (siche zum Beispiel
[TP&6], [BEOZ], [IK07a] und [JKOT7H]). Die shock capturing Terme sind nichtlinear,
was den Rechenaufwand vergrofert und zudem die Analysis erschwert. In der eng-
lischen Literatur sind diese Methoden auch unter dem Namen spurious oscillations
at layers diminishing (SOLD) methods bekannt. In dieser Arbeit werden wir uns auf
die Standardvariante der Streamline—Diffusion—Methode beschranken.

Die Streamline—Diffusion Methode besitzt mit §x einen Parameter, der frei im durch
Satz festgelegten Intervall variiert werden kann, ohne dass sich die Fehlerab-
schitzung des letzten Satzes dndert. Dennoch wird die Giite numerischer Resultate
durch die Wahl von dx beeinflusst. Es fragt sich also, wie §x optimalerweise gewahlt
werden sollte. Arbeiten in diese Richtung sind zum Beispiel [ST95] und [SE99|. Trotz
der dort prasentierten Ergebnisse ist es im Allgemeinen unklar, welches dx optimal
ist. Dies bleibt auch bei unseren Simulationen zu testen.

Die Kanten—Stabilisierung

Neben der Streamline-Diffusion-Methode verwenden wir in dieser Arbeit noch ein weiteres
Stabilisierungsverfahren, die Kanten—Stabilisierung, im Englischen auch edge stabilization
oder continuous interior penalty (CIP) stabilization method genannt. Sie besitzt gegen-
iiber der Streamline-Diffusion—-Methode den Vorteil, dass keine neuen unsymmetrischen
Terme eingefiihrt werden und keine Ableitungen zweiter Ordnung berechnet werden miis-

sen. Auferdem lasst sie die mass lumping Technik zu. Der Nachteil ist eine groftere Anzahl
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von Null verschiedener Eintrdge in der Systemmatrix. Der Grundgedanke der Kanten—
Stabilisierung liegt darin, Unstetigkeiten in der ersten Ableitung der Néherungslosung zu
bestrafen. Wird eine Losung der schwachen Formulierung mit stetigen ersten Ableitungen
gendhert, so resultiert daraus ein stabilisierender Effekt. Die Idee der Kanten—Stabilisierung
geht auf Douglas und Dupont [DD75] zuriick und hat durch die Arbeiten von Burman und
Hansbo neuerdings wieder an Bedeutung gewonnen [BH04|, [BHOG], [BEHO6]|. In diesem
Abschnitt stellen wir die theoretischen Grundlagen der Kanten—Stabilisierungs—Methode
vor (im Folgenden auch CIP-Methode genannt). Der Schwerpunkt liegt dabei darauf, die
eindeutige Losbarkeit der CIP-Methode zu untersuchen und eine globale Abschéatzung fiir
den Verfahrensfehler herzuleiten.

Wir gehen von einem polygonal oder in drei Dimensionen polyhedral berandeten Gebiet
Q C RY, d e {2,3} aus, zu welchem eine quasi-uniforme Gebietszerlegung gewihlt wurde.
Als Finite-Elemente-Réume werden die Rdume PP(€2) und QP(€2) benutzt. Beide werden
durch V,f’ abgekiirzt, wobei h fiir den maximalen Zellendurchmesser steht. Es hat sich
gezeigt, siehe beispielsweise [BEHOA] oder [BBJLOT|, dass die Analysis zur CIP-Methode
einfacher mit schwach vorgegebenen Randbedingungen gelingt. Daher ist die Formulierung
(E23)) mit der Bilinearform ay aus (G28) unser Ausgangspunkt, bei welcher die homogene
Randbedingung nicht in den Finite-Element-Raum Vf integriert worden ist. Diese geht
durch die Hinzunahme eines weiteren Stabilisierungsterms tiber in die CIP-Methode, welche
lautet:

Finde up € V)P, so dass fiir alle vy, € V! gilt:

acp(un, vn) = (f,vp) mit (6.45a)
actp(un, vn) = aw (up, vn) + ja(Un, vp).- (6.45b)

Dabei ist jj, der Stabilisierungsterm der Methode. Dieser hat die Form

n(un,vn) = > Th (bn - [Vunle, b - [Vorlg) g - (6.46)
Ee&y,

Die Summe erstreckt sich iiber die Menge &, aller innerer Kanten (beziehungsweise Seiten-
flichen), 7 ist ein neuer Parameter und [w]|g ist der Sprung der Grofe w iiber die Kante
FE in Richtung ihres Einheits-Normalenvektors ng, das heifst:

[w]g(z) = ;im (w(z + sng) —w(x —sng)) firx e E. (6.47)
Da es zu jeder Kante zwei Normalenvektoren gibt, ist obige Definition nicht eindeutig. Die
Normalenvektoren unterscheiden sich jedoch nur um ein Vorzeichen, so dass dies auch fiir
die Definition des Sprungs gilt und sein Betrag im Stabilisierungsterm jj eine wohldefinierte
Grofe ist. Fiir stiickweise polynomialen Funktionen ist der Sprung im Punkt x € F einfach
durch

[w]g(x) = wi(z) — we(x) (6.48)

gegeben, wobei w; jeweils die Einschrdnkungen von w auf eine der beiden Zellen ist, wel-
che E als Kante besitzen. Der Stabilisierungsterm j; ist symmetrisch und beinhaltet nur
erste Ableitungen. Dies sind zwei Vorteile gegeniiber der Streamline—Diffusion-Methode.
Der Nachteil liegt darin, dass der Stabilisierungsterm Integrale iiber die inneren Kanten
enthilt. Uber diese werden die Freiheitsgrade benachbarter Zellen miteinander verkoppelt
(wie sehen wir in Abschnitt [[J] genauer). Durch die Kopplung vergrofert sich die Anzahl
der von Null verschiedenen Eintridge in der Systemmatrix der Kanten—Stabilisierung, was
den Rechenaufwand erhoht.
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Die Grofse by, in (B40) bezeichnet eine stiickweise lineare Approximation von b beziiglich
der Gebietszerlegung, also zum Beispiel die lineare Lagrange—Interpolierte. Wir setzen fiir
die nachfolgende Analysis b € W1°°(Q) voraus, so dass fiir by, gilt:

16— ball oo (1) < Chacllbllwoe (1c)- (6.49)

Fiir eine ausreichend regulire Losung u € H3/ 2+¢(Q)), € > 0, der schwachen Formulierung
ist der Sprung von [Vu]g an allen inneren Kanten fast iiberall beziiglich des (d — 1)-
dimensionalen L2 Mafes gleich Null. Der Stabilisierungterm verschwindet daher in diesem
Fall. Zudem fallen die Randterme in ay weg. Damit ist jede ausreichend reguldre Losung u
der schwachen Formulierung auch Losung der CIP-Methode. Dies impliziert die Galerkin—
Orthogonalitat von u beziiglich der Losung uy, von (645al) und acrp:

aCIp(u — Up, Uh) =0 Vvh S V]f (6.50)

Beziiglich der Norm

1/2
. 1
lullcre = <€||UH12HI(Q) + collullF2 gy + dn(u, ) + bl ull oy + €D EHUH%Q(E))
Bcr
(6.51)

macht das folgende Lemma eine Aussage iiber die Koerzitivitat von actp:

Lemma 6.14.

Seien die Daten der schwachen Formulierung ausreichend regulir, das heift, b € W1H>(Q)
sowie ¢ € L>®(€), v > 0 grof genug und die Gebietszerlegung quasi—uniform. Auferdem
gelte die Ungleichung

1
c— §Vb >c¢p >0 auf Q. (6.52)

Dann gilt fiir alle u, € V} die Abschétzung

1
acip(Un, up) > 5|||Uh|||%:1p- (6.53)

Insbesondere ist dann die Bilinearform acrp strikt koerzitiv auf V}f .

Beweis. Der Beweis folgt direkt, indem man die Abschitzung aus Lemma benutzt und
auf der linken Seite der Abschitzung den Term jj (up,up) > 0 hinzuaddiert sowie auf der
rechten Seite die Héilfte davon. [

Unter den Voraussetzungen dieses Lemmas sowie der zusitzlichen Annahme f € L2(12)
sind alle Voraussetzungen des Satz von Lax—Milgram erfiillt und wir haben ein hinreichen-
des Kriterium fiir die Existenz einer eindeutigen Losung der CIP-Methode zur Hand. Als
néchstes wollen wir eine Abschétzung des Verfahrensfehlers herleiten. Eine Schliisselstel-
le im Beweis dieser Abschéitzung ist die Existenz eines Interpolationsoperators wie er in
nachfolgendem Lemma vorgestellt wird. Mit Hilfe dieses Operators werden wir eine beinahe
optimale Fehlerabschétzung fiir den konvektiven Term angeben kénnen.

Lemma 6.15.
Es gibt einen Interpolationsoperator 7* : H?(7},) — V,f , so dass fir alle vy, € V,f und alle
K €T, gilt

hicllon - Vo — 7 (b, - Vou) [T (g < C > /h%Eybh-[wh]EFds (6.54)
EBegn(k) P
h
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mit einer Konstante C' > 0 und &,(K) :={E € &,: ENK # (}.
H?(T},) bezeichnet dabei den Raum aller beziiglich der Gebietszerlegung 7}, stiickweisen
H?-Funktionen, also

H*(T) ={u: Q= R: ulg € H*(K) VK € T,,} .

Beweis. Wir definieren 7* in den Knoten p; der Triangulierung 7 durch

@) = 3 vlk () (6.55)

' {K:pieK}

wobei m; die Anzahl der Zellen bezeichnet, welche den Knoten p; enthalten. Da die Funktio-
nen aus Vf durch ihre Werte in den Knoten eindeutig festgelegt sind, ist 7* wohldefiniert.
Um Ungleichung (E54)) zu beweisen, benétigen wir mehrere Abschitzungen. Sei dazu

CI)’K = (I)K = (bh . V?}h — ﬂ*(bh . Vvh)) ’K (6.56)

Geméf der Definition von 7% ist ®x ein Polynom mit ®x(p;) = 0 fiir alle Knoten von
K, die nur zu Zelle K gehoren. Aus diesen Eigenschaften ergibt sich fiir alle K € 7;, die
Abschétzung;:
1/2
|2 xllz2) < O @kl o). (6.57)
Zum Beweis dieser Ungleichung transformiert beispielsweise [BEH06| auf das Referenzele-
ment der Triangulierung zuriick und verwendet dort die Norméquivalenz auf endlichdi-

mensionalen Rdumen sowie das Standard-Skalierungsargument aus |[GR86| Seite 96. Die
nichste benétigte Ungleichung verwendet die folgende skalierte {1-Norm fiir g, € V' (E):

1/2
lanll ey = hl” > lan(s)].
{J:p;EE}

Wegen der Norméquivalenz auf fo (E) gibt es dann zwei Konstanten C7 > 0 und Cs > 0,
so dass:

Cillgnllz2ey < llanlln ey < Callanllzmy  Yan € Vi (E), VE € . (6.58)

Um die néchste Abschétzung zu erhalten, setzen wir die Definition von 7* in @5 ein und
nutzen die Stetigkeit von by

1
Crlpy) = > b)) - (Voulx(py) = Voul(p))) -
T {K":peK’}

Damit folgt:

el <= S Y I Vuls) (659

T {K':p;eK'} E'ew(K,K')

Hier wurde der Sprung (Vun|k (pj) — Von|k/(p;)) abgeschétzt durch die Spriinge iiber die
Menge der Kanten w(K, K'), welche zwischen K und K’ liegen und welche p; enthalten.
Gibt es mehrere solcher Kantenmengen, so wihlen wir eine beliebige davon aus (siehe
Abbildung E2).

Die Summe in (E2J) soll nun iiber alle Kanten aus &, ; gefiihrt werden, auf welchen der
Knoten p; liegt. Wegen der Formregularitat der Triangulierung gibt es nur endlich viele
solcher Kanten und es gilt hg ~ hi sowie hg ~ hgs. Daraus folgt

D)l < Y 1ba(ps) - [Vorle (p)]
E'egy
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Abbildung 6.2: Veranschaulichung der Situation im Beweis von Lemma ET3 Fiir w(K, K')
kann man beispielsweise die Kanten-Menge {F1, E2, F5} wahlen.

und wegen Abschitzung (E58) die letzte bendtigte Ungleichung:
1@l <C Y Nbn - Vorle i - (6.60)
E'egy,
Kombination aller Abschidtzungen ergibt die Ungleichungs-Kette:
hicllon - Von — (b, - Vou )72 x) = hic 19|72 ()

<Chik Y 1®klF2m
ECOK

<Chik > 19kl g
ECOK

<Chip | Y lbw- [Vorler ey

E’Ggh(K)
<C Y bbb [Vorle e
E'egy (K)
<C Z W llbn - Vol (122 0y
E'eg (K)

Die Abschéatzungen folgen der Reihe nach aus (EX1), (E58), [E60), hx ~ hg und wieder
([E5N). Bei der vierten Abschitzung wurde zudem die Ungleichung (a3 + ... + a,)? <
C(a? + ... + a2) benutzt. [

Bemerkung 6.16.
Gemif [BFHOA] Lemma 3.1 gilt auch die Umkehrung der Abschétzung in obigem Lemma,
das heifst es gibt eine Konstante C' > 0 mit

C Z / B2 by - (Vo)) ds < hi|by, - Vo, — 7 (by, - VUh)HB(K
Be&n(K)
Dieses Ergebnis besagt, dass die Interpolationsfehler-Abschétzung aus dem Lemma gemes-

sen an der Ordnung von hg nicht verbessert werden kann.
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Der néchste Satz stellt die gesuchte Abschétzung des Verfahrensfehlers zur Verfiigung;:

Satz 6.17. (Globale Fehlerabschitzung fiir die CIP-Methode)

Seien die Daten der schwachen Formulierung geniigend regulir, das heifit, b € W1h°°(Q),
c € L>®() sowie f € L3(f), sei v > 0 ausreichend grof und die Gebietszerlegung quasi—
uniform. Sei ferner eine ausreichend glatte Losung der schwachen Formulierung vorgegeben,
sprich: v € HP1(Q). Dann gilt fiir die Losung u;, der CIP-Methode (f45a)) die folgende
globale Fehlerabschatzung:

hu—wllcre < C (2 4+ 02) W2 Jull o o (6.61)

mit einer Konstanten C' > 0, welche weder vom Gitter noch von € abhéngt.

Beweis. Wir beschrinken uns auf eine Beweisskizze. Der Fehler in der CIP-Norm wird mit
der Dreiecksungleichung in einen Diskretisierungsfehler- und Interpolationsfehler—Anteil
zerlegt:

lu—unllcrr < llu = uxllcre + flur — unllcip. (6.62)

Die Abschétzung des Diskretisierungs—Fehler gelingt wie folgt: Aus der Koerzitivitat von
acrp beziiglich || - |lcrp und der Galerkin—Orthogonalitéit der Methode ergibt sich

1
llun —ux IEmp < actp(un — wr, up — ux)
= actp (U — U, Up — Ur). (6.63)
Dabei kiirzt u, die L?>-Interpolation von u in € aus Lemma ab.

Division durch ||uj, — ur|cip/2, Auseinanderziehen der Terme und Ubergang zum Supre-
mum liefert:

aw (u — Ur, wp,) Jn(u — Uz, wp)

Jur, — urllcre <2 sup L2 sup (6.64)
wpevy  lwallorp wnev?  llwnllorp
Fiir den zweiten Term gilt die folgende Ungleichungskette
(1 = U, wp) P < Clin(w — e, — )i (wh, wh)
<O S WV (- ) gl e
Ee&y
<C Z Wi (R |V (w — w2y + hiclIV (= we) [ gy lwnllEp
KeT,
<C Z Wi (R lu — Unl[Z2 () lwn Ep
KeT,
< I a2yl P (6.65)

Die erste Ungleichung ergibt sich analog zur Cauchy—Schwarz—Ungleichung, die zweite aus
der Beschriinktheit von b und der Abschitzung fiir beliebiges g € L?(Q)

> [uras<2 Y [lofas
Ecéy E Ee&), E

welche wegen der Dreiecksungleichung gilt. Die dritte Ungleichung in (E63]) folgt aus der
Spurungleichung und der Tatsache, dass hg ~ hg wegen der Quasiuniformitéit des Gitters
gilt, die vierte durch mehrfachen Anwenden der inversen Ungleichung (239) und die fiinfte
aus der Interpolationsfehler—Abschiatzung (B33]). Zieht man in obiger Abschéitzung die
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Wurzel und setzt in (G64) ein, so erhdlt man eine Abschétzung fiir den zweiten Term mit
der gewiinschten Ordnung in h. Im ersten Term von (G.64]) bringt man die Bilinearform
aw durch partielle Integration in die folgende Form
aw (u — ur,wp) =€(V(u — ug), Vwy) + c((c — V- b)(u — ur), wp)
+ (b-n(u —uz), wp)r, — (¥ —ur,b- V)
—€e(n-V(u—uzg),wp)r — €(u — ug,n - Vup)r

1
+ ey Z E(u — U, Wh)E- (6.66)

Dann schétzt man die Terme getrennt voneinander ab. Wir geben hierfiir zwei Beispiele
an, die anderen Abschétzungen verlaufen mit den gleichen Hilfsmitteln. Die Abschéitzung
des vierten Terms in (G60]) ist am aufwéndigsten. Durch Nulladdition von by, - wy, spaltet
man den Term zunéchst wie folgt auf:

(u—tr,b-Vwy) = (u— g, (b —bp) - Vwy) + (u — ur, by - Vwy). (6.67)
Den ersten Summanden schéatzt man anschlieffend ab durch:
[(u = tr, (b= bp) - Vwp)| < Cllu — url[2(0) b = bnll Lo @) [whl g1 (a)

<C Y u =l 2z 1 = ball L) [whl g i)
KeTy,

<C Y =l 2oy b [wnl g )
KeTy,
< ChPH|ull gros1 (o llwnl crp-
Dabei wurden der Reihe nach die Cauchy—Schwarz—Ungleichung, die Dreiecksungleichung,
die Voraussetzung (649) an by, und die Interpolationsfehler-Abschétzung (E33)) mitsamt

der Relation hx < h VK € 7, benutzt. Eine Abschitzung fiir den zweiten Summanden
ergibt sich wie folgt:

|(w — ur, by, - Vwp)| = |(w — ug, by, - Vwp, — 7% (by, - Vwp,)|

<C Y lu=trlr2)lbn - Vwn = 7 (by - Vsl 20

KETh
1/2
<0 u-ulizg (bt Y /h%]bh.[Vuh]EIst
KeT, Begn(K) 7P
<O D lu—uallzzy | B n(un, up)?
KeTy,
< CHPY2 | o g llwn e - (6.68)

Die Gleichheit ergibt sich aus der L?>-Orthogonalitét der globalen L?>-Projektion 7, beziig-
lich Vf . Die erste Ungleichung folgt aus der Cauchy—Schwarz- und der Dreiecksungleichung,
die zweite Ungleichung aus Lemma BET0 die dritte durch Vergleich mit der Definition von
jn und die letzte durch Anwenden der Interpolationsfehler—Abschéitzung (233)). Es sei er-
wahnt, dass dies die einzige Stelle im Beweis ist, an welcher Lemma angewandt wird.
Exemplarisch schétzen wir nun noch einen der Randterme ab. Dazu benétigen wir die
folgende Ungleichung
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welche aus der Spurungleichung (B2 und der inversen Ungleichung (B39) folgt. Den
vorletzten Term in (EG0) beschrianken wir nun nach oben durch:

1/2
€
e = e Fune| €S (35) = uelagey(ehi) 2l Tonl g

ECT
1/2 1/2
€
<C <Z h_Hu - uw”%mg)) <€ Z HwhH%{l(K)>
pcrE BCT

< C2hP||ul| o1 o llwnl crp-

Die erste Abschatzung folgt aus der Cauchy—Schwarz- und der Dreiecksungleichung sowie
Erweiterung mit hjlg/z/ hjlg/z, die zweite aus ([E69) sowie der Cauchy—Schwarz—Ungleichung
fiir Summen, 3 a;b; < (32, a2)Y2(3, b2)Y? fiir a;,b; aus Ry, und die dritte aus der In-
terpolationsfehler—Abschétzung (B34]). Einen ausfiihrlicheren Beweis zur Abschéitzung des
Diskretisierungsfehler findet man in [RSTO0S]| von Seite 359 bis 361. Dort kann insbesonde-
re nachgeschlagen werden, wie die restlichen Terme abgeschétzt werden. Es fehlt noch die
Abschétzung des Interpolationsfehlers in (E62). Dazu betrachten wir

12 |y — Ur| iy + Cllu — urllp2(0) + Jn(u — ur,u — )/

1/2
€
+ Cllu — gl L2y + (Z EHU - UWH%P(E))

<cC <€1/2 4 h1/2> HP||ul| 41 () -

lv = urllcre < Ce

Nach der elementaren ersten Abschiatzung gelingt die zweite, indem man man die Inte-
grale iiber das Gebiet mit Hilfe der Interpolationsfehler—Abschitzung (£33)) und das Ran-
dintegral mit (E34]) beschrinkt. Den Term zu j, haben wir bereits in (E63) nach oben
abgeschétzt. [

Bemerkung 6.18.

(i) Die Fehlerabschitzung sagt die gleichen Konvergenzrate voraus, wie wir sie fiir die
Streamline—Diffusion-Methode erhalten haben: eine leicht subtopimale Konvergenzrate der
Ordnung O(h?*1/2) in der L?>Norm, eine leicht subtopimale Rate der Ordnung O(hPe~1/2)
in der H'-Norm fiir den konvektions-dominanten Fall und eine optimale Rate der Ord-
nung O(hP) in der H'-Norm fiir den diffusions-dominanten Fall.

(ii) Bei der Abschitzung des konvektiven Terms im Beweis bei ([E68) wird die L2-Ortho-
gonalitit der globalen L2-Projektion beziiglich V,f benutzt. Die L?-Projektion darf als
Interpolations—Operator genutzt werden, da die Randbedingungen schwach vorgegeben
sind. Gibt man die Randbedingung hingegen stark vor, so liefert die L?-Projektion Funk-
tionen, die nicht mehr im Approximationsraum liegen, da sie im Allgemeinen die Randbe-
dingungen nicht erhélt. Demzufolge miisste ein anderer Interpolations—Operator verwandt
werden. Nutzt man zum Beispiel die Lagrange-Interpolation, so geht die L?-Orthogonalitéit
verloren und obiger Beweis funktioniert nicht mehr. Dies erklart wohl, wieso in der Lite-
ratur die Randbedingungen bei der CIP-Methode schwach vorgegeben werden.

(iii) In ihrer Standard-Formulierung leidet die CIP-Methode unter dem gleichen Pro-
blem wie die Streamline-Diffusion—-Methode. Unphysikalische Oszillationen werden zwar
im Grofteil des Losungsgebiets unterdriickt, doch in den Grenzschichten treten Instabili-
taten auf, welche die Genauigkeit der Losung beeintrachtigen. Diesem Problem begegnet
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man mit shock capturing Termen, wie zum Beispiel dem folgenden aus [BH04|:
Teelt,v) = ) / Wk (u) sign(tor - V(ulk)) tox - V(v|k)ds, (6.70)
KeTy, oK

wobei tgx der Tangentenvektor an den Rand 0K der Zelle K ist und

Uk (u) = diam(K)(Cye + Cadiam(K)) max I[ng - Vu]g| (6.71)
c
mit zwei frei wihlbaren Parametern Cy und Cs. In [BH04| wird fiir Finite-Elemente erster
Ordnung mit obigem shock capturing Term ein diskretes Maximumsprinzip gezeigt. Fir
stabilisierte Finite-Element-Methoden hoherer Ordnung ist die Giiltigkeit eines diskreten
Maximumsprinzips allerdings noch nicht bewiesen worden [JK07a].
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Kapitel 7

Numerische Ergebnisse fur die
Konvektions—Diffusionsgleichung

Die Konvektions—Diffusionsgleichung werden wir mit Hilfe des Standard—Galerkin—Ver-
fahrens, der Streamline-Diffusion— und der CIP-Methode approximieren. Zunéchst be-
schreiben wir dazu die Implementierung der CIP-Methode, welche im Rahmen dieser
Arbeit durchgefithrt worden ist. Zu den Kantenintegralen, die bei der CIP-Methode zu
berechnen sind, geben wir exakte Werte an. Dann wird das Gitter spezifiziert, welches
bei den Finite-Elemente-Methoden verwandt worden ist. Anschliefsend fithren wir Rech-
nungen fiir ein Beispiel ohne Grenzschichten durch. Unter anderem wird dabei {iberpriift,
ob die Stabilisierungsverfahren die von der Fehleranalysis vorausgesagten Konvergenzraten
erreichen und wie beide Verfahren im Vergleich zueinander abschneiden. Danach wird auch
ein Beispiel mit Grenzschichten betrachtet.

7.1 Implementierung der CIP-Methode

Die Konvektions—Diffusionsgleichung werden wir mit Hilfe von Finite-Elemente-Methoden
16sen. Als Finite-Elemente—Code steht das Programmpaket MooNMD zur Verfiigung. Das
Standard—Galerkin—Verfahren und die Streamline-Diffusion—-Methode sind dort schon im-
plementiert, die CIP-Methode hingegen nur fiir den Spezialfall von Finiten—Elementen
erster Ordnung. Im Rahmen dieser Arbeit ist die CIP-Methode auf Elemente hoherer
Ordnung erweitert worden.

Bei Standard—Galerkin—Verfahren und der Streamline-Diffusion-Methode stehen nur sol-
che Basisfunktionen miteinander in Verbindung, welche gleichzeitig auf mindestens einer
gemeinsamen Gitterzelle von Null verschieden sind. Mit anderen Worten, nur fiir solche
Paare von Basisfunktionen gibt es von Null verschiedene Eintrége in der Systemmatrix.
Bei der CIP-Methode wird ein Stabilisierungsterm der folgenden Form benutzt:

dn(unsvn) = Y Thi (bn - [Vulg, by - [Vo]g) g (7.1)
Eeg,

mit der Menge &, aller inneren Kanten und dem Sprung [-]g tiber die Kante E. Ist eine
Funktion in Zelle K von Null verschieden, so ist der Sprung ihres Gradienten iiber die Kan-
ten von K im Allgemeinen ungleich Null. Deshalb werden durch diesen Stabilisierungsterm
alle Paare von Basisfunktionen verkniipft, welche jeweils zumindest in einer von zwei anein-
andergrenzenden Zellen von Null verschieden sind. Um die neuen Verkniipfungen im Code
zu beriicksichtigen, muss die Struktur der Systemmatrix entsprechend erweitert werden.
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Beispiel 7.1. Im Folgenden betrachten wir eine Situation, wie sie in Abbildung [ZT] fiir das
P! Element gezeigt wird. Dabei geben wir explizit die Basisfunktionen an und berechnen
das Kantenintegral {iber die innere Kante. Zum einem kann daran gesehen werden, wie
die CIP-Methode zusétzliche Freiheitsgrade miteinander verkniipft; zum anderen kann die
Korrektheit des Programms getestet werden.

3 2
®

Z2

Abbildung 7.1: Knotenverteilung bei Beispiel [l
Die blauen Punkte entsprechen den Knoten. Fiir
weitere Details siehe Text.

Z1

-
0 1

Um einen trivialen Fall zu vermeiden, nehmen wir die Randbedingungen als schwach vor-
gegeben an, so dass alle Basisfunktionen frei sind. Wie in Abschnitt genauer erlautert
worden ist, sind die Basisfunktionen des P!'-Elements dadurch definiert, dass sie jeweils
in einem der Knoten (hervorgehoben durch die blauen Punkte) gleich 1 sind, wéhrend sie
in allen anderen Knoten verschwinden. Eine explizite Formel fiir die Basisfunktionen kann
schnell aus dem Konzept der baryzentrischen Koordinaten A;, ¢ = 1,2, 3, abgeleitet werden
(vgl. Definition B4). Besitzt die Basisfunktion ¢ die Ecke a’ in Gitterzelle K als 1-Knoten,
so ist sie auf K gegeben durch

Bl (N) = A (7.2)

Auf allen Zellen, zu welchen der 1-Knoten nicht gehort, verschwindet die Basisfunktion hin-
gegen. Wir wahlen das Koordinatensystem im Folgenden so, dass das dargestellte Quadrat
dem Einheitsquadrat [0,1]? entspricht und der mit 0 indizierte Punkt im Ursprung liegt.
Zudem seien in Zelle 1 die Eckpunkte gegeben durch a; = (0,0),a2 = (1,0),a3 = (1,1).
Dann lauten die zugehorigen baryzentrischen Koordinaten auf Zelle 1:

M=1l—xz—y d=x A=y.

Entsprechend erhélt man in Zelle 2 mit a; = (0,0),a2 = (1,1),a3 = (0,1) als Eckpunkten
die baryzentrischen Koordinaten:

AMM=1—y =z I3=y—uz.
Formel (Z2) liefert nun sofort den folgenden Satz von Basisfunktionen

l—z—y in Zelle 1 x in Zelle 1

gbo(ﬁﬂ,y) = { ¢1($,y) = {

1—y in Zelle 2 0 in Zelle 2’
y in Zelle 1 0 in Zelle 1
xT, - 9 x, = ’
¢2(@:y) {CE in Zelle 2 93(,y) {y —x in Zelle 2

wobei die Basisfunktion ¢; ihren 1-Knoten im Punkt ¢ in Abbildung [Z1] hat. Als néchstes
werten wir die Kantenintegrale iiber die innere Kante von Punkt 0 zu Punkt 2 aus. Der
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Integrand ist als Produkt zweier Polynome ersten Grades im Allgemeinen ein Polynom
zweiten Grades. Ein Polynom p zweiten Grades ldsst sich in einer Dimension exakt durch
die folgende Gaufsquadraturformel integrieren:

[ po)as = 25 optso) + wrnton) 73)
mit den Gewichten wy = w1 = 1 und den Quadraturpunkten
1b—a a+b 1b—a a+b
NET AT T T /B 2 T
Fiir die Kantenintegrale ergibt sich daraus die Formel
2 13
I=>y" %E (b2, j[0xuz] + by [0y15]) (b j[0xv5] + by j[0yv;5]) |s=s; (7.4)
j=1

mit den Quadraturpunkten sy ~ (0.2113,0.2113), s; ~ (0.7887,0.7887) und der Kanten-
linge hp = v/2. Um die Formeln benutzen zu kénnen, bendtigen wir noch die Spriinge
der Basisfunktionen in den Quadraturpunkten. Die Spriinge der Basisfunktionen sind in
beiden Quadraturpunkten gleich und lauten:

Nr. Basisfunktion || 0 | 1 | 2 | 3
[0z u] 101 (-1
[Oyu] 1 /-1111-1

Setzen wir nun beispielsweise b = by, = (1, 2), so errechnet man mit Hilfe von Formel ()
die folgenden Werte fiir die Kantenintegrale:

Nr. Ansatzfunktion | Nr. Testfunktion | Integral
0 0 V2
0 1 —v2
0 2 V2
0 3 —v2
1 1 V2
1 2 —/2
1 3 V2
2 2 V2
2 3 —v2
3 3 V2

Durch die Kantenintegrale gibt es also eine Kopplung zwischen allen Basisfunktionen. Im
Gegensatz zu dem Standard—Galerkin—Verfahren und der Streamline—Diffusion—-Methode
kommt also eine Kopplung zwischen Basisfunktion 1 und 3 hinzu. Ein zweites Testbeispiel
mit stark vorgegebenen Dirichlet—Randbedingungen wird in Anhang [Al gegeben.

7.2 Wahl der Gebietszerlegung

Als Finite-Elemente verwenden wir in dieser Arbeit stetige Dreiecks- und Rechteckelemen-
te. Diese sind in Kapitel Bl eingefiihrt worden. Zur vollstédndigen Definition der Finite—
Elemte ist noch die Triangulierung des Losungsgebiets ) festzulegen. Das Losungsgebiet
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wird bei unseren Modellrechnungen immer das kleine Einheitsquadrat [0, 1]? sein. Dieses
zerlegen wir entweder in Quadrate oder in Dreiecke nach dem in Abbildung gezeigten
Schema. Auf der linken Seite der Abbildung ist jeweils die grobste Gebietszerlegung gezeigt,
auf welcher wir rechnen werden. Die grébste Gebietszerlegung bezeichnen wir im Folgenden
als Level-1-Gitter. Die rechte Seite der Abbildung zeigt die Gebietszerlegung nach einer
Gitterverfeinerung. Geméafs diesem Schema wird das Losungsgebiet im Finite-Elemente—
Code immer feiner zerlegt, um Rechnungen gréferer Genauigkeit zu erhalten. Das Gitter,
welches aus dem Level-1-Gitter nach n — 1 Verfeinerungsschritten hervorgeht, bezeichnen
wir als Level-n—Gitter. Das Level-n—Gitter besitzt fir Quadrate 4™ Gitterzellen und fir
Dreiecke 2 - 4™. Der Rechenaufwand nimmt mit der Anzahl der Freiheitsgrade zu, welche
der Anzahl der Knoten in den Finite-Element—Raumen entspricht. Die Finite-Elemente
erster Ordnung auf Dreiecken sowie Quadraten besitzen auf dem Level-n-Gitter (2" + 1)?
Knoten, die Elemente zweiter Ordnung (2 - 2" + 1)? und die Elemente dritter Ordnung
(32" 4+ 1)% Knoten.

v

Abbildung 7.2: Zerlegung des klei-
nen Einheitsquadrates in Drei-
0 x 1 x 1 ecke oder Quadrate, wie sie
im Finite-Element—Code benutzt
wird. Links fir das Level-1-
Gitter, rechts auf dem Level-2—
Gitter.

7.3 Rechnungen ohne Grenzschichten

In diesem Abschnitt betrachten wir das exponentielle Beispiel aus [BH04| mit der Losung

u(z,y) = e—5(x—0.5)2—15(y—0.5)2 (7.5)

auf dem Einheitsquadrat 2 = [0, 1]2. Die Vorgaben auf € lauten ¢ = 1076, b = (1,0)” und
¢ = 1. Zu diesen Vorgaben wird die rechte Seite f der Konvektions-Diffusionsgleichung so
angepasst, dass u die Gleichung 16st. Dazu setzt man obige Vorgaben in ([Z3) ein und fiihrt
die Ableitungen aus. Als Randwerte des Beispiels gibt man die Funktionswerte von u auf
0% vor.

Die Losung des obigen Beispiels ist in Abbildung zu sehen. Wie man erkennt, dndert
sich die Losung iiber das Losungsgebiet recht gleichmifig ohne abrupte Anderungen in
den Funktionswerten. Grenzschichten gibt es also keine.
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Abbildung 7.3: Losung des exponentiellen Beispiels ([ZH).

Im Folgenden soll untersucht werden, wie gut das exponentielle Beispiel durch das Standard—
Galerkin—Verfahren, die Streamline—Diffusion—-Methode und die CIP—Methode genéhert
wird. Bei der Streamline—Diffusion—-Methode wird die Bilinearform a des Standard—Galerkin—
Verfahrens erweitert um einen Term der Form

>k (Res, (b V)

KeT,

mit dem Residuum Res der Konvektions—Diffusionsgleichung. Der Stabilisierungsparameter
Ok ist dabei gegeben durch

B oohr, falls Peg >1 (konvektions—dominanter Fall),
K 61h% /e, falls Peg <1 (diffusions—dominanter Fall),

mit frei wiahlbaren globalen Parameter dg, 41 und der lokalen Pécletzahl
Per = ||bl| oo (1) Prc / (2€).

Unsere Rechnungen werden auf dem Level-2- bis Level-5—Gitter ausgefiihrt. Das Level-5—
Gitter besitzt eine Gitterweite von 0.5°. Somit ist fiir die Vorgaben an b und e des expo-
nentiellen Beispiels die lokale Pécletzahl stets grofser als 1 und der konvektions—dominante
Fall liegt vor. Demnach spielt nur der Parameter §y eine Rolle. Bei der CIP-Methode wird
das Standard—Galerkin—Verfahren erweitert durch den Term

Z Th2E (bh : [Vuh]E, bh : [Vvh]E)E
Ee&y,

mit dem frei wiahlbaren Stabilisierungsparameter 7 (fiir die restlichen Bezeichnungen siehe
Abschnitt £0).

Fiir beide Stabilisierungsverfahren sind im letzten Kapitel a—priori Fehlerabschétzungen fiir
den Verfahrensfehler hergeleitet worden. Die Konvergenzraten, die dort fiir den L?~ und den
H' Fehler vorausgesagt werden, sind in nachfolgender Tabelle aufgefiihrt. Daneben zeigt
die Tabelle die an den Interpolationsfehler—Abschéitzungen aus Abschnitt B4l gemessenen
optimalen Raten.
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Fehler Konvergenzrate aus der Fehlerabschétzung | optimale Rate
L2-Fehler hpt1/2 hptl
H' Fehler hPe=1/2 h?

Tabelle 7.1: Konvergenzraten fiir Finite-Elemente der Ordnung p fiir die Streamline—
Diffusion— und die CIP-Methode. In der zweiten Spalte sind die durch die a-priori Fehler-
abschétzungen aus Kapitel Bl vorausgesagten Raten gezeigt und in der dritten die an den
Interpolationsfehler—Abschétzungen aus Abschnitt B4 gemessenen optimalen Raten.

Mit unseren Testrechnungen sollen im Wesentlichen nachfolgende Fragen untersucht wer-
den:

e Zeigen die Stabilisierungsverfahren die von der Fehleranalysis aus Kapitel B vorausge-
sagten Konvergenzraten, das heifst bei einer Elementordnung von p eine Rate der Ord-
nung O(h?+1/2) beziiglich des L> Fehlers sowie eine Rate der Ordnung O(hPe1/2)
beziiglich des H'-Fehlers?

e Wie gut schneidet die CIP-Methode im Vergleich zum Standard—Galerkin—Verfahren
und der Streamline-Diffusion—-Methode ab?

e Wie hingen die Ergebnisse vom Gittertyp abl

Die Testrechnungen werden fiir Finite—Elemente erster, zweiter und dritter Ordnung auf
dem Quadrat- und dem Dreiecksgitter durchgefiihrt. Wir zeigen die Werte der L>~ und H'~
Fehler mitsamt der zugehorigen Fehlerordnungen von Gitterlevel 2 bis 5. Aufgetragen sind
die Fehler gegen 7, wobei 7 entweder dem Stabilisierungsparameter der CIP-Methode ent-
spricht oder dem Stabilisierungsparameter dy der Streamline—Diffusion—Methode. Zur Lo-
sung der linearen Gleichungssysteme setzen wir -wie auch bei allen folgenden Rechnungen-
den direkten Loser aus dem Paket UMFPACK [Dav04| ein.

Abbildung [ 4] zeigt die Ergebnisse fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem Dreiecks-
gitter. Die schwarzen Kurven beziehen sich auf die Werte der CIP-Methode auf Gitterlevel
2, die roten auf Level 3, die griinen auf Level 4 und die blauen auf Level 5. Die oran-
gefarbenen Kurven zeigen die Ergebnisse der Streamline-Diffusion—-Methode auf Level 5
zum Vergleich. Geméfs der Abbildung geniigen beide Stabilisierungsverfahren fiir nicht zu
grofse Stabilisierungsparameter 7 den von der Fehleranalysis vorausgesagten Konvergenzra-
ten und sogar die an den Interpolationsfehler—Abschétzungen gemessenen optimalen Raten
werden erreicht (vergleiche mit Tabelle [[T]). Die Konvergenzraten der CIP-Methode nimmt
im dargestellten Bereich fiir zu grofe 7 ab und fallt unter den von der Fehleranalysis vor-
ausgesagten Wert. Das zugehorige 7 wichst jedoch mit zunehmendem Gitterlevel. Auch
wenn nicht dargestellt, bleiben fiir zu grofes 7 auch die Raten der Streamline—Diffusion—
Methode hinter der Voraussage der Analysis zuriick. Dass die Raten fiir grofere 7—Werte
fiir die dargestellten Gitterlevel verfehlt werden, stellt keinen Widerspruch zu den Feh-
lerabschéitzungen der Analysis dar; letztere machen nur eine asymptotische Aussage fiir
eine gegen Null strebende Gitterweite. Streng genommen kann man mit numerischen Test-
rechnungen nur feststellen, ob sich die Fehlerordnungen mit zunehmender Gitterweite so

! Bei gleichem Gitterlevel besitzen die Finiten-Elemente auf dem Quadratgitter ebenso viele Freiheits-
grade wie die Elemente auf dem Dreiecksgitter, sieche hierzu auch Abschnitt Insofern handelt es sich
also um einen fairen Vergleich.
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andert, dass beim Ubergang h — 0 die Fehlerordnungen der Analysis erreicht werden. Dies
ist hier fiir beide Stabilisierungsverfahren der Fall. Im Vergleich liefern beide Stabilisie-
rungsverfahren tiber ein grofes 7—Intervall nahezu gleich grofte Fehlerwerte. Lediglich fir
grofse T besitzt die CIP-Methode die groferen Fehler. Nach Tabelle sind die Ergebnisse
beider Stabilisierungsverfahren bei jeweils ndherungsweise optimaler Wahl des Stabilisie-
rungsparameters 7 geringfiigig besser als diejenigen des Standard—Galerkin—Verfahrens.
In [BHO4| sind ebenfalls die Fehler und Fehlerordnungen der Finiten—Elemente erster Ord-
nung fiir das exponentielle Beispiel bestimmt worden. Gerechnet wird dort auf einem
Dreiecksgitter, welches dem unsrigen bis auf die Gitterweite entspricht. Die Streamline—
Diffusion— und die CIP-Methode werden auch dort betrachtet. Fiir beide Stabilisierungs-
verfahren sind unsere Fehlerwerte etwa vergleichbar mit denen von [BH04]. Rechnungen
mit Elementen hoherer Ordnung sind in [BH04| nicht durchgefiihrt worden.

T L? H' | O(? | O(HY)
0.001 | 1.92e-4 | 5.94e-2 | 2.01 1.01
0.032 | 1.92e-4 | 5.95e-2 | 2.01 1.00

- | 1.98e-4 | 6.12e-2 | 2.01 1.00

Tabelle 7.2: Fehler und Fehlerordnungen fiir das exponentielle Beispiel bei Finite—
Elementen erster Ordnung auf dem Level-5-Dreiecksgitter. Die erste Zeile bezieht sich
auf die CIP-Methode und die zweite auf die Streamline-Diffusion—-Methode bei jeweils op-
timaler Wahl des Stabilisierungsparameters. Die dritte Zeile zeigt die Werte des Standard—
Galerkin—Verfahrens.
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Abbildung 7.4: Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem
Dreiecksgitter aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter 7. In der oberen Reihe wer-
den der L?- und der H' Fehler gezeigt, in der unteren die zugehérigen Ordnungen. Die
schwarzen, roten, griinen und blauen Kurven stellen die Ergebnisse der CIP-Methode dar
und beziehen sich der Reihe nach auf Gitterlevel 2,3,4 und 5. Die orangefarbenen Kurven
zeigt zum Vergleich die Resultate der Streamline-Diffusion-Methode auf dem Level-5-
Gitter.
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Fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem Quadratgitter ergeben sich geméf Abbil-
dung qualitativ dhnliche Ergebnisse wie fiir das Dreiecksgitter. Fiir ausreichend kleine
7 liefern beide Stabilisierungsverfahren etwa gleich grofe Fehlerwerte und die Konvergenz-
raten der Interpolationsfehler—Abschétzungen werden erreicht. Wie Tabelle zeigt, sind
die Ergebnisse der Stabilisierungsverfahren bei jeweils optimaler Wahl von 7 wiederum
geringfiigig besser als diejenigen des Standard—Galerkin—Verfahrens. Ein Vergleich mit Ab-
bildung [ oder Tabelle zeigt, dass die Fehler auf dem Quadratgitter fiir alle Verfahren
kleiner als auf dem Dreiecksgitter sind.

T L? H' | O(? | O(HY)
0.001 | 1.11e-4 | 5.13e-2 | 2.00 1.00
0.001 | 1.10e-4 | 5.15e-2 | 2.00 1.00

- | Llle4 | 517e2 | 2.01 1.00

Tabelle 7.3:

Fehler und Fehlerordnungen fiir das exponentielle Beispiel bei Finite—

Elementen erster Ordnung auf dem Level-5—Quadratgitter. Die erste Zeile bezieht sich
auf die CIP-Methode und die zweite auf die Streamline-Diffusion-Methode bei jeweils op-
timaler Wahl des Stabilisierungsparameters. Die dritte Zeile zeigt die Werte des Standard—

Galerkin—Verfahrens.
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Abbildung 7.5: Zu sehen ist das gleiche wie in Abbildung [ nur fiir Finite-Elemente erster
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7.3. RECHNUNGEN OHNE GRENZSCHICHTEN

Abbildung [[flzeigt die Ergebnisse fiir Finite-Elemente zweiter Ordnung auf dem Dreiecks-
gitter. Hier werden die von der Analysis vorausgesagten Konvergenzraten von der CIP—
Methode in einem deutlich kleineren 7Intervall als fiir Elemente erster Ordnung erreicht.
Die maximal erreichte Ordnung und das 7-Intervall, in welchem die Voraussage der Feh-
leranalysis erfiillt werden, wachsen jedoch mit feiner werdendem Gitter. In dem 7Bereich,
in welchem die Fehlerordnungen am grofiten sind, sind die Fehler am kleinsten. Bei jeweils
optimaler Wahl des Stabilisierungsparameters besitzt die Streamline-Diffusion-Methode
etwas kleinere Fehlerwerte als die CIP-Methode, siehe hierzu Tabelle [LAl Die Tabelle zeigt
auch, dass die Fehler beider Stabilisierungsverfahren um mindestens einen Faktor drei klei-
ner als diejenigen des Standard—Galerkin—Verfahrens sind. Weiteren Tests zufolge wichst
dieser Unterschied mit zunehmenden Gitterlevel.

T L2 H' | O(L?) | o(HY)
464e-3 | 3.44e-6 | 1.49¢-3 | 2.96 | 1.99
0.1 |259-6 |1.26e-3 | 298 | 2.03
- | 1.56e-5 | 7.36e-3 | 2.07 | 1.07

Tabelle 7.4: Fehler und Fehlerordnungen fiir das exponentielle Beispiel bei Finite—
Elementen zweiter Ordnung auf dem Level-5-Dreiecksgitter. Die erste Zeile bezieht sich
auf die CIP-Methode und die zweite auf die Streamline-Diffusion-Methode bei jeweils op-
timaler Wahl des Stabilisierungsparameters. Die dritte Zeile zeigt die Werte des Standard-—
Galerkin—Verfahrens.
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Abbildung 7.6: Zu sehen ist das gleiche wie in Abbildung [Z4] nur fiir Finite-Elemente
zweiter Ordnung auf dem Dreiecksgitter.
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7.3. RECHNUNGEN OHNE GRENZSCHICHTEN

Wie der Vergleich zwischen den Tabellen [ und zeigt, sind die Fehlerwerte der Sta-
bilisierungsverfahren bei jeweils optimaler Wahl von 7 auf dem Quadratgitter wiederum
kleiner als auf dem Dreiecksgitter. Auch das 7—Intervall nahezu optimaler Stabilisierungs-
parameter ist grofer als bei dem Dreiecksgitter, siehe hierzu Abbildung [l Beide Verfahren
besitzen etwa bei 7 = 10 die kleinsten Fehlerwerte. Bis zur zweiten Nachkommastelle sind
die Fehler gleich. Das Standard—Galerkin—Verfahren liefert geméfs Tabelle etwa vier
Mal grofsere Fehlerwerte als die Stabilisierungsverfahren.

| L2 H' | 0> | oHY)
10 | 2.08¢-6 | 8.70e-4 | 2.98 | 2.01
10 | 2.08¢-6 | 8.70e-4 | 2.98 | 2.01
- | 8.70e-6 | 3.94e-3 | 211 | 1.12

Tabelle 7.5: Fehler und Fehlerordnungen fiir das exponentielle Beispiel bei Finite—
Elementen zweiter Ordnung auf dem Level-5-Quadratgitter. Die erste Zeile bezieht sich
auf die CIP-Methode und die zweite auf die Streamline-Diffusion-Methode bei jeweils op-
timaler Wahl des Stabilisierungsparameters. Die dritte Zeile zeigt die Werte des Standard—
Galerkin—Verfahrens.
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Abbildung 7.7: Zu sehen ist das gleiche wie in Abbildung [£4] nur fiir Finite—Elemente
zweiter Ordnung auf dem Quadratgitter.
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7.3. RECHNUNGEN OHNE GRENZSCHICHTEN

Die Ergebnisse zu Finiten—Elementen dritter Ordnung auf dem Dreiecksgitter sind in Ab-
bildung zu sehen. Die an den Interpolationsfehler—Abschétzungen gemessenen opti-
malen Konvergenzraten werden durch die CIP-Methode auf dem Level-5-Gitter in dem
7-Intervall von 10~° bis 102 erreicht. Selbiges gilt fiir die Streamline-Diffusion-Methode
in einem etwa gleich grofsen Bereich. Auch die Fehlerwerte beider Verfahren sind ungefahr
gleich grofs. Im Vergleich zum Standard—Galerkin—Verfahren lassen sich geméf Tabelle
durch die Stabilisierung die Fehler um nahezu eine Gréfsenordnung verringern.

T L2 H' | 0> | oHY)
0.001 | 1.63e-8 | 1.65¢-5 | 4.02 | 3.01
0.031 | 1.58¢-8 | 1.66e-5 | 4.01 | 3.01

- | 1.60e-7 [ 1.27e-4 | 318 | 220

Tabelle 7.6: Fehler und Fehlerordnungen fiir das exponentielle Beispiel bei Finite—
Elementen dritter Ordnung auf dem Level-5-Dreiecksgitter. Die erste Zeile bezieht sich
auf die CIP-Methode und die zweite auf die Streamline-Diffusion-Methode bei jeweils op-
timaler Wahl des Stabilisierungsparameters. Die dritte Zeile zeigt die Werte des Standard—
Galerkin—Verfahrens.
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Abbildung 7.8: Zu sehen ist das gleiche wie in Abbildung [L4] nur fiir Finite-Elemente
dritter Ordnung auf dem Dreiecksgitter.
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7.3. RECHNUNGEN OHNE GRENZSCHICHTEN

Abbildung [[9 zeigt die Resultate fiir Finiten—Elemente dritter Ordnung auf dem Quadrat-
gitter. Im Gegensatz zu den Elementen auf dem Dreiecksgitter konnen die Ergebnisse durch
eine Stabilisierung kaum verbessert werden. Bei zu grofen 7 schneiden die Stabilisierungs-
verfahren sogar schlechter als das Standard—Galerkin—Verfahren ab. Die CIP-Methode rea-
giert hierbei sensibler auf zu grofs gewédhlte 7. Erneut sind die Fehlerwerte aller Verfahren
auf dem Quadratgitter kleiner als auf dem Dreiecksgitter.

T L? H! O(L?) | O(HY)
1.0e-6 | 1.202e-8 | 1.320e-5 | 3.97 | 3.05
1.0e-6 | 1.201e-8 | 1.321e-5 | 3.97 | 3.05

- 1.201e-8 | 1.321e-5 | 3.97 | 3.05

Tabelle 7.7: Fehler und Fehlerordnungen fiir das exponentielle Beispiel bei Finite—
Elementen dritter Ordnung auf dem Level-5—Quadratgitter. Die erste Zeile bezieht sich
auf die CIP-Methode und die zweite auf die Streamline-Diffusion-Methode bei jeweils op-
timaler Wahl des Stabilisierungsparameters. Die dritte Zeile zeigt die Werte des Standard—
Galerkin—Verfahrens.
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Abbildung 7.9: Zu sehen ist dasselbe wie in Abbildung [ nur fiir Finite-Elemente dritter
Ordnung auf dem Quadratgitter.
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7.3. RECHNUNGEN OHNE GRENZSCHICHTEN

Obige Ergebnisse kdnnen wie folgt zusammengefasst werden: Bei allen betrachteten Fallen
gibt es fiir beide Stabilisierungsverfahren auf dem Level-5—Gitter einen 7—Bereich, in wel-
chem die von der Analysis vorausgesagten Konvergenzraten erreicht werden. Fiir die CIP—
Methode haben wir uns zudem davon vergewissert, dass der Bereich mit feiner werdendem
Gitter wéchst. In manchem Féllen werden hierbei sogar die an der Interpolationsfehler—
Abschétzung gemessenen optimalen Raten angenommen.

Die Streamline—Diffusion-Methode schneidet geringfiigig besser als die CIP—Methode ab.
Bei jeweils optimaler Wahl von 7 sind die Fehler etwa gleich groft oder etwas kleiner bei der
Streamline—Diffusion-Methode wie beispielsweise bei Finite-Elementen zweiter Ordnung
auf dem Dreiecksgitter. Auch das Intervall beinahe optimaler 7 ist bei der Streamline—
Diffusion-Methode oft grofer, wie Tabelle zusammenfassend zeigt.

Abhéngig vom Gittertyp und der Elementordnung kénnen die Fehlerwerte durch eine Sta-
bilisierung verringert werden. Relativ deutlich ist dies fiir die Finiten—Elemente zweiter
Ordnung auf beiden Gittern und fiir Finite Elemente dritter Ordnung auf dem Dreiecks-
gitter. Es gibt aber auch Félle, in denen das Standard—Galerkin—Verfahren nahezu gleich
gute Ergebnisse wie die Stabilisierungverfahren liefert. Ein Beispiel hierfiir sind Finite—
Elemente dritter Ordnung auf dem Quadratgitter.

Die Fehler waren fiir alle Verfahren auf den Quadratgittern stets kleiner als auf den Drei-
ecksgittern. Auch der 7-Bereich nahezu optimaler Fehlerwerte wéchst, wenn statt dem
Dreiecksgitter das Quadratgitter verwandt wird.

Elementordnung Gittertyp Tmin,SD | Tmax,SD | Tmin,CIP | Tmax,CIP
1 Dreiecksgitter 0 2.1 0 0.046
1 Quadratgitter 0 46 0 0.046
2 Dreiecksgitter | 0.05 0.18 3.53e-3 | 9.12e-3
2 Quadratgitter | 0.046 | > lel3 | 4.6e-3 le7
3 Dreiecksgitter | 0.017 0.1 4.6e-4 2.1e-3
3 Quadratgitter 0 > 1lel3 0 4.6e-3

Tabelle 7.8: 7 Bereiche fiir das exponentielle Beispiel, in denen die L?~ und H' Fehler
um weniger als 10% von den Fehlerwerten bei einer optimalen Wahl von 7 abweichen. Die
dritte sowie vierte Spalte zeigen das T7—Intervall fiir die Streamline-Diffusion-Methode und
die fiinfte sowie sechste fiir die CIP-Methode. Betrachtet wird Gitterlevel 5.

Obige Ergebnisse sind qualitativ auch bei weiteren Beispielen beobachtet worden. Die Er-
gebnisse fiir ein anderes Beispiel aus [BH04| werden in Anhang [Bl gezeigt. Auch bei diesem
Beispiel sind unsere Ergebnisse fiir Elemente erster Ordnung auf dem Dreiecksgitter ver-
gleichbar mit denen von [BHO04].

Auch der Einfluss der Viskositdt auf die Ergebnisse ist getestet worden. Verringert man
e von 1078 weiter, dndern sich die Ergebnisse des Standard-Galerkin—Verfahrens und der
beiden Stabilisierungsmethoden nur vernachléssigbar. Erhoht man e, so bleiben die Ergeb-
nisse zunéchst gleich bis sie sich mit grofler werdendem e nach und nach verschlechtern.
Bei grofen € befindet man sich im diffusions—dominanten Fall, in welchem tiblicherweise
auf eine Stabilisierung verzichtet werden kann.
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7.4. LAUFZEITMESSUNGEN

7.4 Laufzeitmessungen

Im letztem Abschnitt haben wir unter anderem die Genauigkeit der Streamline—Diffusion—
und der CIP-Methode miteinander verglichen. Gemessen an den Fehlerwerten hat die
Streamline-Diffusion—-Methode geringfiigig besser abgeschnitten.

FEin weiteres wichtiges Vergleichskriterium ist die Laufzeit der Verfahren, das heifst die
Zeit, welche die Verfahren bendtigen, um die Systemmatrix zu assemblieren und das re-
sultierende lineare Gleichungssystem zu 16sen. Die Laufzeit untersuchen wir nun ebenfalls
exemplarisch anhand des exponentiellen Beispiels. Fiir einen fairen Vergleich fixieren wir
den Stabilisierungsparameter jeweils ungefahr auf den Wert, bei welchem die Fehlerwerte
am kleinsten sind. Diese Werte sind auch den Tabellen aus dem letzten Abschnitt zu ent-
nehmen. Den Stabilisierungsparameter dg der Streamline-Diffusion-Methode kiirzen wir
durch 7 ab.

Tabelle zeigt Laufzeiten der Verfahren fiir Finite—Elemente erster Ordnung auf dem
Quadrat— und dem Dreiecksgitter von Level vier bis sieben. Fiir einen ausreichend grofien
Gitterlevel benétigt die Streamline-Diffusion-Methode auf beiden Gittern weniger Zeit.
Um den quantitativen Vergleich zwischen den Verfahren zu vereinfachen, gibt die Grofe
At den prozentuale Zuwachs in der Laufzeit an, welcher hinzunehmen ist, wenn statt der
residualen Stabilisierung die CIP-Methode verwandt wird, das heifst:

A7 — tarp — tSD’
lsp

wobei tgp die Laufzeit der Streamline—Diffusion-Methode bezeichnet und tcrp diejenige

der CIP-Methode. Geméfs der Tabelle steigt der prozentuale Zuwachs mit zunehmendem

Gitterlevel und betriagt auf dem Level-7-Dreiecksgitter bereits etwa 86% und auf dem

Level-7T-Quadratgitter etwa 204%.

Tabelle [CY erlaubt auch einen Vergleich zwischen den Laufzeiten auf dem Quadrat- und
auf dem Dreiecksgitter. Gemessen an den Fehlerwerten waren die Quadratgitter in den
vorausgehenden Abschnitten stets vorzuziehen. Geméfs der Tabelle sind die Rechnungen
auf dem Quadratgitter bei der Streamline-Diffusion—-Methode zudem schneller. Bei der
CIP-Methode ist es aber umgekehrt, hier sind die Rechnungen auf dem Dreiecksgitter
schneller.

Level | tsp [s] | tarp [s] | At | tsp [s] | tap [s] | At

4 0.16 0.25 0.56 | 0.21 0.17 -0.19
5 0.40 0.75 0.87 | 0.57 0.31 -0.45
6 0.88 1.89 1.14 | 1.06 1.75 0.65
7 4.52 13.76 | 2.04 | 5.48 10.23 | 0.86

Tabelle 7.9: Laufzeit bei Finite-Elementen erster Ordnung fiir das exponentielle Beispiel.
Die zweite bis vierte Spalte beziehen sich auf das Quadratgitter, die fiinfte bis siebte
auf das Dreiecksgitter. Fiir die Streamline-Diffusion-Methode ist auf dem Quadratgitter
7 = 0.001 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 0.032. Fiir die CIP-Methode ist auf beiden
Gittern 7 = 0.001.

Die Laufzeiten fiir Elemente zweiter Ordnung sind in Tabelle [[.T0] zu sehen. Hier ist die

82



7.4. LAUFZEITMESSUNGEN

Laufzeit der Streamline-Diffusion-Methode auf allen Leveln und beiden Gittertypen gerin-
ger und der prozentuale Zuwachs At nimmt auf den hoheren Level mit feiner werdendem
Gitter zu. Im Vergleich zu den Elementen erster Ordnung ist der prozentuale Zuwachs
ebenfalls gestiegen. Beide Stabilisierungsverfahren rechnen auf dem Dreieckgitter schneller
als auf dem Quadratgitter. Ein Plausibilitdtsargument hierfiir ist, dass auf dem Quadrat-
gitter mehr Freiheitsgrade in Verbindung miteinander stehen als auf dem Dreiecksgitter. So
kann zum Beispiel bei der Streamline—Diffusion—-Methode auf dem Quadratgitter ein Frei-
heitsgrad mit 25 Freiheitsgraden gekoppelt sein, wiahrend es auf dem Dreiecksgitter nur
19 mogliche Kopplungen sind. Jede der Kopplungen kann einen von Null verschiedenen
Eintrag in der Systemmatrix erzeugen. Je grofer die Anzahl der von Null verschiedenen
Matrixeintriage ist, desto aufwendiger gestaltet sich im Allgemeinen die Losung des zu
Grunde liegenden Gleichungssystems.

Level | tsp [s] | tcie [s] | At | tsp [s] | tep [s] | At

3 0.06 0.19 2.16 | 0.05 0.14 1.8
4 0.32 0.68 1.12 | 0.25 0.61 1.44
) 0.93 2.86 2.07 | 0.52 1.46 1.80
6 2.70 25.14 | 831 | 2.66 11.22 | 3.09

Tabelle 7.10: Laufzeit bei Finite-Elementen zweiter Ordnung fiir das exponentielle Bei-
spiel. Die zweite bis vierte Spalte beziehen sich auf das Quadratgitter, die fiinfte bis siebte
auf das Dreiecksgitter. Fiir die Streamline-Diffusion—-Methode ist auf dem Quadratgitter
7 = 10 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 0.1. Fiir die CIP-Methode ist auf dem Quadrat-
gitter 7 = 10 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 4.64 - 1073,

Nach Tabelle [ TTist auch fiir Elemente dritter Ordnung die Streamline-Diffusion-Methode
gemessen an der Laufzeit vorzuziehen. Der prozentuale Zuwachs nimmt auf beiden Gittern
mit dem Gitterlevel zu. Fiir Gitterlevel grofer gleich vier ist der prozentuale Zuwachs im
Vergleich zu den Elementen zweiter Ordnung weiter angestiegen. Auf den hoéheren Git-
terleveln sind die Rechnungen bei beiden Stabilisierungsverfahren auf dem Dreiecksgitter
schneller als auf dem Quadratgitter.

Level | tsp [s] | tcip [s] | At | tsp [s] | tcrp [s] | At

3 0.18 0.52 1.88 | 0.13 0.37 1.84
4 0.41 1.87 3.56 | 0.36 1.13 2.13
) 1.30 16.83 | 11.9 | 1.11 6.19 4.57
6 7.31 164.20 | 214 | 6.50 51.30 | 6.89

Tabelle 7.11: Laufzeit bei Finite-Elementen dritter Ordnung fiir das exponentielle Beispiel.
Die zweite bis vierte Spalte beziehen sich auf das Quadratgitter, die fiinfte bis siebte auf das
Dreiecksgitter. Fiir die Streamline-Diffusion-Methode ist auf dem Quadratgitter 7 = 1076
und auf dem Dreiecksgitter 7 = 0.031. Fiir die CIP-Methode ist auf dem Quadratgitter
7 = 1075 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 1073.

Auf dem Level-6—Quadratgitter betrégt die Laufzeit der CIP-Methode 164.20 Sekunden
und ist damit um einen Faktor 10 langsamer als die Streamline—Diffusion-Methode. Geméfs
weiteren Tests werden von dieser Laufzeit 1.82 Sekunden fiir die Assemblierung der Terme
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des Standard—Galerkin—Verfahrens und 3.4 Sekunden fiir die Assemblierung des Stabili-
sierungsterms verwandt, wihrend die Losung des linearen Gleichungssystems die restliche
Zeit in Anspruch nimmt. Die CIP-Methode ist also vor allem deshalb langsamer als die
Streamline—Diffusion—Methode, weil die Losung des linearen Gleichungssystems mehr Zeit
erfordert. Ursache hierfiir ist das dichtere Besetzungsschema der Systemmatrix der CIP—
Methode, welche durch die zusétzliche Kopplung der Freiheitsgrade iiber die Kanteninte-
grale verursacht wird (siehe hierzu auch Abschnitt [ZT]).

Quantitativ kann das dichtere Besetzungsschema der CIP—Methode durch die Anzahl der
von Null verschiedenen Eintrage in der Systemmatrix erfasst werden. Diese sind in Ta-
belle exemplarisch auf den Level-5-Gittern zu sehen. Fiir die CIP-Methode ist die
maximale Anzahl Ny,ax crp der von Null verschiedenen Matrixeintrége gezeigt sowie die An-
zahl N_o cip der Matrixelemente, welche speziell fiir das exponentielle Beispiel bei 7 = 1
ungleich Null sind. Gemé&f weiteren Tests dndert sich N_o crp fiir andere 7 > 0 vernachlas-
sighar. Zum Vergleich enhélt die Tabelle auch die maximale Anzahl Ny sp der von Null
verschiedenen Matrixeintridge der Streamline—Diffusion-Methode. Die Anzahl der Matri-
xeintrage der Streamline-Diffusion-Methode, welche im vorliegenden Beispiel bei 7 > 0
ungleich Null sind, liegt nur geringfiigig unterhalb von Nyax sp und wird daher nicht dar-
gestellt. Gemifs der Tabelle ist N_g crp stets grofer als Npyaxsp. Dies gilt fiir Elemente
erster bis dritter Ordnung auf dem Dreiecks- sowie Quadratgitter. Zudem ist zu erkennen,
dass bei den Rechnungen auf den Quadratgittern mehr von Null verschiedene Matrixein-
trage auftreten als bei denjenigen auf den Dreiecksgittern.

Elementordnung Gittertyp Numax,sD | Nzo,crp | Nmax,cIp
Dreiecksgitter 2.8ed 4.38ed 5.16eb
Quadratgitter | 3.60e5 5.94eb 8.28eb
Dreiecksgitter | 1.85e6 3.29e6 4.00e6
Quadratgitter | 2.57e6 5.11e6 7.64e6
Dreiecksgitter | 6.19e6 1.20e7 1.48e7
Quadratgitter | 9.09e6 1.98e7 3.06e7

WlW | NN ==

Tabelle 7.12: Maximale Anzahl Npaxsp der von Null verschiedenen Matrixeintrdgen bei
der Streamline-Diffusion-Methode, Anzahl N cip der von Null verschiedenen Matrixein-
tragen bei der CIP-Methode speziell fiir das exponentielle Beispiel und maximale Anzahl
Nmax,ctp der von Null verschiedenen Matrixeintrdge der CIP-Methode. Betrachtet wird
Gitterlevel 5. Fiir weitere Details siehe Text.

Als Hauptergebnis dieses Abschnitts halten wir fest, dass die Streamline-Diffusion—-Methode
deutlich schnellere Rechnungen als die CIP-Methode erlaubt. Die Unterschiede wachsen
dabei mit dem Gitterlevel und der Elementordnung. Daneben hat sich gezeigt, dass die
Rechnungen auf den Dreiecksgittern zumeist schneller sind als diejenigen auf dem Quadrat-
gitter, da auf den Dreiecksgittern weniger Freiheitsgrade miteinander verkoppelt werden.
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7.5 Rechnungen mit Grenzschichten

In Abschnitt hat sich gezeigt, dass mit dem Standard-Galerkin—Verfahren auch im
konvektions—dominanten Fall gute Ergebnisse erzielt werden konnen, wenn die Losung kei-
ne Grenzschichten besitzt. Bei Losungen mit Grenzschichten ist dies im Allgemeinen nicht
der Fall, weil es in den Grenzschichten zu Oszillationen kommt, die sich {iber einen Grofs-
teil des Losungsgebiets ausdehnen. Inwiefern sich die Ergebnisse durch die Streamline—
Diffusion— und die CIP-Methode verbessern lassen, diskutieren wir in diesem Abschnitt.
Es sei aber vorweggenommen, dass keine besonders guten Ergebnisse zu erwarten sind, weil
wir bei unseren Rechnungen auf shock capturing Terme verzichten. Fiir eine Untersuchung
mit shock capturing Termen sei auf [JK074| und [JKO07h| verwiesen.

Im Folgenden betrachten wir das Problem mit den Daten ¢ = 1078, b = (1,0)7, ¢ = 0,
f=1auf Q=10,1]? und u = 0 auf 9. Zu diesen Vorgaben erhilt man die in Abbildung
gezeigte Losung. Diese besitzt zwei parabolische Grenzschichten bei y =0 und y =1
und eine exponentielle bei z = 1.

ulo ’/f \ ' L
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Abbildung 7.10: Links ist die Losung des in diesem Abschnitt betrachteten Beispiels zu
sehen, rechts die Bereiche, welche zur Definition der Kenngrofen Lpara und Léxpo benutzt

werden. Der rot unterlegte Bereich entspricht €2,.:, und der blau unterlegte Qexpo-

Die Ergebnisse der CIP-Methode bei diesem Beispiel erkldren wir exemplarisch anhand
Finiter-Elemente erster Ordnung auf dem Level-5-Quadratgitter. Abbildung [ Hzeigt hier-
zu die berechnete Losung, wenn der Stabilisierungsparameter 7 gleich 100 gewéahlt wird.
An den parabolischen Grenzschichten treten Oszillationen auf, wihrend die exponentielle
Grenzschicht verschmiert ist. Das Verschmieren reicht auch in das Innere des Losungsge-
biets hinein, was bis ungefahr « > 0.5 zu erkennen ist. Das Verschmieren der Losung ist auf
eine zu starke Stabilisierung zuriickzufiihren. Daher verringern wir auf der rechten Seite
von Abbildung den Stabilisierungsparameter auf 7 = 0.5. Die exponentielle Grenz-
schicht ist nun nicht mehr verschmiert, dafiir treten dort Oszillationen auf. Der Vorteil ist
aber, dass die Ostzillationen in der exponentiellen Grenzschicht nicht mehr soweit in das
Innere des Losungsgebiet hineinreichen wie das Verschmieren bei 7 = 100, so dass die die
Losung im Grofiteil des Losungsgebiet einigermafsen gut approximiert wird.

In Abbildung sehen wir die Losung, wenn 7 auf 0.01 verringert wird. Vor allem die
Ostzillationen in der exponentiellen Randschicht haben weiter zugenommen. Dariiber hin-
aus haben sich die Oszillationen iiber den Grofsteil des Losungsgebiets ausgebreitet. Bei
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7 = 0.01 ist die Stabilisierung also zu schwach, um die Losung zu kontrollieren.
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Abbildung 7.11: Links Losung der CIP-Methode bei 7 = 100 und rechts bei 7 = 0.5.
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Abbildung 7.12: Losung der CIP-Methode bei 7 = 0.01.

Als néchstes sollen obige Ergebnisse quantitativ anhand zweier Fehlergrofen beschrieben
werden. Die erste davon ist

1
Lpl)ara = N Z ‘uh(x7 y) - .'E‘ (76)
para
(zvy)egpara

wobei u;, der Néherungslosung entspricht, {)para der Menge aller Finite-Element Knoten
(p,yp) mit 1 > yp > 0.9 oder 0 < yp, < 0.1 sowie xp, < 0.9 und Npara der Anzahl der
Knoten in Qpara. Die Menge Qpar, ist in Abbildung
sehen.

als rot unterlegter Bereich zu

Die Bedeutung von LIl)ara ergibt sich durch folgende Uberlegung: Die exakte Losung des

Problems auferhalb der Grenzschichten lautet u(z,y) = x. Geméaf Abschnitt Bl besitzen
die parabolischen Grenzschichten eine Breite der Ordnung O(+/€ In(1/¢)). Bei der Vorgabe
€ = 107® ergibt dies etwa eine Breite von 0.001. Das Level -5-Quadratgitter besitzt eine
Gitterweite von (0.5)% = 0.03125. Bei Finiten-Elementen nicht zu grofer Ordnung liegen
somit alle Knoten, welche nicht auf dem Gebietsrand liegen, aufserhalb der parabolischen
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Grenzschichten. Damit besteht die Menge {para also aus Knoten, welche nahe der paraboli-
schen Grenzschichten, aber noch nicht in den parabolischen Grenzschichten liegen. Folglich
lautet die exakte Losung u(x,y) =  in Qpars und die Fehlergrofe Lzl,am ist der lokale Fehler
der Naherungslosung wuy, in den parabolischen Grenzschichten.

1

Analog zu Ly, definieren wir durch Léxpo eine zweite Fehlergrofie, welche den lokalen

Fehler in der exponentiellen Grenzschicht misst:

1
Léxpo = N— Z ’uh(xay) —.%".
expo (‘Tvy)egexpo

Hierbei bezeichnet Qexpo die Menge aller Knoten (zp,yp) mit 1 > x5, > 0.9 und y;, > 0.1
sowie yp, < 0.9. Die Grofie Nexpo gibt die Anzahl der Knoten in expo an. Die Menge Qeypo
ist in Abbildung [CT0 als blau unterlegter Bereich zu sehen. Es sei noch erwdhnt, dass in der
Arbeit [JKO74] andere Fehlergrofen verwandt werden, um die Fehler in den Grenzschich-
ten zu beschreiben. Da bei unseren Rechnungen allerdings ohne shock capturing Terme
gerechnet wird und daher deutlich grofsere Fehler als in [JK074d] auftreten sollten, sind die
Fehlergrofsen von dort in unserem Fall weniger sinnvoll.

Abbildung zeigt in der oberen Zeile die Werte der Fehlergrofien fiir Finite-Elemente
erster Ordnung auf dem Level-5-Quadratgitter. Sowohl Léara als auch Léxpo werden etwa
bei 7 = 0.5 minimal. Die Grenzschichten kénnen demnach mit der CIP-Methode auf dem
Level-5—Quadratgitter kaum besser als in Abbildung auf der rechten Seite dargestellt
gendhert werden. Zum Vergleich sind in der Abbildung die Fehlerwerte der Streamline—
Diffusion-Methode als orangefarbene Kurven aufgetragen. Auch hier liegt das Minimum
der Fehler etwa bei bei 7 = 0.5. Die Fehlergrofe L}, . ist dort etwa so grof wie L. . der

para para

CIP-Methode, wihrend Léxpo etwa um 50% kleiner als die entsprechende Fehlergrofe der
CIP-Methode ist. Die Fehler sind allerdings auch bei der Streamline-Diffusion—-Methode
und einer optimalen Wahl von 7 so grof, dass die Losung in den Grenzschichten schlecht
approximiert wird.

Wie die untere Zeile von Abbildung zeigt, sind die Fehler beider Stabilisierungsverfah-
ren fiir Elemente zweiter Ordnung auf demselben Gitter etwas kleiner. Davon abgesehen
ist die Situation aber analog zu Elementen erster Ordnung.

Gemiif weiteren Tests verringern sich bei beiden Verfahren die Fehlergrofen L., und
Ll ., mit der Gitterweite und das Aussehen der Néherungsldsung nimmt immer mehr die
Gestalt der exakten Losung an. Um allerdings gute Losungen in den Grenzschichten zu
erhalten, muss die Gitterweite sehr klein gewéhlt werden, was einen hohen Rechenaufwand
erfordert. Demnach sind beide Stabilisierungsverfahren fiir konvektions—dominante Proble-
men mit Grenzschichten wenig zu empfehlen, falls die Losung auch in den Grenzschichten

gut approximiert werden muss.
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Abbildung 7.13: Lokale Fehlerwerte in den Grenzschichten der Streamline—Diffusion—
Methode (orangefarbene Kurven) und der CIP-Methode (schwarze Kurven) im Auftrag
gegen 7. Die Linke Spalte zeigt den Fehler L%)ara in den parabolischen Grenzschichten, die

rechte den Fehler Léxpo in der exponentiellen Grenzschicht. Die obere Zeile bezieht sich auf

Elemente erster Ordnung, die untere auf Elemente zweiter Ordnung.

7.6 Zusammenfassung

Unsere Resultate fiir Probleme ohne Grenzschichten kénnen wie folgt zusammengefasst
werden: Die von der Analysis vorausgesagten Konvergenzraten werden durch die Streamline—
Diffusion— und die CIP-Methode bei geeigneter Wahl der Stabilisierungsparameter erreicht.
Das zugehorige Stabilisierungsparameter—Intervall wéchst wie gewiinscht mit feiner wer-
dendem Gitter.

Abhéngig von der Elementordnung und dem Gitterlevel sind die Ergebnisse der Stabi-
lisierungsverfahren entweder besser oder ungefihr gleich den Resultaten des Standard—
Galerkin—Verfahrens.

Gemessen an den Fehlerwerten schneiden beide Stabilisierungsverfahren etwa gleich gut ab.
Die Streamline-Diffusion-Methode erlaubt jedoch vor allem fiir feinere Gitterweiten und
hohere Elementordnungen die deutlich schnelleren Rechnungen. Folglich ist der Streamline—
Diffusion-Methode in der Regel der Vorzug zu geben.

Beide Stabilisierungsverfahren besitzen auf dem Quadratgitter stets kleinere Fehlerwerte
als auf dem Dreiecksgitter. Die Rechnungen auf dem Dreiecksgitter sind jedoch aufser bei
Elementen erster Ordnung bei der Streamline-Diffusion-Methode schneller als auf dem
Quadratgitter.

Auch ein Testbeispiel mit Grenzschichten ist betrachtet worden. Die Lésung des Standard—
Galerkin—Verfahrens zeigt Oszillationen tiber das gesamte Losungsgebiet. Diese kénnen
durch die Stabilisierungsverfahren im Groftteil des Losungsgebiets unterdriickt werden. Um
jedoch eine gute Naherungen in den Grenzschichten zu erhalten, miisste das Gitter sehr fein
gewahlt werden. Dies ist oft nicht praktikabel. Insofern sind die Stabilisierungsverfahren
ohne weitere Modifikation nicht fiir Probleme mit Grenzschichten zu empfehlen.
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Kapitel 8

Die Oseen—Gleichung

Neben der Konvektions—Diffusionsgleichung untersuchen wir in dieser Arbeit die Oseen—
Gleichung. Wie wir sehen werden, spielt die Oseen—Gleichung eine wichtige Rolle in der
Fluiddynamik. In einem ersten Schritt tiberfithren wir die Oseen—Gleichung in ein ge-
mischtes Variationsproblem und untersuchen dessen Losbarkeit. Zur Approximation einer
Losung stellen wir anschlieffend das Standard—Galerkin—Verfahren vor. Da das Standard—
Galerkin—Verfahren in vielen Fallen instabil ist und unbrauchbare Ergebnisse liefert, fithren
wir mit der residualen und der Kanten—Stabilisierung verbesserte Verfahren ein. Fiir beide
Verfahren untersuchen wir, wann eine eindeutige Losung existiert, und leiten eine a—priori
Abschétzung fiir den Verfahrensfehler ab.

8.1 Motivation und schwache Formulierung
Die OseenGleichung auf einem offenen beschriankten Gebiet Q C R%, d = 2,3, lautet

—vAu+(b-Vu)+cu+Vp=f inQ, (8.1a)
V-u=0 in (8.1b)

mit passenden Randbedingungen auf dem Gebietsrand 0f2. Zu 16sen ist die Gleichung nach
u und p. Die Grofsen b, f und ¢ sind die Daten des Problems. Gegeniiber der Konvektions—
Diffusionsgleichung ist hier u eine vektorwertige Funktion mit Bild in R%. Die Daten b und
f sind ebenfalls vektorwertig mit Bild in R?, withrend v, ¢ und p skalare GroRen sind.
Ist ¢ # 0, so bezeichnet man obige Gleichung auch manchmal als verallgemeinerte Oseen—
Gleichung.

Die Oseen-Gleichung ist als lineare Naherung der Navier—Stokes—Gleichung eingefiihrt wor-
den |Osel(]. In diesem Fall ist u das Geschwindigkeitsfeld eines inkompressiblen Fluids, p
das Druckfeld, v die Viskositédt des Fluids und ¢ = 0. Daneben hat die Oseen—Gleichung
in der numerischen Mathematik an Bedeutung gewonnen, da sie unter anderem bei der
iterativen Losung der Navier—Stokes—Gleichung zu l6sen ist. Hier entspricht b der Néhe-
rungslosung von u aus dem letzten Iterationsschritt. Handelt es sich zusédtzlich um ein
instationdres Problem bei dem eine Zeitdiskretisierung durchgefiihrt wird, so tritt auch
der Term cu mit ¢ ungleich Null in der Oseen—Gleichung auf. Weiterhin ist die Oseen—
Gleichung als Hilfsproblem bei Trubulenzmodellen von Interesse [LRO€].

In der Oseen—Gleichung tritt nur die erste Ableitung des Druckfeldes auf. Damit kann
der Druck aus der Gleichung nur bis auf eine Konstante bestimmt werden. Um dennoch

unter geeigneten Bedingungen die Eindeutigkeit einer Losung zu erhalten, ist der Druck
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zu normieren. Eine Normierung gelingt zum Beispiel durch die Forderung, dass p einen
Mittelwert von 0 auf €2 besitzt:

/ p(z)dz = 0. (8.2)
)

Der Einfachheit halber betrachten wir die Oseen—Gleichung im Wesentlichen mit homoge-
nen Dirichlet-Randwerten:
u=0 auf 0€).

Fiir eine Behandlung der Oseen-Gleichung mit analytischen Methoden sei auf [Bat0d] ver-
wiesen. Wir beschrdnken uns hingegen auf die schwache Losungstheorie der Gleichung.
Fiir die schwache Formulierung setzen wir b € [W1>®)4 d = 2.3 v > 0, ¢ € L®(Q),
€ > Cmin > 0, f € [L2(Q)])? und (V -b) = 0 in Q voraus. Der Ubergang zur schwachen
Formulierung gelingt mit den folgenden Schritten:

e Multipliziere die Gleichung (8Ih) mit einer beliebige Testfunktion v € H}(2) sowie
(&Ib) mit einer beliebigen Testfunktion q € L%(Q).

e Integriere beide Gleichungen iiber 2.

e Wende in (BIh) partielle Integration an, um die Ableitungen zweiter Ordnung im
Diffusionsterm sowie die Ableitung im Druckterm auf die Testfunktion vy, abzuwélzen.
Damit geht (BIk) iiber in:

v(Vu, Vu)—v(nVu,v)sa+((b-V)u,v)+(cu,v)—(p, V-v)+(p,n-v)sa = (f,v). (8.3)

e Da die Testfunktion v auf dem Gebietsrand verschwindet, setze die beiden Randin-
tegrale in obiger Gleichung auf Null.

Damit lautet die schwache Formulierung:
Finde (u,p) € HL () x L2(Q), so dass fiir alle (v,q) € HE(Q) x L2(Q) gilt:

a(u,v) + b(?},p) = ( 77})7
b(u,q) =0 mit
a(u,v) = v(Vu, Vo) + ((b- V)u,v) + (cu,v) und
b(u,q) = —(V - u,q). (8.4)

Der Raum fiir den Druck ist dabei modifiziert worden zu
L2(Q) = {q € 12(Q) : / o(x)dz — o} , (8.5)
Q

so dass die Normierung aus (B2) gilt. Geméfs obiger Herleitung 16st eine klassische Losung
auch die schwache Formulierung. Die Umkehrung gilt hingegen im Allgemeinen nicht.
Die schwache Formulierung der Oseen—Gleichung entspricht einem gemischten Variations-
problem. Gemischte Variationsprobleme des obigen Typs haben wir in Abschnitt B2 kennen
gelernt (vergleiche mit Gleichung ([B)). Mit der dort eingefiihrten Theorie beweisen wir
nun die eindeutige Losbarkeit von (B4l). Dazu benétigen wir noch folgendes Resultat fiir
den Divergenz-Operator div mit div(u) = V - u in der bisherigen Schreibweise.

Lemma 8.1.

Der Divergenz-Operator ist ein Isomorphismus von L2(€) auf das orthogonale Komplement
Z+ von

Z={welHQ): V-uv=0}={ve[HQ)]: bv,q) =0Vqe L?}.
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Beweis. Siehe |[GR86| Korollar 2.4. Zentrales Hilfsmittel ist der Satz vom abgeschlossenen
Bild. O

Damit kénnen wir wie gewiinscht die eindeutige Losbarkeit der schwachen Formulierung
beweisen:

Satz 8.2.
Seien die Voraussetzungen an die Daten b, ¢, f wie oben. Dann besitzt die schwache For-
mulierung der Oseen—Gleichung eine eindeutige Lésung (u,p) € [HA(Q)]4 x L2(Q).

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz Die Voraussetzungen des Satzes sind erfiillt,

denn:

(1.) Die Bilinearformen a und b sind stetig, was man schnell mit Hilfe der Cauchy—Schwarz—
Ungleichung und der Beschranktheit von b und ¢ nachrechnet.

(2.) a ist Z-elliptisch, das heifst, es gilt:
a(v,v) = O]l g1(q) YveZ (8.6)
mit einer Konstanten C' > 0. Sei dazu v € [H}(Q)]? beliebig. Durch Anwenden der parti-

ellen Integration erhélt man:

(b V), v) = —%(v, (V- b)),

Da die rechte Seite der Gleichung wegen der Voraussetzung V -b = 0 verschwindet, kénnen
wir schreiben:
a(v,v) = v(Vo,Vu) + ((b- V)v,v) + (cv,v)
2
= v |v|g1 ) + cllv]17:
> Cllvll s

wobei die letzte Ungleichung aus der Friedrichs—Ungleichung (1) folgt. Weil v € H}(€2)
beliebig war, ist a insbesondere Z-elliptisch.

(3.) b geniigt der Babuska—Brezzi-Bedingung:

inf sup b 4) >C (8.7)

0#4ELE 0£ve[HE (Q))¢ |U|H1(Q) lallrz()

mit einer Konstante C' > 0: Sei q € L? beliebig vorgegeben. Gemif Lemma existiert
zu diesem ¢ ein w € Z+ mit

V-w=gq und ’w‘Hl(Q) < C”qHLQ(Q)'

mit einer Konstanten C. Die Ungleichung gilt hierbei wegen der Stetigkeit des Divergenz—
Operators. Mit dieser Wahl von w ergibt sich:

sup b(v,q) N b(w, q) _ (V- w,q) _ HQ||%2(Q)
ozvel @) V) Wl wlpe  (wlpg

1
> EHQ”LQ(Q)-

Damit erfiillt b die Babuska—Brezzi—-Bedingung und alle Voraussetzungen von Satz B0l
sind nachgewiesen. [
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Bemerkung 8.3.
Die Randbedingungen sind bisher als homogen angenommen worden. Nun betrachten wir
den Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen

u=g¢g auf 9N

mit g € HY 2(Q). Es stellt sich die Frage, wann eine eindeutige Losung bei inhomogenen
Randbedingungen existiert. Ein notwendiges Kriterium ist, dass die Randfunktion g kom-
patibel mit der Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfelds ist. Inwiefern die Kompatiblitét
gegeben sein muss, zeigt folgende Rechnung unter Verwendung von partieller Integration
im zweiten Schritt:

0= / V- u(z)dx :/ (u-n)(s)ds :/ (g-n)(s)ds.
Q oN o0
Ist diese Kompatibilitiats-Bedingung erfiillt, gibt es geméf [GR8A] Lemma 2.2 ein Vektorfeld
Uy € HI(Q) mit
V-ug=g in Qund ug=g auf d.

Definiere nun die Funktion @ = u — ug. Einsetzen von u = @ + ug in die schwache Formu-
lierung und Ausnutzen der Linearitdt von a ergibt das folgende Variationsproblem:
Finde (u,p) € HL () x L2(), so dass fiir alle (v,q) € Hi(Q) x L2(Q) gilt:

a(u, v) + b(v,p) = (f,v) = aluo,v),
b(w,q) = 0.

Die gesuchte Losung hat hier wieder homogene Dirichlet—Randbedingungen zu erfiillen.
Satz ist also anwendbar und liefert die eindeutige Existenz einer Losung (u, p). Riick-
rechnen auf (u, p) ergibt das gewiinschte Losbarkeitskriterium. Wir fassen zusammen: Wenn
die Randfunktion ¢ mit ¢ € H'/ 2(092) gegeben ist und g der Kompatibilitits-Bedingung
Jo0(n-g)(s)ds = 0 geniigt, so besitzt das Problem mit inhomogenen Dirichlet-Randwerten
g eine eindeutige Losung.

8.2 Das Standard—Galerkin—Verfahren

Die Losung der schwachen Formulierung werden wir mit gemischten Galerkin—Verfahren
vom Typ (EIH) approximieren. Das Standard—Galerkin—Verfahren zur Losung von (B4
lautet:

Finde (up,pp) € W,'°, so dass fiir alle (vp,, pp) € W, gilt:

a(up, vp) + b(vn, pr) = (f,vn), (8.8a)
b(uh, qh) =0. (8.8b)

Nach Konstruktion ist eine Losung der schwachen Formulierung auch Losung des obigen
diskreten Problems. Dies ergibt analog zu [E32) die Galerkin—Orthogonalitét des Verfah-
rens.

Als Approximationsraum W;** verwenden wir [V']4 x Q5 = V59N [Hg(2)]? x Q5 N L2(12),
wobei V; und Qj geeignet gewdhlte Finite-Elemente-Rdume sind. In zwei Dimensionen
wéhlen wir stetige Finite-Elemente auf Dreiecken oder auf Rechtecken (in drei Dimensio-
nen analog Finite-Elemente auf Tetraedern oder Hexaedern). Die Definitionen und Eigen-
schaften dieser Finiten—Elemente kénnen in Kapitel Bl nachgeschlagen werden. Damit eine
zuldssige Gebietszerlegung moglich ist, setzen wir ) als polygonal beziehungsweise poly-
hedral berandet voraus.
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Der Einfachheit halber beschrédnken wir uns auf Finite-Elemente-Raume V;, Q7 auf der-
selben Gebietszerlegung 7j,. Sind die Ordnungen r,s € N der Rdume gleich, spricht man
von equal order Elementen. Neben equal order Elementen werden auch Raumpaare mit
verschiedener Ordnung vorkommen. Vorteilhaft ist dabei die Wahl r = s + 1, so dass die
Geschwindigkeit mit Elementen hoherer Ordnung approximiert wird. Den Grund hierfiir
sehen wir gleich. Elementpaare mit » = s 4+ 1 bezeichnet man als Taylor-Hood—Elemente.
Fiir eine Ubersicht {iber weitere gebriiuchliche Elementpaare siehe [GS0(] Abschnitt 3.12.2.

Im letzten Abschnitt haben wir bewiesen, dass die schwache Formulierung eine eindeutige
Losung besitzt. Zum Beweis ist Satz benutzt worden. Da der Approximationsraum
W, * nach Konstruktion ein Unterraum von [H{(Q2)]¢ x L2(9) ist, sind fiir das Standard—
Galerkin—Verfahren alle Voraussetzungen des Satzes bis auf die diskrete Babuska—Brezzi—
Bedingung
inf sup b(vn, an) > (>0 (8.9)
0£an€QY, 0£v), €[V ’Uh’Hl(Q) HQh”L2(Q)

erfiillt. Wahrend die diskrete Babuska—Brezzi-Bedingung fiir equal order Elemente im All-

emeinen verletzt ist, gilt sie geméf [BF91| Abschnitt VI.6 fiir die Taylor—Hood—Elemente.

Im Fall von Taylor-Hood-Elementen kann also Satz angewandt werden und lie-
fert die eindeutige Losbarkeit des Standard—Galerkin—Verfahrens. Im Fall von equal order
Elementen erhélt man hingegen tiblicherweise keine eindeutige Losung. Dariiber hinaus re-
sultieren fiir equal order Elemente die folgenden beiden Probleme aus dem Verletzt sein der
diskreten Babuska—Brezzi-Bedingung: Weder sinnvolle Fehlerabschiatzungen sind moglich,
noch erhélt man aus numerischen Rechnungen brauchbare Ergebnisse.

Da bei den Taylor-Hood—Elementen die diskrete Babuska—Brezzi—Bedingung erfiillt ist, er-
hélt man zumindest im Spezialfall b = 0 brauchbare Fehlerabschétzungen (siehe zum Bei-
spiel [GR86] Theorem 4.3 oder [BP79]). Im konvektions-dominanten Fall mit [|b|| 00 () > v
liefert die Analysis jedoch auch hier unzufriedenstellende Vorhersagen. In der Folge sind
auch die numerischen Ergebnisse verbesserungswiirdig. Um die Analysis sowie die nume-
rischen Ergebnisse im konvektions—dominanten Fall zu verbessern, greift man auf Stabi-
lisierungsverfahren zuriick. Die Stabilisierungsverfahren, welche wir im Folgenden kennen
lernen werden, sind ebenfalls auf equal order Elemente anwendbar. Dort sorgen sie zusétz-
lich dafiir, dass die diskrete Babuska—Brezzi-Bedingung in einer modifizierten Form erfiillt
ist. In der néchsten Bemerkung treffen wir einige Vorbereitungen fiir die Stabilisierungs-
verfahren.

Bemerkung 8.4.

(i) Addiert man Gleichung (B8pb) zu ([B3h), so gelangt man zu der folgenden dquivalenten
Formulierung;:

Finde (up,pn) € W,'°, so dass fiir alle (vp,, pp) € W, gilt:

asG (Uns Ppi Un, qn) = (f,vp)  mit (8.10)
asc(un, pr; h, qn) = v(Vup, Vop) + (b - V)up, vg) + (cup, vp) — (V- up, qp).
(8.11)

Diese Darstellung ist etwas kompakter als ([88) und wird daher manchmal vorgezogen.

!Dies ist insofern plausibel, da der Druckraum bei Taylor-HoodElementen kleiner als der Geschwin-
digkeitsraum ist, wodurch das Infimum in () einen groferen Wert besitzt.
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(ii) In (BH) sind die Randbedingungen im Ansatzraum [V;']4 = V719N [HE(Q)]? beriicksich-
tigt worden. Man sagt, die Randbedingungen sind stark vorgegeben. Daneben gibt es das
Standard—-Galerkin—Verfahren mit schwach vorgegebenen Randbedingungen. Hier werden
die Randbedingungen nicht durch die Wahl des Ansatzraums erzwungen. Diese Verfahren
erleichtern manchmal die Analysis und werden im Folgenden als Ausgangspunkt fiir eines
der Stabilisierungsverfahren gewiahlt. Ohne weitere Stabilisierung hat man jedoch die glei-
chen Problemen wie bei dem Verfahren mit stark vorgegebenen Randbedingungen. Das
Standard—Galerkin—Verfahren mit schwach vorgegebenen Randbedingungen lautet:

Finde (up,pp) € [V x @3, so dass fiir alle (vy,qp) € [Vi]? x Q5 gilt:

aw (un, vn) + bw (vn, pr) = (f, vn),
bw (up,qn) =0 oder kompakter

aw (un, vn) + bw (v, pr) + bw (un, qn) = (f,vn), (8.12)

wobei die Bilinearformen gegeben sind durch

aw (up, vp) = alup,vy) — v(nVup, vp)oa — v(up, nVup)ao
— (b~ n)up, vn)oa_ +(v/h un, vn)oq
+y(max{[b] , v/hYun - n,vn - 1)oe,
bw (Vh, ph) = b(vp, pp) + (v - 1, PR )60 (8.13)

Dabei ist n der duflere Normalenvektor des Gebietsrandes 0€2, v > 0 ein neuer Parame-
ter und 0€)_ der Einstromrand, an welchem b - n < 0 gilt. Ferner ist h auf Q definiert
durch E! x = hx mit dem Durchmesser hg der Gitterzelle K. Im Vergleich zum Standard—
Galerkin—Verfahren sind die letzten vier Terme in ay kiinstlich ergdnzt worden, die ersten
drei davon in Analogie zur schwachen Formulierung der Konvektions—Diffusionsgleichung.
Die Terme v(nVup,vp)sq und (pp,vn - n)so kommen hingegen aus der partiellen Inte-
gration, siehe Gleichung (B3]). Da die kiinstlich hinzugenommenen Terme fiir eine Lo-
sung (u,p) € HE(Q) x L2(Q) der schwachen Formulierung verschwinden, ist (u,p) eben-
falls Losung von (BI2) und das Verfahren bleibt Galerkin—orthogonal, das heifst, fiir alle

(vn, qn) € V)% x Q3 gilt:
aw (u — up, vp) + bw (Vn, p — pn) + bw (u — un, qn) = (f, vn). (8.14)
Fiir weitere Details siehe [Nit72| oder [ES95]

8.3 Die Residuale Stabilisierung

In diesem Abschnitt fithren wir ein Stabilisierungsverfahren ein, mit welchem die Ergebnisse
des Standard-Galerkin—Verfahrens verbessert werden kénnen: die residuale Stabilisierung.
Man spricht von residualer Stabilisierung, weil die Bilinearformen des Standard—Galerkin—
Verfahrens um Terme der Form (Res, w) mit einer geeigneten Grofe w und dem Residuum
Res von ([BTh) oder (B1b) erweitert werden. Dies hat unmittelbar den Vorteil, dass eine
Losung der schwachen Formulierung auch Losung des stabilisierten Galerkin—Verfahrens
ist, woraus die Galerkin—Orthogonalitéat der residualen Stabilisierung folgt.

Im Folgenden betrachten wir die klassische residuale Stabilisierung. Diese lautet:
Finde (up,pp) € W;"° mit

arB(Un; Ph; Vhy qn) = fRB(VR, qn)  Y(vn,qn) € Wy (8.15)
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Dabei ist der Approximationsraum W}:’s wie fiir das Standard—Galerkin—Verfahren mit
stark vorgegebenen Randbedingungen gewahlt worden, also

Wyt = Vi1 x @ = Vi N [Hg ()] x Q5 N LE(Q).

Des Weiteren ist agg wie in Bemerkung Teil (i) und die Stabilisierungsterme sind
gegeben durch:

ars (Un, Ph; Vn, @) = asc (un, prs v, qn) + Y, YK (V -, V- vp) i

KEeT,
Grad-Div
+ Z O (—vAup + (b- V)uy, + cup + Vpp, (b-V)vp + Van)k,
KEeT,
SUPG+PSPG
frB(vn an) = flon,pn)  + D Sk (fy (b~ V)on + Vau)k (8.16)
KeT,

mit den zellenweise definierten Stabilisierungsparametern §x und vg . Drei Stabilisierungs-
terme sind hier zum Standard—Galerkin—Verfahren hinzugenommen worden:
(1.) der streamline upwind Petrov—-Galerkin (SUPG) Term der Form

Z I (Res, (b- V)vp).

KeT,

Dieser Term ist niitzlich bei konvektions—dominanten Problemen, insbesondere wenn die
Losung Grenzschichten aufweist. Die SUPG—Stabilisierung haben wir bereits fiir die Kon-
vektions—Diffusionsgleichung in Abschnitt 6.4 diskutiert.

(2.) der pressure stabilization Petrov-Galerkin (PSPG) Term der Form

Z 0K (RGS, VQh)
KeTy,

Dieser Term ist vor allem bei equal order Elementen niitzlich, wo er eine modifizierte Vari-
ante der diskreten Babuska—Brezzi-Bedingung sichert. Die Idee der Druck—Stabilisierung
geht zuriick auf die Arbeiten [IS86] und [HEBSE].

(3.) der Grad-Div Term der Form

Z W((V *Up, V- vh)K.
KETh

Wird das Standard—Galerkin—Verfahren verwandt, so fiihrt die Divergenz-Nebenbedingung
auf die Gleichung

(V-up,qn) =0 Vqe€ Q.

Die daraus berechnete Naherungslosung wup wird in der Regel nicht divergenzfrei sein.
Insbesondere wenn der Druckraum, gegen den getestet wird, klein ist, sind grofere Abwei-
chungen davon zu erwarten. Um die Abweichung |V - uy| zu verringern, wird die Divergenz-
Nebenbedingung iiber den Grad-Div Term gegen Basisfunktionen aus dem Geschwindig-
keitsraum getestet. Dies kann insbesondere bei Taylor-Hood—Elementen effektiv sein, bei
welchen der Geschwindigkeitsraum grofer als der Druckraum ist. Numerische Rechnungen
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haben zudem gezeigt, dass die Grad-Div Stabilisierung im konvektions—dominanten Fall
die Robustheit des Verfahrens verbessert [EE92|, [TLI1].

Als néchstes soll ein hinreichendes Kriterium fiir die eindeutige Losbarkeit des stabilisierten
Galerkin—Verfahrens formuliert werden. Dazu prifen wir, wann agrp strikt koerzitiv ist
und wenden den Satz von Lax—Milgram an (Satz B3)). Die Gebietszerlegung 7;, setzen wir
als quasiuniform voraus, damit die Hilfsmittel aus Abschnitt 24l benutzt werden konnen.
Zudem fiithren wir eine gitterabhéngige Norm ein:

2 .
(v, an)lzs = [lvn]l* + ollgnlZ2q) mit

1/2

[(wns an)lI” =l ?onll 720 + v Vorl 72

+ > klIV - vnll ey + D Oxll(b- V)vn + anllFa (- (8.17)
KETh KETh

Die Grofe o > 0 ist von den Daten des Problems abhéingig und wird im Laufe des Ab-
schnitts spezifiziert. Nachfolgende Ergebnisse gelten sowohl fiir Taylor—-Hood als auch fiir
equal order Elemente. Mit Hilfe obiger Norm erhalten wir die folgende Aussage:

Lemma 8.5. Die Stabilisierungsparameter dx und g seien zellenweise so gewahlt, dass
gilt
2

:ui2nvr4y7 ||C||L°°(K

O<5K§%min{ }, 0 < k. (8.18)
)

Dann ist arp strikt koerzitiv beziiglich der Norm |[-]| :

1
arB(Vh, Qh; Vh, qn) > 3 [(wna)Il> Y(vn,an) € W)~

Beweis. Fiir den Beweis fiihren wir die folgenden Abkiirzungen ein

A% = ||Cl/2vh||%2(g) + V||Vvh||%2(g)a B? = ||QhH%2(Q) (8.19)
und
X% =3 Skl V)on + anll72 ),
KeT,
Y?.= Z Okl — vAuy, —i—cvhH%Q(K),
KeT,
7%= ykllV - onllF k)
KeT,
Damit kénnen wir schreiben |[(vs, qn)]| = A% + X2 + Z2. Wegen der Definition von agp,

partieller Integration éhnlich zu (GI4) im konvektiven Term und der Relation V- b = 0
ergibt sich:
arB(Vh, Gn; Ony an) > A* + X? + 22 - XY,

Unter Verwendung der inversen Ungleichung (E40) und der Annahme ([BI8) an die Sta-
bilisierungsparameter rechnet man die Relation ¥ < A nach. Anwenden der Young—
Ungleichung liefert schlieklich die Behauptung:

1
arB(Un, Gh; U, Gh) 2 5 (A +X*+2%). O
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Sind die Stabilisierungsparameter passend gewéhlt, liefert der Satz von Lax—Milgram die
eindeutige Existenz einer Losung (die restlichen Voraussetzungen des Satzes priift man
leicht). Dies kann immer durch ausreichend kleine Wahl von dx erreicht werden, auch
dann wenn die Konstante ui,, aus der inversen Abschétzung nicht bekannt sein sollte.
Unser néchstes Ziel ist die Angabe einer a—priori Fehlerabschétzung. Dazu geben wir im
folgenden Satz eine inf-sup Abschétzung an, welche im Gegensatz zu Lemma ebenfalls
Kontrolle iiber die L?-Norm des Drucks gibt. Bei den nachfolgenden Beweisen folgen wir
[LRO6]. In [LRO€] wird von etwas allgemeineren Voraussetzungen ausgegangen. Die Visko-
sitdt v wird dort als ortsabhéngige Grofe behandelt. Dieser Fall tritt in der Praxis zuweilen
auf, beispielsweise dann, wenn ein Fluid mit temperaturabhingiger Viskositdt untersucht
wird und die Temperatur im Losungsgebiet variiert. Bei unseren Modellrechnungen wird
die Viskositét aber eine konstante Grofe sein. Folglich beschrianken wir uns auch bei der
Analysis auf konstantes v.

Satz 8.6.
Die Stabilisierungsparameter dx und g seien zellenweise so gewahlt, dass gilt

0< 5—h2 < (5[{ < —1 i h2 1 0< 5K ”b”zl < (8 20)
K min K - )
]’2 2 ,LLiQnV] 47/7 HCHL (K) 7 1o "

mit einer Konstanten C' > 0. Aukerdem sei der Faktor a in der Definition der RB-Norm
gegeben durch

Cr|1bl| >0 I hic|bll Lo (@)

/ KeT, v ’
v+ Cminc% h

wobei CF die Friedrichskonstante aus Lemma EZT9ist und die Abkiirzung v = maxge7, v
verwandt wurde. Dann erfiillt die Bilinearform arp die diskrete Babuska—Brezzi—Bedingung:

_ 1
a P+ a7t Crllellpoe @) + (8.21)

g sup arB(Uh, Dh; Vh, qh) > 3 (8.22)

0 (unpr) €W 04 (o qn)ewr* I (wn, pr)IRBI (0r, n)IRB

mit einer positiven Konstanten (3, die unabhingig vom Polynomgrad r, der Gitterweite h
und der Viskositat v ist.

Beweis. Sei ein beliebiges (up,pp) € W;;’S vorgegeben. Gemaft Verfithrths Trick - siehe
[ES91| oder [TVI6| - existiert ein z € V}/ mit

V-z=—-p, und HZHHI(Q) < CthHL?(Q)-

Zu z definiert man durch z;, = 4,z die Scott-Zhang-Interpolation aus Lemma Nun
rechnet man unter Verwendung der Fehlerabschitzung fiir die Scott-Zhang—Interpolation
nach, dass bei der Wahl von «, dx und i wie im Satz die folgende Ungleichung gilt:

arB(Un, Pr; 2n, 0) = Bl (un, pr)Irsll (21, 0)|rB-

Da (up,pn) € W,:’S beliebig gewahlt ist, folgt daraus die Behauptung. Die Rechnung, welche
auf obige Ungleichung fiihrt, benutzt die inverse Ungleichung (E240) und weitere Standard—
Ungleichungen. Fiir mehr Details beziiglich dieser Abschéitzung siehe [LRO6] Lemma 2.2.
O

Bemerkung 8.7.
(i) Um aus obigem Satz Vorhersagen fiir numerische Rechnungen abzuleiten, muss sicherge-
stellt werden, dass die Stabilisierungsparameter dx und g zellenweise in dem durch (B20)
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vorgegebenen Intervall liegen. Die Konstante C und die Konstante Miny aus der inversen
Abschétzung sind aber nicht immer bekannt. Demnach ist auch nicht klar, ob iiberhaupt
eine geeignete Wahl von dx moglich ist oder ob die untere Schranke nicht grofer als die
obere in ([B20) ist. Wie wir sehen werden, kann jedoch oft durch numerische Tests eine
geeignete Wahl fiir die Stabilisierungsparaemter getroffen werden.

(ii) Im Fall der Taylor-Hood-Elemente gilt der obige Satz auch, wenn auf die untere Schran-
ke fiir 0i verzichtet wird. Dann ist jedoch die Konstante 3 in der Stabilitdtsabschéitzung
durch die Konstante aus (B9) zu ersetzen, welche abhéngig von der Elementordnung ist
[BRILO].

Zum Beweis der a—priori Fehlerabschiatzung bendtigen wir das folgende technische Lemma,
welches mit Hilfe der iiblichen Standard—Abschitzungen nachgerechnet werden kann:

Lemma 8.8.
Seien die Voraussetzungen von Satz gegeben. Dann gilt fiir alle (u,p) € W mit u €
H(T,) und (v,q) € W

CLRB(U,]); Uh, Qh) < CG(u’p) ||| (vha Qh)mRBa wobei
1/2 1/2
O (u,p) := [[(u, p)]] + Z 51?““”%2(1() + Z Ok || — vAu + CUH%Q(K)
KETh KeTh
. 1/2
Cminh%( B 2
+ Z S\v+rk+—5—1 HPHL2(K) : (8.23)
M T
KeT;, min

Beweis. Siehe [LRO6] Lemma 2.3. O
Damit sind wir in der Lage die gewiinschte Fehlerabschéatzung anzugeben:

Satz 8.9.

Sei (u,p) € [H*(Q)]? x HY(Q) mit k,I > ¢ die Losung der schwachen Formulierung und
(un,pn) € Vi x Q7 die aus (8I3) bestimmte Néherungslosung. Dann gilt fiir eine Wahl
der Stabilisierungsparameter wie in Satz die folgende Fehlerabschitzung:

. h2(ru—1) 2(rp—1)
I(w—wn,p—pr)ligs < C > <MK%HUH§M(K) +M§%HUH§{W(K) (8:24)
KeT,

mit r, = min{k,r + 1}, 7, = min{l, s + 1} und den Grofen

u h3- HCH%OO(K)}L%( 2 r2y? llell poe ()P
MK: 7025[( + 0K (7702 +HbHL°°(K)+—h%( +'YK+V+7T2 s
h2
MY =6k + K (8.25)

s2max{v, vk}
Beweis. Fiir den Beweis fiihren wir zunéchst einige Abkiirzungen ein. Den Verfahrensfehler
bezeichnen wir mit Ej = (u — up,p — pp), den Diskretisierungsfehler mit e, = (ur —
up, pr — pr) und den Interpolationsfehler mit ey := (v — uy,p — pr). Dabei sind u; und p;y
geeignete Interpolationen von u und p, also zum Beispiel die Scott—Zhang—Interpolation
fiir v und die Lagrange—Interpolation fiir p. Mit der Dreiecksungleichung spalten wir den
Verfahrensfehler auf in den Diskretisierungs- und den Interpolationsfehler:

IEnllrs < llerllrs + llerllrs-
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Den Interpolationsfehler schéitzen wir ab durch:

1/2
lerllg = (1len® + allp = prl() )

< led)l + vallp = prllz2)

< CO(ey).

Die erste Ungleichung folgt aus der Relation (a? + 62)1/ 2 < a+b fiir a,b > 0 und die
zweite aus der Definition von « in (8Z]) sowie von © in (823)). Den Diskretisierungsfehler
beschranken wir nach oben durch:

arB(en; Vh, qn)
Il (vns gn) v
_ ~9RB(€1; Vh, qn)
I (vns gn) v
< CO(ey).

lerllrs < C

In der ersten Ungleichung ist (vp,qn) geeignet aus W}:’S gewahlt worden, so dass die Ab-
schatzung gilt. Eine solche Wahl ist moglich, da geméafl Satz die Bilinearform arp der
diskreten Babuska—Brezzi-Bedingung geniigt. Die Gleichheit ergibt sich aus der Galerkin—
Orthogonalitdt des Verfahrens und die letzte Ungleichung aus Lemma Als Zwischen-
ergebnis erhalten wir damit:

IEnllrs < CO(er)

mit einer Konstanten C' > 0. Daraus ergibt sich die gewiinschte Abschitzung, indem man
die Interpolationsfehler—Abschétzung fiir die Lagrange- und die Scott—Zhang—Interpolation
aus Lemma B8 und benutzt. [

Durch eine geschickte Wahl der Stabilisierungsparameter §x und g lésst sich die a-
priori Abschétzung des obigen Satzes verfeinern. Wir betrachten zunéchst die equal order
Elemente:

Satz 8.10.
Es gelten die Voraussetzungen des letzten Satzes mit s = r und [ = k. Durch die Wahl

Wi

rhi |0l oo (1) + el oo iy R + 740

0K

hlbl el o)

8.26
r r2 (8.26)
erhélt man die Fehlerabschatzung:
2(k—1)
I~ wnp—plEe <C Y Mty (e + Iple) - (827
KETh
Dabei ist k = min{k,r + 1} und
h bl 700 C|| 00 h2
M=t Pllmim) |l 525)
r r

Beweis. Einsetzen der Stabilisierungsparameter in (8&24). O
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Bemerkung 8.11.
Aus obigem Satz folgen bei hinreichender Regularitéit der Losung im konvektions—dominanten
Fall mit v < ||b[| )k die Fehlerabschéitzungen:

prt1/2

lu —unlr2@) < C - (el 1) + ol e () 5
prtl Yy
P = prllr2@) < C = (leell grr+1 02y + Pl Err+1(02)) 5
hT’
le = wnllmv @) < Oz (lullarsae) + Pl o) - (8:29)

Hinreichend regulir ist dabei (u,p) € [H*(Q)]? x H¥(Q2) mit k > r + 1. Unter denselben
Regularitidtsbedingungen erhélt man im diffusions-dominanten Fall mit v > ||b]| Lo ()b

hT’
Ju — uh||L2(Q) < Cr’f*2 yi/2 (HUHHT(Q) + ||pHHT+1(Q)) )

T

Ip = pullrz) < C—=v (lullgrei) + IPlar+1(0) »

rk—
T

h
le = wnllm @) < Oy (lullariey + Pl o) - (8.30)

(ii) Gemaf der Wahl der Stabilisierungsparameter in (826]) nimmt der Einfluss der Grad-

Div Stabilisierung mit wachsender Elementordnung r zu, wihrend der Einfluss der
SUPG/PSPG Stabilisierung abnimmt.

Im Fall von Taylor-Hood—Elemente mit s = r — 1 ist eine andere Wahl von dx und vx
glinstig:

Satz 8.12.
Es gelten die Voraussetzungen von Satz mit s =7 — 1 und [ = k — 1. Durch die Wahl
hik
Ok ~ 11 und yg ~ v (8.31)
erhélt man die Fehlerabschatzung:
h3k 1
N ] PRt P ((u D)l e + V—anuzk-l(m) (8.32)

KeT,

mit k = min{k — 1,7}.

Geméfs der Wahl der Stabilisierungsparameter in ([831]) verringert sich der Einfluss der
SUPG/PSPG Stabilisierung, wenn die Elementordnung grofer wird. Abschliefend seien
einige Modifikationen der klassischen residualen Stabilisierung erwéhnt.

Bemerkung 8.13.

(i) Wir haben die SUPG und PSPG Stabilisierungsterme der Einfachheit halber mit dem-
selben Parameter dx versehen. Stattdessen konnen beide Terme auch mit verschiedenen
Parameter angesetzt werden. Insbesondere bei den Taylor—-Hood—Elementen ist dies oft
vorteilhaft. Dort hat sich gezeigt, dass die PSPG Stabilisierung zumeist tiberfliissig ist, sie-
he [MLRO9|. Setzt man den PSPG Parameter auf Null, so verringert sich der numerische
Aufwand, wiahrend die Ergebnisse etwa gleich gut bleiben.

(ii) Weitere residuale Stabilisierungsverfahren sind die Galerkin least-squares (GLS) Me-
thode [EEF92| und die algebraic subgrid-scale (ASGS) Methode [Cod0d].
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8.4 Die Kanten—Stabilisierung

Neben der klassischen residualen Stabilisierung werden wir die Kanten—Stabilisierung be-
trachten, auch continuous interior penalty (CIP) Methode genannt. Die Idee der CIP-
Methode besteht darin, die Spriinge in den Ableitungen von Druck und Geschwindigkeit
iiber den Rand der Gitterzellen zu bestrafen. Geméf [BEHO6| bietet die CIP-Methode die
folgenden Vorteile gegeniiber der residualen Stabilisierung:

e Es werden keine neuen unsymmetrischen Terme eingefiihrt.
e Eine unphysikalische Kopplung zwischen Druck und Geschwindigkeit wird vermieden.

e Die Methode besitzt grofere Kompatibilitdt mit anderen numerischen Verfahren: Die
mass lumping Technik bleibt anwendbar und bei zeitabhédngigen Problemen hat man
eine grofere Auswahl an Zeitschrittverfahren.

Demgegeniiber steht der Nachteil, dass die Systemmatrix der CIP-Methode eine gréfsere
Anzahl von Null verschiedener Eintrége besitzt. Die CIP-Methode lautet:

Finde (up,pp) € W}, so dass fiir alle (vs, qn) € W) gilt:
actp (Un, Pr; Uy qn) = (f,vn) (8.33)
mit der Bilinearform

acte (Uh, Dhs Vhy qn) = aw (un, vp) + bw (vn, pR) — bw (Un, qn) + Ju(un, vn) + Jp(Dhs an)
und dem Approximationsraum
Wy = V17 x @}, = V17 x @, N LE(Q).

Die Standard—Galerkin—Formulierung (8I2) mit schwachen Randbedingungen ist hier um
folgende Stabilisierungsterme erweitert worden:

Julun o) = 3 7C(Rexe) b, /Mub-num(m[vuh-n]  [Von - n]ds

KETh
+ 3 rC(Rer )] ) / V- wn[V - vnlds, (8.34)
KeT, 9K
. . 1 hK 2
Jp(Phsaqn) = Y Tmin Thmae v hi | [Vpnl - [Vanlds (8.35)
KeT, Le(K) V oK

mit dem Stabilisierungs—Parameter 7 > 0, der Jacobimatrix Vu von u, dem &ufseren Nor-
malenvektor n des Randes 9K von Zelle K, ihrem Durchmesser hg und den Abkiirzungen:

_ 16/l oo (7 Prc
— =

((z) =min{l,z}, Reg (8.36)
Reg ist die Reynoldszahl in Zelle K. Die Integrale erstrecken sich nur iiber Kanten (bezie-
hungsweise Seitenflachen), welche nicht auf dem Gebietsrand liegen. Ferner kennzeichnet
der Ausdruck [w] den Sprung der Groke w iiber den Zellenrand 0K in Richtung seines
dufteren Normalenvektors n , das heifét:

[w]g(x) = lim (w(z + sn) —w(x — sn)) firz e E. (8.37)

s—0
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Fiir stiickweise polynomiale Funktionen ist der Sprung im Punkt z € 9K einfach durch
[w](e) = wi (@) - ws (o) (3.39)

gegeben, wobei w; jeweils die Einschrinkung von w auf eine der beiden Zellen ist, zu
welchen der Punkt z gehort. Ahnlich wie bei der residualen Stabilisierung erfiillen die
Stabilisierungsterme folgende Aufgaben: Der erste Term in (B34)) stabilisiert das Verfahren
im konvektions—dominanten Fall, der zweite starkt die Divergenz—Nebenbedingung und der
Stabilisierungsterm in (B3H) sichert eine modifizierte diskrete Babuska—Brezzi-Bedingung.
Im Folgenden untersuchen wir die eindeutige Losbarkeit der CIP-Methode und geben eine
a—priori Fehlerabschidtzung an. Dabei orientieren wir uns an [BFHOG]. Im Vergleich zur
Analysis der residualen Stabilisierung wird in [BEHO6| von leicht modifizierten Vorausset-
zungen ausgegangen. Der Einfachheit halber werden nur equal order Elemente behandelt
und die Gréfse ¢ in der Oseen—Gleichung wird als Konstante echt grofter Null angenommen.
Die Annahme an die Gebietszerlegung 7;, ist hingegen allgemeiner. Wahrend wir bei der
residualen Stabilisierung eine quasiuniforme Gebietszerlegung angenommen haben, wird
diese Eigenschaft in [BEHO6] nur noch lokal gefordert. Lokale Quasiuniformitit kann niitz-
lich sein, wenn man das Gitter an kritischen Stellen im Ldsungsgebiet, wie beispielsweise
an Singularitdten, lokal verfeinern méchte. Bei spéteren Simulationen werden wir dies je-
doch nicht tun, so dass wir fiir die Analysis eine “global” quasiuniforme Gebietszerlegung
voraussetzen konnen.

Weitere Vereinfachungen in der Analysis von [BEHO6] sind:

(1.) Die Randbedingungen werden schwach vorgegeben. Dies hat den Vorteil, dass die glo-
bale L? Projektion aus Lemma verwandt werden kann. Die globale L?-Projektion
erhélt im Allgemeinen keine homogenen Randbedingungen und ist somit fiir eine Analysis
mit stark vorgegeben Randbedingungen ungeeignet.

(2.) Alle Stabilisierungsterme sind mit demselben Stabilisierungsparameter 7 angesetzt
worden. Dariiber hinaus wird der gleiche Wert dem Parameter + zugewiesen, welcher in
der Bilinearform ayy fiir schwach vorgegebene Randbedingungen auftritt. Stattdessen kénn-
ten die Parameter auch verschieden voneinander gewéhlt werden. Darauf werden wir spéater
nochmals eingehen, wenn die numerischen Resultate diskutiert werden. Es soll insbesondere
gepriift werden, inwieweit die Ergebnisse durch Verwendung unterschiedlicher Parameter
verbessert werden konnen.

(3.) Auf eine Angabe der Elementordnung in der a—priori Fehlerabschétzung wird verzich-
tet.

Im ersten Schritt zum Beweis der eindeutigen Losbarkeit der CIP-Methode zeigen wir die
Koerzitivitat der Bilinearform ayw + j, gegeniiber einer geeigneten Norm. Eine solche ist

ol = C”UhH%%Q) + VvahH%Q(Q) + Ju(vn, vn) + || [b-n| /2 Uh”%?(asz)
+ HTl/Q(V/E)l/QUhH;(aQ) + HTl/Q max{|b| aV/%}l/Q“ : Uh”%%asz)? (8.39)
wobei h : Q — RY definiert ist durch ﬁ|K = hg.

Lemma 8.14.
Es gibt eine Konstante C' > 0, welche nur vom Gebiet 2 und dem Stabilisierungsparameter
7 abhiingt, so dass fiir alle vy, € [V}']¢ gilt:

aw (Vs v1) + Ju(vn,vn) > Cllonl|Em- (8.40)
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Beweis. Aufgrund der Definition der Bilinearform ay gilt:

1/2
"2 on32 00

+ \\7'1/2(V/7L)1/2Uh“%2(m) + HTl/z max{|b| 7V/E}1/2n : UhH%Q(BQ)

— 4v(nVop, vp)oq, (8.41)

aw (vh, 0) + Ju(vn, vn) > cllvalT2i) + VI VUnllT2iq) + du(vn, ) + | b -7l

wobei der Term (b - Vo, vp) — ((b - n)vp,vp)aa_ analog zu (E28) unter Verwendung der
Annahme V -b = 0 abgeschétzt worden ist. Mit der Cauchy—Schwarz— und der Spurunglei-
chung (BTl) beschrénkt man nun den letzten Term betragsméfig nach oben. Subtraktion
dieser oberen Schranke von den restlichen Termen liefert die Behauptung. [

Im zweiten Schritt zum Beweis der eindeutigen Losbarkeit der CIP-Methode zeigen wir,
dass die Bilinearform by eine modifizierte diskrete Babuska—Brezzi—-Bedingung erfiillt. Als
Vorbereitung benétigen wir das folgende Resultat zur Stabilitit der L?-Projektion:

Lemma 8.15. (Stabilitit der L>~Projektion)
Seien die Konstante n sowie die Grofenregularititskonstante € der Gebietszerlegung aus
Definition B ausreichend klein und sei ¢ € Vh1 mit ¢ > 0 auf € und

\Vo(x)| < nhitd(z) Ve e K, VK €T, (8.42)

Dann besitzt die globale L?-Projektion 7, : L%(Q) — V;" die folgenden Stabilitéitseigen-
schaften:

l¢mnull L2y < Clldullra) Vu € LA(S), (8.43)
6V mhullr20) < ClloVull i) Yue H'(Q) (8.44)

mit einer Konstanten C' > 0.
Beweis. Siehe [Bom04| Lemma 2.2 und Lemma 2.4.
Mit obigem Lemma konnen wir zeigen:

Lemma 8.16.
Unter den Voraussetzungen dieses Abschnitts erfiillt die Bilinearform by die folgende dis-
krete Babuska—Brezzi-Bedingung;:

‘bW(Uhth)‘ > C

inf sup > (8.45)
0=41€QJ, o v, e[vr)d [1anll 2@ lvnll (o)
Dabei ist C' > 0 eine Konstante und der Raum @)} , ist definiert durch
Qno=1an € Qh ¢ Jp(an,qn) = 0} (8.46)
Beweis.
Sei qp, € @}, vorgegeben. Nach Lemma gibt es zu gy, ein v, € [H(ﬂd mit
Vevg=gn und |lvgllg) < Clignllzz)- (8.47)

Im Folgenden zeigen wir, dass fiir die L?> Projektion ThUg von v, gilt:
lbw (v, Than)| < Cllanllp2@)llmnvgll 1 (o)
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Da g;, beliebig vorgegeben ist, folgt daraus die Behauptung.
Mit Hilfe von partieller Integration ergibt sich:

lanlIZ2 ) = (V- vg an)

Vg — ThVq, VQh) - (n * ThUq, Qh)aﬁ + (V * ThUq, Qh)

)y = (
= (v * Vg — V- ThUq, Qh) + (v " TThUq, Qh)
= (
= (Uq — Vg, th) — bw(ﬂth,qh). (8.48)

Da g, € Q} , eine stetige erste Ableitung in § besitzt, gehért Vg zu [V ]¢ und der erste

Term auf der rechten Seite von (848 verschwindet wegen der L2-Orthogonalitit von 7,
beziiglich [V;7]¢. Somit ergibt sich

lbw (Thvg, qn)| = HQhH%Q(Q)'

Die rechte Seite schitzen wir nun nach unten ab durch:

HQhH%Q(Q) > Cllgnll L2y llvgll (o)
> Cllarll 2@ llmnvgll e )

Die erste Ungleichung folgt aus (847) und die zweite aus der H!-Stabilitit von 7, (siehe
®Z3) mit der Wahl ¢ =1). O

Nach obigen Vorbereitungen kénnen wir folgendes Resultat formulieren:

Satz 8.17.
Die CIP-Methode (B33)) besitzt eine eindeutige Losung.

Beweis. Die Aussage folgt aus der Koerzitvitat von aw + j, und Satz BA der wegen
Lemma in Richtung (i) nach (iii) angewandt werden darf. Fiir mehr Details siche
IBEHOG] Theorem 3.5. O

Als néchstes soll eine a—priori Fehlerabschitzung fiir die CIP-Methode angegeben werden.
Im Folgenden stellen wir dazu die noétigen Hilfsmittel zur Verfligung.

Lemma 8.18. (Modifizierte Galerkin—Orthogonalitit)

Sei die Losung (u,p) der schwachen Formulierung ausreichend reguldr, das heift, (u,p) €
[H3/2¢(Q)]? x L2(Q) mit € > 0 und sei (up,pp) € W] die Losung von (B33). Dann gilt
fiir alle (vp,qn) € W}

aw (u — up,vp) + bw (vp, p — pp) — bw (u — up, qn) + Ju(w — up, vp) + Jp(Pr, gn) = 0. (8.49)

Beweis.

Aufgrund der vorausgesetzten Regularitét der Losung besitzt Vu auf jedem Zellenrand eine
wohldefinierte Spur. Damit verschwindet der Sprung [Vu] {iber jeden Zellenrand und es gilt
Ju(u,vp) = 0. Aus der letzten Gleichung und der Galerkin—Orthogonalitit des Standard—
Galerkin—Verfahrens (BI4]) mit schwach vorgegebenen Randbedingungen ergibt sich die
Behauptung. O

Bemerkung 8.19.

Besitzt das Druckfeld p der Loésung die gleiche Regularitdt wie die Geschwindigkeit wu,
so erhélt man mit der gleichen Argumentation wie im Beweis die Aussage j,(p,qn) = 0.
In diesem Fall ist eine Losung (u,p) der schwachen Formulierung auch Losung der CIP—
Methode und man hat die iibliche Galerkin—Orthogonalitéit:

actp(u — up,p — Pr; VR, qn) =0 Y(vn,qn) € WY,
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Eine Schliisselstelle im Beweis der a—priori Fehlerabschétzungen ist die Existenz eines In-
terpolationsoperators, wie er im néchsten Lemma definiert wird.

Lemma 8.20.
Es gibt einen Interpolationsoperator 7* : [H%(7)]? — [V/]%, d = 2,3, so dass fiir alle
vy, € [V7]4 und alle K € Ty, gilt

Bllbn - Von — 7 (n - Vo) 22y <€ 30 / B2 |bn - 0l [Von - n]Pds  (8.50)
KeT,(K)

mit einer Konstante C' > 0. H?(7},) bezeichnet hierbei den Raum aller beziiglich der
Gebietszerlegung 7, stiickweisen H?2-Funktionen, also

H*(Tp) ={u:Q—R: ulx € H(K) VK € Tp,} .

Beweis. Die Konstruktion von 7* und der Beweis verlaufen analog zu Lemma B.T5l siehe
auch [BEHOA] Lemma 3.1.

Das folgende Lemma erweitert die Interpolationsfehler-Abschitzungen fiir die globale L2~
Projektion.

Lemma 8.21.
Sei die GroRenregularititskonstante ¢ ausreichend nahe 1. Dann gilt fiir alle u € [H*(Q)]¢
mit k& > 2 die Interpolationsfehler—Abschitzung beziiglich der globalen L?-Projektion 7,

[L2(@)])" — V7]

Tu 2(ry—1
o = mulitre < C 7 (e + max{, [l oy hr 1) [l ey (8:51)
KeTy,

mit 7, = min{k,r + 1} und einer Konstanten C' > 0.
Auferdem gilt fiir alle p € H'(Q) mit [ > 1 die Interpolationsfehler-Abschitzung beziiglich
der globalen L? Projektion 7, : L*(2) — Q'

1R b (p = Tap) 7200+ 0 (0 = ThD) 1} 202y + 3 (7w, 7T2p)

<cy mm{ubum yhic Wi VYR Pl ey (852)
KeT,

mit 7, = min{l,r + 1} und einer Konstanten C' > 0. Die Grofe ¢, in der Abschétzung ist

zellenweise definiert durch die lineare L?-Projektion von ¢|g = v~ /2 min{Re;(I/ 2, 1} auf
die jeweilige Zelle.

Beweis. Wir betrachten zunéchst die Abschitzung [BLI) fiir die Geschwindigkeit. In
[BFHO6] Lemma 4.6 wird der Interpolationsfehler zunéchst aufgespalten in

lu = mulEw < Mnu = mullee + 1hw = ullége, (8.53)

wobei Ij, der Lagrange-Interpolationsoperator ist. Anschliefend wird die Stabilitit der L%~
Projektion aus Lemma BIH die Spurungleichung (&A1), die inverse Ungleichung (B:40)
und die Interpolationsfehler—Abschétzung fiir die Lagrange—Interpolation aus Lemma
angewandt, um die gewiinschte Abschitzung zu erhalten. Die Abschétzung fiir den Druck
in (B52) erfolgt geméf [BEHOO] mit dhnlichen Argumenten, wenn statt dem Lagrange—
Interpolationsoperator der Clément-Interpolationsoperator Cj : L?*(Q) — @}, aus Lem-
ma benutzt wird. Hier wird von der Clément—Interpolation Gebrauch gemacht, da
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p € H'(Q) im Allgemeinen zu geringe Regularitiit besitzt, um die Abschitzungen fiir die
Lagrange—Interpolation anwenden zu kénnen. Die Abschitzung des dritten Terms in (B52)
ist am aufwendigsten und wird hier exemplarisch durchgefiihrt. Es gilt

do(map, mhp) = Y C(Rek) H[VﬂhP—ChVP]H%%aK)

= IbHL

<C Y (Rex) e — IV = eVl

KeTy
=C Z C ReK HbH ”V?Thp VCup+ VCyp—Vp+ Vp — ChvaL2

KETK

h

<C Y ((Rek) T K

KeTk

<||V7Th(P—ChP)||L2(K + IVChp — VDl L2 (i) + va—cthH%?(K))

<O > min{|[b]3 e gy, B /v Il e (1) (8.54)

KeT,

Die erste Gleichheit ergibt sich aus der Relation [C,Vp] = 0, welche gilt, da der Clément—
Interpolationsoperators von L?(f2) in einen Finite-Element-Raum stetiger Funktionen ab-
bildet, siehe Abschnitt B4l Die erste Ungleichung folgt durch Benutzen der Abschétzung

2 2
;/@K[g] dss2§Kj/aK|g| s

und anschliefendes Anwenden der Spurungleichung (B41l) sowie der inversen Ungleichung
(E20). Die zweite Gleichheit in (854 folgt durch Nulladdition und die zweite Ungleichung
aus der Dreiecksungleichung sowie der Relation 7, (Cyp) = Cp,p, welche gilt, da die L%
Projektion nach Konstruktion der Identitidt auf @} entspricht. Fiir die letzte Ungleichung
in (BR) ist schlieflich die Interpolationsfehler—Abschétzung fiir die Clément—Interpolation
aus Lemma verwandt worden. [

Bemerkung 8.22.

Die Aufspaltung in (853) mit der Lagrange-Interpolation in [BEHO6] wird durchgefiihrt,
da die Gebietszerlegung 7j, dort allgemeiner ist. In [BFHOA] wird die Quasiuniformitét von
Tn lediglich lokal gefordert. In diesem Fall ist die Interpolationsfehler—Abschétzung aus
Lemma fiir die L% Projektion nicht mehr giiltig. Die Abschétzung fiir die Lagrange -
Interpolation ist aber weiterhin erlaubt und wird daher stattdessen benutzt. Da unsere
Gebietszerlegungen immer quasiuniform sein werden, kénnen wir die Interpolationsfehler—
Abschitzung fiir die L?-Projektion noch verwenden, was die Aufspaltung ([&53) iiber-
fliissig macht. Damit sollte die Abschétzung fiir die Geschwindigkeit fiir unsere Zwecke
deutlich einfacher als in [BEHO6| ausfallen. Die Abschétzung des Drucks ldsst sich hinge-
gen nicht entscheidend vereinfachen, da fiir die L>Projektion keine Interpolationsfehler—
Abschiitzungen zu beliebigen Funktionen aus H'(2) moglich sind.

Mit dem letzten Lemma sind alle Vorbereitungen zum Beweis der gesuchten Fehlerabschét-
zung getroffen.

Satz 8.23. (Fehlerabschitzung der CIP—Methode)
Sei (u,p) € [HF(Q)]? x HY(Q) mit k > 2, 1 > 1, die Losung der schwachen Formulierung
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&) und (up,pr) € Wy die aus ([B33)) bestimmte Naherungslésung. Dann gelten unter den
Voraussetzungen von Lemma die folgenden globale Fehlerabschitzungen:

1/2
Tu 2(ru—1
lu = upflcrp < C Z (ch%( + max{”b”Loo(K)hK’y}hI(( )> HUH%W(K)
+ Crlr(lg{c—l/z [lyyroo ey PR Hlull v ()
1/2
1 - 2sp—1
+C | 3 min{bllz ey Fue /30" el o ey (8.55)

KeTy,

sowie
Ip —pull2) < C (Cl/Q + gea%{“b“Lw(K)hKa v/ 4 C_l/QHbHLoo(Q)> KR,  (8.56)

mit der Konvergenzrate KR,, von v in (823, r, = min{k,r + 1}, 7, = min{l/,r + 1} und
einer Konstanten C' > 0.

Beweis. Siehe [BFHO0A] Theorem 4.9 und 4.12. Die Beweise sind langlich und erfordern
einige technische Zwischenrechnungen. Um zumindest einen Eindruck zu gewinnen, wie
aus den bisher prasentierten Resultaten eine Fehlerabschitzung abgeleitet werden kann,
fiihren wir die Rechnung exemplarisch fiir den konvektiven Term bei der Abschétzung
des Geschwindigkeitsfehlers durch. Dies ist zugleich eine der Schliisselstellen im Beweis.
Zunéchst zerlegen wir den Fehler |u— up||cip soweit, dass der konvektive Term einzeln von
den anderen Beitrdgen zum Fehler behandelt werden kann. Mit der Dreiecksungleichung
schétzen wir nach oben ab

lu = unllare < [le"[lcrellenllor (8.57)

mit den Bezeichnungen
U—Up =U— ThH+THU — Up .
—_—— —
em en
Der erste Term in (857) wird bereits durch Lemma kontrolliert. Der zweite muss

noch abgeschétzt werden und wird mit Hilfe der Koerzitivitat aus Lemma und der
modifizierten Galerkin—Orthogonalitit aus Lemma wie folgt zerlegt:

Cllenlléwp + 3p(P — Phsp — pr) < aw (ensen) + julen, en)
<aw(e", en) + bw(en, mh(p — prn)) — bw (€™, mh(p — 1))
+ jul€™,en) — Jp(mn(p — Pr), 0 — D1) (8.58)

mit

aw (€7, en) = c(€™, en) + 20(Ve™, Vep) — ((b-n)e™, ep)oa. + 7(v/h €™, en)oq
+ r(max{|b| ,v/h}e" - n,ep - n)oq — 20(Ve™ - n,ep)an
—2u(e™,Vep, -n)aq + (Ve - b,ep).
Die ersten fiinf Terme von ap (€™, ep) sind symmetrisch und kénnen direkt mit Hilfe der

Cauchy—Schwarz—Ungleichung und der Interpolationsfehler—Abschétzung aus Lemma
wie gewiinscht nach oben beschrankt werden. Die hinteren drei sind unsymmetrisch und
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erfordern mehr Aufwand. Der letzte Term ist der Beitrag des konvektiven Terms. Dieser
soll nun abgeschétzt werden. Mit partieller Integration folgt

(b- Ve en) < (€7, (b-n)er)| + (e, Ver - b))

Der erste Term wird wie oben durch die Cauchy—Schwarz—Ungleichung und Lemma
abgeschétzt. Den zweiten zerlegen wir nochmals durch Nulladdition mit der stiickweise
linearen Interpolation b, von b und der Dreiecksungleichung:

[(e™,b- Vep)| < [(e7, Ven - (b—bp))| +[(e", Vep - by)| .- (8.59)

Die beiden Terme auf der rechten Seite beschrianken wir einzeln. Der erste lasst sich ab-
schéatzen durch:

(€™, Ven - (b= b))l < C Y e brlyre ey €7 2o | Venll 2 )
KETh

<C Z /2 1bh 1,00 (1 He7r||L2(K)Hcl/thHLQ(K)
KETh

—-1/2 w
chlé%{c / On .00 iy PR Ml e o) lenll crp-

Die erste Ungleichung folgt aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung und weil b in W1°°(£2)
liegt, die zweite aus der inversen Ungleichung (540) sowie Einsmultiplikation mit ¢'/? und
die dritte aus der Interpolationsfehler-Abschitzung fiir die L?-Projektion aus Lemma [F.I0
Der zweite Term in (859) wird nun noch wie folgt beschrankt

](e”, Veh . bh)‘ = ](e”, Veh . bh — ﬂ*(veh . bh))’
< Ch*l/zHeﬂHm(Q)th/zveh bp — " (Vep, - bh)HL2(Q)

1/2
<N 2 ey | X [ Wbl [Ven - ) ds
KETh oK
1/2
<0 | 3 Il oh 2l e
KETh
1/2
3 / B2 lIb- il oy [V en - ][ ds
KETh oK
1/2
< 3 Iblpeom Nl | lenllom. (8.60)

KETh

Die erste Gleichung gilt wegen der Orthogonalitit der L?-Projektion und die Ungleichun-
gen der Reihe nach wegen der Cauchy—Schwarz—Ungleichung, der Interpolationsfehler—
Abschétzung fiir 7" aus Lemma und der Interpolationsfehler—Abschétzung fiir m;, aus
Lemma Die letzte Ungleichung iiberpriift man mit der folgenden Zwischenrechnung
(siehe auch Lemma 4.8 in [BEHO6]): Es bezeichne A; die Menge aller Gitterzellen von 7p,
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auf denen ||b]| oo ()hx > v ist und Az die diejenige mit [|b]| o (0)hx < v. Dann gilt:
S [ Wl e o IV - s

KeT,
<y / Bl nll e orey (Ve - nlPds + 3 hKu/6 [Ven - n]|? ds
K

KeA; KeAs
Z / h2 %C(Reg)||b - nHLoo oK) [[Vep, - n]| ds+C'||l/1/2VehHLz
KETh
. 1/2 2
<C (Ju(ehaeh) + v Veh”ﬂ(ﬂ))
< Cllenllctp-

Dabei ist fiir die erste Ungleichung die Relation [|b]|pec(qyhx < v fiir alle K € Az benutzt
worden. Bei der zweiten Ungleichung wurde im ersten Summand verwandt, dass ((Rex) =
1 fir alle K € Ay ist, und die Summe wurde iiber alle K € 7 erweitert. Der zweite
Summand wurde mit Hilfe der Spurungleichung (B247]) und der inversen Ungleichung (B:40)
nach oben beschriankt. Die beiden letzten Ungleichungen gelten direkt nach Definition von
Jju und der CIP-Norm || - ||ctp. Damit ist die Fehlerabschétzung fiir den konvektiven Term
vollstandig. O

Bemerkung 8.24.
(i) Aus obigem Satz folgen bei ausreichender Regularitét der Losung im konvektions—
dominanten Fall wegen v < ||b]| o (q)h die Fehlerabschitzungen:

lu —wnl L2y < CR™ 2 (Jull ey + ol a1 (0)) -
P = prllre) < ChrH1/2 (el 1y + Il Er41(0))
|w = upl| o) < Chr 2y =12 ([eell g+ () + ol 7152 ) - (8.61)

Ausreichend regulir meint dabei (u, p) € [H¥(Q)]? x H*(Q) mit & > r+ 1. Unter denselben
Regularitidtsbedingungen ergibt sich im diffusions-dominanten Fall mit v > [|b]| Lo ()b

= wnllaey < O (2l i@y + B2 bl 1)

Ip = prllr2() < Cv/2h" (V1/2||u\|m+1(9) + hl/QHPHHrH(Q)) ,

lu — wnll ) < CR ([lullgrerqy + [Pllar+1(@)) - (8.62)
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Kapitel 9

Numerische Ergebnisse zur
Oseen—Gleichung

In diesem Abschnitt werden die numerischen Ergebnisse zur Oseen—Gleichung vorgestellt.
Betrachtet werden die residuale Stabilisierung und die CIP-Methode. Wir beginnen mit
einem Uberblick {iber die Implementierung der Stablisierungsverfahren. Dann vergleichen
wir die Fehlerwerte und die Fehlerordnungen der residualen Stabilisierung sowie der CIP—
Methode miteinander und diskutieren den Vorschlag aus [BB.JLOT]| fiir die Stabilisierungs-
parameter der CIP-Methode. Speziell fiir die CIP-Methode untersuchen wir dann, ob die
Fehler durch eine geeignetere Wahl der Stabilisierungsparameter verringert werden konnen.
Gerechnet wird bei obigen Simulationen mit equal order Elementen. Neben equal order Ele-
menten sind auch Taylor-Hood-Elemente von Interesse. Zu diesen geben wir als néchstes
Ergebnisse fiir die CIP-Methode an. Schlieflich vergleichen wir die residuale Stabilisierung
mit der CIP-Methode anhand ihrer Laufzeiten.

9.1 Grundlagen zu den Simulationen

Das Standard—Galerkin—Verfahren zur Losung der Oseen—Gleichung lautet: Finde (up, pp) €
W,;®, so dass fiir alle (vy,pp) € W,° gilt:

asc (un, Ph; Uy qn) = (fyvn)  mit (9.1)
asc (Uh, Phi Vhy qn) = v(Vup, Vop) + ((b - V)up, vp) + (cup, va) — (V- up, qn)-
9.2)

Bei der residualen Stabilisierung erweitern wir das Standard—Galerkin—Verfahren um die
Terme

> Ox(Res, (b V)vn+ Van) + Y v (V- up, V- vp).
KeTy, KeT;,

Im Folgenden werden wir uns bei der residualen Stabilisierung auf equal order Elemente
beschrénken (fiir Ergebnisse zu Taylor-Hood—Elementen siehe beispielsweise [MLR09]).
Fiir die equal order Elemente setzen wir die Stabilisierungsparameter dx,vx motiviert
durch Satz zellenweise an durch:

2
rhic||bll Lo 50y + el oo () Py + 70V
h b oo Cll 7,00 h2
o K10l oo (1) N llellz ;K) K 2, (9.3)

T T
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9.1. GRUNDLAGEN ZU DEN SIMULATIONEN

Die Grofen 6 und v sind globale Parameter, welche bei unseren Simulationen variiert wer-
den.

Als néchstes fiihren wir unseren Ansatz fir die CIP-Methode ein. Ansatz (833)), welchen
wir in Abschnitt betrachtet haben, wird hierbei leicht modifiziert. Zum einen werden
wir im Code die Randbedingungen stark vorgeben, was die Implementierung des Verfah-
rens erleichtert. Zum anderen ergénzen wir das Standard—Galerkin—Verfahren ([@2) um die
Terme:

S [ niTun - nel(Von - s

Ee&y

+ Z/Tz[v'uh][v'vh]ds
Eeé&y, E

+ Z/Tg[Vph-nE][VQh-nE]dS,
Ee&y E

mit der Menge &, aller inneren Kanten der Gebietszerlegung, dem Normalenvektor ng an
die Kante F und der Jacobimatrix Vu von u. Geméaf [BB.JLOT| bleiben fiir diesen Ansatz
unsere Resultate aus Abschnitt giiltig. Dariiber hinaus bietet der Ansatz den Vorteil,
dass in [BB.JLO7| eine Empfehlung fiir die Stabilisierungsparameter 7; gegeben wird. Diese
lautet:

I
T| = Tgrad||b - nE”LOO(E)r_aa
h2
Ty = TdiVHbHLOO(E)T_f,
M
T3 = Tpmin(l,ReE)W,
b|lr00 (P 7
mit ReE = _” ”]L/,rl(/EQ) E.’ o = 5 und Tgrad — Tdiv = Tp — L. (94)

Waihrend nach der Empfehlung von [BB.JLO07| die Parameter Tgad, Tgiv und 7, auf 1 zu
fixieren sind, werden wir auch andere Werte zulassen.

Bei der Implementierung der CIP-Methode ist die Systemmatrix des Standard—Galerkin—
Verfahrens wegen der hinzukommenden Stabilisierungsterme zu erweitern. Fiir ein zwei-
dimensionales Problem ist die Systemmatrix des Standard—Galerkin—Verfahrens von der
Form:

A11 A12 Bl A 0 Bl
A21 A22 BQ - 0 A BQ . (95)
BY BT C© BY BI o

Die Matrixblocke A;;, B; und C' werden bei dieser Schreibweise nach dem Raum unter-
schieden, aus welchem die jeweilige Ansatz- und Testfunktion stammt. Die folgende Tabelle
zeigt das zugehorige Schema, wobei die beiden Geschwindigkeitskomponenten mit « und
y gekennzeichnet sind:
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9.1. GRUNDLAGEN ZU DEN SIMULATIONEN

Matrixblock | Testfunktion | Ansatzfunktion

A vy uy
Aig vy u%
Aoy vy uy
Ago vz uz

B vy Dh

Bs vy Dh
Bl qn uj,
BY an uj)

9 qn Ph

Durch die Stabilisierungsterme der CIP-Methode ist die Matrix (3)) durch eine Matrix
des Typs

Ay A 0
0 0o C

zu erweitern. Die Systemmatrix der CIP-Methode ist damit von der Form

A A B
Ay Asn Ba | . (9.7)
BY BT C©

Insbesondere werden also Ansatz- und Testfunktionen des Druckfeldes miteinander ge-
koppelt. Eine zuséatzliche Kopplung zwischen Druck und Geschwindigkeit gibt es jedoch
entgegen der Erweiterung bei der residualen Stabilisierung nicht.

Da die Stabilisierungsterme Kantenintegrale enthalten, besitzen die Matrixblocke in (0])
ein dichteres Besetzungsschema als die Blocke der Systemmatrix des Standard—Galerkin—
Verfahrens. Fiir jeden Block einzeln gesehen ist dies analog zur Konvektions—Diffusions-
gleichung (vergleiche mit Abschnitt [Tl). Um die CIP-Methode fiir die Oseen—Gleichung
zu erhalten, wird dieses Schema fiir jeden der Matrixblocke in (L8) benutzt.

Bei den nachfolgenden Rechnungen wéhlen wir Finite-Element—Raume auf Quadraten oder
auf Dreiecken. Das Losungsgebiet ist das Einheitsquadrat [0,1]?, welches nach dem in
Abbildung gezeigten Schema trianguliert wird. Die Gebietszerlegung ist fiir den Druck-
und Geschwindigkeitsraum identisch. Zur Losung des linearen Gleichungssystems setzen
wir den direkten Loser aus dem Paket UMFPACK [Dav04| ein. Der Einfachheit halber
beschrénken wir uns bei allen Beispielen auf die Vorgabe ¢ = 0 in € in der Oseen—Gleichung.
Im Vergleich zur Situation in Abschnitt gibt es hier mit u,, u, und p drei unbekannte
Grofsen statt nur einer. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist daher bei gleicher Elementordnung
und gleichem Gittertyp dreimal so grofs wie diejenige aus Abschnitt

Zu Testzwecken sind die Stabilisierungsverfahren auch auf Beispiele angewandt worden,
bei welchen die Losung im Ansatzraum des Verfahrens liegt. Erwartungsgeméfs haben bei-
de Verfahren die Losung bis auf Rundungsfehler exakt berechnet. Getestet wurde dies fiir
beide Gittertypen bis Finite—Elemente vierter Ordnung.

Die Ergebnisse der residualen Stabilisierung konnten zudem mit den Resultaten aus ande-
ren Arbeiten verglichen werden. So sind etwa zu Beispiel 8.0.1 aus |Roe07]| vergleichbare
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Fehler- und Ordnungswerte berechnet worden. Fiir die CIP-Methode sind bisher nur die
numerischen Resultate in [BEH06] zur Oseen—Gleichung veréffentlicht worden. Gerechnet
wird dort allerdings fiir ein dreidimensionales Losungsgebiet, welches nicht im Rahmen
dieser Arbeit in MooNMD implementiert worden ist. Ein direkter Vergleich mit Literatur-
werten wurde daher fiir die CIP-Methode nicht durchgefiihrt.

9.2 Das sincos—Beispiel
Als erstes untersuchen wir das sincos-Beispiel mit der folgenden Lésung auf € = [0, 1]2:

Uy = sin(mz),
uy = —mcos(my),

p = sin(mz) cos(my). (9.8)

Als Vorgaben withlen wir b = u, ¢ = 0 und v = 107 auf Q. Zu diesen Vorgaben werden
die rechte Seite f der Oseen—Gleichung und die Randwerte so angepasst, dass (L) die
Oseen—Gleichung 16st. Dies gelingt leicht, indem man die Werte der obigen Loésung als
inhomogenen Dirichlet—Randwerte auf 0 vorgibt und f durch Einsetzen von (@) in die
Oseen—Gleichung (&) festlegt.

Die Losung des sincos-Beispiels ist in Abbildung zu sehen.
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Abbildung 9.1: Links Vektorplot fiir das Geschwindigkeitsfeld des sincos—Beispiels, rechts
das zugehorige Druckfeld.

Die folgenden Seiten zeigen fiir equal order Elemente die Fehler und Fehlerordnungen der
CIP-Methode im Vergleich zur residualen Stabilisierung. Der Einfachheit halber fixieren
wir dabei die Stabilisierungsparameter 7grad, Tdaiv, 7p der CIP-Methode auf einen gemein-
samen Wert 7. Selbiges tun wir mit den Stabilisierungsparametern ¢ und - der residualen
Stabilisierung. Fiir die residuale Stabilisierung ist bekannt, dass die Ergebnisse durch ei-
ne unterschiedliche Wahl von ¢ und v (zumindest leicht) verbessert werden kénnen, siehe
beispielsweise [LROG]. Dennoch kann es insbesondere aus praktischer Sicht attraktiv sein,
die Anzahl der Parameter, deren optimaler Wert vorab nicht bekannt ist, zu reduzieren.

Gerechnet wird auf dem Dreiecks- und Quadratgitter fiir Finite-Elemente erster bis drit-
ter Ordnung. Fir erste und zweite Ordnung sind die Rechnungen bis zum Level-5-Gitter
ausgefiihrt worden sowie fiir Elemente dritter Ordnung bis zum Level-4-Gitter. Die Feh-
lerordnungen werden mit den Voraussagen der globalen Fehlerabschatzungen aus Kapitel
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verglichen. Dazu ist zwischen dem konvektions— und dem diffusions—dominanten Fall zu
unterscheiden. Der konvektions-dominante Fall wird durch die Ungleichung v < [|b]| oo ()2
angezeigt. Da unsere Rechnungen maximal bis zum Level-5-Gitter durchgefiithrt werden,
ist die Gitterweite h stets grofer als 0.03. Wegen der Vorgabe v = 107% und der gro-
ben Abschétzung [|b]| () < 10 liegt bei allen Rechnungen der konvektions-dominanten
Fall vor. Fiir diesen Fall sind die Raten der residualen Stabilisierung aus ([82Z9) zu ent-
nehmen und die Raten der CIP-Methode aus (BG1). Fiir beide Verfahren werden die
gleichen Fehlerordnungen prognostiziert. Diese sind in der folgenden Tabelle in Abhéngig-
keit von der Elementordnung r zusammengefasst. Daneben enthélt die Tabelle die an den
Interpolationsfehler—Abschitzungen aus Abschnitt 24l gemessenen optimalen Konvergenz-
raten.

Fehler Konvergenzrate aus der Fehlerabschéitzung | optimale Rate
L? Fehler von u Rrt1/2 R+l
H' Fehler von u h" h"
L? Fehler von p Rrt1/2 R+l
H' Fehler von p - h"

Tabelle 9.1: Konvergenzraten fiir Finite—Elemente der Ordnung r fiir die residuale Sta-
bilisierung und die CIP-Methode. In Spalte zwei sind die durch die a-priori Fehler-
abschétzungen aus Kapitel B vorausgesagten Raten gezeigt, in Spalte drei die an den
Interpolationsfehler—Abschétzungen aus Abschnitt B4 gemessenen optimalen Raten. Fiir
den H' Fehler des Druckfeldes macht die Analysis keine Aussage.

Bei dem Vergleich unserer Resultate mit den Voraussagen der Fehlerabschétzungen ist zu
beachten, dass letztere streng genommen nur eine asymptotische Aussage fir eine gegen
Null strebende Gitterweite machen. Da wir nicht fiir beliebig kleine Gitterweiten rechnen
kénnen, kann es im Folgenden also durchaus vorkommen, dass die vorausgesagten Raten
verfehlt werden.

Bei der Diskussion unserer Ergebnisse sollen vor allem die folgenden Fragen erortert werden:

e Liefert die neu implementierte CIP-Methode die aus der Fehleranalysis vorausgesag-
ten Konvergenzraten?

o Wie gut ist die Empfehlung 7 =17
o Wie gut ist die CIP-Methode im Vergleich zur residualen Stabilisierung?

e Inwiefern unterscheiden sich die Ergebnisse zwischen dem Dreiecks- und dem Qua-
dratgitter?

Wir beginnen mit den Ergebnissen zu den Elementen erster Ordnung auf dem Dreiecksgit-
ter. Wie Abbildung zeigt, nehmen die Fehler der CIP-Methode erwartungsgemaéfs bei
jeder Gitterverfeinerung ab. Die Abnahme der Fehler erfolgt aufser bei zu groffem 7 mit
den Konvergenzraten, die oberhalb der Raten aus Tabelle @] liegen. Das Minimum des
L?- und H' Fehlers im Geschwindigkeits- sowie im Druckfeld wird gleichzeitig bei etwa
7 = 0.017 erreicht und dies unabhéngig von der Gitterweite. Tabelle @2 zeigt zum Vergleich
die Fehlerwerte bei der Wahl 7 = 1, welche in [BBJL07| empfohlen wird. Die Fehler bei
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7 = 1 sind grofer als bei 7 = 0.017, liegen aber zumindest in der gleichen Gréfsenordnung.
Weiterhin ist zu erkennen, dass eine Stabilisierung bendtigt wird, um gute Resultate zu
erhalten. Dies zeigt sich besonders in den Fehlern des Druckfeldes. Fiir kleine Stabilisie-
rungsparameter wachsen die Fehler im Druckfeld mit abnehmendem 7 weiter an. Dies ist
auch auferhalb des dargestellten Parameterbereichs der Fall. Reduziert man beispielswei-
se 7 auf einen Wert von 1077, so betrigt der H'-Fehler im Druckfeld bereits ungefihr
17. Die relativ grofsen Fehler im Druckfeld sind darauf zuriickzufiihren, dass die diskreten
Babuska—Brezzi-Bedingung bei den equal order Elementen verletzt ist.

Die orangefarbene Kurve zeigt zum Vergleich die Werte der residualen Stabilisierung fiir
das Level-5—Gitter. Hier liefert die Wahl 7 = 0.215 in allen Fehlern die optimalen Werte.
Diese sind gemaéfs Tabelle etwa gleich grofs wie die Fehlerwerte der CIP—Methode.
Wiinschenswert ist neben moglichst kleinen Fehlern bei einer optimalen Wahl des Stabi-
lisierungsparameters, dass die Fehler moglichst langsam anwachsen, wenn der Parameter
von seinem optimalen Wert entfernt wird. Auch in diesem Kriterium schneiden beide Sta-
bilisierungsverfahren etwa gleich gut ab. Wahrend die residuale Stabilisierung besser fiir
grofse 7 ist, liefert die CIP-Methode bei kleinen 7 die besseren Ergebnisse.

T L2(w) | H'(uw) | L(p) | H'(p) | O(L*(w)) | O(H'(u)) | O(L*(p)) | O(H'(p))

1.0 | 1.5le-3 | 1.03e-1 | 1.09e-3 | 6.23e-2 |  2.55 1.26 2.81 1.28
1.77¢-2 | 3.39¢-4 | 9.07e-2 | 3.19¢-4 | 5.50e-2 |  2.00 1.00 2.03 1.02
0.215 | 4.13e-4 | 9.06e-2 | 3.39%-4 | 5.48¢-2 |  2.00 1.00 2.01 1.01

Tabelle 9.2: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem Level-5—
Dreiecksgitter. Die beiden oberen Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die untere
auf die residuale Stabilisierung.

Abbildung zeigt die Resultate fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem Quadrat-
gitter. Qualitativ gleicht die Situation derjenigen von Finiten—Elemente auf dem Dreiecks-
gitter. Insbesondere liefert die Wahl 7 = 1 geméf Tabelle Fehlerwerte in der gleichen
Grofsenordnung wie die optimale Wahl 7 = 0.001. Quantitativ gibt es hingegen Unterschie-
de: Die Fehlerwerte auf dem Quadratgitter sind fiir beide Stabilisierungsverfahren kleiner
und der Bereich optimaler 7 fallt sichtbar grofer aus.

d L*(w) | H'(u) | L*(p) | H'(p) | O(L*(u) | O(H"(u)) | O(L*(p)) | O(H"(p))

1.0 | 4.850-4 | 6.650-2 | 6.00c-4 | 3.89¢-2 |  2.48 1.05 2.71 1.26
1.0e-3 | 3.21e-4 | 6.51e-2 | 3.04e-4 | 3.14e-2 | 2.00 1.00 2.00 1.00
1.0e-3 | 3.22e-4 | 6.51e-2 | 3.04e-4 | 3.14e-2 | 2.00 1.00 2.00 1.00

Tabelle 9.3: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem Level-5—
Quadratgitter. Die beiden oberen Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die untere
auf die residuale Stabilisierung.
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Abbildung 9.2: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite—Elemente erster Ordnung auf dem
Dreiecksgitter gegen den Stabilisierungsparameter 7. Die Graphen in den ersten beiden
Reihen zeigen die Fehlerwerte im Geschwindigkeitsfeld v und im Druckfeld p in der L?-
beziehungsweise H'-Norm. Die Graphen in den beiden unteren Reihen geben die zugeho-
rigen Fehlerordnungen an. Die orangefarbenen Linien beziehen sich auf die residuale Stabi-
lisierung auf dem Level-5-Gitter. Die restlichen Kurven sind Resultate der CIP-Methode.
Fiir die schwarzen, roten, griinen und blauen Linien wurde der Reihe nach auf Level 2,3,4
und 5 gerechnet.
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Abbildung 9.3: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem
Quadratgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung
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Abbildung zeigt die Resultate fiir Finite-Elemente zweiter Ordnung auf dem Dreiecks-
gitter. Auf Level 5 erreicht die CIP-Methode fast im gesamten Parameterbereich die von
der Analysis vorausgesagten Raten mit Ausnahme der Rate des H'-Geschwindigkeitsfehlers,
welcher nur in einem kleinen Intervall um 7 = 1 grofer als die vorausgesagte Ordnung 2 ist.
Im Grofteil des dargestellten Parameterbereichs steigt die Konvergenzrate des H'-Fehlers
allerdings mit dem Gitterlevel, so dass der H'-Fehler vermutlich die vorausgesagte Rate
auf einem grofkeren Level erreicht. Zudem besitzt die CIP-Methode sehr gute Raten im
Druckfeld. Alle dargestellten Fehlerwerte der CIP-Methode werden etwa bei 7 = 0.177
gleichzeitig minimal. Die Fehlerwerte bei 7 = 1 besitzen geméft Tabelle B4 dieselbe Gro-
fenordnung wie die Werte fiir eine optimale Wahl von 7. Die residuale Stabilisierung weist
gegeniiber der CIP-Methode bei einer optimalen Wahl von 7 die kleineren Fehlerwerte im
Druckfeld auf, wihrend sie im Geschwindigkeitsfeld die groferen Fehler liefert. Ferner ist
der Parameterbereich kleiner Fehler bei der residualen Stabilisierung grofer als derjenige
der CIP-Methode. Dies liegt hauptséchlich daran, dass die CIP-Methode schlechter bei
grofien 7 abschneidet. Dafiir besitzt die CIP-Methode auf Level 5 fast iiberall die besseren
Konvergenzraten. Besonders deutlich ist dies an den Raten des Druckfeldes zu erkennen,
welche bei der CIP-Methode fiir ausreichend grofe 7 ungefdhr um 1 besser sind.

T | L) | Hi(u) | L2(p) | H'(p) | O(L*(u)) | O(H(u)) | O(L*(p)) | O(H'(p))

1.0 | 4.24e-6 | 8.17e-4 | 1.01e-5 | 3.49e-3 | 3.25 2.13 4.01 3.01
0.177 | 2.13e-6 | 7.79%-4 | 2.93e-6 | 1.12e-3 |  3.18 2.03 3.91 2.84

1.0 | 4.27e-6 | 1.15e-3 | 9.99¢-7 | 5.35e-4 |  2.77 1.85 3.04 2.00

Tabelle 9.4: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente zweiter Ordnung auf dem Level-
5—Dreiecksgitter. Die beiden oberen Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die
untere auf die residuale Stabilisierung.

Die Fehler fiir das Quadratgitter sind geméfs Abbildung bei beiden Stabilisierungsver-
fahren kleiner als auf dem Dreiecksgitter. Diese Aussage ist fiir alle abgebildeten 7 und alle
Fehlerwerte giiltig. Ferner gibt es bei der CIP-Methode ein relativ groftes 7—Intervall, in
welchem die Fehler fast optimal sind und in welchem die Konvergenzrate des H'-Fehlers
die Voraussage der Fehlerabschatzung erreicht. Zu diesem Bereich gehort auch die Wahl
7 = 1. Wie Tabelle zeigt, schneiden beide Stabilisierungsverfahren bei einer jeweils
optimalen Wahl des Stabilisierungsparameters etwa gleich gut ab. Die CIP-Methode ist
dabei leicht vorzuziehen, da sie einen vergleichsweise grofsen Bereich kleiner Fehler im Ge-
schwindigkeitsfeld besitzt. Auferdem sei bemerkt, dass die CIP-Methode auch auf dem
Level-5—Quadratgitter fiir beinahe alle 7 bessere Konvergenzraten als die residuale Stabi-
lisierung besitzt.

T | L) | Hi(u) | L2(p) | H'(p) | O(L*(u)) | O(H'(u)) | O(L*(p)) | O(H'(p))
1.0 | 1.07e-6 | 4.17e-4 | 7.01e-7 | 2.32¢-4 |  3.06 2.01 3.70 2.50
1.77 | 1.01e-6 | 4.15e-4 | 5.25e-7 | 2.11e-4 |  3.03 2.00 3.16 2.10
1.0 | 1.20e-6 | 4.63e-4 | 5.01e-7 | 2.11e-4 |  2.98 1.99 3.01 2.01

Tabelle 9.5: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente zweiter Ordnung auf dem Level-
5—Quadratgitter. Die beiden oberen Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die

untere auf die residuale Stabilisierung.
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Abbildung 9.4: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite—Elemente zweiter Ordnung auf dem
Dreiecksgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung

120



9.2. DAS SINCOS-BEISPIEL

001 [T | T T | UL
L,(u)

| TTTIT | TTTITI

H ()

0.1

/

IIIIIII| T IIIIIII| I\IIIII

0.0001

|

0.01

0.001

1e-06

Tk

0.01

|/f TTTI

0.0001 0.01

1e-06

Hi—-Hi— 0.0001

|/Q\I£IIIIII|T|

2 | L1 | L1 | L | L

0.01 1 100 0.01 1 100
T T

Abbildung 9.5: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite—Elemente zweiter Ordnung auf dem
Quadratgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung
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Die Ergebnisse fiir Finite—Elemente dritter Ordnung auf dem Dreiecksgitter sind in Ab-
bildung zu sehen. Die CIP-Methode erreicht die aus der Theorie vorausgesagten Feh-
lerordnungen in einem Bereich etwa um 7 = 0.031. Zudem werden dort alle Fehler etwa
gleichzeitig minimal. Bei 7 = 1 sind die Fehler schon merklich grofter; nach Tabelle liegt
dort der L? Fehler der Geschwindigkeit mehr als eine Gréfenordnung iiber dem Fehler bei
7 = 0.031. Dennoch erreicht man auch fiir 7 = 1 bereits auf dem Level-4-Gitter beinahe
die vorausgesagten Konvergenzraten, wobei die Raten mit feiner werdendem Gitter an-
wachsen.

Bei jeweils optimaler Wahl von 7 besitzt die residuale Stabilisierung etwas kleinere Fehler-
werte als die CIP-Methode. Aufserdem bleiben die Fehler der residualen Stabilisierung in
einem deutlich groferen 7—Intervall kleiner als die Fehler der CIP-Methode. Die residuale
Stabilisierung ist hier also vorzuziehen.

T | PPw) | H( | I2p) | H(p) | 0L W) | OH (W) | O(L(p) | OH ()
1.0 1.03e-6 | 1.70e-4 | 4.66e-7 | 1.19e-4 3.98 2.91 4.20 3.27
3.16e-2 | 8.18e-8 | 3.09¢-5 | 6.77e-8 | 2.93e-5 4.07 2.98 4.29 3.19
0.56 7.89e-8 | 2.48e-5 | 7.57e-8 | 2.57e-5 4.17 3.05 4.02 3.00
0.1 7.35e-8 | 2.76e-5 | 6.52e-8 | 2.76e-5 4.05 3.01 4.03 3.01

Tabelle 9.6: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente dritter Ordnung auf dem Level—-
5—Dreiecksgitter. Die beiden oberen Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die
beiden unteren auf die residuale Stabilisierung.

Abbildung zeigt die Resultate fiir Finite—Elemente dritter Ordnung auf dem Quadrat-
gitter. Hier sind die Fehlerwerte stets kleiner als diejenigen auf dem Dreiecksgitter. Dariiber
hinaus féllt der Bereich grofer aus, in welchem die Fehler fast optimal sind.

Auch auf dem Quadratgitter werden die vorausgesagten Konvergenzordnungen in dem Be-
reich kleiner Fehler durch die CIP-Methode erreicht. Zudem wéchst dieser Bereich mit dem
Gitterlevel. Bei der Wahl 7 = 1 liegen die Fehler wieder etwa um eine Grofenordnung iiber
den Fehlern, welche bei der optimalen Wahl 7 = 0.0056 erreicht werden, siehe Tabelle @7
Die Konvergenzordnungen fiir 7 = 1 wachsen mit feiner werdendem Gitter und entsprechen
auf Level 4 beinahe den Vorhersagen der Fehleranalysis.

Die residuale Stabilisierung liefert {iber einen weiten Bereich von 7—Werten kleinere Fehler
als die CIP-Methode. Aufserdem besitzt die residuale Stabilisierung bei optimaler Wahl
von 7 die kleineren Fehlerwerte. Wie auf den Dreieckselementen ist die residualen Stabili-
sierung also der CIP-Methode vorzuziehen.

T | PPw) | H() | I2(p) | H(p) | 0L W) | OH W) | O(L2(p) | OH ()
1.0 6.87e-7 | 8.97e-5 | 2.87e-7 | 6.09e-5 3.86 2.89 4.01 3.10
5.62e-3 | 6.01e-8 | 1.70e-5 | 2.51e-8 | 8.06e-6 4.00 2.99 4.13 3.23
4.64e-2 | 5.90e-8 | 1.69e-5 | 2.57e-8 | 7.89e-6 4.01 2.99 4.00 3.00
46.4 6.78e-8 | 1.50e-5 | 3.04e-8 | 6.64e-6 4.17 3.09 4.01 3.01

Tabelle 9.7: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente dritter Ordnung auf dem Level-
5—Quadratgitter. Die beiden oberen Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die
beiden unteren auf die residuale Stabilisierung.
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Abbildung 9.6: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente dritter Ordnung auf dem
Dreiecksgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung
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Abbildung 9.7: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente dritter Ordnung auf dem
Quadratgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung
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Bevor wir das néchste Beispiel betrachten, fassen wir unsere bisherigen Ergebnisse kurz
zusammen. Die CIP-Methode erreicht bei allen betrachteten Fillen in einem geeignet ge-
wéahlten 7—Intervall die vorhergesagten Konvergenzraten aus Tabelle In dem entspre-
chenden Intervall werden zugleich die kleinsten Fehlerwerte erreicht. Im Vergleich zu der
optimalen Wahl des Stabilisierungsparameter 7 liefert die Wahl 7 = 1 bei Elementen ers-
ter und zweiter Ordnung Fehler in der gleichen Groéfsenordnung. Insbesondere fiir Elemente
zweiter Ordnung ist die Wahl 7 = 1 beinahe optimal. Bei Elementen dritter Ordnung sind
die Unterschiede hingegen grofser. Hier liegen die Fehler bei 7 = 1 etwa um eine Gro-
flenordnung iiber den Fehlern bei einer optimalen Wahl von 7. Die aus der Fehleranalysis
vorausgesagten Ordnungen werden bei 7 = 1 jedoch in allen Féllen ndherungsweise erreicht
oder sogar iibertroffen. Die CIP-Methode liefert im Vergleich zur residualen Stabilisierung
fiir Finite-Elemente erster und zweiter Ordnung etwa gleich gute Ergebnisse. Fiir Finite—
Elemente dritter Ordnung schneidet die residuale Stabilisierung auf dem Level-4-Gitter
jedoch besser ab, vor allem weil der Bereich kleiner Fehler deutlich grofer fiir die residuale
Stabilisierung ausfallt. Die optimale Wahl von 7 ist bei beiden Stabilisierungsverfahren
davon abhéngig, ob auf einem Quadrat- oder Dreiecksgitter gerechnet wird, und davon,
welche Elementordnung betrachtet wird. Die optimalen 7—Werte kénnen dabei von Fall
zu Fall um mehrere Grofsenordnungen auseinanderliegen. Ferner sei noch bemerkt, dass
die residuale Stabilisierung bei grofen Stabilisierungsparametern stets kleinere Fehler im
Druckfeld als die CIP-Methode aufweist. Das Quadratgitter ist in allen Fallen dem Drei-
ecksgitter vorzuziehen: Die Fehler sind dort fiir beide Stabilisierungsverfahren und fiir alle
Gitterlevel kleiner und das T7—Intervall guter Ergebnisse grofser.
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9.3 Das polynomiale Beispiel

Die gleichen Rechnungen wie im letzten Abschnitt fithren wir nun fiir ein anderes Beispiel
durch. Unter anderem stellt sich die Frage, welche der Erkenntnisse fiir das sincos—Beispiel
auf andere Beispiele {ibertragbar sind. Das Beispiel besitzt die folgende polynomiale Lésung

Uy = 2m2(1 — x)zy(l —y)(1 —2y),
uy = =257 (1 = y)?z(1 — 2)(1 - 22),
p=2a+y*—05. (9.9)

Als Vorgaben wihlen wir b = u, ¢ = 0 und v = 107%. Zu diesen Vorgaben bestimmen
wir die rechte Seite der Oseen—Gleichung sowie die Randbedingungen analog zum sincos—
Beispiel, so dass ([@3) die Oseen-Gleichung (B1l) 16st.

Das Geschwindigkeits- und Druckfeld der Losung ist in den Abbildungen und zZu
sehen. Wie dort zu erkennen ist, zeichnet sich das polynomiale Beispiel unter anderem
dadurch aus, dass das Druckfeld im Grofiteil des Losungsgebietes betragsmifig deutlich
grofer als das Geschwindigkeitsfeld ist. Mit anderen Worten: Das Geschwindigkeitsfeld
wird durch das Druckfeld dominiert.

Da die Losung des Beispiels ein Polynom ist, liegt die Losung fiir Finite—Elemente ausrei-
chend grofser Elementordnung im Ansatzraum und sollte demnach bis auf Rundungsfehler
exakt berechnet werden kénnen. Eine ausreichend grofe Ordnung fiir den Druckraum wird
durch Finite-Elemente dritter Ordnung erreicht, eine ausreichend grofte Ordnung im Ge-
schwindigkeitsraum entweder durch Elemente vierter Ordnung auf dem Quadratgitter oder
durch Elemente siebter Ordnung auf dem Dreiecksgitter.

Bei unseren Rechnungen betrachten wir im Wesentlichen Gitter bis Level 5, welche eine
Gitterweite von (0.5)° besitzen. Man vergewissert sich wie fiir das sincos-Beispiel, dass
bei obigen Vorgaben die Relation v > h[[b|| (o) erfiillt ist. Daher liegt der konvektions—
dominante Fall vor und die von der Analysis vorausgesagten Konvergenzraten kénnen er-
neut Tabelle @] entnommen werden.
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Abbildung 9.8: Links Vektorplot fiir das Geschwindigkeitsfeld des polynomialen Beispiels,
rechts das zugehorige Druckfeld.
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Abbildung 9.9:
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Links die x-Komponente des Geschwindigkeitsfeld, rechts die y-

Abbildung zeigt die Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente erster Ordnung
auf Dreiecken. Im Vergleich zum sincos—Beispiel werden hier die Fehler erst bei einem klei-
nen Stabilisierungsparameter 7 gut. Fiir ausreichend kleine 7 erreichen sowohl die CIP-
Methode als auch die residuale Stabilisierung die aus der Analysis vorausgesagten Fehler-
ordnungen. Bei der Wahl 7 = 1, wie sie in [BBJLO7| fiir die CIP-Methode vorgeschlagen
wird, sind die Fehler jedoch deutlich grofer und auch die Ordnung ist schlecht, siehe hierzu
insbesondere Tabelle Leider werden in [BBJLO7| keine numerischen Ergebnisse pra-
sentiert, so dass nicht klar wird, fiir welche Félle der Parametervorschlag getestet worden
ist. In dem vorliegenden Fall ist der Vorschlag jedenfalls weit von dem optimalen Wert
entfernt.

Fiir kleine 7 besitzen die residuale Stabilisierung und die CIP—Methode beinahe identische
Fehlerwerte. Mit zunehmendem 7 wachsen die Fehler der residualen Stabilisierung aber
langsamer. Somit ist die residuale Stabilisierung hier leicht vorzuziehen.
Abbildung .10 vermittelt den Eindruck, dass die Fehlerwerte fiir ausreichend kleine Stabi-
lisierungsparameter beim Ubergang 7 — 0 konstant bleiben. Tatsichlich ist dies noch fiir
viel kleinere 7—Werte als in der Abbildung dargestellt der Fall. Dennoch darf nicht ganz
auf eine Stabilisierung verzichtet werden. So erhélt man mit dem Standard—Galerkin—
Verfahren, welches einer Wahl 7 = 0 entspricht, keine sinnvollen Ergebnisse.

T | LPw) | H'(w) | L(p) | H'(p) | O(L*(w)) | O(H (u)) | O(L*(p)) | O(H'(p))

1.0 | 4.87e-1 | 3.28¢+1 | 9.38¢-4 | 3.15e-2 | 0.70 -0.33 1.21 1.31
1.0e-8 | 1.71e-5 | 3.14e-3 | 5.76e-5 | 2.23e-2 |  2.71 1.04 2.29 1.11
1.0e-8 | 1.70e-5 | 3.14e-3 | 5.58¢-5 | 2.21e-2 |  2.71 1.04 2.05 1.02

Tabelle 9.8: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem Level-5—
Dreiecksgitter. Die beiden oberen Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die untere
auf die residuale Stabilisierung.

Die Ergebnisse auf dem Quadratgitter fiir Elemente erster Ordnung &hneln geméf Abbil-
dung BTl qualitativ den Resultaten auf dem Dreiecksgitter. Die Fehlerwerte fiir optimal
gewihltes 7 sind hier etwas besser als diejenigen des Dreiecksgitters, siehe hierzu Tabelle
.9
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T | LPw) | H'(w) | L(p) | H'(p) | O(L*(w)) | O(H (u)) | O(L*(p)) | O(H'(p))

1.0 | 7.24e-1 | 4.48e+1 | 2.14e-3 | 3.79¢-2 | 1.19 0.27 0.79 1.13
1.0e-8 | 8.14e-6 | 2.14e-3 | 5.27¢-5 | 2.29e-2 | 2.35 1.00 2.08 1.02
1.0e-8 | 8.15e-6 | 2.14e-3 | 4.46e-5 | 2.21e-2 |  2.35 1.00 2.02 1.00

Tabelle 9.9: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem Level-5-
Quadratgitter. Die beiden oberen Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die untere
auf die residuale Stabilisierung.
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Abbildung 9.10: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem

Dreiecksgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung
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Abbildung 9.11: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem
Quadratgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung
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Wie Abbildung BT fiir das Dreiecksgitter zeigt, unterscheidet sich die Situation bei Finiten—
Elementen zweiter Ordnung deutlich von derjenigen bei Elementen erster Ordnung. Die
guten Fehlerwerte werden hier gerade bei relativ grofsen 7—Werten erreicht. Bei der CIP—
Methode nehmen der L?> Fehler und der H!-Fehler ihr Minimum versetzt an, nidmlich
ersterer bei 7 &~ 10 und letzterer bei 7 ~ 56. Die Wahl 7 = 1 ist hiervon nicht weit ent-
fernt und ergibt Fehlerwerte in der gleich Grofsenordnung, siehe hierzu auch Tabelle
Zudem ist zu beobachten, dass die Minima der Fehlerwerte im Geschwindigkeitsfeld mit
feiner werdendem Gitter zu groferen 7 verschoben werden. Fiir das Druckfeld wéchst der
Bereich fast optimaler Stabilisierungsparameter mit zunehmender Gitterverfeinerung, so
dass fiir ein geeignet gewéhltes konstantes 7 auf allen Gittern fast optimale Fehlerwerte
erreicht werden konnen. Die durch die Fehleranalysis vorausgesagten Ordnungen werden
fiir das Druckfeld in einem groffen 7-Intervall auf allen Gitterleveln erreicht und im Ge-
schwindigkeitsfeld fiir geniigend grofe 7 in der Abbildung. Im Vergleich zur residualen
Stabilisierung schneidet die CIP-Methode diesmal etwas besser ab. Die Druckfehler sind
bei jeweils optimaler Wahl von 7 zwar fiir beide Verfahren fast identisch, die CIP-Methode
besitzt jedoch die kleineren Fehler im Geschwindigkeitsfeld.

r [ P | H(@ | I2p) | H() | 0EW) | OH (W) | OL2(p) | OH ()
1.0 1.64e-5 | 6.79¢e-3 | 1.63e-7 | 7.74e-5 2.45 1.29 2.99 2.01
10 6.34e-6 | 1.53e-3 | 1.66e-7 | 7.74e-5 4.52 1.02 3.19 2.00
56.2 | 2.53e-5 | 4.87e-4 | 2.09e-7 | 7.75e-5 4.74 3.53 4.24 2.01
1.77 | 2.17e-5 | 4.48e-3 | 1.66e-7 | 7.75e-5 3.42 2.79 3.03 2.01

Tabelle 9.10: Fehler und Ordnungen fiir Finite—Elemente zweiter Ordnung auf dem Level—-
5-Dreiecksgitter. Die ersten drei Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die letzte
auf die residuale Stabilisierung.

Die Ergebnisse fiir Finite-Elemente zweiter Ordnung auf dem Quadratgitter sind in Ab-
bildung zu sehen. Erneut sind die Fehler auf dem Quadratgitter kleiner als die Fehler
auf dem Dreiecksgitter. Die besten Fehlerwerte werden wie fiir das Dreiecksgitter fiir aus-
reichend groke 7 angenommen. In diesem Bereich nehmen der L?- und H!'-Druckfehler
der CIP-Methode ihre an den Interpolationsfehler—Abschitzungen gemessenen optimalen
Werte an. Im Gegensatz hierzu liegt die Konvergenzrate der Geschwindigkeitsfehler bei
grofsen 7 unterhalb der Voraussage der Fehlerabschétzung. Die vorausgesagte Rate wird
nur fiir die kleineren 7—Werte erreicht, bei welchen die Fehler im Geschwindigkeitsfeld gro-
fer sind. Ein solches Verhalten ist bei der residuale Stabilisierung nicht zu beobachten.
Im 7—Intervall kleiner Fehler sind hier auch die Konvergenzraten gut. Wiederum fiir die
CIP—Methode spricht, dass die Fehler im Geschwindigkeitsfeld fiir grofe 7 um beinahe zwei
Grofsenordnungen unterhalb der Fehler liegen, welche von der residualen Stabilisierung bei
einer optimalen Wahl von 7 erreicht werden, siehe hierzu Tabelle

Fiir die CIP-Methode scheint eine Wahl fiir 7 optimal zu sein, welche oberhalb des darge-
stellten 7—Intervalls liegt. Fiir noch gréfere 7 kommt es aber zu numerischen Problemen.
Die Zeit zur Losung des linearen Gleichungssystem verdreifacht sich etwa, wenn 7 von 100
auf 1000 erhoht wird. Zudem kommt es bei Variation von 7 zu starken Schwankungen in
den Konvergenzraten der Geschwindigkeitsfehler. Hierbei werden die Raten teilweise ne-
gativ, das heifst, der Fehler wird von Level 4 zu Level 5 wieder grofser. Daher verzichten
wir hier auf die Angabe einer optimalen Wahl von 7. Auf obige Probleme kommen wir in
Abschnitt zuriick.
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- [ L) [ H'w) | I26) | H'() | 0% w) | O(H' (W) | OL*(p) | OH ()
1.0 | 1.75e-5 | 7.30e-3 | 1.85e-7 | 7.74e-5 2.56 1.42 2.99 2.01
393 | 4.92e-7 | 9.74e-5 | 1.872-07 | 7.76e-5 2.23 0.94 2.99 2.00
3.16 | 2.45e-5 | 3.73e-3 | 1.66e-7 | 7.73e-5 3.36 2.99 3.04 2.01
1.77 | 2.17e-5 | 4.48e-3 | 1.66e-7 | 7.75e-5 3.42 2.79 3.03 2.01

Tabelle 9.11: Fehler und Ordnungen fiir Finite—Elemente zweiter Ordnung auf dem Level—-
5—Quadratgitter. Die ersten beiden Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die
beiden letzten auf die residuale Stabilisierung.
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Abbildung 9.12: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente zweiter Ordnung auf
dem Dreiecksgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung

131



9.3. DAS POLYNOMIALE BEISPIEL

0.1%"““ | TTTTI | T TTTI | |§ TTTTI | IEEB 1
0.01f SO W3
0.001} <
0.0001E ] 7001
1e-05f : \ 0.001
1e065, gk -4 0.0001
- L,(p) 1 .
0.0001% - a ]
1e-06 = ]
- 1 F = 0.0001
1e-07 [—HH—H—H  Fi—-H—-H— - 4
4L Ol W) O 1 OH (W) T
i 1 3
3l 31 \
/ - 2
2N
1 1 F 1
4f Hi—H m—@ 3
35 OlLo(P) 25
3 2
2.5 1.5
2 = 1
LLLLn | Lo | L | 11 :_I_I,I,lll | Lo | I EATII | 11
15 0.01 1 100 0.01 1 100 05
T T

Abbildung 9.13: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente zweiter Ordnung auf dem
Quadratgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung
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Abbildung @ T4l zeigt die Ergebnisse fiir Finite—Elemente dritter Ordnung auf dem Dreiecks-
gitter. Die von der Analysis vorausgesagten Konvergenzraten werden von der CIP-Methode
auf dem Level-4-Gitter aufier fiir zu grofse 7 erreicht und werden teilweise sogar deutlich
iiberboten. Bei zu grofen 7 kommt es hingegen ebenso wie bei der residualen Stabilisie-
rung zu numerischen Problemen. Die Fehler der CIP-Methode werden bei 7 = 0.0177 etwa
gleichzeitig minimal. Die Fehlerwerte sind nach Tabelle um eine Grofenordnung klei-
ner als die Werte bei der Wahl 7 = 1. Die vorgegebenen Konvergenzraten werden jedoch
auch bei 7 = 1 realisiert.

Die Fehler der residualen Stabilisierung sind etwa vergleichbar mit denen der CIP—Methode.
Wihrend die residuale Stabilisierung geméf Tabelle @12 die kleineren Werte im H'Fehler
des Drucks besitzt, besitzt die CIP-Methode die kleineren Werte in den anderen Fehlerwer-
ten. Auch der Bereich beinahe optimaler Stabilisierungsparameter 7 ist in beiden Fallen
ungeféhr gleich grof.

Das Druckfeld der Losung besitzt die Form 3 + 2 — 0.5. Als Polynom dritten Grades liegt
das Druckfeld somit im Ansatzraum fir den Druck. Dennoch erkennt man im Druckfeld
auf den niedrigeren Leveln noch relativ grofse Fehler. Das Druckfeld wird aber in Abhén-
gigkeit von dem Geschwindigkeitsfeld berechnet, dessen Losung nicht im Ansatzraum des
Verfahrens liegt. Die Fehler, die im Geschwindigkeitsfeld gemacht werden, ibertragen sich
somit teilweise auf das Druckfeld.

T L) | H'(w) | L*(p) | H'(p) | O(L*(w) | O(H'(u)) | O(L*(p)) | O(H'(p))
1.0 | 4.38¢-8 | 1.01e-5 | 4.45¢-10 | 1.24e-7 | 5.50 3.66 4.24 2.54
1.77e-2 | 9.59¢-9 | 4.16e-6 | 1.73e-11 | 5.73¢-9 |  4.41 3.16 4.81 3.71
1.77 | 2.36e-8 | 4.66e-6 | 3.38¢-11 | 1.25e-9 |  4.62 3.37 5.78 3.91

Tabelle 9.12: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente dritter Ordnung auf dem Level-5-
Dreiecksgitter. Die ersten beiden Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die beiden
letzten auf die residuale Stabilisierung.

Die Resultate fiir Finite-Elemente dritter Ordnung auf Quadraten sind in Abbildung
zu sehen. Die Fehler beider Stabilisierungsverfahren sind kleiner als bei den Rechnungen
auf dem Dreiecksgitter. Die CIP-Methode erreicht die von der Analysis vorausgesagten
Konvergenzraten in einem relativ grofsen 7—Intervall, wobei die Ordnung insbesondere im
L? Fehler der Geschwindigkeit deutlich gréfer ausfillt. Die Wahl 7 = 1 liefert ebenfalls die
vorausgesagten Konvergenzraten. Die Fehlerwerte im Druckfeld sind jedoch geméaft Tabelle
bei 7 ~ 0.0177 um mindestens eine Grofenordnung kleiner.

Beide Stabilisierungsverfahren berechnen die Losung recht genau. Die Fehlerwerte bei einer
jeweils optimalen Wahl des Stabilisierungsparameters sind bei der residualen Stabilisierung
etwas kleiner. Auffillig sind die Oszillationen des L?-Druckfehlers mit 7, wenn die residua-
le Stabilisierung verwandt wird. Da die Fehler hier besonders klein sind, handelt es sich
vermutlich um Rundungsfehler.

Wie oben fiir die Dreiecksgitter plausibel gemacht, beobachten wir auch hier relativ grofse
Fehler im Druckfeld auf den niedrigeren Leveln, da das Geschwindigkeitsfeld noch nicht
im Ansatzraum der Verfahren liegt. Bei Finite-Elementen vierter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter liegt die Losung jedoch im Ansatzraum der Verfahren. Erwartungsgeméfs sind
hier beide Methode bis auf Rundungsfehler exakt. So besitzen alle Fehler bereits auf dem
Level 2-Gitter Werte kleiner gleich 10712,
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T L) | H'(uw) | L*(p) | H'(p) | O(L*(u)) | O(H'(u)) | OL3(p)) | O(H" (p))
1.0 | 5.24e-9 | 1.21e-6 | 1.13e-10 | 2.38¢-8 | 6.81 4.08 4.68 2.85
1.77¢-2 | 9.56e-10 | 5.53¢-7 | 3.33¢-12 | 9.51e-10 | 5.45 3.10 5.75 3.71
0.01 | 9.09e-10 | 5.37e-7 | 1.2de-12 | 3.76e-10 |  4.57 3.02 5.86 3.62

Tabelle 9.13: Fehler und Ordnungen fiir Finite-Elemente dritter Ordnung auf dem Level-5—
Quadratgitter. Die ersten beiden Zeilen beziehen sich auf die CIP-Methode und die letzte
auf die residuale Stabilisierung.
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Abbildung 9.14: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente dritter Ordnung auf dem
Dreiecksgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung
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Abbildung 9.15: Fehler und Fehlerordnungen fiir Finite-Elemente dritter Ordnung auf dem
Quadratgitter. Fiir weitere Details siehe die Beschreibung von Abbildung
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Insgesamt konnen die Ergebnisse fiir das polynomiale Beispiel wie folgt zusammengefasst
werden:

Bei allen Rechnungen gibt es fiir die CIP-Methode ein 7—Intervall, in welchem auf einem
ausreichend feinem Gitter die von der Fehleranalysis vorausgesagten Konvergenzraten er-
reicht werden.

Die Wahl 7 =1 fiihrt zu teilweise deutlich groferen Fehlerwerten als die jeweils optimale
Wahl des Stabilisierungsparameters. Bei Finite—Elementen erster und dritter Ordnung kon-
nen durch eine geeignetere Wahl von 7 die Fehlerwerte um mindestens eine Gréfenordnung
verringert werden. Fine geeignete Wahl fiir Elemente erster Ordnung ist unabhéngig von
dem Gittertyp und der Gitterweite 7 < 10~%. Damit liegt in diesem Fall der Bereich bei-
nahe optimaler Fehlerwerte, um mehrere Gréfsenordnungen von dem Parametervorschlag
7 = 1 entfernt.

Insgesamt schneidet die CIP—Methode etwa genauso gut wie die residuale Stabilisierung ab.
Welche der Verfahren vorzuziehen ist, hangt von der Elementordnung und dem Gittertyp
ab. Beispielweise verdient die CIP-Methode bei Elementen zweiter Ordnung den Vorrang,
weil sie die kleineren Fehler im Geschwindigkeitsfeld besitzt, wihrend die residuale Stabili-
sierung auf dem Level-3-Quadratgitter besser abschneidet, da sie die kleineren Fehlerwerte
im Druckfeld liefert.

Bei allen Rechnungen sind die Fehlerwerte auf dem Quadratgitter kleiner als auf den Drei-
ecksgitter. Zudem ist das 7—Intervall fast optimaler Fehlerwerte grofter fiir das Quadrat-
gitter.

Neben dem polynomialen und dem sincos—Beispiel ist im Rahmen dieser Arbeit noch ein
drittes Beispiel untersucht worden. Dabei handelt es sich um ein Beispiel mit einer ex-
ponentielles Losung fiir das Geschwindigkeitsfeld und einem Druckfeld, welches in ganz
Q gleich Null ist. Die Ergebnisse zu diesem Beispiel werden in Anhang [ gezeigt. Bei-
de Stabilisierungsverfahren erreichen hier die an den Interpolationsfehler—Abschétzungen
gemessenen optimalen Konvergenzraten in einem groflen 7—Intervall. Weiterhin féllt auf,
dass die residuale Stabilisierung das Druckfeld besser als die CIP-Methode approximiert.
Ansonsten sind die Ergebnisse vergleichbar mit denen des sincos—Beispiels.

Bei den bisherigen Rechnungen war die Viskositét stets auf v = 1075 fixiert. In Anhang
wird gepriift, wie sich die Resultate mit v &ndern.

9.4 Optimale Wahl der Stabilisierungsparameter

In den letzten Abschnitten sind die Stabilisierungsparameter Tgrad, Tdiv, 7p bei der CIP-
Methode immer gleich gew&hlt worden. Selbiges gilt fiir die Parameter 6 und v bei der
residualen Stabilisierung. Fiir die residualen Stabilisierung ist bekannt, dass teilweise bes-
sere Ergebnisse erzielt werden konnen, wenn die Parameter verschieden voneinander ge-
wiahlt werden, siehe zum Beispiel [LRO6]. In diesem Abschnitt priifen wir, ob dies auch
fiir die CIP-Methode moglich ist. Es sei nochmal daran erinnert, dass in [BBJLO7| die
Wahl 7graq = Taiv = 7, = 1 vorgeschlagen wird. Dieser Vorschlag impliziert, dass keine
deutlichen Verbesserungen durch eine unterschiedliche Wahl der Stabilisierungsparameter
erzielt werden sollten. Die Viskositiit fixieren wir weiterhin auf v = 1076,

Als erstes betrachten wir das sincos—Beispiel mit Elementen zweiter Ordnung auf dem
Level-4-Quadratgitter. Geméaf Abbildung @5 nehmen hier alle Fehler etwa gleichzeitig bei
der Wahl 7 = 1 ihren minimalen Wert an. Auf diesen Wert fixieren wir 7,. Die anderen bei-
den Stabilisierungsparameter 7graq und 7q;y werden nun jeweils von 0.01 bis 100 varriiert.
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Die Fehlerwerte hierzu sind in Abbildung zu sehen. Wie man erkennt, wachsen die
Fehler im Geschwindigkeitsfeld, wenn fiir 74;, grofere Werte als 1 gewdhlt werden. Entfernt
man Tgrad zU sehr von 1, wachsen die Fehler im Geschwindigkeitsfeld ebenfalls. Auferdem
nehmen die Fehler im Druckfeld zu, wenn 7gaq zu grof wird. Nur 74, kann kleiner als 1
gewahlt werden, ohne dass einer der Fehler wichst. Allerdings verbessern sich die Ergeb-
nisse nur geringfiigig fiir eine kleinere Wahl als 1. Somit ist bei der Vorgabe 7, = 1 die
Wahl Tgraqg = 7aiv = 1 nahezu optimal. Obige Rechnungen sind ebenfalls mit 7, = 10 und
Tp = 0.1 durchgefiihrt worden. Auch hier ergab sich qualitativ dasselbe Bild. Somit ist die
Wahl 7, = Tgraq = 7qiv = 1 hier als beinahe optimal anzusehen.

Stichprobenartig ist obiger Test ebenfalls fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem
Level-3-Dreiecksgitter durchgefiihrt worden. Fiir den Fall, dass alle Stabilisierungspara-
meter auf einen gemeinsamen Wert 7 fixiert werden, ergeben sich ungeféhr bei 7 = 0.01
die kleinsten Fehler. Diesen Wert geben wir fiir 7, vor. Nach Abbildung BLT1 gibt es einen
relativ grofsen Bereich fiir 74iy- und 7graq-Werte, in denen die Fehlerwerte beinahe optimal
sind. Wie oben bereits beobachtet, kann auch hier der Parameter 7g;, verringert werden
ohne, dass sich die Ergebnisse verschlechtern, wenn 7, und 74,44 auf 0.01 fixiert werden.

Auch fir das polynomiale Beispiel sind die Parameter variiert worden. Dabei wurde nicht
beobachtet, dass durch eine unterschiedliche Wahl der Stabilisierungsparameter die Er-
gebnisse erwdhnenswert verbessert werden kénnten. Abbildung zeigt exemplarisch die
Ergebnisse fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem Level-3-Quadratgitter. Nach der
gleichen Vorgehensweise wie oben wihlen wir hier 7, zu 10~® und variieren 74;y und Terad-
Gezeigt ist diesmal nur der L?-Fehler, da die anderen Fehlerwerte bis zur vierten Nachkom-
mastelle konstant geblieben sind. Zudem sind die Anderungen im L2 Fehler sehr gering.
Auch wenn die Ergebnisse durch eine kleinere Wahl von 7g4;y und 7graq verbessert werden
konnen, ist die Wahl 7graq = 7qiv = 1 nahezu optimal.

L2(u) -3

0 0
1093 (Tgae) 109(Tgrac)

L2(p) H1(p)

. < b 10"
’ 107
‘ . B0’
. 2

-2 -1 0 1 0
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IOQ 1O(Td\v)

Abbildung 9.16: Fehlerwerte der CIP-Methode bei 7, = 1 und Variation von Tgaq und
Tdiv- Betrachtet wird das sincos—Beispiel mit Finite-Elementen zweiter Ordnung auf dem
Level-4-Quadratgitter. Fiir weitere Details siehe Text.
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Abbildung 9.17: Fehlerwerte der CIP-Methode bei 7, = 0.01 und Variation von Tgaq und
Tdiv- Betrachtet wird das sincos—Beispiel mit Finite-Elementen erster Ordnung auf dem
Level-3—Dreiecksgitter. Fiir weitere Details siehe Text.
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Abbildung 9.18: Fehlerwerte der CIP-Methode bei 7, = 0.01 und Variation von Tgaq und
Tdiv- Betrachtet wird das polynomiale Beispiel mit Finite-Elementen erster Ordnung auf
dem Level-3—Quadratgitter. Fiir weitere Details siehe Text.

Bei obigen Tests konnte 7g;, stets kleiner als die anderen Parameter gewahlt werden, ohne
dass sich die Ergebnisse verschlechtert haben. Dies wirft die Frage auf, ob die Divergenz-
stabilisierung iiberhaupt gebraucht wird. Moglicherweise kénnte der Stabilisierungsterm,
welcher die Spriinge des Gradienten der Geschwindigkeit bestraft, schon zur Stabilisierung
im Geschwindigkeitsfeld ausreichen.

Wir betrachten zunéchst wieder das sincos—Beispiel mit Elementen zweiter Ordnung auf
dem Level-5—-Quadratgitter. Die blaue Kurven in Abbildung beziehen sich auf die
CIP-Methode mit der Wahl 7, = 7graq = Taiv = 7 und die schwarzen auf 74, = 0 so-
wie 7, = Tgrad = 7. Die orangefarbenen Linien zeigen zum Vergleich die Ergebnisse der
residualen Stabilisierung. Tatséchlich sind die Fehler der CIP-Methode ohne Divergenzsta-
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bilisierung genauso gut wie die der vollen Stabilisierung, wenn jeweils ein optimaler Wert
von 7 gewdhlt wird. Fiir kleinere 7 sind die Geschwindigkeitsfehler der vollen Stabilisierung
kleiner, wahrend bei grofseren 7 das Verfahren mit 745y = 0 die kleineren Fehlerwerte im
Druckfeld liefert. Auch die Fehlerordnungen beider Verfahren sind etwa gleich gut. In dem
vorliegenden Fall kann also tatséchlich auf die Divergenzstabilisierung verzichtet werden.

In Abbildung ist statt dem Quadratgitter ein Dreiecksgitter gewéhlt worden. Bei je-
weils optimaler Wahl von 7 schneidet die CIP-Methode gemessen an den Fehlerwerten
ohne Divergenzstabilisierung hier sogar etwas besser ab, da bei ihr die Fehler im Druckfeld
um ungefdhr 20 Prozent kleiner sind. Die Fehlerordnungen sind dafiir aber etwas besser
bei der vollen Stabilisierung.

Als néchstes betrachten wir das sincos—Beispiel auf dem Level-4-Quadratgitter fiir Ele-
mente dritter Ordnung. Wie Abbildung [I27] zeigt, wachsen hier die Fehler im gesamten
dargestellten 7-Bereich im Vergleich zur vollen Stabilisierung, wenn 74;, gleich Null ge-
wahlt wird. In diesem Fall wird die Divergenzstabilisierung also benétigt. Auch wenn nicht
dargestellt, kann ein &hnliches Verhalten fiir das polynomiale Beispiel auf dem Level-5-
Dreiecksgitter mit Finiten Elementen zweiter Ordnung beobachtet werden.

Obige Ergebnisse konnen wie folgt zusammengefasst werden: Durch eine unterschiedli-
che Wahl der Stabilisierungsparameter konnten die Fehlerwerte in keinem Fall deutlich,
also zum Beispiel um eine Grofenordnung, verbessert werden. Wihrend eine Wahl von
Tgrad 7 Tp Oft zu schlechteren Ergebnissen fiihrt, kann 7g4;, oft kleiner als die anderen Stabi-
lisierungsparameter gewéhlt werden. In einigen Féllen kann sogar auf die Divergenzstabili-
sierung verzichtet werden, ohne dass die Fehler anwachsen, und zuweilen erzielt man damit
sogar bessere Resultate. Es gibt aber auch Félle, bei denen es sinnvoll ist, die Divergenzsta-
bilisierung zu verwenden, wie beispielsweise fiir das sincos—Beispiel bei Finite-Elementen
zweiter Ordnung auf dem Dreiecksgitter.
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Abbildung 9.19: Fehler und Fehlerordnungen der Stabilisierungsverfahren bei Finiten—
Elementen zweiter Ordnung fiir das sincos—Beispiel auf dem Level-5—Quadratgitter. Die
blauen Kurven zeigen die Werte fiir die CIP-Methode mit der Wahl 7 = 74109 = Taiv = 1,
die schwarzen mit 7 = 7gaq = 7, sowie 7q;y = 0 und die orangefarbenen fiir residuale
Stabilisierung mit 7 = § = ~.
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Abbildung 9.20: Fehler und Fehlerordnungen der Stabilisierungsverfahren bei Finiten—
Elementen zweiter Ordnung fiir das sincos—Beispiel auf dem Level-5—Dreiecksgitter. Die
blauen Kurven zeigen die Werte fiir die CIP-Methode mit der Wahl 7 = 74109 = Taiv = 1,
die schwarzen mit 7 = 7gaq = 7, sowie 7q;y = 0 und die orangefarbenen fiir residuale
Stabilisierung mit 7 = § = ~.
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Abbildung 9.21: Fehler und Fehlerordnungen der Stabilisierungsverfahren bei Finiten—
Elementen dritter Ordnung fiir das sincos—Beispiel auf dem Level-4-Quadratgitter. Die
blauen Kurven zeigen die Werte fiir die CIP-Methode mit der Wahl 7 = 74109 = Taiv = 1,
die schwarzen mit 7 = 7graq = 7, sowie 7g;y = 0 und die orangefarbenen fiir residuale
Stabilisierung mit 7 =6 = ~.
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9.5 Taylor-Hood—Elemente

Bei Taylor-Hood—Elementen handelt es sich um Finite-Elemente, bei denen das Geschwin-
digkeitsfeld mit Elementen héherer Ordnung als das Druckfeld approximiert wird. In Ab-
schnitt B3 haben wir die Taylor-Hood—Elemente fiir die residuale Stabilisierung theoretisch
untersucht. Fiir den Fall, dass die Elementordnung in der Geschwindigkeit um eins gréfser
als die Ordnung im Druckfeld ist, wurde dort eine a—priori Fehlerabschétzung hergelei-
tet. Im Folgenden beschréinken wir uns auf das polynomiale und das sincos—Beispiel mit
v = 1075, In beiden Fillen liegt der konvektions-dominante Fall vor. Fiir den konvektions—
dominanten Fall sind von der Analysis in Satz die in Tabelle zusammengefassten
Fehlerordnungen vorausgesagt worden.

Fehler Konvergenzrate aus der Fehlerabschétzung | optimale Rate
L? Fehler von u h" R+l
H' Fehler von u hr—1/2 h"
L? Fehler von p h" h"
H' Fehler von p - Rt

Tabelle 9.14: Konvergenzraten der Taylor-Hood—Elemente der Ordnung r im Geschwin-
digkeitsfeld und der Ordnung r — 1 im Druckfeld fiir die residuale Stabilisierung, wenn der
konvektions—dominante Fall vorliegt. In Spalte zwei sind die von der a—priori Fehlerabschét-
zung ([B32) vorausgesagten Raten gezeigt, in Spalte drei die an den Interpolationsfehler—
Abschétzungen aus Abschnitt 4] gemessenen optimalen Raten.

Taylor-Hood—Elemente sind fiir die residuale Stabilisierung bereits numerisch untersucht
worden und haben sich als konkurrenzfihig zu den equal order Elementen erwiesen, sie-
he beispielsweise [MLR09|. Fiir die CIP-Methode findet man hingegen weder analytische
noch numerische Untersuchungen zu den Taylor—-Hood—Elementen. In diesem Abschnitt
betrachten wir nun die Taylor-Hood-Elemente auch fiir die CIP-Methode. Abkiirzend
sprechen wir im Folgenden von 21-Taylor—-Hood-Elementen, wenn die Elementordnung im
Geschwindigkeitsfeld gleich zwei ist und im Druckfeld gleich eins (analog dazu fiithren wir
auch die Bezeichnung 32— und 43-Taylor-Hood-Element ein).

Abbildung .22 zeigt unter anderem die Fehler und Fehlerordnungen der 21-Taylor-Hood—
Elemente fiir das sincos—Beispiel auf dem Level-4-Quadratgitter. Aufgetragen werden die
Werte gegen den Stabilisierungsparameter 7. Zunéchst betrachten wir die roten und magen-
tafarbenen Kurven. Die magentafarbenen Kurven beziehen sich auf die Resultate fiir die
21-Taylor-Hood-Elemente mit 7, = Tgraq = 7qiv = 7 und die roten auf die 21-Taylor-
Hood-Elemente mit 7graq = 7aiv = 7 sowie 7, = 0. In allen Fehlerwerten schneidet die
Taylor-Hood Methode ohne Druckstabilisierung, also mit 7, = 0, deutlich besser ab. Vor
allem gilt dies fiir grofse 7. Auch bei allen weiteren Tests war die Wahl 7, = 0 stets vor-
zuziehen. Wie wir in Abschnitt erwiahnt haben, sichert der Druckstabilisierungsterm
eine modifizierte diskrete Babuska—Brezzi-Bedingung. Diese ist aber fiir die Taylor-Hood—
Elemente geméafs Abschnitt ohnehin schon erfiillt. Es ist also durchaus plausibel, dass
hier auf die Druckstabilisierung verzichtet werden kann.

Die 21-Taylor-Hood-Elemente mit Tgraq = 7Taiv = 7 und 7, = 0 sollen nun mit den equal

order Elementen verglichen werden. Bei den equal order Elementen weisen wir allen Sta-
bilisierungsparameter den gemeinsamen Wert 7 zu. Die griinen Kurven beziehen sich auf
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die equal order Elemente erster Ordnung, die blauen auf die equal order Elemente zweiter
Ordnung. Vor allem die Geschwindigkeitsfehler der Taylor—-Hood—Elemente sind kleiner als
diejenigen der Elemente erster Ordnung. In ihrem optimalen Bereich erreichen die Fehler
sogar dasselbe Niveau wie die Fehler der Elemente zweiter Ordnung. Die im Vergleich zu
den Elementen zweiter Ordnung kleinere Wahl des Druckraums bei den 21-Taylor-Hood—
Elementen macht sich in den Geschwindigkeitsfehlern also kaum bemerkbar. Der kleinere
Druckraum macht sich allerdings in den Druckfehlern bemerkbar: Die equal order Elemen-
te zweiter Ordnung besitzen bei jeweils optimaler Wahl von 7 die deutlich kleineren Fehler
im Druckfeld, siehe hierzu auch Tabelle

Die 21-Taylor-Hood-Elemente mit Tgraq = 7qiv = 7 und 7, = 0 erreichen fiir eine optimale
Wahl von 7 geméft Tabelle eine Ordnung von 2.78 bzw. 1.95 im L?- bzw. H' Fehler
der Geschwindigkeit und eine Ordnung von 2 bzw. 1 im L?- bzw. H' Fehler des Druck-
feldes. Diese Ordnungen liegen iiber den Voraussagen fiir die Taylor-Hood—Elemente der
residualen Stabilisierung, welche in Tabelle @14l aufgefiihrt sind. Folglich kénnten auch fiir
die Taylor—-Hood—Elemente der CIP-Methode &hnliche Fehlerabschétzungen gelten, wie sie
fiir die Taylor-Hood—Elemente der residualen Stabilisierung bewiesen worden sind.

Als néchstes vergleichen wir die roten mit den schwarzen Kurven in Abbildung Die
schwarzen beziehen sich ebenfalls auf die 21-Taylor-Hood—Elemente, allerdings fiir solche
mit Tgraq = 7 und 74iy = 7, = 0. Auf die Divergenzstabilisierung wird also verzichtet oder,
dquivalent dazu, stabilisiert wird nur {iber die Spriinge im Gradienten der Geschwindigkeit.
Im letzten Abschnitt haben wir die Divergenzstabilisierung fiir die equal order Elemente
diskutiert. Im vorliegenden Fall kann bei grofsen 7 auf die Divergenzstabilisierung verzichtet
werden, wahrend sie bei kleinen 7 bendtigt wird.

T L2(w) | H'(w) | L*(p) | H'(p) | O(L*(w) | O(H'(w)) | O(L2(p)) | O(H'(p))
3.16e-5 | 1.28¢-3 | 1.30e-1 | 1.21e-3 | 6.31e-2 | 1.9 1.00 2.00 1.02
100 | 1.04e-5 | 1.75e-3 | 2.54e-4 | 6.29e-2 |  2.78 1.95 2.00 1.00
1.0 | 8.22e-6 | 1.67e-3 | 4.49¢-6 | 9.0de-4 |  3.04 2.01 3.30 2.24

Tabelle 9.15: Fehler und Fehlerordnungen fiir das sincos—Beispiel auf dem Level-4—
Quadratgitter. Die erste Zeile bezieht sich auf die equal order Elemente erster Ordnung,
die zweite auf die 21-Taylor-Hood—Elemente und die letzte auf die equal order Elemente
zweiter Ordnung. Fiir die Bedeutung von 7 siehe Text.

Abbildung @23 zeigt die Ergebnisse fiir 32-Taylor—-Hood—Elemente. Betrachtet wird erneut
das sincos—Beispiel auf dem Level-4—Quadratgitter. Die roten Kurven beziehen sich auf die
32-Taylor-Hood-Elemente mit Tgraq = Tdaiv = 7 und 7, = 0, die blauen auf die equal order
Elemente zweiter Ordnung und die griinen auf die equal order Elemente dritter Ordnung
jeweils mit 7, = Tgrad = Taiv = 7.

Die 32-Taylor-Hood—FElemente besitzen die kleinsten Fehler bei den grofen 7—Werten in
der Abbildung. Die Fehlerordnungen sind dort ebenfalls am besten und erreichen aufler im
H' Fehler der Geschwindigkeit die Raten, welche fiir die Taylor-HoodElemente der resi-
dualen Stabilisierung bewiesen worden sind. Im H'-Fehler fehlt hingegen etwa noch eine
halbe Ordnung. Wie Tabelle zeigt, schlieftt der Bereich kleiner Fehler noch weitaus
grofere 7 als dargestellt der Fall mit ein.

Bei jeweils optimaler Wahl der Stabilisierungsparameter sind die Fehlerwerte der 32—
Taylor-Hood-Elemente im Geschwindigkeitsfeld kleiner und im Druckfeld ungeféhr gleich
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der Werte der equal order Elemente zweiter Ordnung. Die Fehlerwerte der equal order
Elemente dritter Ordnung sind bei jeweils optimaler Wahl von 7 allesamt kleiner als die-
jenigen der 32-Taylor-Hood—Elemente. Auch in den Geschwindigkeitsfehlern erkennt man
einen deutlichen Unterschied, obwohl hier die Ansatzrdume beider Verfahren gleich grofs
sind. Die relativ grofsen Fehlerwerte im Geschwindigkeitsfeld werden moglicherweise durch
Riickkopplung mit dem Druckfeld hervorgerufen, in welchem die Fehler vergleichbar mit
den equal order Elementen zweiter Ordnung sind.

Die schwarzen Kurven in Abbildung kennzeichnen die 32-Taylor-Hood-Elemente oh-
ne Divergenzstabilisierung, das heift, mit der Wahl 74r,q = 7 und 745y = 7, = 0. Wie
man erkennt, wachsen alle Fehler beinahe um eine Grofenordnung, wenn auf die Diver-
genzstabilisierung verzichtet wird. Auch fiir das polynomiale Beispiel, welches als nichstes
betrachtet wird, sind die Fehler mit Divergenzstabilisierung stets kleiner gleich den Fehlern
ohne Divergenzstabilisierung. Die Wahl 74;, = 0 scheint also keine Verbesserung fiir die
Taylor-Hood-Elemente zu bringen und wird daher nicht weiter diskutiert.

T [ L) [ H'@w | Pp) | H) | 02W) [ 0H () [ O12() | OH' ()
1.0 8.22e-6 | 1.67e-3 | 4.49e-6 | 9.04e-4 3.04 2.01 3.30 2.24
100 1.75e-6 | 2.19¢e-4 | 3.83e-6 | 8.08e-4 2.89 1.98 2.97 2.02
2.0e+4 | 1.68e-6 | 1.54e-4 | 3.88e-6 | 8.08e-4 2.86 2.04 2.97 2.02
1.9e+5 | 1.65e-6 | 1.56e-4 | 3.87e-6 | 8.08e-4 2.92 2.02 2.97 2.02
5.62e-3 | 6.01e-8 | 1.70e-5 | 2.51e-8 | 8.06e-6 4.00 2.99 4.13 3.23

Tabelle 9.16: Fehler und Fehlerordnungen fiir das sincos—Beispiel auf dem Level-4—
Quadratgitter. Die erste Zeile bezieht sich auf die equal order Elementen zweiter Ordnung,
die zweite bis vierte auf die 32— Taylor-Hood—Elemente und die letzte auf die equal order
Elemente dritter Ordnung. Fiir die Bedeutung von 7 siche Text.
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Abbildung 9.22: Fehler und Fehlerordnungen der CIP-Methode auf dem Level-4—
Quadratgitter fiir das sincos—Beispiel. Die griinen Kurven kennzeichnen die Werte der
equal order Elemente erster Ordnung, die blauen diejenigen der equal order Elemente
zweiter Ordnung. Die restlichen Kurven zeigen die Werte der 21-Taylor-Hood—FElemente,
wobei sich die Ergebnisse voneinander durch die Wahl fiir die Stabilisierungsparameter
Tgrad, Tdiv, Tp unterscheiden. Fiir weitere Details siche Text.
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Abbildung 9.23: Fehler und Fehlerordnungen der CIP-Methode auf dem Level-4—
Quadratgitter fiir das sincos—Beispiel. Die blauen Kurven kennzeichnen die Werte der equal
order Elemente zweiter Ordnung, die griinen diejenigen der equal order Elemente dritter
Ordnung. Die restlichen Kurven zeigen die Werte der 32-Taylor-Hood—Elemente, wobei
sich die Ergebnisse voneinander durch die Wahl fiir die Stabilisierungsparameter 7graq,
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9.5. TAYLOR-HOOD-ELEMENTE

In Abbildung sind die Resultate der 21-Taylor-Hood—-Elemente fiir das polynomiale
Beispiel auf dem Level-4-Quadratgitter zu sehen. Es sei daran erinnert, dass es fiir diese
Konfiguration bei grofsen 7 numerische Probleme mit den equal order Elementen zweiter
Ordnung gibt. Ndheres hierzu ist in Abschnitt besprochen worden. Ein Vergleich zwi-
schen den equal order Elementen zweiter Ordnung und den 21-Taylor—-Hood-Elementen
ist daher nur bedingt moglich.

Die roten Kurven in der Abbildung beziehen sich auf die 21-Taylor—-Hood-Elemente mit
Tgrad = Tdiv = 7 und 7, = 0. Die kleinsten Fehlerwerte werden bei relativ groften 7 erreicht.
Die Fehlerordnungen entsprechen dort sogar den an den Interpolationsfehlern gemessenen
optimalen Konvergenzraten aus Tabelle BLT4

Bei grofien 7 kommt es bei den 21-Taylor-Hood-Elemente mit 7, = 0 zu keinen ver-
gleichbaren numerischen Problemen wie bei den equal order Elementen mit 7, = 7 zweiter
Ordnung. Somit kénnten die numerischen Problemen fiir groffe 7 bei den Elementen zwei-
ter Ordnung durch einen zu grofien Druckstabilisierungsterm verursacht werden. Geméf
weiteren numerischen Tests ist dies aber nicht der Fall. So kommt es bei den equal order
Elementen zweiter Ordnung auch zu Problemen, wenn 7, auf den Wert 1 fixiert wird, wéh-
rend 7T = Tgrad = Tdiv vergrokert werden.

Da es bei den equal order Elementen erster Ordnung zu keinen numerischen Problemen
kommt, sollen diese mit den 21-Taylor—-Hood—Elementen verglichen werden. Bei jeweils
optimaler Wahl der Stabilisierungsparameter ergibt sich hier ein dhnliches Bild wie fiir das
sincos—Beispiel. Geméfs Tabelle 11 sind die Fehlerwerte fiir die Taylor—Hood—Elemente
im Druckfeld nur wenig kleiner, wohingegen die Fehler im Geschwindigkeitsfeld deutlich
geringer ausfallen.

T L2(w) | H'(u) | L2(p) | H'(p) | O(L*(w)) | O(H'(u)) | O(L%(p)) | O(H'(p))
1.0e-8 | 4.15e-5 | 4.30e-3 | 2.22e-4 | 4.66e-2 |  2.22 1.00 2.67 1.30
1.0e+6 | 3.36¢-7 | 6.96¢-5 | 1.78¢-4 | 4.41e-2 | 3.01 2.00 2.00 1.00

Tabelle 9.17: Fehler und Fehlerordnungen fiir das polynomiale Beispiel auf dem Level-4—
Quadratgitter. Die erste Zeile bezieht sich auf die equal order Elemente erster Ordnung
und die zweite auf die 21-Taylor-Hood—Elemente. Fiir die Bedeutung von 7 siehe Text.

Abbildung (27 zeigt die Ergebnisse der 32-Taylor-Hood-Elemente mit 7, = 0 und 7graq =
Taiv = T flir das polynomiale Beispiel, gekennzeichnet durch die roten Kurven. Die blauen
Kurven stellen die Resultate der equal order Elemente zweiter Ordnung dar und die grii-
nen diejenigen der equal order Elemente dritter Ordnung. Wie zuvor ist fiir die equal order
Elemente der Stabilisierungsparameter 7 gleich 7, Tgraq und 7qiy. Gerechnet wird auf dem
Level-4-Quadratgitter.

Die Kurven sind in der Abbildung nicht iiber das gesamte dargestellte 7—Intervall verfolgt
worden; flir die equal order Elemente zweiter Ordnung aufgrund der in Abschnitt ge-
schilderten numerischen Probleme und fiir die anderen Elemente, weil in dem ausgelassenen
7-Bereich die Fehlerwerte bereits deutlich grofer sind als bei einer optimalen Wahl von 7
und weil zudem die Fehler weiter anzuwachsen scheinen.

Die Geschwindigkeitsfehler der 32-Taylor—-Hood—Elemente verringern sich fiir grofte 7 bei-
nahe auf die Fehler der equal order Elementen dritter Ordnung bei optimaler Wahl von 7,
siehe hierzu auch Tabelle Die Ergebnisse im Druckfeld sind hingegen eher vergleich-
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bar mit den Resultaten der equal order Elemente zweiter Ordnung. Im Bereich nahezu
optimal gewéahlter 7 erreichen die 32-Taylor—-Hood—Elemente im Druckfeld sicher und im
Geschwindigkeitsfeld beinahe die an der Interpolationsfehler—Abschitzung gemessenen op-
timalen Raten. Insbesondere liegen die Raten damit oberhalb der fiir die 32-Taylor-Hood—
Elemente der residualen Stabilisierung vorausgesagten Konvergenzordnungen in Tabelle

014

T L2(u) | H'(uw) | L(p) | H'(p) | O(L*(w) | O(H'(w)) | O(L2(p)) | O(H'(p))
4.13e+5 | 4.05¢-9 | 8.37e-7 | 1.46e-6 | 3.12e-4 |  3.96 2.94 2.98 2.02
3.16e-2 | 9.44e-10 | 5.500-7 | 4.78¢-12 | 1.08¢-9 |  5.47 3.09 5.29 3.43

Tabelle 9.18: Fehler und Fehlerordnungen fiir das polynomiale Beispiel auf dem Level-
4-Quadratgitter. Die erste Zeile bezieht sich auf die 32-Taylor-Hood-Elemente und die
zweite auf die equal order Elemente dritter Ordnung. Fiir die Bedeutung von 7 siehe Text.

Rechnungen sind bei dem polynomialen Beispiel auch fiir die 43— Taylor-Hood—FElemente
auf dem Quadratgitter durchgefiihrt worden. In diesem Fall liegt die Losung im Ansatzraum
und die Ergebnisse sind wie gewiinscht bereits auf dem Level-0—Gitter bis auf Rundungs-
fehler exakt.

Als Hauptergebnis dieses Abschnitts halten wir fest, dass die Taylor—-Hood—Elemente der
CIP-Methode bei optimaler Wahl des Stabilisierungsparameters 7 bei fast allen Beispielen
bereits auf dem Level-4—Gitter die fiir die residuale Stabilisierung vorausgesagten Konver-
genzraten erreicht haben. Dies legt die Vermutung nahe, dass solche Abschéatzungen auch
fiir die CIP-Methode gelten.
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Abbildung 9.24: Fehler und Fehlerordnungen der CIP-Methode auf dem Level-4—
Quadratgitter fiir das polynomiale Beispiel. Die roten Kurven kennzeichnen die Werte der
21-Taylor-Hood—Elemente, die griinen Kurven diejenigen der equal order Elemente erster
Ordnung und die blauen die Werte der equal order Elemente zweiter Ordnung. Fiir weitere
Details siehe Text.
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Abbildung 9.25: Fehler und Fehlerordnungen der CIP-Methode auf dem Level-4—
Quadratgitter fiir das polynomiale Beispiel. Die roten Kurven kennzeichnen die Werte
der 32-Taylor-Hood-Elemente, die blauen Kurven diejenigen der equal order Elemente
zweiter Ordnung und die griinen die Werte der equal order Elemente dritter Ordnung. Fiir
weitere Details siehe Text.
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9.6 Laufzeitmessungen

In Abschnitt und haben wir die Genauigkeit der residualen Stabilisierung mit der-
jenigen der CIP-Methode verglichen. Gemessen an den Fehlerwerten in den L?- sowie
H' Normen im Druck- und Geschwindigkeitsfeld hat die residuale Stabilisierung geringfii-
gig besser abgeschnitten.

Ein weiteres wichtiges Vergleichskriterium ist die Laufzeit der Verfahren, das heifst die Zeit,
welche die Verfahren bendtigen, um die Systemmatrix zu assemblieren und das resultieren-
de lineare Gleichungssystem zu l6sen. Die Laufzeit untersuchen wir in diesem Abschnitt
exemplarisch fiir das sincos—Beispiel. Fiir einen fairen Vergleich setzen wir bei der resi-
dualen Stabilisierung § = v = 7 sowie bei der CIP-Methode 7Tgraq = Taiv = 7p = 7 und
fixieren 7 jeweils ungefihr auf den Wert, bei welchem die Fehlerwerte am kleinsten sind.
Diese Werte sind den Tabellen von Abschnitt zu entnehmen.

Tabelle zeigt die Laufzeiten der Verfahren fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf
dem Quadrat— und dem Dreiecksgitter von Level zwei bis fiinf. Die residuale Stabilisierung
braucht auf beiden Gittern weniger Zeit. Um den quantitativen Vergleich zwischen den
Verfahren zu vereinfachen, gibt die Grofe At den prozentuale Zuwachs in der Laufzeit
an, welcher hinzunehmen ist, wenn statt der residualen Stabilisierung die CIP-Methode
verwandt wird, das heifit:
A7 — tcrp — trB
tRB
wobei trp die Laufzeit der residualen Stabilisierung bezeichnet und tcrp diejenige der
CIP—Methode. Gemék der Tabelle betridgt der prozentuale Zuwachs auf dem Dreiecksgit-
ter mindestens 40%. Auf dem Quadratgitter ist die residuale Stabilisierung sogar um iiber
200% schneller, wobei die Unterschiede mit zunehmenden Gitterlevel etwas abnehmen.

)

Tabelle erlaubt auch einen Vergleich zwischen den Laufzeiten auf dem Quadrat- und
dem Dreiecksgitter. Gemessen an den Fehlerwerten waren die Quadratgitter in den voraus-
gehenden Abschnitten stets vorzuziehen. Nach der Tabelle sind die Rechnungen auf dem
Quadratgitter bei der residualen Stabilisierung zudem schneller. Bei der CIP—Methode ist
es aber umgekehrt, hier sind die Rechnungen auf dem Dreiecksgitter schneller.

Level | trg [s] | tcre [s| | At | trs [s] | tcp [s] | At

2 0.04 0.15 2.75 | 0.08 0.14 | 0.75
3 0.15 0.54 2.6 0.33 0.55 0.66
4 0.50 1.68 2.36 1.05 1.48 0.40
5 2.01 6.06 2.01 | 3.07 5.97 1 0.94

Tabelle 9.19: Laufzeit in Sekunden bei den Finite-Elementen erster Ordnung fiir das
sincos—Beispiel. Die zweite bis vierte Spalte beziehen sich auf das Quadratgitter, die fiinfte
bis siebte auf das Dreiecksgitter. Fiir die residualen Stabilisierung ist auf dem Quadratgitter
7 = 0.215 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 0.001. Fiir die CIP-Methode ist auf dem
Quadratgitter 7 = 0.0177 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 0.001.

Die Laufzeiten fiir Elemente zweiter Ordnung sind in Tabelle zu sehen. Auch hier ist
die Laufzeit der residualen Stabilisierung auf allen Leveln und beiden Gittertypen geringer.
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Erneut ist der prozentuale Zuwachs At auf dem Quadratgitter gréfer. Im Vergleich zu den
Elementen erster Ordnung hat aber der prozentuale Zuwachs auf dem Quadratgitter abge-
nommen, wahrend er auf dem Dreiecksgitter zugenommen hat. Die CIP-Methode rechnet
auf dem Dreiecksgitter schneller als auf dem Quadratgitter, bei der residualen Stabilisie-
rung gilt dies auf den hoheren Gitterleveln.

Level | trg [s] | tcwe [s| | At | trs [s] | tcp [s] | At

2 0.20 0.61 2.06 | 0.25 0.68 1.72
3 0.64 1.96 2.06 | 0.84 1.95 1.32
4 3.96 11.53 | 1.91 2.88 7.07 1.46
5 37.59 92.79 | 147 | 18.80 44.09 | 1.35

Tabelle 9.20: Laufzeit in Sekunden bei den Finite-Elementen zweiter Ordnung fiir das
sincos—Beispiel. Die zweite bis vierte Spalte beziehen sich auf das Quadratgitter, die fiinfte
bis siebte auf das Dreiecksgitter. Fiir die residuale Stabilisierung ist auf dem Quadrat-
gitter 7 = 1.0 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 1.0. Fiir die CIP-Methode ist auf dem
Quadratgitter 7 = 1.77 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 0.177.

Geméfs Tabelle @2]] ist auch fiir Elemente dritter Ordnung die residuale Stabilisierung
gemessen an der Laufzeit vorzuziehen. Der prozentuale Zuwachs auf den Quadratgittern
hat im Vergleich zu den Elementen zweiter Ordnung abgenommen, so dass At auf den
hoheren Gitterleveln hier nun auf dem Dreiecksgitter grofer als auf dem Quadratgitter
ist. Bei beiden Stabilisierungsverfahren kann auf dem Dreiecksgitter schneller als auf dem
Quadratgitter gerechnet werden.

Level | trp [8] | tcie [s] | At | trs [s] | tcip [s] | At
2 0.98 1.61 0.64 | 0.66 0.75 0.13
3 4.94 9.06 0.83 | 2.05 4.13 1.01
4 33.39 67.49 | 1.02 | 10.24 25.54 | 1.49

Tabelle 9.21: Laufzeit in Sekunden bei den Finite-Elementen dritter Ordnung fiir das
sincos—Beispiel. Die zweite bis vierte Spalte beziehen sich auf das Quadratgitter, die fiinfte
bis siebte auf das Dreiecksgitter. Fiir die residualen Stabilisierung ist auf dem Quadrat-
gitter 7 = 46.4 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 0.1. Fiir die CIP-Methode ist auf dem
Quadratgitter 7 = 0.046 und auf dem Dreiecksgitter 7 = 0.03162.

Bei Elementen zweiter Ordnung auf dem Level-5-Quadratgitter und bei Elementen dritter
Ordnung auf dem Level-4-Quadratgitter betrdgt die Laufzeit der CIP-Methode bereits
iiber eine Minute. Weitere Tests haben gezeigt, dass auf diesen Gittern bei beiden Stabi-
lisierungsverfahren mehr als 90% der Laufzeit zur Losung des linearen Gleichungssystems
verwandt werden. Demnach ist dort die langere Laufzeit der CIP—Methode vor allem darauf
zuriickzufiihren, dass sich die Losung des Gleichungssystems aufwandiger gestaltet. Grund
hierfiir ist das dichtere Besetzungsschema der Systemmatrix, welche bei der CIP-Methode
durch die zusétzliche Kopplung der Freiheitsgrade iiber die Kantenintegrale verursacht
wird.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Betrachtet worden sind stabilisierte Finite-Element-Methoden fiir die Konvektions—Dif-
fusions— und die Oseen—Gleichung. Bei der Konvektions—Diffusionsgleichung sind das Stan-
dard-Galerkin—Verfahren, die Streamline-Diffusion-Methode und die CIP-Methode (auch
Kanten—Stabilisierung genannt) untersucht worden. Nachdem die theoretischen Grundla-
gen der Methoden gelegt worden sind, haben wir numerische Simulationen durchgefiihrt,
deren Ergebnisse wie folgt zusammengefasst werden kénnen:

Bei Problemen ohne Grenzschichten haben sich beide Stabilisierungsverfahren als geeig-
net erwiesen. Getestet worden sind unter anderem das exponentielle und das Tangens—
Hyperbolicus—Beispiel aus [BH04]. Gerechnet wurde dabei auf einem Dreiecks— und einem
Quadratgitter mit Elementen erster, zweiter und dritter Ordnung. Auch der Gitterlevel
wurde variiert. Bei unseren numerischen Tests werden die von der Analysis vorausgesagten
Konvergenzraten in der L?-Norm und der H'-Seminorm von beiden Stabilisierungsverfah-
ren erreicht. Hierzu ist der Stabilisierungsparameter 7 der Verfahren passend zu wahlen.
In dem zugehorigen 7-Bereich sind in der Regel zugleich die Fehlerwerte am kleinsten.
Wias eine passende Wahl fiir 7 ist, hangt von der Elementordnung ab. Dazu kann das expo-
nentielle Beispiel auf dem Quadratgitter betrachtet werden. Fiir Elemente erster Ordnung
erhédlt man nahezu optimale Fehlerwerte, wenn 7 kleiner gleich 0.01 gew#hlt wird. Fiir
Elemente zweiter Ordnung sollte 7 hingegen grofter gleich 0.01 gewdhlt werden. Auch der
Gittertyp hat einen Einfluss auf die optimale Wahl von 7. Dazu kann erneut das exponen-
tielle Beispiel mit Elementen zweiter Ordnung betrachtet werden. Auf dem Quadratgitter
werden die kleinsten Fehler fiir 7 grofer gleich 0.01 erreicht, wahrend auf dem Dreiecksgit-
ter eine Wahl von 7 = 4.64 - 10~3 optimal ist.

Gemessen an den L?~ und H'-Fehlerwerten schneiden beide Stabilisierungsverfahren et-
wa gleich gut ab. Die Streamline-Diffusion-Methode erlaubt jedoch vor allem fiir feinere
Gitterweiten und hohere Elementordnungen die deutlich schnelleren Rechnungen. So war
beispielsweise die Laufzeit der Streamline-Diffusion-Methode mit Elementen dritter Ord-
nung auf dem Level-b—Quadratgitter um einen Faktor 10 kleiner als diejenige der CIP—
Methode. GeméR weiteren Tests wird dabei mehr als 95% der Laufzeit zur Losung des
linearen Gleichungssystems verwandt. Demnach ist die langere Laufzeit der CIP-Methode
vor allem darauf zuriickzufiihren, dass sich die Losung des Gleichungssystems aufwindiger
gestaltet. Grund hierfiir ist das dichtere Besetzungsschema der Systemmatrix, welche bei
der CIP-Methode durch die zusétzliche Kopplung der Freiheitsgrade iiber die Kanteninte-
grale verursacht wird.

Bei den betrachteten Beispielen kénnen die Ergebnisse des Standard—Galerkin—Verfahrens
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durch die Stabilisierung abhéngig von dem Gittertyp und der Elementordnung verbessert
werden. Dies ist fiir Elemente zweiter Ordnung der Fall oder fiir Elemente dritter Ordnung
auf dem Dreiecksgitter. Im Gegensatz hierzu ist flir Elemente erster Ordnung oder fiir Ele-
mente dritter Ordnung auf dem Quadratgitter die Wahl 7 = 0 nahezu optimal, bei welcher
die Stabilisierungsverfahren in das Standard—Galerkin—Verfahren iibergehen.

Ferner ist untersucht worden, wie das Quadrat— im Vergleich zum Dreiecksgitter abschnei-
det. Bei beiden Stabilisierungsverfahren sind die Fehler auf dem Quadratgitter kleiner als
auf dem Dreiecksgitter. Die Rechnungen auf dem Dreiecksgitter sind jedoch aufser bei Ele-
menten erster Ordnung bei der Streamline-Diffusion—-Methode schneller als auf dem Qua-
dratgitter. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass auf dem Quadratgitter mehr Freiheitsgrade
miteinander verkoppelt werden und somit die zugehorige Systemmatrix eine grofere An-
zahl von Null verschiedener Eintridge besitzt.

Die Simulationen fiir die Beispiele ohne Grenzschichten sind fiir die Wahl e = 1076 durch-
gefiihrt worden. Geméfs weiteren Tests édndern sich die Ergebnisse vernachléssigbar, wenn
€ weiter verringert wird.

Bei Problemen mit Grenzschichten beobachtet man bei Verwendung des Standard—Galerkin—
Verfahrens im gesamten Losungsgebiet unphysikalische Oszillationen. Diese kénnen durch
die Stabilisierung weitgehend unterdriickt werden. Um jedoch auch in den Grenzschichten
gute Ndherungen zu erhalten, benotigt man sehr kleine Gitterweiten. Dies ist oft nicht
praktikabel. Daher sollten fiir Probleme mit Grenzschichten andere Verfahren vorgezogen
werden. Beispielsweise Stabilisierungsverfahren mit shock capturing Termen haben in der
Literatur bessere Ergebnisse geliefert.

Auch fiir die Oseen—Gleichung sind zwei Stabilisierungsverfahren untersucht worden: die
residuale Stabilisierung und eine Variante der CIP-Methode. Nach einem Uberblick iiber
die Analysis der Verfahren sind numerische Rechnungen anhand dreier Beispiele durchge-
fiihrt worden. Betrachtet wurden Elemente erster bis dritter Ordnung auf dem Quadrat-
sowie dem Dreiecksgitter fiir verschiedene Gitterweiten. Der Einfachheit halber haben wir
die Stabilisierungsverfahren zunéchst nur mit einem freien Stabilisierungsparameter 7 be-
trachtet.

Eine Frage dabei war, ob die Stabilisierungsverfahren die von der Analysis vorausgesagten
Konvergenzraten erfiillen. Gemé&f unseren Rechnungen werden manchmal sehr gute Kon-
vergenzraten erreicht, obwohl 7 so gewéhlt ist, dass die Fehler relativ grof sind. Dies kann
beispielsweise fiir das sincos—Beispiel bei Elementen dritter Ordnung und kleinem 7 beob-
achtet werden. Die Fehlerordnung in diesen Bereichen ist weniger interessant. Von Interesse
sind vielmehr die Ordnungen der Verfahren in den 7—Bereichen, in welchen die betrachte-
ten Fehlergrofen, das heit der L?-Fehler und der H' Fehler im Geschwindigkeits— sowie
im Druckfeld, klein sind. Geméf unseren Rechnungen werden dort die von der Fehleranaly-
sis vorausgesagten Fehlerordnungen auf einem geniigend groften Gitterlevel erreicht. Nicht
getestet werden konnte dies fiir die CIP—Methode bei dem polynomialen Beispiel mit Ele-
menten zweiter Ordnung auf dem Quadratgitter. Hier kommt es im Bereich, in welchem
die kleinsten Fehler zu erwarten sind, zu numerischen Problemen.

Als néchstes fragt sich, wie 7 gewéhlt werden sollte, damit die Fehlerwerte moglichst klein
werden. Fiir die CIP-Methode sollte geméf [BB.JLO7| die Wahl 7 = 1 optimal sein. Bei dem
sincos— und dem exponentiellen Beispiel werden die von der Fehleranalysis vorausgesagten
Konvergenzraten fiir 7 = 1 erreicht. Die kleinsten Fehler findet man jedoch oft bei anderer
Wahl von 7. So kénnen bei dem sincos—Beispiel die Fehlerwerte fiir Element dritter Ord-
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nung auf dem Dreiecksgitter um mindestens eine Grofenordnung verbessert werden, wenn
statt 7 = 1 die Wahl 7 ~ 5.6 - 1073 getroffen wird. Schlechte Resultate erhilt man mit der
Wahl 7 = 1 fiir Finite-Elementen erster Ordnung bei dem polynomialen Beispiel. Insbe-
sondere fallen hier die Konvergenzraten gering aus. Gute Konvergenzraten und moglichst
kleine Fehlerwerte erhilt man hier hingegen fiir geniigend kleine 7, also etwa 7 < 1075,
Wird stattdessen 7 auf 1 erhoht, vergrofern sich die Fehler im Geschwindigkeitsfeld um
mehr als vier Grofsenordnungen. Folglich ist die Wahl 7 = 1 nach unsere Ergebnissen im
Allgemeinen nicht zu empfehlen.

Ein a-priori Vorschlag fiir 7 konnte in dieser Arbeit nicht gegeben werden. Geméfs unserer
Ergebnisse héngt das optimale 7 bei beiden Stabilisierungsverfahren von vielen verschiede-
nen Faktoren ab. Eine Rolle spielen die Elementordnung, der Gittertyp und die Form der
Losung beziehungsweise die Problemdaten. Auferdem verschiebt sich die optimale Wert
von 7 zuweilen mit dem Gitterlevel (siehe das sincos—Beispiel bei Verwendung von Elemen-
ten dritter Ordnung auf dem Quadratgitter).

Gemessen an den Fehlerwerten schneidet die residuale Stabilisierung insgesamt gesehen
etwas besser als die CIP-Methode ab. Welches der Stabilisierungsverfahren bei jeweils op-
timaler Wahl von 7 die kleineren Fehlerwerte liefert, hingt zwar von dem betrachteten
Beispiel, der Elementordnung und dem Gittertyp ab, die residuale Stabilisierung besitzt
bei optimal gewdhltem 7 jedoch in der Mehrzahl der betrachteten Fille die kleineren Feh-
ler. Zudem ist der 7—Bereich, in welchem die kleinsten Fehler angenommen werden, hdufig
grofser als bei der CIP—Methode.

Gemessen an der Laufzeit ist die residuale Stabilisierung der CIP-Methode klar vorzuzie-
hen. Getestet wurde dies fiir das sincos—Beispiel. Bei einem beziiglich der Fehler optimalem
7 besitzt dort die residuale Stabilisierung fiir Elemente erster bis dritter Ordnung auf dem
Dreiecks- sowie Quadratgitter die kiirzere Laufzeit. Der prozentuale Zuwachs, der hin-
zunehmen ist, wenn statt der residualen Stabilisierung die CIP—Methode benutzt wird,
betriagt dabei in den meisten Féllen mehr als 50 und teilweise sogar mehr als 200 Prozent.
Grund hierfiir sind wie bei der Konvektions—Diffusionsgleichung die Kantenintegrale der
CIP-Methode, welche zu einem im Vergleich zur residualen Stabilisierung dichteren Beset-
zungsschema der Systemmatrix fithren.

Nimmt man die Fehlerwerte und die Laufzeiten der Stabilisierungsverfahren als Mafsstab,
ist die residuale Stabilisierung nach unseren Ergebnissen vorzuziehen. Wie in Abschnitt
erwahnt, besitzt die CIP-Methode dafiir die grofsere Kompatibilitdt mit anderen numeri-
schen Verfahren. Demnach gibt es Félle in denen die CIP-Methode noch benutzt werden
kann, wahrend die residuale Stabilisierung nicht mehr anwendbar ist.

Obige Untersuchungen sind im konvektions-dominanten Fall mit einer Viskositit v = 1076
durchgefiihrt worden. Im diffusions—dominanten Fall hat sich hingegen gezeigt, dass Taylor—
Hood Elemente ohne Stabilisierung den Stabilisierungsverfahren vorzuziehen sind.

Fiir die CIP-Methode wurde ferner gepriift, ob die Fehlerwerte durch eine unterschiedliche
Wahl der Stabilisierungsparameter verringert werden konnen. Bei keinem der Tests konnte
hierdurch eine deutliche Verbesserung festgestellt werden. Interessant hat sich erwiesen,
auf die Divergenzstabilisierung zu verzichten. Ohne Divergenzstabilisierung erzielt man
in einigen Féllen gleich gute oder sogar geringfiigig bessere Ergebnisse als bei der vollen
Stabilisierung. Da es aber auch Beispiele gibt, bei denen die Fehlerwerte mit Divergenzsta-
bilisierung kleiner sind, sollte im Allgemeinen nicht auf eine Stabilisierung der Divergenz
verzichtet werden.
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Schlieflich wurde die Verwendung von Taylor-Hood—Elementen fiir die CIP-Methode un-
tersucht. Geméfs den erreichten Konvergenzraten sollte es moglich sein, mindestens die
gleichen Fehlerordnungen zu zeigen, wie sie fiir die Taylor—-Hood—Elemente bei der residua-
le Stabilisierung bewiesen worden sind. Geméfs weiteren Tests sind die Fehler ohne eine
Stabilisierung des Drucks stets kleiner als mit der Druckstabilisierung. Auf eine solche soll-
te demnach verzichtet werden. Durch eine Stabilisierung der Divergenz und des Gradienten
der Geschwindigkeit kénnen die Fehler hingegen vermindert werden.

Ausblick

Durch die vorliegende Arbeit werden unter anderem die folgenden Untersuchungen moti-
viert:

e Fiir die CIP-Methode bei der Oseen-Gleichung wird in [BBJLO07| die Wahl 7 = 1 fiir
die Stabilisierungsparameter vorgeschlagen. Grundlage fiir den Vorschlag sind nume-
rische Untersuchungen, auf deren Ergebnisse in [BB.JLO7| nicht néher eingegangen
wird. In der vorliegenden Arbeit haben wir aber Beispiele gesehen, bei welchen durch
eine von 7 = 1 verschiedene Wahl deutlich bessere Ergebnisse erzielt werden konn-
ten. Dies wirft die Frage auf, ob beide Programme iiberhaupt nédherungsweise die
gleichen Ergebnisse liefern und wo es gegebenenfalls zu Differenzen kommt. Daher
wire es interessant, unsere Ergebnisse mit den Resultaten zu vergleichen, welche dem
Parametervorschlag in [BBJILO7| zugrunde liegen.

e Die CIP-Methode besitzt eine deutlich langere Laufzeit als die Streamline-Diffusion—
Methode beziehungsweise als die residuale Stabiliserung. Der Grofiteil der Laufzeit
wird dazu verwandt, das zugrunde liegende lineare Gleichungssystem zu losen. Die
dafiir zustédndige Routine nimmt folglich entscheidenden Einfluss auf die Laufzeit des
Programms. In der vorliegenden Arbeit ist zur Losung stets der direkte Loser aus
dem Paket UMFPACK [Dav04| verwandt worden. Moglicherweise kann ein Grofteil
der Laufzeit eingespart werden, wenn ein geeigneterer Loser benutzt wird.

e In dieser Arbeit sind Rechnungen mit Taylor-Hood—Elementen fiir die CIP-Methode
durchgefiihrt worden. Die beobachteten Fehlerordnungen sehen viel versprechend aus.
In einem néchsten Schritt konnte die zugehorige Fehleranalysis entwickelt werden.
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Anhang A

Testbeispiel fiir die Implementierung
der CIP-Methode

Beispiel A.1.
In diesem Beispiel gehen wir von der Situation auf der rechten Seite von Abbildung [AT]
aus. Betrachtet wird dort das quadratische P2-Element.

@
[ IN

Z2

Abbildung A.1: Knotenverteilung bei Beispiel A1
Die blauen Punkte entsprechen den Knoten. Fiir
71 weitere Details siehe Text.

@4

w @

Die Randbedingungen nehmen wir als stark vorgegeben an. Starke Randbedingungen wer-
den direkt im Ansatzraum des Finite-Element—Verfahrens beriicksichtigt. Im zugehéri-
gen Code wird dies wie folgt realisiert: Das lineare Gleichungssystem, welches aus dem
Galerkin—Verfahren hervorgeht, sei gegeben durch Au = f. Zu bestimmen ist u, um die
Koeffizienten fiir die Ansatzfunktionen zu erhalten. Liegt der 1-Knoten der n-ten Ansatz-
funktion auf dem Gebietsrand, so wird ein 1-Eintrag in die n x n-te Komponente von A
eingetragen sowie auf der rechten Seite der vorgegebene Randwert r, in die n-te Kompo-
nente von f. In unserem Beispiel liegen alle Knoten bis auf denjenigen mit der Nummer 0
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auf dem Gebietsrand und das lineare Gleichungssystem nimmt die folgende Form an:

* ok kK& ok ok ok kK ok U fo
01 000O0O0O0O0O up r1
00100O0O0O0TO0O0 U T9
00010O0O0O0TUO0ODO us3 r3
000O0T1TO0O0OO0TUO0ODO ug | | ra ’ (A1)
000O0O0OT1O0O0TUO0OO us s
000O0O0OOT1TUO0OOUO0OO Ug T6
000O0O0OOOT1O0O0 uy r7
000O0O0OOOOT1O0O0 ug r8
000O0OOTOO0TQ 01 Ug 9

wobei fy der Wert von f im Punkt 0 ist. Die Sterne in der Matrix kennzeichnen die Eintréige,
die noch assembliert werden miissen. Die Beitriage des Kantenintegrals berechnen wir im
Folgenden fiir den Fall b = (1,2). Als Produkt zweier Polynome zweiten Grades wird der
Integrand ein Polynom vierten Grades sein. Ein Polynom vierten Grades lasst sich exakt
durch die Gaufsquadraturformel der Ordnung 3 integrieren, welche lautet:

b—a

b
| plo)ds = "5 wop(so) + wip(sr) + wap(s2) (42)

mit den Gewichten wy =5/9, w1 = 8/9, wyp = 5/9 und den Quadraturpunkten

3b—a+a+b a+b 3b—a+a+b
So=—14/= s§1 = §3=14/= .
0 5 2 9 1 2 7 7B 5 2 2

Fiir die Kantenintegrale ergibt sich daraus die Formel
h3
= Z 7E 2,10xu5] + by 50y u;]) (be,j[0205] + by,j[0yv)]) [s=s, (A.3)
7j=1
mit den Quadraturpunkten

so = (0.8873,0.8873), s1 = (0.5,0.5) und s, = (0.1127,0.1127).

Als néchstes bestimmen wir die Basisfunktionen und ihre Spriinge in obiger Formel. Geméf
Abschnitt besitzt die Basisfunktion ¢, welche in der Ecke a’ in Gitterzelle K ihren 1-
Knoten hat, die folgende Darstellung auf K:

Pl (X) = Ai(2Ai — 1), (A.4)

Wenn der 1-Knoten hingegen der Mittelpunkt a”/ der Kante mit den Eckpunkten a’ und
al ist, lautet die lokale Darstellung von ¢:

Pl (A) = Gij(A) = 4Aid;. (A.5)
Die baryzentrischen Koordinaten A; wéhlen wir wie in Beispiel [T und bestimmen damit
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aus obigen Formeln die Basisfunktionen zu:

_J4l -z —y)(y—z) inZl
¢0(x>y) - {ZC — 2y in 72 )

1—z—y)(1—-2x—2y) inZl
¢1(x>y) = 9 . )
29 =3y +1 in 72
41—z —y)xr inZl 222 — 2 in Z1
x? = ) x? = )
P2(.9) {0 in 72 ?s(@.9) {0 in 72
4xy in 71 292 —y in Z1
xz, = ) xz, = )
P4(.9) {0 in 72 ?5(z3) {0 in Z2
0 in Z1 0 in Z1
¢6($,y) = . ) ¢7($,y) = 9 . )
41 —-y)(y —x) in Z2 4(xy — x*) in Z2
0 in 71
¢8(x>y) = . .
(y—z)(2y — 2z —1) in Z2

Nun kénnen die Spriinge der Basisfunktionen in den Quadraturpunkten berechnet werden.

Im Punkt sg haben wir

Nr. Basisfunktion || 0 1 2 3 4 5) 6 7 8
[0z u] -4 | 0.5492 | 0.4508 | -1 | 3.5492 | -2.5492 | 0.4508 | 3.5492 | -1
[Oyu] 4 | -0.5492 | -0.4508 | 1 | -3.5492 | 2.5492 | -0.4508 | -3.5492 | 1
sowie im Punkt s1
Nr. Basisfunktion || O | 1 | 2 | 3 | 4| 5 8
[0, u] 4112 |-1]12]|-1 -1
[Oyu] 4 (1211 ]-2|1(|-2]-2]|1
und im Punkt s9
Nr. Basisfunktion || 0 1 2 3 4 5 6 7 8
[0, u] -4 | -2.5492 | 3.5492 | -1 | 0.4508 | 0.5492 | 3.5492 | 0.4508 | -1
[Oyu] 4 | 2.5492 | -3.5492 | 1 | -0.4508 | -0.5492 | -3.5492 | -0.4508 | 1

Setzt man die Spriinge in Formel ([AZ3)) ein, so erhélt man folgende Werte der Kanteninte-

grale beziiglich ¢ als Ansatzfunktion.

Nr. Testfunktion | Integral
45.254
11.314
-22.627
11.314
-22.627
11.314
-22.627
-22.627
11.314

[an)

I N[DH || W [N
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Anhang B

Das Tangens—Hyperbolicus—Beispiel

Wir betrachten das Tangens—Hyperbolicus—Beispiel aus [BH04| fiir die Konvektions—Diffusionsgleichung.
Dieses Beispiel besitzt auf dem Gebiet [0, 1]? die Losung

u(z,y) = 0.5(1 — tanh(5(x — 0.5))). (B.1)

Die Vorgaben lauten wie in [BHO4| b = (1,0)7, ¢ = 1 und v = 10~¢ auf Q. Die rechte
Seite f der Konvektions—Diffusionsgleichung wird so angepasst, dass u eine Losung der
Konvektions—Diffusionsgleichung ist. Die Randbedingungen sind iiber die Randfunktion
festgelegt, wobei up, = u auf 9 gesetzt wird.

Fiir die Streamline-Diffusion-Methode wéhlen wir mit dg = 7 dasselbe Symbol wie fiir
den Stabilisierungsparameter der CIP-Methode. Die Abbildungen [B] bis [Bfl zeigen die
Ergebnisse der Streamline-Diffusion-Methode und der CIP-Methode fiir das Tangens—
Hyperbolicus—Beispiel. Weitere Details sind den Bildunterschriften zu entnehmen.
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Abbildung B.1: Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem
Dreiecksgitter aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter 7. In der oberen Reihe wer-
den der L?- und der H' Fehler gezeigt, in der unteren die zugehérigen Ordnungen. Die
schwarzen, roten, griinen und blauen Kurven stellen die Ergebnisse der CIP-Methode dar
und beziehen sich der Reihe nach auf Gitterlevel 2,3,4 und 5. Die orangefarbenen Kurven
zeigt zum Vergleich die Resultate der Streamline-Diffusion-Methode auf dem Level-5-
Gitter.
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Abbildung B.2: Zu sehen ist das gleiche wie in Abbildung [ nur fiir Finite-Elemente
erster Ordnung auf dem Quadratgitter.
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Abbildung B.3: Zu sehen ist das gleiche wie in Abbildung [Z4] nur fiir Finite-Elemente
zweiter Ordnung auf dem Dreiecksgitter.
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Abbildung B.4: Zu sehen ist das gleiche wie
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Abbildung B.6: Zu sehen ist dasselbe wie in Abbildung [l nur fiir Finite-Elemente dritter
Ordnung auf dem Quadratgitter.

166



Anhang C

Das exponentielle Beispiel fur die
Oseen—Gleichung

Fiir die Oseen—Gleichung betrachten wir ein exponentielles Beispiel mit der Losung

Uy = €Y,
— x+
Uy = —e" Y,

p=0

auf dem Gebiet Q = [0,1]2 und den Vorgaben b = (1,0.5), ¢ = 0 sowie v = 1075 auf Q.
Die rechte Seite f der Oseen—Gleichung erhilt man durch Einsetzen in (81I). Die Randbe-
dingungen sind tiber die Randfunktion wu festgelegt, wobei u, = u auf 9) gesetzt wird.

Fiir die CIP-Methode wéhlen wir Tgraq = Tdiv = 7, = 7 und fiir die residuale Stabilisierung
0 = v = 7. Siehe hierzu auch Abschnitt Die Ergebnisse der residualen Stabilisierung
und der CIP-Methode fiir das exponentielle Beispiel sind in Abbildung bis zu
sehen. Weitere Details sind den Bildunterschriften zu entnehmen.
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Abbildung C.1: Fehler und Fehlerraten fiir Finite-Elemente erster Ordnung auf dem Qua-
dratgitter gegen den Stabilisierungsparameter 7. Die Graphen in den ersten beiden Reihen
zeigen die Fehlerwerte im Geschwindigkeitsfeld u und im Druckfeld p in der L%~ bezie-
hungsweise H' Norm. Die Graphen in den beiden unteren Reihen geben die zugehérigen
Fehlerordnungen an. Die orangefarbene Linie bezieht sich auf die residuale Stabilisierung
auf dem Level-5—-Gitter. Die restlichen Kurven sind Resultate der CIP-Methode. Fiir die
schwarze, rote, griine, blaue Linie wurde der Reihe nach auf Level 2,3,4,5 gerechnet.
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Abbildung C.2: Die Abbildung zeigt

zweiter Ordnung.

das gleiche wie Abbildung nur fiir Elemente
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Abbildung C.3: Die Abbildung zeigt das gleiche wie Abbildung nur fiir Elemente
dritter Ordnung.
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Anhang D

Einfluss der Viskositat

Bei den Rechnungen zur OseenGleichung in Kapitel llist die Viskositit stets auf v = 1076
fixiert. Hier priifen wir den Einfluss der Viskositét, wobei nur Finite-Elemente auf Qua-
dratgittern betrachtet werden. Wie in weiteren Tests untersucht worden ist, erhélt man fir
Finite-Elemente auf Dreiecksgittern qualitativ &hnliche Resultate.

Zunéchst betrachten wir exemplarisch das sincos—Beispiel fiir Finite-Elemente zweiter Ord-
nung auf dem Level-5-Quadratgitter. Fiir v = 107% wurden die aus der Analysis voraus-
gesagten Konvergenzraten durch beide Stabilisierungsverfahren in einem relativ grofsen
7-Intervall erreicht. Abbildung [D1] zeigt die Fehler und Fehlerordnungen neben v = 1076
nun auch fiir v = 107!2 und v = 1. Verringert man die Viskositit von 1076 auf 10712, so
dndern sich die Ergebnisse beider Stabilisierungsverfahren kaum. Erhoht man hingegen die
Viskositéit auf 1 treten die folgenden Verdnderungen auf:

Die Fehler im Geschwindigkeitsfeld behalten ihren Wert bei optimaler Wahl von 7 bei der
CIP-Methode bei, wihrend sie bei der residualen Stabilisierung geringfiigig abnehmen. Das
7-Intervall in dem die Geschwindigkeitsfehler annahernd optimal sind, wéchst fiir beide
Stabilisierungsverfahren deutlich. Auch die Konvergenzordnungen der Geschwindigkeits-
fehler verbessern sich. Im Druckfeld ist der Trend hingegen umgekehrt. Hier wachsen die
Fehler beider Verfahren. Die Fehler im Druckfeld sind fiir die CIP-Methode iiber das ge-
samte dargestellte 7—Intervall kleiner als diejenigen der residualen Stabilisierung. Zudem
sind die Konvergenzordnungen der Druckfehler besser fiir die CIP-Methode. Letztere ist
also fiir ¥ = 1 der residualen Stabilisierung klar vorzuziehen.

Weiterhin beobachtet man fiir v = 1 eine Abnahme der Konvergenzordnungen im Druck-
feld. Dieses Verhalten wollen wir nun mit den Voraussagen der Fehleranalsyis vergleichen.
Da die Rechnungen auf dem Level-5-Gitter mit einer Gitterweite h = 0.5° durchge-
fiihrt werden, ergibt sich fiir ¥ = 1 und die Vorgaben des sincos—Beispiels die Relation
v > h||b]| e (q)- Demnach liegt hier der diffusions-dominante Fall vor. Fiir den diffusions—
dominanten Fall werden durch die Fehlerabschéatzungen (B30) und (B62) fiir beide Stabili-
sierungsverfahren eine Fehlerordnung von A" im L%~ und im H' Fehler der Geschwindigkeit
sowie im L? Fehler des Druckfeldes vorausgesagt. r ist hierbei die Elementordnung. Daher
sollten die Fehlerordnungen im vorliegenden Fall zumindest zweiter Ordnung in der Git-
terweite h sein. Die CIP-Methode erreicht diese Ordnungen fast {iberall in der Abbildung.
Nur die Konvergenzrate des L2 Druckfehlers wird fiir kleine 7 knapp verfehlt. Die residuale
Stabilisierung verfehlt die Rate im Druckfehler hingegen im Grofsteil der Abbildung um
etwa 0.3.

Rechnungen mit verschiedenen Viskositéten sind auch fiir das polynomiale Beispiel durch-
gefiihrt worden. Abbildung zeigt hierzu beispielhaft die Ergebnisse der CIP-Methode
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fiir Elemente zweiter Ordnung auf dem Level-5—-Quadratgitter. Das Verhalten auf dem
Dreiecksgitter beziehungsweise das Verhalten der residualen Stabilisierung sind qualitativ
gleich und werden daher nicht gezeigt. Fiir die Viskositit v = 107 sind die Fehler im
Geschwindigkeitsfeld noch grofer als bei den Rechnungen aus dem letzten Abschnitt mit
v = 107%. AuRerdem sind die Fehlerordnungen der Geschwindigkeit weiter geschrumpft.
Vergrofert man hingegen die Viskositéit von v = 1076 auf 1074, so nehmen die Fehler im
Geschwindigkeitsfeld ab und die aus der Theorie vorausgesagten Fehlerordnungen werden
in einem deutlich grofseren 7—Intervall angenommen. Fiir eine Viskositat von v = 1 verbes-
sern sich die Fehlerwerte und Fehlerordnungen im Geschwindigkeitsfeld weiter. Die durch
die Theorie vorausgesagten Konvergenzraten werden nun im ganzen dargestellten Bereich
erreicht. Bemerkenswert ist aber, dass die Fehlerwerte im Druckfeld gestiegen sind.

Auch wenn nicht dargestellt, sind obige Rechnungen auch fiir das polynomiale Beispiel mit
Finite-Elementen erster Ordnung durchgefiihrt worden. Im letzten Abschnitt hatten wir
gesehen, dass die Wahl 7 = 1 hier im Vergleich zu einer optimalen Wahl von 7 zu deutlich
groferen Fehlerwerten gefiihrt hat. Erhoht man die Viskositdt, so werden die Fehler im
Geschwindigkeitsfeld bei jeweils optimaler Wahl von 7 zwar nicht kleiner, der Bereich
beinahe optimaler 7 dehnt sich jedoch aus. Spétestens bei v = 1 hat sich dieser Bereich
soweit ausgedehnt, dass auch 7 = 1 dazu gezdhlt werden kann.
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Abbildung D.1: Fehler und Fehlerordnungen der Stabilisierungsverfahren fiir das sincos—
Beispiel ([I8) und Finite-Elemente zweiter Ordnung auf dem Level-5-Quadratgitter. Die
Daten fiir die CIP-Methode sind die blauen Kurven mit einer Viskositit v von 1076, die
schwarzen mit » = 107'2 und die dunkelgriinen mit » = 1. Die Daten der residualen
Stabilisierung sind die orangefarbenen Kurven mit v = 107, die roten mit v = 1072 und
die magentafarbenen mit v = 1.
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Abbildung D.2: Fehler und Fehlerordnungen der Stabilisierungsverfahren fiir das polyno-
miale Beispiel (9) und Finite-Elemente zweiter Ordnung auf dem Level-5—Quadratgitter.
Die Daten fiir die CIP-Methode sind die blauen Kurven mit einer Viskositéit v von 1076,
die schwarzen mit v = 10~* und die dunkelgriinen mit » = 1. Die Daten der residualen
Stabilisierung sind die orangefarbenen Kurven mit v = 1079, die roten mit v = 10~* und
die magentafarbenen mit v = 1.
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Wie oben beschrieben, wachsen bei beiden Stabilisierungsverfahren die Fehler im Druck-
feld, wiahrend die Fehler im Geschwindigkeitsfeld etwa gleich bleiben, wenn bei dem sincos—
Beispiel die Viskositdt von v = 1076 auf v = 1 erhdht wird. Demnach sind hier die Sta-
bilisierungsverfahren im diffusions—dominanten Fall weniger geeignet als im konvektions—
dominanten. Die Frage kommt daher auf, ob die Stabilisierungsverfahren im diffusions—
dominanten Fall iiberhaupt noch benutzt werden sollten. Wie die Abbildung exempla-
risch fiir das sincos—Beispiel zeigt, gibt es eine alternative Methode, welche beiden Stabi-
lisierungsverfahren fiir ausreichend kleine v iiberlegen zu sein scheint. Die blauen Linien
beziehen sich dort auf die CIP-Methode, die orangefarbenen auf die residuale Stabilisie-
rung. Gerechnet wir fiir beide Verfahren mit Elementen zweiter Ordnung auf dem Level-
5—Quadratgitter. Die schwarze Linie zeigt fiir dasselbe Gitter zum Vergleich die Taylor—
Hood-Elemente mit einem Geschwindigkeitsraum der Ordnung 2 und einem Druckraum
der Ordnung 1. Auf eine Stabilisierung wird bei der Taylor—-Hood Methode verzichtet. Dies
sollte zumindest im diffusions—dominanten Fall sinnvoll sein, da die Taylor-Hood Methode
gemal Kapitel § der diskreten Babuska—Brezzi—Bedingung geniigt. Aufgetragen werden in
der Abbildung die Fehler und Fehlerordnungen gegen die Viskositéat. Der Parameter 7 der
CIP-Methode wird konstant gleich 1 gehalten, derjenige der residualen Stabilisierung kon-
stant gleich 0.1. Gemaf weiteren Tests ist diese Wahl bei beiden Verfahren fiir Viskositédten
v > 100 optimal.

Trotz der optimalen Wahl fiir des Stabilisierungsparameters werden die Fehler der Stabili-
sierungsverfahren im Druckfeld oberhalb einer Viskositiat von etwa 1 grofer als die Fehler
der Taylor-Hood Methode, wihrend die Fehler im Geschwindigkeitsfeld fiir alle Verfahren
oberhalb von v = 0.01 gleich sind. Ein dhnliches Verhalten hat sich auch fiir das polyno-
miale Beispiel gezeigt. So sind die Fehler der Taylor—-Hood Methode hier etwa oberhalb
v = 10 kleiner als diejenigen der Stabilisierungsverfahren zweiter Ordnung, wihrend die
Fehler im Geschwindigkeitsfeld aller Verfahren etwa gleich sind. Ferner ist der numerische
Aufwand der Taylor—-Hood Methode geringer, da weniger Terme assembliert werden miis-
sen und die Systemmatrix eine kleinere Anzahl von Null verschiedener Eintrége besitzt.
Die Taylor-Hood Methode ist also fiir ausreichend grofse Viskositédten den Stabilisierung-
verfahren {iberlegen. Weitere numerische Tests sollten zeigen, dass diese Tatsache auch
giiltig bleibt, wenn die Stabilisierungsparameter nicht auf einen gemeinsamen Wert fixiert
werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde dies jedoch nicht systematisch iiberpriift.

Abbildung zeigt ferner, dass im konvektions—dominanten Fall eine Stabilisierung beno-
tigt wird. In allen Fehlerwerten sind die Stabilisierungsverfahren fiir v < 0.01 der Taylor—
Hood Methode iiberlegen. Besonders deutlich erkennt man den Einfluss der Stabilisierung
in den Geschwindigkeitsfehlern: Die Fehler der Stabilisierungsverfahren bleiben entweder
konstant oder wachsen wenig mit kleiner werdender Viskositdt, wahrend die Fehler der
Taylor-Hood Methode deutlich ansteigenﬂ

Gemék Abbildung [D4] gilt oben beschriebenes Verhalten auch fiir Finite-Elemente hoherer
Ordnung. Gerechnet wird hier auf dem Level-4-Quadratgitter. Bei den Stabilisierungsver-
fahren werden Finite-Elementen dritter Ordnung benutzt, bei der Taylor-Hood Methode
hingegen Finite-Elemente dritter Ordnung fiir die Geschwindigkeit und Elemente zweiter
Ordnung fiir das Druckfeld. Die Stabilisierungsparameter werden jeweils wieder so gewéhlt,
dass sie fiir v > 100 beinahe optimal sind. Bei der CIP-Methode ist die entsprechende Wahl
7 = 1, bei der residualen Stabilisierung 7 = 0.056. Fiir eine Viskositdt grofier als etwa 1 ist
die Taylor-Hood Methode vorzuziehen, andernfalls verdienen die Stabilisierungsverfahren
den Vorzug.

1W&hlt man den Stabilisierungsparameter der residualen Stabilisierung bei groferen Viskositéiten opti-
mal, so bleiben die Fehler im dargestellten Bereich sogar konstant.
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Abbildung D.3: Fehler und Fehlerordnungen fiir das sincos—Beispiel im Auftrag gegen 1/v.
Die schwarze Kurve gibt die Ergebnisse der Taylor-Hood Methode an. Gerechnet wird hier
mit Elementen zweiter Ordnung im Geschwindigkeitsraum und Elementen erster Ordnung
im Druckraum. Die blauen beziehungsweise die orangefarbenen Kurven beziehen sich auf
CIP-Methode beziehungsweise auf die residuale Stabilisierung, wobei jeweils mit Elemen-
ten zweiter Ordnung gerechnet wird. Fiir weitere Details sieche Text.
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Abbildung D.4: Fehler und Fehlerordnungen fiir das sincos—Beispiel im Auftrag gegen 1/v.
Die schwarze Kurve gibt die Ergebnisse der Taylor—-Hood Methode an. Gerechnet wird hier
mit Elementen dritter Ordnung im Geschwindigkeitsraum und Elementen zweiter Ordnung
im Druckraum. Die blauen beziehungsweise die orangefarbenen Kurven beziehen sich auf
CIP-Methode beziehungsweise auf die residuale Stabilisierung, wobei jeweils mit Elemen-
ten dritter Ordnung gerechnet wird. Fiir weitere Details siche Text.
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