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1 Einleitung

Mit der enorme Entwicklung in der numerischen Mathematik, sowie im Bereich
der Prozessoren und Computer, in den letzten Jahren spielt die praktische Un-
terstiitzung der Industrie durch die Mathematik eine immer grofere Rolle. Bei
der Entwicklung neuer effizienterer Prozesse und Verfahren, z.B. in der pharma-
zeutischen Industrie, konnen Simulationen einen erheblichen Teil zur korrekten
Arbeitsweise und Optimierung der Systeme beitragen. Nunmehr sind Ziele und
Kapazititen gegeben, die es notwendig machen, die Finite-Elemente-Methode
und deren Umsetzung im Programmpaket MooNMD der Universitidt Magdeburg
auf den dreidimensionalen Fall auszuweiten. Aufbauend auf den Grundlagen der
Arbeitsgruppe von Prof. Tobiska am Institut fiir Analysis und Numerik der Otto-
von-Guericke-Universitdt Magdeburg befaft sich diese Arbeit mit einem Teil der
Implementierungen fiir die Finite-Elemente-Methode im Dreidimensionalen - ge-
nauer der Referenztransformationen bei Verwendung einer Diskretisierung mit-
tels Tetraedern, kantenparallelen und beliebigen Hexaedern, sowie der Upwind-
Stabilisierung.

In der vorliegenden Arbeit wird die numerische Losung von Gleichungen des
Konvektions-Diffusions-Typs, welche bei vielen physikalischen Problemen auftre-
ten, behandelt. Da die Losung solcher Differentialgleichungen auf dem analyti-
schen Weg im allgemeinen Fall sehr aufwendig und unter Umstédnden sogar un-
moglich ist, wird die Verwendung von numerischen Verfahren unumggnglich. Ein
weit, verbreiteter Ansatz ist die Methode der Finiten Elemente. Die ausfiihrlichen
theoretischen Betrachtungen zur Diskretisierung des Ausgangsproblems und zur
Erzeugung des endlichdimensionalen Problems (Steifigkeitsmatrix und diskrete
rechte Seite) bilden die Grundlage der praktischen Umsetzung.

Nach diesen einleitenden Worten baut sich die Arbeit in der folgenden Struktur
auf. Das zweite Kapitel befakt sich genauer mit der Klasse der Konvektions-
Diffusions-Probleme. Es wird naher auf den Aufbau und die Besonderheiten ei-
nes solchen Gleichungstyps eingegangen und einige Bedingungen an die Koeffi-
zienten erldutert. Ausgehend von der schwachen Formulierung dieses Problems
wird die Standard-Galerkin-Diskretisierung hergeleitet. Da bei dominanter Kon-
vektion die Finite-Elemente-Methode Instabilitdten aufweist, wird im Anschlufs
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auf zwei weitere Diskretisierungen eingegangen. Ein erstes Verfahren zur Verbes-
serung dieser Probleme ist die Stromlinien-Diffusions-Methode, kurz: SDFEM,
welche im Verlauf des Kapitels hergeleitet wird. Dieses Herangehen liefert gu-
te globale Stabilitdtseigenschaften, verbunden mit einer hohen Genauigkeit. Bei
der Herleitung der Upwind-Diskretisierung wird deshalb der Diskretisierung des
konvektiven Terms eine gesonderte Betrachtung zu Teil kommen, um so grofse
Ostzillationen in Grenzschichten der berechneten Losung zu unterbinden. Fiir alle
drei Diskretisierungen werden im Verlauf des Kapitels Konvergenzaussagen fiir
den verwendeten Gleichungstyp getroffen.

Vor dem Hintergrund der Implementierung der Referenztransformationen bei
Hexaedern und Tetraedern, wird im dritten Kapitel die Finite-Elemente-Methode
im Dreidimensionalen besprochen. Es wird speziell auf die Erzeugung des aus der
Diskretisierung entstehenden Gleichungssystems eingegangen. Die hieraus her-
geleiteten Daten der Referenztransformation fiir die angesprochenen drei Fille
bilden die Grundlage der Implementierung in das Programmpaket MooNMD.

Die Programmierung der Referenztransformationen und des Upwind-Verfahrens
bildet die Basis des Kapitels vier. Es werden die zur Umsetzung notwendigen
Variablen und Objektklassen beschrieben. An einem einfachen Beispiel wird der
Zusammenhang zwischen der Theorie des dritten Kapitels und der Implementie-
rung aufgezeigt.

Im fiinften Kapitel sind die numerischen Tests zusammengefafst. Dieser Abschnitt
wird eingeleitet mit der Definition der verwendeten (konformen und nichtkonfor-
men) Finite-Elemente-Riume und fortgesetzt mit Aussagen zur Gittergenerie-
rung, Bemerkungen zur Komplexitit der entstehenden Systeme, einer Einfiih-
rung der verwendeten Normen, sowie den Parametern der Testrechnungen. Fiir
die Rechnungen wurden zuerst zwei akademische Testbeispiele betrachtet. Da die
exakten Losungen bekannt sind, konnen die auftretenden Fehler bestimmt und
mit der Theorie abgeglichen werden. Anhand dieser Beispiele wird ebenfalls der
Stabilisierungseffekt der Upwind-Diskretisierung verdeutlicht.

Den Abschluft dieser Arbeit bildet ein Beispiel aus der Praxis. Anhand der nume-
rischen Berechnungen zu einem Spezialfall chromatographischer Prozesse werden
die theoretischen Uberlegungen nochmals untermauert, sowie auf weitere Beson-
derheiten hingewiesen.
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2.1 Skalare Konvektions-Diffusions-Gleichungen

Skalare Konvektions-Diffusions-Gleichungen beschreiben den Transport einer ska-
laren Grofe. Gleichungen dieser Form treten oft in der Stromungsmechanik auf.
Beispiele dafiir sind:

e die Berechnung der Temperatur in einer Strémung
e die Gleichungen der Konzentration von Pollutanten in Fluiden

e die Momentengleichung in den Navier-Stokes-Gleichungen

Man unterscheidet dabei zwei Arten des Transportes, den diffusiven und den kon-
vektiven. Der diffusive Transport beschreibt die eigenstindige Vermischung von
Fliissigkeiten und Gasen auf Basis der Brown’schen Bewegung und wird mit Hilfe
der zweiten Ableitungen (Laplace-Operator) beschrieben. Der konvektive Trans-
port entspricht dem Transport aufgrund bewegter Matierie und wird durch die
ersten Ableitungen (Gradient) definiert. Dominiert der konvektive Transport, so
entstehen im allgemeinen Grenzschichten, d.h. Bereiche, in denen sich die Lésung
extrem schnell mit kleiner werdendem Parameter v dndert. Standardformulierun-
gen von diskreten Formulierungen erweisen sich als instabil. Dieses sind Effekte,
die auch bei Navier-Stokes-Gleichungen auftreten. Nach Meinung von Grofsmann
und Roos [GR94] wurde die Untersuchung von Navier-Stokes-Gleichungen mit
grofsen Reynoldszahlen in den ersten Arbeiten zur Numerik singular gestorter
Differentialgleichungen auch stets als Anlal genannt, Probleme der Form (2.1)
im Fall v < 1 zu untersuchen. Grundlage fiir diese Argumentation: Die ana-
lytische Untersuchung und die numerische Lésung von Konvektions-Diffusions-
Gleichungen ist oft wesentlich einfacher als die der Navier-Stokes-Gleichungen —
es ist jedoch moglich, eine Reihe von analytischen als auch numerischen Metho-
den fiir Konvektions-Diffusions-Gleichungen auf die Navier-Stokes-Gleichungen
zu iibertragen.
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In dieser Arbeit betrachten wir Konvektions-Diffusions-Gleichungen der Gestalt

—vAu+b-Vu+cu = f inQ (2.1)
u = ¢ aufof) '
Hierbei ist Q C IR? ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand 0. Die Funktion
v € L®(Q) ist beschrinkt und positiv

v(z) > vy >0 Vo € Q.

Fiir die anderen Koeffizienten von (2.1) treffen wir folgende Voraussetzungen:
be (C'D)" ce L®(Q), f € H ' (Q),g € H(59).

Der erste Summand der ersten Gleichung in (2.1) wird Diffusionsterm genannt,
der zweite Konvektionsterm und der dritte Reaktionsterm. Ist

[0 1< 1b(a) e 1= mavx {mae | (o) [

so spricht man von singuldr gestorten Problemen, da die Losung u(., ) des Pro-
blems (2.1) fiir v — 0 im allgemeinen nicht iiberall gegen die Losung konvergiert,
die man erhélt, wenn im Ausgangsproblem v = 0 gesetzt wird.

Ist b= 0 und ¢ = 0, so ergibt sich der Spezialfall der Poisson—-Gleichung. Nahere
Angaben zu diesem Gleichungstyp werden im Kapitel zu den numerischen Tests
gemacht.

2.2 Diskretisierung

Die Besonderheiten bei der Diskretisierung von Konvektions-Diffusions-Gleichun-
gen riihren daher, daf der stabilisierende Term —vAw der Diskretisierung fiir
v — 0 immer mehr an Einflufl verliert. Zudem stellt die v-Abhéngigkeit der
exakten Losung weitere Probleme, da der Konsistenzfehler bei Standard-Differen-
zenverfahren und der Approximationsfehler bei Standard-Finite-Elementen fiir
v — 0 bei fester (beliebig kleiner) Schrittweite unbeschréinkt wéchst.

2.2.1 Schwache Formulierung

Wir multiplizieren die erste Gleichung des Problems (2.1) mit

veV:=HyQ) ={veLQ): Vv e L Q),v=0 auf 90}
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und integrieren iiber €.

/(—Z/Au+b-Vu+cu)v dx:/fv dx
0 0

Nach partieller Integration ergibt sich unter Nutzung der Greenschen Formel
ou
/Z/VU-VU d:c—/ua—v ds+/(b-Vu+cu)v d:r:/fv dx,
Q s " Q Q

so daf das zugehorige Variationsproblem durch

Finde v € V + g mit

/UVU -Vu dx + /(b -Vu+cu)v de = /fv de YveV (2.2)
0 0 0
u = g auf 0

gegeben ist. Das Problem (2.2) ikt sich dann als schwache Formulierung mit
konvektiver Form des Konvektionstermes schreiben:

Finde v € V + g mit

a(u,v) + b(u,v) + c(u,v) = (f,v) YweV (2.3)
u g auf 0€.

Hierbei bezeichnet (.,.) das Skalarprodukt in L?(€2), gegeben durch

(u,v) = /uv dx.

Q

Die Bilinearformen sind als
a(u,v) = (vVu, Vo), b(u,v) = (b- Vu,v), c(u,v) = (cu,v)

definiert.
Grofmann und Roos [GR94] beweisen unter der Voraussetzung v € H; () den

Satz 2.1 Es seiu € H'(Q), uly = g eine Lisung der Variationsgleichung (2.2)
und es gelte u € C*(QY). Dann lost u auch das Randwertproblem (2.1).
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Auf Grundlage von Satz 2.1 bezeichnet man Randbedingungen von Dirichlet-Art
als sogenannte wesentliche Bedingungen. Die Erfiillung der Randbedingun-
gen leitet sich direkt aus der Formulierung der Variationsgleichung (2.2) ab, so
dak die Einhaltung dieser Randbedingungen nicht zusétzlich im Ansatz gefordert
werden muR, sondern durch den Ubergang vom Randwert— zum Variationspro-
blem automatisch gesichert ist. Andere Randbedingungen, wie z.B. Neumann-
Randbedingungen, die als natirliche Randbedingungen bei der Variationsfor-
mulierung ,abfallen®, gehen nicht explizit in die Formulierung ein und werden nur
approximativ erfiillt (vgl. Hackbusch, §7 [Hac86]).

2.2.2 Standard-Galerkin-Diskretisierung

Bei der Standard-Galerkin-Diskretisierung ersetzt man in der schwachen Formu-
lierung (2.3) den Raum V' durch einen endlichdimensionalen Raum V.

Finde u;, € V}, + g, mit

a(up, vp) + blup, vp) + clup,vp) = (f,on) Yo, €V (2.4)
u, = g auf 0€).

Bemerkung: Zu denkbaren Riumen V), speziell fiir die FEM im Dreidimen-
sionalen, wird in der Einfiihrung zum Kapitel {iber die numerischen Tests
genauer Stellung genommen.

Wir withlen eine Basis {v}};—;. nx in V3, wobei N die Dimension des Raumes V},
ist. Da u;, € V}, gilt, gibt es eine Darstellung der Form

N
up =Y ujvi. (2.5)
7=1

Die Gleichung (2.4) ist genau dann fiir alle v, € V}, erfiillt, wenn sie fiir alle
Basisfunktionen gilt. Aufgrund der Integraleigenschaften (Bilinearform) erhélt
man mit Darstellung (2.5) von uy, fiir jede Basisfunktion v} die Gleichung

N
Zuj/qu,J1 Vo) + (b A —i—cvh v, drv /fvh dz. (2.6)
=1 q

Unter Beriicksichtigung der Dirichlet-Randbedingung in (2.1) liefert diese Bezie-
hung die i-te Gleichung eines Gleichungssystems

(- (4
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A= ((ay)),ai; = /quf; -V + (b - Vol + cvi) vi dx
0

T
1 Uy fi

v=| 0| u=| s f=] | mis fi= [ fe de
1 un In @

Die Losung des Systems (2.7) ergibt die Koeffizienten der Linearkombination (2.5)
und damit die diskrete Losung uy,.

Sei mit v die Konstante der Ungleichung a(u,u) > ~ || u ||?- aus der Eigenschaft
der V-Elliptizitat und M iiber die Beziehung |a(u,v)| < M || u ||v|| v ||v definiert.
Als Aussage zur Konvergenz des Galerkin-Verfahrens im Spezialfall der Poisson-
Gleichung, bei b = (0,0,0)” und ¢ = 0, gilt der auch hiufig in der Literatur als
Lemma von Cea bezeichnete

Satz 2.2 Es sei a(.,.) eine stetige, V-elliptische Bilinearform. Dann sind fir
jedes f € V* die Aufgaben (2.3) bzw. (2.4) eindeutig l6sbar. Fir die zugehdrigen
Lisungen u € V' bzw. uy € Vy, gilt die Abschdtzung

M
— < — i — . .
= < 2 ing =y (28)

Werden die Teilrdume V}, C V so gewihlt, dal sie asymptotisch dicht in V' liegen,
d.h. jedes Element z € V' 1dft sich beliebig gut durch Elemente v € V), fiir hinrei-
chendes kleines A > 0 approximieren, so spricht man, basierend auf der Ungleich-
heit (2.8), von der Quasi-Optimalitéit des Verfahrens (2.4) zur ndherungsweisen
Behandlung der Variationsgleichung (2.2), vgl. [GR94].

Wir stellen als Grundlage fiir die folgenden Sitze weitere Bedingungen an die
Diskretisierungsparameter; definieren hierzu durch p*(K) die Klasse der Finiten
Elemente mit V;, € H**'(Q), px = sup{diam(S) : S Kugel innerhalb von K},

hx = diam(K).

(H1): Eine Familie von Zerlegungen 7, ist regulir, wenn eine Konstante o exi-

stiert, so dafs

h
L <o VYKeJTh
PK h

(H2): Alle Finiten Elemente (K, Pk, Yk) sind affin-dquivalent zu einem Refe-
renzelement (K, P,Y).

(H3): Alle Finiten Elemente (K, Px,Yr), K € | J T liegen in der Klasse p°.
h
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Unter diesen Voraussetzungen beweisen Ciarlet und Lions [CL93| die Fehlerab-
schitzung (2.9), (2.10) fiir die Verwendung der Galerkin-Diskretisierung.

Satz 2.3 Zusdatzlich zur Giltigkeit von (H1), (H2) und (H3) nehmen wir die
Ezistenz einer Konstanten k> 1 an, so daf$ folgende Beziehungen gelten

P,(K)c Pc H(K) H''(K)<— ¢*(K).

Hierbei entspricht s der mazimalen Ordnung der partiellen Ableitungen bzgl. der
Definition von 3.

Ist uw € V die Losung des Variationsproblem (2.2), so ist diese auch Element des
Raumes H*'(Q). Es existiert eine Konstante C, unabhingig von h, mit

lu = unllio < ChF[ulki 0, (2.9)

wobet up, € V), die diskrete Losung ist.

Satz 2.4 FEs gelten die Bedingungen (H1), (H2) und (H3). Desweiteren sei s = 0,
n < 3 und u € H**'(Q). Existiert eine Konstante k > 1 mit

P(K) c P c HY(K),

so ist das Problem (2.4) requldr. Fir die diskrete Losung u, € V}, gilt dann die
Fehlerabschdtzung
||U — Uh“g@ S C’hk+1|u|k+1,9. (210)

Fiir konvektionsdominante Probleme, v <|| b ||, stellt sich allerdings heraus,
dafs die Losung u, mit Hilfe der Diskretisierung (2.6) sehr grofe Oszillationen
besitzt. Sie ist nicht gleichméafig bzgl. v, d.h. fiir v — 0 divergiert die Norm des
Fehlers mit || u—u" ||y — oo; siehe [RST96], S.63. Die berechnete Losung hat mit
der Losung u nichts zu tun. wuy ist somit unbrauchbar. Wir bendtigen stabilere
Diskretisierungen, welche in den beiden folgenden Abschnitten erldutert werden
sollen.

2.2.3 Stromlinien-Diffusion FEM (SDFEM)

Die Stromlinien-Diffusions Methode wurde erstmals von Hughes und Brooks
[HB79| fiir die numerische Losung von konvektionsdominanten Konvektions-Diffu-
sions-Gleichungen eingefiihrt. Inzwischen findet man in der Literatur auch Inter-
pretationen als Petrov-Galerkin-Verfahren bzw. die Bezeichnungen streamline up-
wind Petrov-Galerkin-Verfahren (SUPG Verfahren). Die SDFEM kombiniert gute

10
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globale Stabilititseigenschaften mit einer hohen Genauigkeit auf Teilgebieten, die
Grenzschichten ausschliefsen. Die Stabilisierung erfolgt bei dieser Methode durch
eine geeignete Wahl der Testfunktionen.

Ausgehend von der schwachen Formulierung (2.3) der Konvektions-Diffusions-
Gleichung und hinreichend glattem b, ¢ und f,

1
c— idiv(b) > o > 0, (2.11)

betrachten wir eine Zerlegung 7, vom Gebiet 2. Mit K € 7T}, bezeichnen wir eine
Gitterzelle dieser Zerlegung. Es sei V;, C V' ein konformer Finite-Elemente-Raum,
der sich aus stiickweise polynomialen Funktionen vom Grad k zusammensetzt,
d.h.

Vii={v €V : w|x € Pe(K) fiir alle K € T} .

Desweiteren nehmen wir an, daf Gitter sei quasiuniform und v € H**'(K) mit
k > 1. Unter Nutzung einer Abschéitzung fiir den Interpolationsfehler und der
Norméquivalenz in endlichdimensionalen Rdumen findet man in [RST96] die Giil-
tigkeit der lokalen inversen Ungleichung

|| Avh ||0,K§ ,U,im,h,lzl | Up, |1,K ‘v’vh € Vh (212)

mit der von K und h unabhéangigen Konstanten fi,,,.

Im Gegensatz zur Idee der Standard-Galerkin-Diskretisierung, welche die stetigen
Riaume durch diskrete Rdume und die stetigen Bilinearformen durch diskrete
Bilinearformen ersetzt, testet die SDFEM auf K zusétzlich mit dem Term b - V.
Unter Annahme der Regularitét der Losung u von (2.3) kénnen wir im Fall von

—vAu+b-Vu+cu=f in L[*K)VK
schlufsfolgern, daf u der Gleichheit
an(u,vp) = fu(vn)  Yop € Vi, (2.13)

geniigt. Wir definieren dazu

ap(w,v) = v(Vw,Vv)+ (b Vw,v) + (cw,v)
+ Y dk(—vAw+b-Vw+ cw,b- Vo)g
KeTh
fh(v) = (fav)+ Z 5K(f,bv7))[(,
KeTy,

wobei (.,.)x das Skalarprodukt in L?*(K) reprisentiert. Die vom Anwender ge-
wihlte Konstante dx wird als SD-Parameter bezeichnet. Da im allgemeinen
Auy & L*(Q), jedoch Auy, € L*(K) fiir jede Zelle K gilt, berechnen wir Auwy,

11
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elementweise.
Somit kénnen wir die SDFEM wie folgt definieren:

Finde u, € V},, so dak fiir alle v, € V), gilt

(2.14)
an(un, vn) = fa(va).
Zusammen mit Gleichheit (2.13) erhalten wir aus (2.14) fiir u € H*(Q)
ah(u — uh,vh) =0 Vvh € Vh. (215)

Diese Orthogonalititsbeziehung ist die Projektionseigenschaft der SDFEM; ei-
ne Finite-Elemente-Methode, die dieser Eigenschaft geniigt, bezeichnet man als
konsistent.

Zur Messung des Fehlers und der Stabilitdt verwenden wir eine Norm, welche sich
auf die diskrete Bilinearform a;, bezieht:

2
Ivlllsp = (V|v|f+ > Ok 1b- Vo [[§x +eo || v ||3,K) :

KeTh

Um Aussagen iiber die Stabilitdt und die Konvergenzeigenschaften zu geben,
miissen die benotigten Konstanten cg, ¢q auf Q der Bedingungen (2.11) geniigen.

Cx = Max le(x)| fiir jedes K € T,

Die Stabilitatseigenschaften der SDFEM sind dann Folge von Lemma 2.5, welches
bei Roos, Stynes und Tobiska [RST96| nachzulesen ist.

Lemma 2.5 Der SD-Parameter 6k gentige fiir jedes K € Ty,
1 h?
0 < dr < —min (C—;,—§>
2 Crk Viiny

Dann ist die diskrete Bilinearform koerzitiv, d.h.

1
an(vn, vn) > =|lloalllép Y, € Vi,

Aus theoretischen Uberlegungen zur Elliptizitiit des Problems (2.14) und zur op-
timalen a-priori Fehlerabschétzung ergibt sich nach [RST96]| eine geeignete Wahl
des SD-Parameter von

dohkx fir || b|lco,x hx > 2v (konvektionsdominant)

0k = (2.16)

61h?
K fiir || b ||sox hx < 2v  (diffusionsdominant),
v

12
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wobei hg der Durchmesser von Gitterzelle K und 4y, d; festzulegende positive
Konstanten sind.

Satz 2.6 Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.5 erfillt und der SD-Parameter
wie in (2.16) gegeben. Dann geniigt die Losung uy, der SDFEM der globalen Feh-
lerabschdtzung

lw = ualllsp < € (v2 + h#) H¥{ulisn.

Bemerkung: Im konvektionsdominanten Fall zeigen Roos, Stynes und Tobiska
[RST96|, dak der L?>~Fehler der Ableitung in Stromlinienrichtung optimal,
jedoch die Schranke von || u — uy ||o eine halbe Ordnung geringer als das
Optimum ist.

2.2.4 Upwind-Diskretisierung

Ein Grund fiir grofe Oszillationen innerhalb von Grenzschichten der berechneten
Losung bei Verwendung der Standard-Galerkin-Diskretisierung und dominanter
Konvektion ist die Existenz einer vorherrschenden Richtung, in der Informationen
iiber die Losung transportiert werden. Diesem Fall sollte bei der Diskretisierung
des konvektiven Terms eine gesonderte Betrachtung zu Teil werden.

3D

AR
_—

R

Abbildung 2.1: Konstruktion des d-dimensionalen Simplex Sk

Hierzu wollen wir die Upwind-Diskretisierung fiir nichtkonforme Finite Elemente
betrachten, welche erstmals durch Ohmori/Ushijima [OU84| fiir nichtkonforme
P,—Elemente und skalare Konvektions-Diffusions-Gleichungen im Jahre 1984 ver-
offentlicht wurde. Diese Technik basiert auf der Zerlegung des Gebietes €2 in so-
genannte duale Gebiete R;. Bezeichne I'; die Seitenflichen, C'x den Schwerpunkt
des Elementes K und Sk, den d-dimensionalen Simplex in K, welcher durch die
Fliachen T'; und den zusétzlichen Knoten Cj aufgespannt wird (siehe Abbildung
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2 Problemklasse und Diskretisierung

2.1). Mit A; sei die Menge aller Indizes k # [ bezeichnet, fiir welche die Knoten
By, und B; zu einem gemeinsamen Element gehoren. Fiir diesen Fall definieren
wir Iy == 0Sk,; N 0Sky als die gemeinsame (d — 1)-dimensionale Fliche von
Sk, und Sk . Fiir innere Flachen I'; existieren zwei Elemente K und K’ mit
I} = 0K N 0K’ (vergleiche Abbildung 2.2), fiir welche wir das duale Gebiet R,
als R; := Sk, U Sk, definieren. Im Fall einer Randfliche I'; C 0K N 0 setzen
wir R := Sk,

Abbildung 2.2: Konstruktion der dualen Gebiete R,

Wir fithren den Lumping-Operator L, ein, welcher eine gegebene Funktion
v €V}, auf eine stiickweise konstante Funktion L,v durch die Vorschrift

(L) (z) :==v(B,) Vze€R, (2.17)

transformiert.

Um Informationen iiber die Konvektionsrichtung einfach nutzen zu koénnen, wird
der konvektive Term mit Hilfe des Operators L, durch ein Integral iiber die
Réander der dualen Gebiete approximiert.

(b-Vu,v) = ;(b - Vu,v)g,

= [V W)y, — (Vb))

l

zl; (V- (ub), Lyv) g, = (V - b, Li(uv)) p |

= > o(B) (V- (ub),1)r, — u(B)(V -b,1)g,)

= > > ((ub -, Dy, — w(Bi) (b nig, Dry,) v(Br)

I kel

= > > (b u—u(Br))r,v(B) (2.18)

I kel

Q

Hierbei bezeichnet ny, den duferen Normalvektor auf I'y; in Bezug auf Ry, (., .)r,,
das Skalarprodukt in L?(T;,) und die Notation V- (ub) die Divergenz des Vektors
ub, definiert durch

J=1
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2.2 Diskretisierung

Die Upwind-Idee besteht darin, die Losung u(z) auf 'y, durch einen festen Wert
u" der einen benachbarten u-Wert in Richtung stromaufwirts (entgegen der
Stromungsrichtung; englisch: “upstream® oder “upwind“) in Bezug auf das Kon-
vektionsfeld b reprasentiert, zu ersetzen. u"P* wird als Linearkombination

u ~ P = )\lk(b)u(Bl) —+ (1 — )\lk(b))u(Bk) (219)

angesetzt. Das Kurvenintegral

(b, L)r, = /b'nlk dry
Tk

beschreibt den konvektiven Flufs durch die Kurve T'j;. Die Richtung des Flusses
ist durch das Vorzeichen von (b - ny, 1)r,, bestimmt. Ist dieser Term kleiner als
Null, so ist der konvektive Fluf in S hineingerichtet. Der konvektive Transport,
der bei singulér gestorten Problemen dominiert, erfolgt somit von Knoten By zum
Knoten B;. Deshalb wéhlt man Ay € [0,1/2) in (2.19), so dak bei der Diskre-
tisierung des konvektiven Terms im Knoten B; der Wert u(By) einen stérkeren
Einfluk als u(B;) besitzt. Analoge Uberlegungen fiihren im Fall (b - ny, Dr, >0
auf die Wahl Xy, € (1/2,1].

Durch Einsetzen von (2.19) in (2.18) erhalten wir die Diskretisierung von (b-Vu, v)
mit

b(up, vp) = ;kZAj (b~ nik, (1T — Ak (D)) (un(Br) — un(Bi))r,, vn(Br).

In theoretischen Untersuchungen der Upwind-Methoden werden an die Koeffizi-
enten A\ noch einige Bedingungen gestellt. Dazu definieren wir

. 1
)‘lk(b) = (b(t) mit = 5«) * Nk, 1>Flk‘ (220)

Die Funktion ®(¢) muf die Bedingungen

(Bl) ®(t) = 1—-®(—t) Vt>0, 0<P(t) <1VteR,
(B2) ®(t) > 1/2 ¥t >0, (2.21)
(B3) g¢(t) = t-®(t) ist Lipschitz-stetig auf IR,

erfiillen, siehe Thiele und Tobiska [TT89]. Mogliche Varianten fiir die Wahl sind:

1
5>+t .
1, fiirt>0 Ty frt=0
D, (t) = oder ®y(t) = (2.22)
.. 1
0, firt <0 — fiir £ < 0

®,(.) wird einfaches oder scharfes und ®5(.) Samarskiyj Upwind genannt.
Beide Funktionen erfiillen die geforderten Bedingungen (B1), (B2) und (B3).

15



2 Problemklasse und Diskretisierung

Nutzt man eine Upwind-Diskretisierung, so hat das zu losende diskrete Glei-
chungssystem die Gestalt

a(up, vp) + l;(uhavh) + c(un,vp) = (f,vn) Yo € Vi

. 2.23
u, = ¢ 1 € Naq. ( )

Njq bezeichnet die Menge der Indizes k£ mit B, € 0€). Bei Schieweck und Tobiska
[ST96] findet man mit Satz 2.7 eine Aussage iiber die Losbarkeit der schwachen
Formulierung fiir mehrdimensionale Navier-Stokes-Gleichungen unter Nutzung
der Upwind-Diskretisierung.

Satz 2.7 Wir nehmen an, daff die Bedingungen (B1),(B2),(B3) erfillt sind,
und f € (L*(Q))? gilt. Desweiteren sei v > vy mit einem hinreichend grofen
vo = (2, f) > 0. Dann besitzen sowohl das stetige als auch das diskrete Problem

eine eindeutige Losung (u,p) und (up,pr). Unter der zusdtzlichen Regularitats-
annahme (u,p) € (H*(Q))? x HY(Q) gilt die Fehlerabschitzung

| w—upln+ 11 p—=pnllo< C, || ull2zll p lli2)h (2.24)

fiir Raumdimensionen d < 3.

Fiir die Verwendung der Upwind-Diskretisierung auf Vierecks- bzw. Hexaeder-
gittern 14t sich ein analoges Vorgehen herleiten. Im Falle der von Rannacher
und Turek [RT92] eingefiihrten nichtkonformen Q7”-Elemente findet man néihere
Erlduterungen in der Arbeit [Sch97| von Schieweck. Die Konstruktion der dualen
Gebiete erfolgt hierbei geméfs Abbildung 2.3.

K' K
S Ly
!
Cr K.l 'Bl R, Ck
Ly
Sk k
@
L'y By,

Abbildung 2.3: Konstruktion der dualen Gebiete auf Vierecksgittern
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3 Methode der Finiten Elemente
Im Dreidimensionalen

3.1 Assemblierung des Gleichungssystems

Wie in den Betrachtungen zur Diskretisierung gezeigt, erhalten wir aus der schwa-
chen Formulierung des Konvektions-Diffusions-Problems das lineare Gleichungs-

system (2.7) der Form
A f
)= ()

welches die Koeffizienten u; zur Bestimmung der diskreten Losung wuy, liefert, vgl.
Basisdarstellung (2.5). Dabei ist

A= ((aij) yun - Gij = /VVU,]; Vi + (b- Vo] + cvl)vb dx
0

=y fi= [ 1o da.
Q

Unsere Aufgabe soll nun die Assemblierung dieses Gleichungssystems sein.
Bezeichnet 7, die Zerlegung von §2 in Gitterzellen K, so lafst sich die Berechnung
der Matrixeintrige, also die Berechnung der Integrale iiber das Gebiet €2, auf die
Summe von Integralen iiber die Zellen K vereinfachen.

iy = (l/vviv VUZ) + (b ’ VU}{) U?z) + (C ' U,j;, UZ)
= /VVU,{ Vi + (b- Vol + cvl vl dx
0
= > /quf; Vvl + (b- Vvl + cvl )i da (3.1)
KGThK
= 3 Vel V)i + (b Vel v + (o, vi) k]
KETh
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3 Methode der Finiten Elemente im Dreidimensionalen

Im allgemeinen sind in diesem Fall nur wenige Gitterzellen zu betrachten, da sich
der Durchschnitt der Triiger von v} und v} auf wenige Gitterzellen beschrinkt.
Werten wir die Integrale auf diesen Gitterzellen aus und addieren die Ergebnisse,
so lassen sich die Matrixeintrige a;; ermitteln. Die Anwendung dieses Vorgehens
auf die Eintrage f; liefert eine ,reduzierte” Aufgabenstellung: die Berechnung von
Integralen der Form / h(x)dx.

K

3.2 Berechnung der lokalen Integrale

Das allgemeine Vorgehen zur Berechnung eines Integrals auf der Gitterzelle K
gliedert sich im Programmpaket MooNMD in zwei wesentliche Schritte:

1. Transformation des Integrals auf ein Referenzelement,

2. Berechnung des Integrals auf dem Referenzelement mit Hilfe einer geeigne-
ten Quadraturformel.

Bezeichne K das Referenzelement und Fy die Referenztransformation, gegeben
durch

Fy
Fr: €€ K —x €K, Fy=| F
Fy
Ein Integral iiber die Zelle K transformiert sich dann durch
/h(x)dx - /ﬁ(f) et Jz(€)| de, (3.2)
K K

wobei Jr die Funktionalmatrix mit der zugehorigen Funktionaldeterminante det Jg
bezeichnet.

oF, 0F, O0OF,
06 G 0&

PRI Lo B
6 0 O Fy Fn Fy
0F; O0F; O0F;3
06 G 0&

Nach Bestimmung der Funktionaldeterminante, die im néchsten Abschnitt be-
sprochen wird, bleibt im letzten Schritt die Berechnung der transformierten In-
tegrale auf dem Referenzelement, also von

[ W&)de == [ i) ldet Tr (€)] de.
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3.3 Transformation von Ableitungen

Hierzu verwenden wir eine Quadraturformel (pg, wy)i_, mit den Stiitzstellen py
und den Gewichten wy.

/ﬁ(f)df ~ i wih(pr,)

3.3 Transformation von Ableitungen

Zu einer gegebenen Referenztransformation x = Fi () ergibt sich die Umkehr-
funktion mit &€ = Fy' (). Fiir die transformierte Funktion gilt auf dem Referenz-
element

~

h(&) = h(Fk(§)) = h(x) = h(w1, 79, 23) = h(F1, Fy, F3).

Diese Beziehung wollen wir uns bei der Transformation der Ableitungen unter
Verwendung der Kettenregel der Differentiation zu Nutze machen.

Oh(x1, 23, 73)
0
j Oh(z1, xa,
V§h(§) - Vgh(xlaxQ;xS) = %
2
Oh(a, 72, 73)
083
Oh Oy Oh 0z,  Oh Org
Ox, 06, Oxy 06, Ox3 06
Kettenregel | Oh Ovy  0h Ox;  Oh O
= Ox, 0 0wy 0% Ox3 0
Oh Oy . Oh 0z,  Oh Org
axl 653 al‘Q 853 856'3 853

OF, O0F, O0F; oh
O _ oF; 06 0§ 0& 0xy
g 0§ OF, 0F, OF; Oh
B 0 0% 0% Oy
OF, O0F, OF; Oh
08 0& 08 Oy
= (Jr(€)" Vah(z)
Aus der hergeleiteten Beziehung Vh(€) = (Jp(€))" V, h(x) erhalten wir sofort
Voh(z) = (Jp(€)) ™" Veh(€). (3.3)

Diese Gleichheit benotigen wir zur Transformation der Skalarprodukte (VU,Z, Vi) i
und (b - Vuj, v}) k. Hierzu ist es jedoch nétig, die inverse Matrix von JE zu be-
stimmen.
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3 Methode der Finiten Elemente im Dreidimensionalen

Die Adjunktenregel liefert das gewiinschte Ergebnis.

Fll FQI F31
J}Z:: F12 F22 F32

F13 F23 F33

,T —
F det Jr

_(F12F33 - F13F32) F11F33 - F13F31 _(F11F32 - F11F31)
F12F23_F13F22 _(F11F23 _F13F21) F11F22 _F12F21

~ /

1 ( F22F33_F23F32 _(F21F33 _F23F31) F21F32 _F21F31 )

-~

=:Bg

Die fiir das Systems (2.7) notwendigen Integrale ergeben sich folglich mit

[ F@yia) de = [ F©0(©) et Jp(©)] de,
[ Vi) Vi) e = [ (BUOTAHE) - (BUOTO) oy

5

(€) - Bo(&) VoL (£) ) (€)sgn (det Jp(€)) dE,

(€)03,(€) |det Jp(€)| dE.

>
—
I
N
>
>

N—
=
=
<
<
>
=2
<
o> S
=
QL
=
Il
W\ w\ W\ w\
[N

N—
2
=

=
>,
=
4
o> S
2
QU
8
I

Die ermittelten Integrale wollen wir fiir drei in MooNMD implementierte Spezialfille
genauer untersuchen - fiir die Referenztransformation bei reguldren Tetraedern,
flachenparallelen und beliebigen Hexaedern.

3.3.1 Triangulierung mittels Tetraeder

Das Referenztetraeder K sei gegeben durch die Eck-

EHIBIAEG

und K ein beliebiges nichtentartetes Tetraeder mit Eck-
punkten

Zo xy T2 T3
Po=|w |, P=|wn |, Po=| 1w | =]y | I
20 Z1 Z9 Z3
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3.3 Transformation von Ableitungen

Die Referenzabbildung Fx : K — K, (2,y,2) = Fx(£,1,() setzen wir mit

T T1— g To—Tg X3 — X £ o
y|l=1 v—% Y2—Y% Ys—Y n 1+ Y%
< 1 TR0 k2T R0 k3 X0 ¢ 20
an, so daf insbesondere gilt:
Fi = (x1—20)é+ (x2 — zo)n + (x3 — 20)C + 2
. i‘1§+i‘277+i‘3c+1‘0
F, = (1 —yo)é+ (v2 —yo)n+ (y3 — vo)C + o
= &+ Yo + Y3 + Yo
Py = (21— 20)§ + (22— 20)n + (23 — 20)C + 20
= 21§+2277+23C+Zo.
Somit lassen sich auch die Determinante
det JF = det JIT; = fi’lggzzg + i‘gggil + fi‘gglzg — fi‘3g221 — fgglzg — i‘lggig

und die Matrix

Yo23 — YsZa Y3Z1 — Y123 Y122 — Y221
Bg = T3Z9 — XToZ3 T123 — X321 ToZ1 — X129
ToYs — T3zYa T3Y1 — T1Ys T1Y2 — TaYi

einfach berechnen. F ist eine affine Abbildung und B, eine von den Referenz-
koordinaten &, n, ¢ unabhéngige, konstante Matrix.

3.3.2 Triangulierung mittels Parallelepiped

Zwischen dem Referenzhexaeder K := (—1,1)® und einem beliebigem Parallel-
epiped K mit Eckpunkten P; = (z;,y;,2:),i = 0,..., 7 existiert eine affine Abbil-
dung Fx : K — K, welche die Referenzkoordinaten (&, n, () auf die Koordinaten

(x,y, z) des Hexaeders abbildet.
F geniigt dabei den Bedingungen

PP
-1 i) 1 T
-1 — Yo ) —1 — 5 )
-1 20 -1 Z1 P4 P5
Py ] P,
—1 T3 -1 T4 .
Tl =y |, -1 |—=| wn -
-1 Z3 1 24 PO Pl
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3 Methode der Finiten Elemente im Dreidimensionalen

Unter dem Ansatz einer affinen Transformation

x Ju fiz fis § g1
y | =| fa feo f=s n|+1 9
Z fs1 fa2 f33 q gs3
erhalten wir durch Einsetzen der obigen Bedingungen
o -1 -1 -1 1 f11
T . 1 -1 -1 1 f12
XT3 N -1 1 -1 1 f13
T4 -1 -1 11 g1

und anschliefendem Auflosen des entstehenden Systems die unbekannten Daten
der Referenztransformation.

1 — 2o
2
f11 T3 — Ty
fio | _ 2
f13 Ty — T
g1 2
T —|—SU3 +JT4 — Xy
2

Bei analogem Vorgehen fiir die y- und z-Komponenten transformiert die Abbil-
dung

1 — Xy T3 —Tyg T4— Tg T1+ T3+ Ty — To
2 2 2 3 2

Yi—=Y% Ys—Yo Yi— Yo Y1+ Y3+ Ys— Yo

21— 20 23— 20 24— 2 ¢ 21+ 23+ 24— 20
2 2 2 2

die Referenzkoordinaten auf die Koordinaten eines flichenparallelen Hexaeders.
Hieraus lassen sich wiederum

Tr1 — Xo T3 — Xp T4 — Xo Ty + X3+ Tg — To
F, =
1 5 £+ 5 n+ 5 ¢+ 5
F, = n y0§+ Ys yon—l— Yq ?JOC+ YiTYs T Ys — Yo
2 2 2 2
21— 2o 23 — 2p 24 — 20 Z1t+ 23+ 24— 2o
Fr =
3 5 £+ 5 n+ 5 ¢+ 5

und somit unter Verwendung der Bezeichnungen

Tp =T —To, Yi = Yi — Yo, R T 2~ 20
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3.3 Transformation von Ableitungen

die Funktionaldeterminante

—_

det Jp = = [T1U324 + T3YsZ1 + Tal123 — Tay3Z1 — T3Y124 — T1Y4Z3)

oo

sowie die Matrix

1 YsZ4 — YaZz  YaZ1 — Y124 Y123 — Y321
By = - | TuZ3 — 321 T124 — T4z T37 — 71723
T3ls — TaYz Tali — T1Ys T1Y3 — T3l

einfach berechnen. Wie im Fall der Tetraeder-Triangulierung ist die Matrix B,
auch in diesem Fall konstant und unabhéngig von den Referenzkoordinaten.

3.3.3 Triangulierung mittels Hexaeder

Beschranken wir uns bei dem Hexaeder K nicht auf ein Parallelepiped, so exi-
stiert keine affine Transformation von K auf K. Die Transformation ist trilinear,
was die gesamte Herleitung komplizierter werden 1aft.

Wir behalten die Bezeichnungen der Ecken des Hexaeders aus dem letzten Ab-
schnitt bei, miissen im Fall von beliebigen Hexaedern jedoch zusitzliche Bedin-
gungen stellen:

-1 To 1 1 1 X2
—1 — Yo ) —1 — n ) 1 — Y2 )
-1 20 -1 21 -1 22
—1 T3 -1 Ty
1 — Ys ) -1 — Ya )
-1 23 1 24
1 Ty 1 Tg -1 Ty
L) ={w || L ]=]| v | L= v
Z5 1 Z6 1 z7

Mit dem Einsetzen dieser Bedingungen erhalten wir unter dem Ansatz einer tri-
linearen Funktion

T g1 fuu fiz fis 3 fia fis fie fir ?g
Yy = g2 |+ | fa fo2 fas n |+ | faa fos fas Sor ¢
Z . g3 fa1 fa2 fas ¢ . faa fas  fas far 67Z7C
afﬁnervAnteil
= 9+((fij))z;;--_-_g T
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3 Methode der Finiten Elemente im Dreidimensionalen

und dem Vorgehen der letzten beiden Abschnitte die gesuchten Daten der Refe-
renzfunktion Fl.

fi1 -1 1 1 -1 -1 11 -1 T
fi2 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 T
fi3 -1 -1 -1 -1 1 11 1 T
fia ! 1 -1 1 -1 1 -11 -1 T3
fis | 8 1 -1 =1 1 =1 11 =1 | | a4
fi6 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 Ts
fin -1 1 -1 1 1 =11 -1 T
71 1 1 1 1 1 11 1 T
1 8

= g((wij))i,jzl " x

Vereinfacht gilt

1 & .
flj - g-zw]"n_'_l‘l'n fur]:]_,...,7
n=>0
1 7
g = g'zw&nJrl'xn;
n=0

woraus sich die Referenztransformation mit
1 7
8 n=1

definieren lafst. Die zugehorigen ersten Ableitungen dieser Referenzfunktionen,
im folgenden zum Beispiel fiir die Abbildung F; der z—Komponenten, sind im
Gegensatz zu den bereits erliuterten Fillen nicht mehr unabhingig von den Re-
ferenzkoordinaten.

Fy = é'[f11+f1477+f15C+f1777C]
Fip = %-[f12+f145+f16<+f17£d
Fiz = é'[f13+f155+f1677+f17f77]

Nutzen wir dieses Vorgehen bei den y— bzw. z-Komponenten, so laft sich auch
die Funktionaldeterminante berechnen.

| JIYJ: |: F11F22F33 + F12F23F31 + F13F21F32 - F13F22F31 - F12F21F33 - F11F23F32
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4 Implementierung in MooNMD

Wesentliches Ziel dieser Arbeit war die Implementierung der Referenztransfor-
mation bei Tetraedern und Hexaedern, sowie des Upwind-Verfahrens im 3D-Fall.
Um einen Einblick in die einzelnen Programmteile zu geben, sollen im folgenden
die zum Verstdndnis notigen Routinen genauer beleuchtet werden. Dabei wird
jedoch nur ein allgemeiner Uberblick iiber die Programmstruktur aufgezeigt; De-
tails sollen auch in Hinblick auf die Komplexitit des Quelltextes unterbunden
werden. Auf der dieser Arbeit beiliegenden CD-ROM sind die benannten Dateien
und damit der bearbeitete Quelltext im Verzeichnis QUELLTEXT abgelegt.

4.1 Referenztransformationen

Die theoretischen Uberlegungen des letzten Kapitels findet man in den Dateien
HexaAffin.C bzw. HexaAffin.h, im Fall des flichenparallelen Hexaeders, und
fiir beliebige Hexaeder in HexaTrilinear.C bzw. HexaTrilinear.h wieder. Die
Implementierung der Referenztransformation fiir regulére Tetraeder wurde in den
Dateien TetraAffin.C bzw. TetraAffin.h niedergelegt.

In diesen Programmteilen identifizieren wir die folgenden Variablen:

double xO0,...,x7,y0,...,y7,20,...,27;
x,y,2 Koordinate der Knoten auf dem Originalelement

double xcO0,...,xc7,yc0,...,yc7,zc0,...,zc7;
x,y,2 Koordinate der Knoten auf dem Referenzelement

double detjk;
Determinante der Funktionalmatrix Jr

Die Routinen zur Transformation der Basisfunktionen und ihrer Ableitungen un-
terscheiden sich in den drei Klassen nur in einem Detail — der Quadraturformel.
Am Ende jeder der x.C-Dateien sind die in Kapitel 3 hergeleiteten Daten zur
Referenztransformation in der Routine SetCell niedergelegt.
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4 Implementierung in MooNMD

GetOrigFromRef (double eta, double xi, double zeta,

double &x, double &y, double &z);
Transformation der Referenzkoordinaten (eta, xi,zeta) auf die Koordina-

ten des Originalelementes (x,y, z)

GetOrigFromRef (int N_Points, double xeta, double xxi, double xzeta,

double xx, double xy, double xz);
Transformation eines Satzes von N_Points Koordinaten (eta, xi,zeta) des

Referenzelementes auf die Koordinaten (x,y,z) des Originalelementes

GetOrigFromRef (double xref, xorig);
Transformation eines Vektors ref=(£,7,() von Referenzkoordinaten auf
einen Vektor orig=(z,y, z) mit Koordinaten des Originalelementes

GetRefFromOrig(double x, double y, double z,

double &eta, double &xi, double &zeta);
Transformation der Koordinaten (x,y,z) des Originalelementes auf die Re-

ferenzkoordinaten (eta, xi,zeta)

GetRefFromOrig(double xorig, double xref);
Transformation eines Vektors orig=(z,y, z) von Koordinaten des Original-
elementes auf einen Vektor ref—(&, 7, () mit Referenzkoordinaten

GetOrigValues(BaseFunct3D BaseFunct,
int N_Points, double xeta, double xxi, double xzeta,
int N_Functs, QuadFormula_3D HexaFormula) ;

Transformation der Basisfunktionen und Ableitungen vom Referenz— auf
das Originalelement in N_Points Knoten mit Koordinaten (eta,xi,zeta)
und unter Verwendung der Quadraturformel fiir Hexaeder HexaFormula mit
N_Functs Stiitzstellen

GetOrigValues(BaseFunct3D BaseFunct,
int N_Points, double xeta, double xxi, double xzeta,

int N_Functs, QuadFormula_3D QuadFormula) ;
Transformation der Basisfunktionen und Ableitungen vom Referenz— auf

das Originalelement in N_Points Knoten mit Koordinaten (eta,xi,zeta)
und unter Verwendung der Quadraturformel fiir Tetraeder QuadFormula
mit N_Functs Stiitzstellen

GetOrigValues(int N_Sets, BaseFunct3D xBaseFunct,
int N_Points, double xeta, double xxi, double xzeta,
int N_Functs, QuadFormula_3D HexaFormula,

boolean *Needs2ndDer;)
Transformation eines Satzes von N_Sets Basisfunktionen und Ableitungen

vom Referenz— auf das Originalelement in N_Points Knoten mit Koordina-
ten (eta,xi,zeta) und unter Verwendung der Quadraturformel fiir Hexa-
eder HexaFormula mit N_Functs Stiitzstellen
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4.1 Referenztransformationen

GetOrigValues(int N_Sets, BaseFunct3D *BaseFunct,
int N_Points, double xeta, double xxi, double xzeta,
int N_Functs, QuadFormula_3D QuadFormula,

boolean *Needs2ndDer;)
Transformation eines Satzes von N_Sets Basisfunktionen und Ableitungen

vom Referenz— auf das Originalelement in N_Points Knoten mit Koordina-
ten (eta,xi,zeta) und unter Verwendung der Quadraturformel fiir Tetra-
eder QuadFormula mit N_Functs Stiitzstellen

GetOrigValues(double xi, double eta, double zeta, int N_BaseFunct,
double xuref, double xuxiref, double xuetaref,
double *uzetaref, double xuorig, double *uxorig,

double xuyorig, double kuzorig);
Transformation des Vektors uref der Koordinaten von N_BaseFuncts Basis-

funktionen und der Vektoren uxiref, uetaref, uzetaref der zugehorigen
Ableitungen nach &, n und ¢ vom Referenzelement auf die Vektoren uorig,
uxorig, uyorig und uzorig des Originalelementes

SetCell (TBaseCell xcell);
Ermittelt aus den Koordinaten einer Zelle cell der Klasse TBaseCell die
Daten der Referenztransformation (siehe Kapitel 3 und das folgende Bei-
spiel)

Beispiel:
Anhand der Datei TetraAffin.C wollen wir am Beispiel der Triangu-
lierung mittels regulirer Tetraeder den Zusammenhang zwischen der
Routine SetCell und der Herleitung im Kapitel zur Referenztrans-
formation im 3D—Fall erlautern. Der Quelltext dieser Routine hat die
folgende Form:

void TTetraAffin::SetCell(TBaseCell *cell)

{
Cell = cell;

Cell->GetVertex(0)->GetCoords(x0, y0, z0);
Cell->GetVertex(1)->GetCoords(xl, yi, zl);
Cell->GetVertex(2)->GetCoords(x2, y2, z2);
Cell->GetVertex(3)->GetCoords(x3, y3, z3);

xc0=x0;

xcl=x1-x0;
xc2=x2-x0;
xc3=x3-x0;
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4 Implementierung in MooNMD

4.2

Die Implementierung des Upwind-Verfahrens fiir den 3D-Fall ist in den Dateien
Upwind3D.C und Upwind3D.h hinterlegt. Um auch hier den Bezug zu den theore-

28

yc0=y0;

yci=y1-y0;
yc2=y2-y0;
yc3=y3-y0;

zc0=z0;

zcl=z1-z0;
zc2=z2-z0;
zc3=z3-z0;

detjk=xclxyc2xzc3+xc2xyc3*xzcl+xc3*xycl*zc2
-xc3*yc2xzcl-xc2xycl*zc3-xcl*xyc3*zc2;
}

Der erste Programmteil ermittelt zu einer gegeben Zelle die Koordi-
naten der Eckpunkte P; := (z;,y;, z;) — in diesem Fall fiiri = 0,. .., 3.
Anschliefsend werden diese Koordinaten genutzt, um die im Kapitel 3
hergeleiteten Daten fiir die Referenztransformation Fx zu ermitteln.
In der Notation zu diesem Kapitel ergeben sich die Beziehungen

Tg ~ xc0,T1 ~ xcl, Ty ~ xCc2,T3 ~ xC3

fiir die die x~Komponenten und analog die Bezeichnungen yc0 bis
zc3. Im letzten Schritt wird die Funktionaldeterminante det.Jr mit
detjk bestimmt.

Diese Definition der Transformationsdaten findet dann in allen an-
deren angesprochenen Routinen ihre Anwendung, z.B. zur Transfor-
mation der Referenzkoordinaten (xi,eta,zeta) auf die Koordinaten
(X,Y,Z) des Originalelementes.

void TTetraAffin::GetOrigFromRef (double xi, double eta,
double zeta, double &X,
double &Y, double &Z)

X = xc0 + xcl*xi + xc2*xeta + xc3*zeta;
ycO + ycl*xxi + yc2xeta + yc3*zeta;
zc0 + zcl*xxi + zc2xeta + zc3xzeta;

N <
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4.2  Upwind-Verfahren

tischen Aussagen herzustellen, wollen wir zuerst die verwendeten Variablen defi-
nieren. Es gelten folgende Bezeichnungen:

double xcoords[8],ycoords[8],zcoords[8];
Vektor der x—, y— und z—Koordinaten der Eckpunkte der Zelle

double x,y,z;
Koordinaten des Mittelpunktes der Flichen der dualen Gebiete

double sx,sy,sz;
Koordinaten des Schwerpunktes der Zelle

double nx,ny,nz;
Koordinaten des Normalenvektors ny, auf der gemeinsamen (d — 1)—dimen-
sionalen Fliche I';; von Fliche Sk; und Sk

int N_Edges,N_Faces,N_Vertices;
Anzahl der Ecken, Flachen und Kanten einer Zelle
Die Belegung dieser Werte erfolgt mittels der Befehle

N_Edges = cell—GetN_Edges();
N_Faces = cell—GetN_Faces();
N_Vertices = cell—GetN_Vertices();

und zusatzlich liefert die Befehlszeile
cell—GetVertex (k) —+GetCoords (xcoords [k],ycoords[k],zccords [k]) ;

die Koordinaten, der an eine Kante angrenzenden Knoten.

double flux;
konvektiver Fluf durch die Fliche I';,

Die Routine zum Aufruf der Upwind-Diskretisierung fiir Gleichungen vom Konvektions-
Diffusions-Typ stellt sich im Quelltext dar mit

UpwindForConvDiff (TSquareMatrix3D xsqmatrix, double *RHS
TFESpace3D xfespace, TDiscreteForm3D xDiscreteForm);

Aufruf der Upwind-Diskretisierung fiir ein Gleichungssystem mit der qua-
dratischen Matrix sqmatrix und der rechten Seite RHS iiber einem Finite-
Elemente-Raum fespace mit der Diskretisierung DiscreteForm
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4 Implementierung in MooNMD
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5 Numerische Tests

5.1 Vorbetrachtungen

Zu Beginn dieses Kapitels sollen im folgenden Abschnitt einige einfiihrende Be-
merkungen getéitigt werden, die fiir die Durchfiihrung und das Verstindnis der
Testrechnungen von Bedeutung sind. Dabei soll ndher auf die verwendeten Finite-
Elemente-Riaume, die Erzeugung des Grobgitters, die Anzahl der Freiheitsgrade
und die zur Fehlermessung verwendeten Normen eingegangen werden. Um tech-
nische Details, die fiir das Verstédndnis dieser einleitenden Bemerkungen nicht von
Bedeutung sind, zu vermeiden, beschrinken wir uns auf die in den vorangegan-
genen Kapiteln erlduterten Voraussetzungen und Bezeichnungen.

Die Grundlage bildet das Konvektions-Diffusions-Problem (2.1), bei welchem wir
uns in den numerischen Berechnungen auf das Gebiet Q = (0,1)3, also den Ein-
heitswiirfel, beziehen. Mit 7, bezeichnen wir die Zerlegung von () in Tetraeder
bzw. Hexaeder. Die Gitterzellen von 7}, identifizieren wir durch K und die Re-
ferenzabbildung von K auf K mit Fy. Ein Finites Element definieren wir durch
das Tripel (K, Pg,Yg) mit dem endlichdimensionalen Raum Px C C'(K) von
Ansatzfunktionen (dim Px = Ng) und der Menge von linearen Knotenfunktio-
nalen

Y= {lK,ZCl(K) —)IR,Z:]_,,NK}

Wir betrachten zunéchst Finite Elemente auf Tetraedergittern. Die Referenzzelle
ist das Tetraeder mit den Ecken (0,0, 0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) und Fk eine af-
fine Abbildung. Der Raum P(K) besteht aus Polynomen bis zu einem gegebenen
Grad m. Wir definieren

P.(K) := { > aijx’ix%xé}, (5.1)

0<i+j+I<m
Po(K) = {p=poFg':pe Pu(K)}.
Die globalen Finite-Elemente-Raume ergeben sich durch
Py o= {ve HY(Q): v[x € Pu(K)} m>1,
Py = {ve L*(Q): v], € Pi(K),v erfiillt (5.2)}
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5 Numerische Tests

unter Nutzung der Bedingung
v ist stetig auf den Schwerpunkten der Seitenflichen von K. (5.2)

Der Raum P} ist der bekannte nichtkonforme, lineare oder Crouzeix/Raviart
Finite-Elemente-Raum, [CR73|.

Die Referenzzelle bei Triangulierung mittels Hexaeder ist der grofse Einheitswiir-
fel (—1,1)%. Die Abbildung F ist im allgemeinen trilinear (beachte: Q C R?);
Ausnahme bildet der Fall des Parallelepipeds bzw. des flichenparallelen Hexa-
eders. Man beachte, dafs im Dreidimensionalen die Flichen des Hexaeders K im
allgemeinen nicht eben sind. Eine Fliche von K ist gegeben durch das Bild von
vier Ecken des Wiirfels (—1,1)3, die eine Fliche der Referenzzelle festlegen. Die
Bilder dieser vier Punkte ergeben vier Punkte im IR?, fiir die nicht zwingend eine
Ebene durch diese Punkte existieren muf. Zusétzlich zum Raum P,,(K) in (5.1)
definieren wir fiir den Fall der Hexaeder-Triangulierung

Qm(K) = {i aijl’zﬁgxlg},

01§, 1=0
Qm(K) = {p:ﬁoFl}lzﬁGQm(k)}.

Der globale Finite-Elemente-Raum ergibt sich unter Nutzung von Hexaeder-
Gittern mit

Qm = {veH'(Q): vy € Qu(K)},m>1.

Wir nehmen zusitzlich den Raum Q7% auf, welcher den Raum der nichtkonfor-
men, mittelwertorientierten, stiickweise trilinearen Funktionen beschreibt. Ein-
gefiihrt wurde Q7 von Rannacher und Turek [RT92], ndhere Untersuchungen
findet man bei Schieweck [Sch97|. Dieser Finite-Elemente-Raum wird definiert
durch

rot(5y . [~ oo Noa A A2 82 52 42
Q"(K) = {papespan{]'al‘lax%x?nl‘l_x27‘r2_‘r3 }7

QUK) = {p=poF; :peQK)}.

Zur Erlduterung der Konstruktion des globalen Raumes Q7 identifizieren wir
mit £(K) die Menge aller (d — 1)-dimensionalen Flichen von K. Dann wird der
Finite-Elemente-Raum Q7% gegeben durch

Qe = {p e L(Q), pl, € Q’{Ot(K),/p|Kd5 - /p|K, ds VE € £(K) ﬂE(K’)} .
FE E

Die Gleichheit der Integrale iiber die Einschrinkung von p auf E von zwei be-
nachbarten Zellen ist das Gegenstiick zur Stetigkeit der Crouzeix/Raviart Finite
Elemente in den Mittelpunkten der Flichen.
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5.1 Vorbetrachtungen

Im zweiten Teil dieser Vorbetrachtungen wollen wir uns kurz mit der Erzeugung
des Grobgitters befassen. Fiir die zwei gegebenen Zerlegungen — in Tetraeder und
Hexaeder — wird die Frage beantwortet, wie wir das Gebiet Q = (0, 1)® mit einem
einfachen Gitter zerlegen. Hierzu setzen wir mit V; bis Vg die Ecken des Wiirfels
Q2 an, wobei wir insbesondere V; = (0,0,0) und V3 = (1,1, 1) fordern. Betrachten
wir zuerst den Fall der Tetraeder-Triangulierung, so definiert sich eine Gitterzelle
K = (Ky, Kg) durch die Knotenmenge

Ky = {V,Vs} U {V;.,Vj 11,7 ¢ 1,8 und 3 Kante V;V]}

und der zugehorigen Kantenmenge

Kp = {ViVs, ViVL, ViV, ViV}, ViV, ViV }.

Durch diese Konstruktion entsteht ein Grobgitter mit genau 6 Tetraedern. Der
Fall unter Verwendung von Hexaedern stellt sich hingegen einfach dar. Der Ein-
heitswiirfel wird in 8 Hexaeder der Kantenldnge 0.5 zerlegt. Die weitere Verfei-
nerung erfolgt im Fall der Hexaeder in 8 gleichgrofe Wiirfel und im Fall der
Tetraeder-Zerlegung in 8 Tetraeder gemif Bey [Bey97|, Kapitel 3.

Da sich diese Arbeit auf Konvektions-Diffusions-Gleichungen im Dreidimensio-
nalen beschrinkt, sollen die Vorbetrachtungen mit einem Blick auf Komplexitit
der entstehenden Gleichungssysteme fortgefiihrt werden. Dazu sind in der Tabel-
le 5.1 die Anzahl der Freiheitsgrade angegeben, die unter Verwendung der oben
beschriebenen Finite-Elemente-Ridume auftreten.

FE- Level i der Verfeinerung
Raum || 0 1 2 3 4 5 6
Ppe || 120 | 864 | 6528 | 50688 | 399360 | 3170304 | 25264128
Qo 36 | 240 | 1728 | 13056 | 101376 | 798720 | 6340608
P,Q || 27 | 125 | 729 4913 | 35937 | 274625 | 2146689
Py, Qo || 125 | 729 | 4913 | 35937 | 274625 | 2146689 —
P5,Q5 || 343 | 2179 | 15625 | 117649 | 912673 — —

Tabelle 5.1: Anzahl der Freiheitsgrade

Zum Abschluf dieser Vorbetrachtungen fithren wir die Normen ein, welche zur
Messung des Fehlers in den weiteren Abschnitten des Kapitels verwendet werden.
Wir definieren fiir ein u : Q — IR die L2-Norm auf € mit

| flo.0= (

/ |u|2da:> ,

Q
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5 Numerische Tests

die H'-Seminorm

M

[l 2.0 = (/ | Vu|? da:)
Q

und die diskrete H'-Seminorm

|U|1,2,h = ( Z | u |?,2,K>

KeTy,

1
2

M

:<2/|vu|2dx)

KE'rhK

5.2 Parameter der Testrechnungen

Die folgenden Parameter wurden fiir alle Testrechnungen konstant gewéhlt:

e Die Iteration bricht ab, wenn fiir die euklidische Norm des Residuums des
aus der Diskretisierung enstehenden Gleichungssystems (2.7), siehe Kapitel
3.1, folgende Ungleichung gilt:

)G

e Als Loser wurde das geometrische Mehrgitterverfahren verwendet.

< le—10.
2

e Als Glatter (insbesondere fiir die Grobgitterlosung) wurde das symmetri-
sche SOR-Verfahren genutzt.

Zur genaueren Erlduterung der angesprochenen Verfahren zur numerischen Lo-
sung von grofsen, schwachbesetzten Gleichungssystemen, die aus der Diskretisie-
rung von Differentialgleichungen entstehen, sei auf das Buch von Saad [Saa96]
verwiesen.

5.3 Die Poisson-Gleichung

5.3.1 Problemstellung

Den Start unserer Testrechnungen bildet der Spezialfall einer Konvektions-Diffu-
sions-Gleichung, die Poisson-Gleichung — im Programmpaket MooNMD sind die
Daten dieser Aufgabenstellung in der Datei Laplace.h niedergelegt.

Das zu l6sende Problem lautet

—Au = f inQ=(0,1)3

u = ¢ aufof) (5-3)
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5.3 Die Poisson-Gleichung

mit vorgegebenem stetigem f € C°(Q). In der physikalischen Interpretation ist
f der Quellterm, z.B. die Ladungsdichte im Falle eines elektrischen Potentials .
Als Spezialfall in diesem Beispiel enthalten ist bei f = 0 die Laplace—Gleichung.
Die Randbedingungen und die rechte Seite seien so gewéhlt, daf die Losung dieses
Problems von der Gestalt

u(z,y,z) = sin (rz) sin (7y) sin (72) (5.4)

ist. Fiir die Koordinate z = 0.5 hat die Losung (5.4) des Problems (5.3) auf dem
Einheitsquadrat [0, 1] die in Abbildung 5.1 dargestellte Form.

Abbildung 5.1: Losung des Problems (5.3) fiir z = 0.5.

5.3.2 Auswertung der Testrechnungen

Die vorgegebene Losung (5.4) des Problems (5.3) ist beliebig glatt, d.h. es gilt
u € C*(Q). Deshalb sind fiir alle Diskretisierungen die optimalen Konvergenzra-
ten zu erwarten, vgl. Satz 2.3 und Satz 2.4. Die Tabellen 5.2 und 5.4 zeigen, daf
bei Verfeinerung mittels Tetraeder und Parallelepipede die numerischen Ergeb-
nisse diesen Erwartungen entsprechen.

In Anbetracht des Ziels dieser Arbeit und den getitigten Erweiterungen des Pro-
grammpakets MooNMD, werden die Rechnungen mit Tests auf beliebigen Hexa-
edergittern abgerundet. Hierbei wurde bei der Erzeugung des Grobgitters der
Mittelpunkt des Gebietes Q = (0,1)3, also M = (0.5,0.5,0.5), auf den Punkt
M' = (0.6,0.55,0.4) verschoben, siehe Abbildung 5.2. Bei Betrachtung der Ta-

bellen 5.3 und 5.5 ist jedoch nur ein marginaler Unterschied zu den Ergebnissen
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bei Verwendung von Gittern mit kantenparallelen Hexaedern zu erkennen. Auch
in diesen Tabellen findet man die optimalen Konvergenzraten wieder - die Fehler
sind jedoch im Vergleich etwas grofer.

Abbildung 5.2: Erzeugung des schiefen Gitters

5.4 Three-Boundary-Layer Problem

5.4.1 Problemstellung

Bei diesem Beispiel seien die Randbedingungen und die rechte Seite so gewéhlt,
dafs

u(z,y, z,v) =

(oo (o () (- (1) 03

die Losung von

2
—vAu+| 3 |-Vu+u = in Q= (0,1)3

uw = ¢ aufoQ

ist — die Daten dieses Problems findet man im Programmpaket MooNMD unter
ThreeBoundaryLayers.h. Die Losung fiir die Wahl des Parameters v mit 10~°
hat auf dem Einheitswiirfel typische Grenzschichten an den Ebenen x =1, y =1,
z = 1, sieche Abbildung 5.3. Bei den nichtkonformen Diskretisierungen, also bei
Verwendung der Finite-Elemente-Riume P und @7, wurde die in Abschnitt
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5.4 Three-Boundary-Layer Problem

FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level ¢
Raum 2 3 4 5 6

Ppe |1 899¢ —3 | 2.25e —3 | 5.59¢ —4 | 1.39¢ — 4 | 3.48¢ — 5
1.94 2.00 2.01 2.01 2.00
P 3.59e —2 | 1.06e — 2 | 2.79¢ — 3 | 7.08e — 4 | 1.78¢ — 4
1.46 1.77 1.92 1.98 1.99
P, 1.18¢ —3 | 1.30e — 4 | 1.53e — 5 | 1.88¢ — 6 —
3.17 3.18 3.08 3.03 —
P; 9.62¢ —5 | 5.70e — 6 | 3.44e — 7 — —
4.00 4.08 4.05 — —
Q7% || 9.70e — 3 | 2.43¢ — 3 | 6.10e — 4 | 1.52¢ — 4 | 3.80e — 5
1.98 2.00 2.00 2.00 2.00
Q1 4.55e —3 | 1.14e — 3 | 2.84e — 4 | 7.10e — 5 | 1.T7e — 5
2.01 2.00 2.00 2.00 2.00
Q- 1.77e —4 | 2.23e — 5 | 2.79¢ — 6 | 3.48¢ — 7 —
2.97 2.99 3.00 3.00 —
Q3 3.85e —6 | 2.42e — 7 | 1.51e — 8 — —
3.97 3.99 4.00 — —

Tabelle 5.2: Fehler/Konvergenzordnung in der L2-Norm

FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level ¢
Raum 2 3 4 D 6
Q7" || 9.84¢ —3 | 2.4T7e —3 | 6.19¢ — 4 | 1.55e — 4 | 3.8Te — 5
1.97 1.99 2.00 2.00 2.00
Q1 6.59¢ —3 | 1.6de —3 | 4.1le —4 | 1.03e — 4 | 2.57e — 5
2.01 2.00 2.00 2.00 2.00
Q- 2.38¢ —4 | 3.00e —5 | 3.75e — 6 | 4.69¢ — 7 —
2.96 2.99 3.00 3.00 —
Qs 6.47¢ — 6 | 4.06e — 7 | 2.54e — 8 — —
3.98 4.00 4.00 — —

Tabelle 5.3: Fehler/Konvergenzordnung in der L2-Norm (bel. Hexaeder)
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Tabelle 5.5: Fehler/Konv.ordnung in der diskr. H'-Seminorm (bel. Hexaeder)
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FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level ¢
Raum 2 3 4 5 6

Ppe | 3.24e—1 | 1.62e —1 | 8.12e — 2 | 4.06e — 2 | 2.03e — 2
0.97 0.95 1.00 1.00 1.00
P 5.77¢ — 1| 3.08¢ —1 | 1.57e —1 | 7.89¢ — 2 | 3.95¢ — 2
0.76 0.91 0.97 0.99 1.00
P, 7.59% —2 | 1.99¢e — 2 | 5.07e — 3 | 1.28¢ — 3 —
1.84 1.93 1.97 1.99 —
P; 5.81le — 3 | 7.4le — 4 | 9.30e — 5 — —
2.86 2.97 3.00 — —
Q1% || 3.78¢ — 1 | 1.89¢ — 1 | 9.44e — 2 | 4.72¢ — 2 | 2.36e — 2
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00
Q1 217e — 1| 1.09e — 1 | 5.45e — 2 | 2.73e — 2 | 1.36e — 2
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00
Q- 1.1le—2 | 2.76e — 3 | 6.91e —4 | 1.73e — 4 —
2.00 2.00 2.00 2.00 —
Q3 3.68¢ —4 | 4.57e —5 | 5.73e — 6 — —
3.00 3.00 3.00 — —

Tabelle 5.4: Fehler/Konvergenzordnung in der diskr. H'-Seminorm

FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level ¢
Raum 2 3 4 D 6
Q7" | 3.84e—1]1.92e—1|9.8le—2 | 4.8le —2 | 2.41le — 2
0.99 0.99 1.00 1.00 1.00
Q1 23le—1|1.16e—1 | 578 —2 | 2.89¢ —2 | 1.45e — 2
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Q- 1.21e—2 | 3.0le—3 | 7.53e —4 | 1.88¢ — 4 —
2.00 2.00 2.00 2.00 —
Qs 4.69¢ —4 | 5.86e —5 | 7.32¢ — 6 — —
3.00 3.00 3.00 — —




5.4 Three-Boundary-Layer Problem

Abbildung 5.3: Losung (5.5) fiir v = 107% und 2z = 0.5.

2.2.4 beschriebene Upwind-Stabilisierung mit den Upwind-Funktionen ®; fiir die
scharfe und @, fiir die Samarskij Upwind-Methode verwendet. Die konformen Dis-
kretisierungen werden mit der Stromlinien-Diffusions-Methode stabilisiert. Der
Stromlinien-Diffusions-Parameter dx wurde geméf (2.16) mit 6y = 0.125 und
01 = 0 gewéhlt.

5.4.2 Auswertung der Testrechnungen

Fiir die numerischen Berechnungen des Problems (5.6) geben wir sowohl den Feh-
ler in der L?(Q)-Norm und in der diskreten H!'-Seminorm, als auch die Fehler-
entwicklung in dem Teilgebiet [0,0.75]%, in dem die Losung keine Grenzschichten
besitzt, an. Die folgenden Tabellen geben insbesondere fiir jeden Finite-Elemente-
Raum in der ersten Zeile den Fehler und in der zweiten Zeile die Konvergenzord-
nung auf dem entsprechenden Level der Verfeinerung wieder.

Wir erkennen, da der L?(Q2)-Fehler fiir alle Diskretisierungen nur die Konvergen-
zordnung 0.5 besitzt, siche Tabelle 5.6. In der diskreten H'-Seminorm divergiert
die Losung sogar mit der Ordnung 0.5, siehe Tabelle 5.8. Da fiir alle Verfei-
nerungen die Breite der Grenzschichten kleiner als die Gitterweite h ist, kann
man auf Grund des Interpolationsfehlers kein besseres Verhalten in ) erwarten.
Aufserhalb der Grenzschichten erkennt man deutliche verbesserte Konvergenzra-
ten, die fiir Elemente hoherer Ordnung sogar optimal sind, vgl. Tabelle 5.9. Un-
ter Nutzung der nichtkonformen Upwind-Diskretisierung erkennen wir bei beiden
Upwind-Varianten die gleichen Ergebnisse, da mit kleinem Diffusionsparameter
v die Funktionen ®;, &5 gema"3 (2.20), (2.22) nahezu gleich sind.
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FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level ¢
Raum | ®;(.) 2 3 4 5 6

Pye 1 5.3le —2 | 3.65e —2 | 2.52¢e —2 | 1.76e — 2 | 1.23e — 2
0.51 0.54 0.53 0.52 0.51
2 5.3le —2 | 3.65e —2 | 2.52¢e —2 | 1.76e — 2 | 1.23e — 2
0.51 0.54 0.53 0.52 0.51
P — || 8.63e —2 | 6.27Te —2 | 4.49¢ — 2 | 3.19¢ — 2 | 2.26e — 2
0.37 0.46 0.48 0.49 0.50
P, — || 8.40e —2 | 5.99¢ — 2 | 4.24e — 2 | 3.00e — 2 —
0.45 0.49 0.50 0.50 —
P; — || 8.37e —2 | 5.95¢ — 2 | 4.22¢ — 2 — —
0.45 0.49 0.50 — —
Qe 1 5.10e —2 | 3.58¢ — 2 | 2.53¢e —2 | 1.80e — 2 | 1.27e — 2
0.50 0.50 0.50 0.49 0.50
2 5.06e —2 | 3.58¢ — 2 | 2.54de —2 | 1.80e — 2 | 1.27e — 2
0.50 0.50 0.50 0.49 0.50
Q1 — || 8.35e—2]6.03¢e —2| 429 — 2 | 3.0de — 2 | 2.15¢ — 2
0.36 0.47 0.49 0.50 0.50
Q2 — || 8.00e — 2 | 5.66e — 2 | 4.00e — 2 | 2.82¢ — 2 —
0.46 0.50 0.50 0.50 —
Qs — || 7.95e —2 | 5.63e — 2 | 3.98e — 2 — —
0.48 0.50 0.50 — —

Tabelle 5.6: Fehler /Konvergenzordnung in der L?>-Norm




5.4 Three-Boundary-Layer Problem

FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level ¢
Raum | ®;(.) 2 3 4 5 6

Pye 1 2.66e —3 | 1.43e —3 | 7.43e —4 | 3.80e —4 | 1.92¢ — 4
0.80 0.90 0.94 0.97 0.98
2 2.66e —3 | 1.43e —3 | 7.43e —4 | 3.80e —4 | 1.92¢ — 4
0.80 0.90 0.94 0.97 0.98
P — |1 6.49¢e -3 | 6.37Te—4 | 3.7le—5 | 7.4le — 6 | 1.64de — 6
2.23 3.35 4.10 2.38 2.13
P, — 77le —3 | 7.96e—4 | 1.4le—5 | 9.54e — 8 —
1.87 3.28 5.82 7.20 —
Ps — || 748e -3 | 7.3le—4 | 1.2le—5 — —
1.91 3.35 5.90 — —
Qe 1 2.15e —3 | 1.0de — 3 | 5.16e — 4 | 2.5Te — 4 | 1.27e — 4
1.05 1.04 1.02 1.01 1.00
2 2.15e —3 | 1.0de — 3 | 5.16e — 4 | 2.5Te — 4 | 1.27e — 4
1.05 1.04 1.02 1.01 1.00
Q1 — || 4.68¢ —3 | 2.32e —4 | 2.18¢—6 | 5.10e = 7 | 1.27e — 7
2.37 4.34 6.73 2.11 2.02
Q> — || 5.0le—3 | 3.2le—4 | 2.15¢e — 6 | 7.96e — 9 —
2.24 3.96 7.23 8.07 —
Qs — || 5.0le—3 | 3.20e —4 | 2.11le — 6 — —
2.23 3.97 7.24 — —

Tabelle 5.7: Fehler /Konvergenzordnung in der L?-Norm auf [0, 0.75]3
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FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level ¢
Raum | ®;(.) 2 3 4 5 6
pre 1 2.15e 40| 2.86e+0 | 3.89¢e +0 | 5.37e+0 | 7.50e + 0
—0.38 —0.41 —0.44 —0.47 —0.48
2 2.15e 40| 2.86e+0 | 3.89¢e +0 | 5.37e+0 | 7.50e + 0
—0.38 —0.41 —0.44 —0.47 —0.48
P — || 5.57e—119.53e—1|1.54e+0 | 2.32e+0 | 3.40e + 0
—0.26 —0.77 —0.69 —0.60 —0.55
Py — | 594 —1]991le—1] 1.60e+0 | 2.35¢ + 0
—0.32 —0.74 —0.66 —0.55
P — 6.30e — 1 | 1.03e4+0 | 1.62e + 0 —
—0.36 —0.72 —0.65 —
Qe 1 1.35e +0 | 1.93e+0 | 2.73e +0 | 3.87e +0 | 5.49¢e + 0
—0.53 —0.51 —0.51 —0.50 —0.50
2 1.35e +0 | 1.93e+0 | 2.73e +0 | 3.87e +0 | 5.49¢e + 0
—0.53 —0.51 —0.51 —0.50 —0.50
Q1 — || 5.6de —1]9.8le—1]1.60e+0 | 2.44e+0 | 3.59¢ + 0
—0.33 —0.80 —0.71 —0.61 —0.55
Q> — 11 95.92e —1|1.02e40 | 1.63e+0 | 2.47e + 0
—0.41 —0.78 —0.68 —0.60
Qs — |/ 6.00e —1 | 1.03e+0 | 1.65e¢ + 0 —
—0.42 —0.78 —0.67 —

Tabelle 5.8: Fehler /Konvergenzordnung in der diskreten H'-Seminorm




5.4 Three-Boundary-Layer Problem

FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level ¢
Raum | ®;(.) 2 3 4 5 6

Pye 1 8.86e —2 | 9.4le—2 | 9.82¢ —2 | 1.00e — 1 | 1.02e — 1
0.00 —0.09 —0.06 —0.03 —0.02
2 8.86e —2 | 9.4le—2 | 9.82¢ —2 | 1.00e — 1 | 1.02e — 1
0.00 —0.09 —0.06 —0.03 —0.02
P — |1 6.02e —2 | 2.25e — 2 | 1.00e — 2 | 4.97e — 3 | 2.48¢ — 3
1.20 1.42 1.71 1.01 1.00
P, — 794e —2 | 1.53e —2 | 547e—4 | 6.47¢e — 5 —
0.98 2.29 4.81 3.01 —
Ps — || 7.63e —2 | 1.30e — 2 | 4.13e — 4 — —
1.05 2.55 4.98 — —
Qe 1 2.04e —2 | 1.48¢e — 2 | 1.30e — 2 | 1.26e — 2 | 1.25e — 2
0.72 —0.47 —0.18 —0.05 —0.01
2 2.04e —2 | 1.48¢ — 2 | 1.30e — 2 | 1.26e — 2 | 1.25e — 2
0.72 —0.47 —0.18 —0.05 —0.01
Q1 — || 3.53e —2 | 5.55e —3 | 1.85¢ — 3 | 9.23e — 4 | 4.61le — 4
1.67 2.67 1.59 1.00 1.00
Q2 — || 3.78e —2 | 5.23e —3 | 7.52¢ — 5 | 3.90e — 6 —
1.47 2.85 6.12 4.27 —
Q3 — 3.78¢ —2 | 519 —3 | 7.27e — 5 — —
1.47 2.86 6.16 — —

Tabelle 5.9: Fehler /Konv.ordnung in der diskr. H'-Seminorm auf [0, 0.75]
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5 Numerische Tests

5.5 Ein praktisches Beispiel

Den Abschnitt der numerischen Tests wollen wir mit einem Beispiel aus der Praxis
abrunden und beenden. Wir betrachten hierzu einen Spezialfall der Chromato-
graphie — die Annulare Chromatographie (annular, engl.: ringférmig).
Chromatographische Separationsprozesse finden fiir die Trennung und Reinigung
von Mehrkomponentenprodukten in der biochemischen und pharmazeutischen
Industrie eine immer stérkere Beachtung (Ganetsos und Baker, 1993, [GB93]|).
Oftmals lassen sich nur anhand solcher Verfahren die erforderlichen Reinheiten
von Stoffen sicherstellen. Jedoch bedarf es dazu einer gezielten Betrachtung der
Betriebsparameter, wobei Simulationen einen wichtigen Beitrag leisten kdnnen.
Neben der konventionellen, nichtkontinuierlichen Methode trifft heute ein gestie-
genes Interesse insbesondere auf die kontinuierlichen Separationsprozesse, zu de-
nen auch die Annulare Chromatographie z&hlt. Obwohl verschiedene Vorteile eine
solche Vorgehensweise attraktiv machen (z.B. ist es gegeniiber anderen Verfahren
moglich, mehr als 2 Komponenten aus einem Stoffgemisch herauszufiltern), war-
tet diese Technik immer noch auf den industriellen Durchbruch. Erstmals erwédhnt
wurde dieses chromatographische Prinzip von Martin im Jahre 1949, [Mar49].

Gemisch

Rotation
v € (0,2m)

zE(O,L)M

Abbildung 5.4: Schema der Annularen Chromatographie

Reine Komponenten

Die grundséitzliche Vorgehensweise der Annularen Chromatographie ist in der
Abbildung 5.4 dargestellt. Die stationdre Phase, ein poroser Feststoff, befindet
sich in einem Ringspalt zwischen zwei konzentrischen und (langsam) drehenden
Zylindern. Die mobile Phase, zum Beispiel ein Losungsmittel, wird kontinuier-
lich iiber den gesamten Querschnitt in die Oberseite des Apparates gepumpt;
mit Ausnahme des (relativ kleinen) Gebietes, in dem das Mehrkomponentenge-
misch kontinuierlich durch einen festen Zufuhrkanal hinzugegeben wird. Da die
einzelnen Komponenten mit unterschiedlicher Geschwindigkeit wandern, werden
sie bei der Rotation des Ringspalts verschieden weit ausgelenkt und auf dem Weg
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5.5 FEin praktisches Beispiel

abwiarts voneinander getrennt. Es kommt zur Ausbildung schraubenformiger, he-
licaler Konzentrationsbénder, welche charakteristisch fiir jede Substanz sind. Am
unteren Auslauf konnen in fixierten Kreisregionen die reinen Stoffe gewonnen und
somit gesammelt werden.

Um eine Trennung der aufgelosten Komponenten quantifizieren zu konnen, ist es
notwendig einige Bedingungen zu treffen, vergleiche [TEFTSMO1].

e Temperatureffekte sind gewdhnlich klein, so dafs der Prozef in der fliissigen
Chromatographie als isothermisch betrachtet werden kann.

e Da in der Praxis die fixierten Betten am Boden aus kleinen Partikeln von
festem Zustand sind, ist der Widerstand zwischen den 2 Phasen gering und
es kann ein lokales Gleichgewicht zwischen mobiler und stationdrer Phase
angenommen werden.

Auf Grundlage dieser Annahmen ergibt sich das mathematische Modell die-
ses Prozesses mit einem System von Ng nichtlinearen Konvektions-Diffusions-
Gleichungen in drei Dimensionen. N¢ entspricht der Anzahl der Einzelkomponen-
ten des zu reinigenden Stoffgemisches. Schwierigkeiten bei der numerischen L6-
sung dieses Problems entstehen vor allem aus der nichtlinearen Kopplung der Lo-
sungskomponenten. Die enstehenden hochdimensionalen Gleichungssysteme und
singuldr gestorte Probleme bei bestimmten Parameterkonstellationen geben zu-
satzliche Schwierigkeiten auf.

In Anbetracht der Komplexitit dieses Systems und der damit verbundenen Pro-
bleme bei der Implementierung und Berechnung, beschrinken wir uns in dieser
Arbeit auf eine einleitende Modellgleichung im Fall der Konzentration ¢ einer
Einzelkomponente. Wir betrachten eine lineare Konvektions-Diffusions-Gleichung
mit Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen.

y T
—vAc+ <——,—,—u> -Ve = 0
rr
c = 1 inQY (5.7)
¢ = 0 in QD\QOD
de/on = 0 in 0Q\Qp

Das Gebiet Qp bezeichnet die Menge aller (z, y)-Paare fiir ein konstantes z = L,
also den oberen Rand des Apparates. Q% C Qp definiert das Gebiet, in dem die
Komponente dem System zugefiihrt wird — dieser Bereich entspricht in unserem
Fall einem 10° breiten Teilstiick des Kreisringes (2. Der Diffusionsparameter v
wird in unseren Berechnungen 10~® gesetzt, die vertikale Geschwindigkeit ver-

einbaren wir mit v = 2. r := y/22 + y? definiert bei festem z den Abstand zur
Mittelachse des Zylinders, dessen Parameter wir mit R, = 5.5 cm, Ry = 6 cm
und L = 40 cm festlegen.
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@1-Elemente, SDFEM

-

(>-Elemente, SDFEM

12
1
0.8-
0.6-
04-
\ 0.2-
0

-0.2
=

0 o0-® -4 -2 0 2 ; .
Q'°'-Elemente, Upwind

0.3~
0.25-

0.2

0.1
\ 0.05-

Abbildung 5.5: Ergebnisse der Testrechnungen fiir das Problem (5.7)
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5.5 FEin praktisches Beispiel

Die Ergebnisse der ersten Serie von Testrechnungen werden durch die Abbildung
5.5 wiedergegeben. In diesen Graphiken ist die Konzentration der Einzelkompo-
nente am Boden des Zylinders dargestellt, also genau der Bereich €2,, in dem
die Entnahme des Stoffes erfolgt. In der linken Spalte wird der Querschnitt vom
Boden des Apparates fiir alle vier Testrechnungen gezeigt; zur Verdeutlichung
der Effekte einzelner Verfahren, gibt die rechte Spalte die Darstellung der Losung
¢ in Abhéngigkeit von der z-Koordinate wieder. In diesen Rechnungen wurde
der SD-Parameter mit g = 0.5, 4; = 0 gewahlt, sowie die Samarskij Upwind-
Methode angewandt. Wir erkennen unter Verwendung von (-, (Q2-Elementen
dhnliche Ergebnisse, dennoch lassen sich zwei Besonderheiten deuten:

1. In beiden Rechnungen zeigen sich Spitzen in der Losung, die sowohl einen
Ausbruch am maximalen Wert der Amplitude, wie auch Ausschlidge in den
negativen Bereich beinhalten. Hierbei fillt vor allem auf, daf die Differenz
zwischen dem maximalen Funktionswert der Spitze und dem maximalen
Funktionswert im Bereich ohne diese ,Ausreifser in beiden Rechnungen
konstant ist — trotz der Argumentation im néichsten Punkt.

2. Die hohere Genauigkeit der (Qo-Elemente spiegelt sich in der Graphik durch
einen kleineren Winkelbereich fiir den gewonnen ,reinen” Stoff wieder — im
Gegensatz hierzu ist der maximale Funktionswert ca. doppelt so grof wie
in den Ergebnissen der Rechnungen mit )1-Elementen, vergleiche Tabelle
5.10. Diese Tabelle unterstreicht ebenfalls, dal wir fiir die genaueren Er-
gebnisse einen enormen Anstieg der Rechenzeiten in Kauf nehmen miissen.

Eine grofse Differenz zu diesen Berechnungen zeigen hingegen die Ergebnisse
unter Nutzung der nichtkonformen Q7°-Elemente. Trotz Stabilisierung mittels
der Stromlinie-Diffusions-Methode zeigt die Losung starke Oszillationen und lie-
fert inakzeptable Ergebnisse, siehe auch Tabelle 5.10. Bei John, Matthies, Schie-
weck und Tobiska [JMST98| wurde diese Problematik im zweidimensionalen Fall
genauer behandelt. Das Fazit dieser Arbeit: Die Nutzung des Finite-Elemente-
Raumes @Q7°" in Verbindung mit der SDFEM macht die Anwendung von Sprung-
termen zwingend notwendig. Diese Argumentation wird durch die Arbeit [STO1|
von Stynes und Tobiska noch starker fokussiert. Fiir eine Konvektions-Diffusions-
Gleichung (2.1) mit hinreichend glatten Koeffizienten geméf (2.11), wird gezeigt,
dafl Sprungterme unter der Bedingung

Co 2 2401|b|1,oo (58)

nicht erforderlich sind (C; konstant). Im unserem Beispiel (5.7) ist jedoch sowohl
der Reaktionsterm, als auch die Divergenz des Vektors b im Konvektionsterm
gleich Null, so daf die hinreichenden Bedingungen (2.11), (5.8) nicht erfiillt sind.
Dennoch zeigen die Testrechnungen, dafs die in den beiden angesprochenen Ar-
beiten erlduterten Effekte auch im Dreidimensionalen auftreten kénnen und das
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5 Numerische Tests

in diesem Bereich durchaus die Notwendigkeit fiir weitere Betrachtungen besteht.
Der Stabilisierungseffekt der Upwind-Diskretisierung zeigt sich in der letzten Zeile
der Abbildung 5.5. Die Oszillationen der Losung sind hierbei gegeniiber dem Fall
der SDFEM zwar behoben, jedoch verschmiert die Losung im Vergleich zu den Be-
rechnungen mit konformen Finite-Elemente-Réumen stark und die ,reine* Kom-
ponente verteilt sich fast {iber ein Viertel des Kreisringes. Nehmen wir erneut die
Tabelle 5.10 zu Hilfe, ist die Folge ein extrem gefallener maximaler Funktionswert.
Dieser betrigt nur ein Sechstel gegeniiber dem Fall von ()o-Elementen. Jedoch ist
dieser Fall der Einzige, in dem der minimale Funktionswert nicht unter Null faillt;
auch die Rechenzeiten sind im Vergleich auffallend gering. Trotz dieser positiven
Argumente sind die gewonnenen Ergebnisse als unbefriedigend einzuordnen. Die
erliuterten Effekte sind typische Eigenschaften des Upwind-Verfahrens, wie sie
in [RST96] néher behandelt werden.

@>-Elemente, SDFEM mit dy = 0.25

12
1
0.8-
0.6-
04-

\

0

0% a4 2 0 2 4 6

12
1
0.8-
0.6-
04-

\

0

0% a4 2 0 2 4 6

Abbildung 5.6: Einfluft des SD-Parameters auf die Losung des Problems (5.7)

Erginzend wurde in einer zweiten Serie von Testrechnungen der Einfluf des SD-
Parameters 0, untersucht. Im Gegensatz zur ersten Testserie wurde dieser Para-
meter in Berechnungen mit ()s-Elementen halbiert bzw. verdoppelt. Die Ergeb-
nisse der Abbildung 5.6 zeigen durch die verinderte Viskositéit eine mit steigen-
dem SD-Parameter leicht verschmierende Losung. Desweiteren erkennen wir im
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5.5 FEin praktisches Beispiel

Fall des kleineren SD-Parameters eine glattere Lésung im Bereich des maximalen
Wertes der Amplitude. Die bereits beschriebenen Ausschlige nach oben, sind hier
nahezu geglattet.

FE- max. min. Rechen- | €, mit
Raum Diskr. do || Fkt.wert | Fkt.wert | zeit ins | ¢ # 0
Q1 SDFEM | 0.5 0.6024 | -0.1047 366 45°

Q2 SDFEM | 0.25 | 1.1736 -0.0763 14618 28°
SDFEM | 0.5 1.1624 -0.0853 16635 30°
SDFEM | 1.0 1.1398 -0.1120 23147 32°

Qo SDFEM | 0.5 2.0140 -2.3834 9569 85°
UPWIND | - 0.2276 0 126 72°

Tabelle 5.10: Vergleich der Testrechnungen zum Problem (5.7)

Als Anhang liegt dieser Arbeit eine CD-ROM bei, auf der drei MPEG-Dateien im
Verzeichnis ANIMATIONEN abgelegt sind, sowie die hier ausgewerteten graphischen
Ergebnisse (im Verzeichnis GRAPHIKEN). Die Datei Chroma3D_1.mpg gibt fiir den
stationdren Fall des Problems (5.7) mit u = 2 das ausgewertete 3D-Modell wieder.
In der Datei Chroma3D_2.mpg ist fiir den gleichen Fall der Parameter u, also
die vertikale Geschwindigkeit, auf 0.6 herabgesetzt wurden — hierdurch bildet
sich eine stirker gewundene Schraubenlinie aus. Fiir diesen Fall findet man in
der Datei Chroma3D_quer.mpg noch eine Wanderung durch den Querschnitt des
Zylinders vom Einflufs bis zum Boden. Man erkennt hier gut, wie sich am inneren
Rand des Ringspalts, die Losung aufgrund des kiirzeren Weges schneller als an
den AuRenrédndern fortbewegt. Fiir diese drei Animationen wurde jeweils eine
Berechnung mittels (Jo-Elementen und der SDFEM mit ¢, = 0.5 zugrunde gelegt.
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6 Abschlielende Bemerkungen

In dieser Arbeit haben wir uns auf Konvektions-Diffusions-Gleichungen im Drei-
dimensionalen beschrinkt. Vor dem praktischen Hintergrund dieser Arbeit, der
Implementierung der Referenztransformationen und der Upwind-Diskretisierung
im Dreidimensionalen, wurden im ersten Teil in einer Zusammenfassung die be-
notigten theoretischen Grundlagen ausfiihrlich erldutert und auf Besonderheiten
hingewiesen. Konvergenzaussagen und Fehlerabschitzungen aus der Fachliteratur
runden diese Betrachtungen ab und bilden die Basis fiir die Testrechnungen.

Die numerischen Ergebnisse spiegeln die erlduterten Aussagen wieder; anhand
zweier theoretischer Beispiele konnten die Vorbetrachtungen durch die numeri-
schen Tests untermauert werden. Ebenfalls beeindruckend gezeigt, haben sich
die Auswirkungen von Grenzschichten auf die Qualitdt der Ergebnisse. Das ab-
schliefende (reduzierte) praktische Beispiel aus der Chromatographie zeigt erste
Moglichkeiten, die ein Schritt vom Zwei- ins Dreidimensionale mit sich bringen.
Beispielsweise kann in dieser Arbeit auf eine Reihe von Annahmen bzw. Beschrin-
kungen im Vergleich zur Arbeit [TETSMO01]| verzichtet werden. Die Probleme las-
sen sich hierdurch effizienter angehen und die Ergebnisse sind fiir die Industrie
damit entscheidend relevanter und hilfreicher als zuvor. Dieses Beispiel unter-
streicht jedoch auch in der Literatur beschriebene, negative bzw. positive Effekte
von bestimmten Diskretisierungen.

Aufgrund der gewonnenen Ergebnisse konnen wir zum Schluf kommen, dafs Fehler
bei der Implementierung im weitesten Sinne ausgeschlossen werden kdnnen. Die
Testrechnungen decken sich in nahezu allen Punkten mit der Theorie.

Wir mussten jedoch auch erkennen, daf die Komplexitit der dreidimensionalen
Probleme (siehe zum Beispiel Tabelle 5.1) nach diesem ersten Schritt Grenzen
setzt; Rechnungen mit Elementen hoherer Ordnung brachen teilweise nach we-
nigen Verfeinerungen ab. Probleme wirft auch die Beschreibung der im Dreidi-
mensionalen komplexeren Gebiete auf. Desweiteren haben wir in unseren Be-
rechnungen Verhalten der Losung erkannt, die bisher nur in Arbeiten fiir zwei-
dimensionale Probleme behandelt wurden — Aussagen fiir Gleichungen in drei
Dimensionen sind in der Literatur kaum zu finden. Auf diesem Gebiet sind fiir
die Zukunft ndhere Untersuchungen zu treffen, um auch vor dem praktischen
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6 Abschlieflende Bemerkungen

Hintergrund bestmogliche Ergebnisse zu erhalten. Ein weiteres Ziel bleibt die Lo-
sung der Annularen Chromatographie (im Dreidimensionalen) fiir ein Gemisch
mit mindestens zwei Komponenten. Da die Nichtlinearitit hierbei von entschei-
dender Bedeutung ist, wird die Implementierung eines nichtlinearen Iterations-
zyklusses in das Programmpaket MooNMD unumganglich. Entsprechende Projekte
laufen bereits am Institut fiir Analysis und Numerik an der Otto-von-Guericke-
Universitéit in der Arbeitsgruppe von Prof. Tobiska in Zusammenarbeit mit dem
Institut fiir Verfahrenstechnik.
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7 Notation

Satze, Lemmata usw. werden innerhalb eines Kapitels numeriert (z.B. Satz 2.3).

Gleichungen werden innerhalb eines Kapitels fortlaufend numeriert.

Quelltexte, Dateinamen usw. werden durch angepafite Schriftart entsprechend
kenntlich gemacht.

Feste Bezeichnungen:

dimV
V*

Vi

-{1v
f(w)
U—V

052

‘Q)IS

Th

Abbruch der Testrechnungen (in Bezug auf Tabellen 5.1-5.9)
Vektor der Linge N mit 1-Eintragen

Bilinearform

Menge aller Polynome vom Hd&chstgrad &

Menge aller Polynome, die das Produkt von Polynomen vom
Ho6chstgrad £ in jeder Variablen sind

Funktionalmatrix zum Funktional F'

Menge der reellen Zahlen

Menge aller n-Tupel (xy,...,z,) mit x; € R

Banachraum

Dimension von V'

zu V' gehorender Dualraum

endlichdimensionaler Finite-Elemente-Raum

Norm in V

Wert des Funktionals f € V* bei Anwendung auf v € V
stetige Einbettung von U in V/

Grundgebiet der rdumlichen Verdnderlichen

Rand von (2

aufsere Normale bzgl. €2

Ableitung in Richtung n

Diskretisierungsparameter bzgl. der rdumlichen Verdnderlichen
Zerlegung des Gebiets 2
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7 Notation

-l e, [
|-|Z,K7 |'|Z,Q
()

A

\%

div(.)

ulpq

det A, |A|

inf , sup
VeV yev

min, max
veV  wveV

sgn(a)
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Gitterzelle der Zerlegung T,

Durchmesser der Zelle K

Referenzelement

Referenzabbildung von K auf K

Referenzkoordinaten

Réaume differenzierbarer Funktionen

Menge aller Funktionen aus C!(Q), die sich zusammen mit ihren
partiellen Ableitungen bis zur Ordnung [ stetig auf den Abschlufs
Q) fortsetzen lassen

Réume zur p-ten Potenz integrabler Funktionen (1 < p < oo)
Norm im L*(Q)

Sobolev-Riume

Norm in H! iiber K bzw.

Seminorm in H'! iiber K bzw. Q

Skalarprodukt im Hilbertraum

Laplace-Operator

Gradient

Divergenz

u eingeschrankt auf das Gebiet 02

Determinante der Matrix A

Infimum bzw. Supremum iiber alle v aus V'

Minimum bzw. Maximum iiber alle v aus V'

Vorzeichen der Zahl a
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