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1 Einleitung
Mit der enorme Entwi
klung in der numeris
hen Mathematik, sowie im Berei
hder Prozessoren und Computer, in den letzten Jahren spielt die praktis
he Un-terstützung der Industrie dur
h die Mathematik eine immer gröÿere Rolle. Beider Entwi
klung neuer e�zienterer Prozesse und Verfahren, z.B. in der pharma-zeutis
hen Industrie, können Simulationen einen erhebli
hen Teil zur korrektenArbeitsweise und Optimierung der Systeme beitragen. Nunmehr sind Ziele undKapazitäten gegeben, die es notwendig ma
hen, die Finite-Elemente-Methodeund deren Umsetzung im Programmpaket MooNMD der Universität Magdeburgauf den dreidimensionalen Fall auszuweiten. Aufbauend auf den Grundlagen derArbeitsgruppe von Prof. Tobiska am Institut für Analysis und Numerik der Otto-von-Gueri
ke-Universität Magdeburg befaÿt si
h diese Arbeit mit einem Teil derImplementierungen für die Finite-Elemente-Methode im Dreidimensionalen - ge-nauer der Referenztransformationen bei Verwendung einer Diskretisierung mit-tels Tetraedern, kantenparallelen und beliebigen Hexaedern, sowie der Upwind-Stabilisierung.In der vorliegenden Arbeit wird die numeris
he Lösung von Glei
hungen desKonvektions-Di�usions-Typs, wel
he bei vielen physikalis
hen Problemen auftre-ten, behandelt. Da die Lösung sol
her Di�erentialglei
hungen auf dem analyti-s
hen Weg im allgemeinen Fall sehr aufwendig und unter Umständen sogar un-mögli
h ist, wird die Verwendung von numeris
hen Verfahren unumgängli
h. Einweit verbreiteter Ansatz ist die Methode der Finiten Elemente. Die ausführli
hentheoretis
hen Betra
htungen zur Diskretisierung des Ausgangsproblems und zurErzeugung des endli
hdimensionalen Problems (Stei�gkeitsmatrix und diskretere
hte Seite) bilden die Grundlage der praktis
hen Umsetzung.Na
h diesen einleitenden Worten baut si
h die Arbeit in der folgenden Strukturauf. Das zweite Kapitel befaÿt si
h genauer mit der Klasse der Konvektions-Di�usions-Probleme. Es wird näher auf den Aufbau und die Besonderheiten ei-nes sol
hen Glei
hungstyps eingegangen und einige Bedingungen an die Koe�-zienten erläutert. Ausgehend von der s
hwa
hen Formulierung dieses Problemswird die Standard-Galerkin-Diskretisierung hergeleitet. Da bei dominanter Kon-vektion die Finite-Elemente-Methode Instabilitäten aufweist, wird im Ans
hluÿ
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1 Einleitungauf zwei weitere Diskretisierungen eingegangen. Ein erstes Verfahren zur Verbes-serung dieser Probleme ist die Stromlinien-Di�usions-Methode, kurz: SDFEM,wel
he im Verlauf des Kapitels hergeleitet wird. Dieses Herangehen liefert gu-te globale Stabilitätseigens
haften, verbunden mit einer hohen Genauigkeit. Beider Herleitung der Upwind-Diskretisierung wird deshalb der Diskretisierung deskonvektiven Terms eine gesonderte Betra
htung zu Teil kommen, um so groÿeOszillationen in Grenzs
hi
hten der bere
hneten Lösung zu unterbinden. Für alledrei Diskretisierungen werden im Verlauf des Kapitels Konvergenzaussagen fürden verwendeten Glei
hungstyp getro�en.Vor dem Hintergrund der Implementierung der Referenztransformationen beiHexaedern und Tetraedern, wird im dritten Kapitel die Finite-Elemente-Methodeim Dreidimensionalen bespro
hen. Es wird speziell auf die Erzeugung des aus derDiskretisierung entstehenden Glei
hungssystems eingegangen. Die hieraus her-geleiteten Daten der Referenztransformation für die angespro
henen drei Fällebilden die Grundlage der Implementierung in das Programmpaket MooNMD.Die Programmierung der Referenztransformationen und des Upwind-Verfahrensbildet die Basis des Kapitels vier. Es werden die zur Umsetzung notwendigenVariablen und Objektklassen bes
hrieben. An einem einfa
hen Beispiel wird derZusammenhang zwis
hen der Theorie des dritten Kapitels und der Implementie-rung aufgezeigt.Im fünften Kapitel sind die numeris
hen Tests zusammengefaÿt. Dieser Abs
hnittwird eingeleitet mit der De�nition der verwendeten (konformen und ni
htkonfor-men) Finite-Elemente-Räume und fortgesetzt mit Aussagen zur Gittergenerie-rung, Bemerkungen zur Komplexität der entstehenden Systeme, einer Einfüh-rung der verwendeten Normen, sowie den Parametern der Testre
hnungen. Fürdie Re
hnungen wurden zuerst zwei akademis
he Testbeispiele betra
htet. Da dieexakten Lösungen bekannt sind, können die auftretenden Fehler bestimmt undmit der Theorie abgegli
hen werden. Anhand dieser Beispiele wird ebenfalls derStabilisierungse�ekt der Upwind-Diskretisierung verdeutli
ht.Den Abs
hluÿ dieser Arbeit bildet ein Beispiel aus der Praxis. Anhand der nume-ris
hen Bere
hnungen zu einem Spezialfall 
hromatographis
her Prozesse werdendie theoretis
hen Überlegungen no
hmals untermauert, sowie auf weitere Beson-derheiten hingewiesen.
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2 Problemklasse undDiskretisierung
2.1 Skalare Konvektions-Di�usions-Glei
hungenSkalare Konvektions-Di�usions-Glei
hungen bes
hreiben den Transport einer ska-laren Gröÿe. Glei
hungen dieser Form treten oft in der Strömungsme
hanik auf.Beispiele dafür sind:� die Bere
hnung der Temperatur in einer Strömung� die Glei
hungen der Konzentration von Pollutanten in Fluiden� die Momentenglei
hung in den Navier-Stokes-Glei
hungenMan unters
heidet dabei zwei Arten des Transportes, den di�usiven und den kon-vektiven. Der di�usive Transport bes
hreibt die eigenständige Vermis
hung vonFlüssigkeiten und Gasen auf Basis der Brown's
hen Bewegung und wird mit Hilfeder zweiten Ableitungen (Lapla
e-Operator) bes
hrieben. Der konvektive Trans-port entspri
ht dem Transport aufgrund bewegter Matierie und wird dur
h dieersten Ableitungen (Gradient) de�niert. Dominiert der konvektive Transport, soentstehen im allgemeinen Grenzs
hi
hten, d.h. Berei
he, in denen si
h die Lösungextrem s
hnell mit kleiner werdendem Parameter � ändert. Standardformulierun-gen von diskreten Formulierungen erweisen si
h als instabil. Dieses sind E�ekte,die au
h bei Navier-Stokes-Glei
hungen auftreten. Na
h Meinung von Groÿmannund Roos [GR94℄ wurde die Untersu
hung von Navier-Stokes-Glei
hungen mitgroÿen Reynoldszahlen in den ersten Arbeiten zur Numerik singulär gestörterDi�erentialglei
hungen au
h stets als Anlaÿ genannt, Probleme der Form (2.1)im Fall � � 1 zu untersu
hen. Grundlage für diese Argumentation: Die ana-lytis
he Untersu
hung und die numeris
he Lösung von Konvektions-Di�usions-Glei
hungen ist oft wesentli
h einfa
her als die der Navier-Stokes-Glei
hungen �es ist jedo
h mögli
h, eine Reihe von analytis
hen als au
h numeris
hen Metho-den für Konvektions-Di�usions-Glei
hungen auf die Navier-Stokes-Glei
hungenzu übertragen. 5



2 Problemklasse und DiskretisierungIn dieser Arbeit betra
hten wir Konvektions-Di�usions-Glei
hungen der Gestalt���u + b � ru+ 
u = f in 
u = g auf �
 (2.1)Hierbei ist 
 � IR3 ein bes
hränktes Gebiet mit Lips
hitz-Rand �
. Die Funktion� 2 L1(
) ist bes
hränkt und positiv�(x) � �0 > 0 8x 2 
:Für die anderen Koe�zienten von (2.1) tre�en wir folgende Voraussetzungen:b 2 �C1(�
)�d ; 
 2 L1(
); f 2 H�1(
); g 2 H1=2(�
):Der erste Summand der ersten Glei
hung in (2.1) wird Di�usionsterm genannt,der zweite Konvektionsterm und der dritte Reaktionsterm. Istj � j� kb(x)k1 := maxi �maxx2
 j bi(x) j� ;so spri
ht man von singulär gestörten Problemen, da die Lösung u(:; �) des Pro-blems (2.1) für � ! 0 im allgemeinen ni
ht überall gegen die Lösung konvergiert,die man erhält, wenn im Ausgangsproblem � � 0 gesetzt wird.Ist b � 0 und 
 � 0, so ergibt si
h der Spezialfall der Poisson�Glei
hung. NähereAngaben zu diesem Glei
hungstyp werden im Kapitel zu den numeris
hen Testsgema
ht.2.2 DiskretisierungDie Besonderheiten bei der Diskretisierung von Konvektions-Di�usions-Glei
hun-gen rühren daher, daÿ der stabilisierende Term ���u der Diskretisierung für� ! 0 immer mehr an Ein�uÿ verliert. Zudem stellt die �-Abhängigkeit derexakten Lösung weitere Probleme, da der Konsistenzfehler bei Standard-Differen-zenverfahren und der Approximationsfehler bei Standard-Finite-Elementen für� ! 0 bei fester (beliebig kleiner) S
hrittweite unbes
hränkt wä
hst.2.2.1 S
hwa
he FormulierungWir multiplizieren die erste Glei
hung des Problems (2.1) mitv 2 V := H10 (
) = nv 2 L2(
) : rv 2 L2(
); v � 0 auf �
o6



2.2 Diskretisierungund integrieren über 
.Z
 (���u + b � ru+ 
u)v dx = Z
 fv dxNa
h partieller Integration ergibt si
h unter Nutzung der Greens
hen FormelZ
 �ru � rv dx� Z�
 � �u�nv ds+ Z
 (b � ru+ 
u)v dx = Z
 fv dx;so daÿ das zugehörige Variationsproblem dur
hFinde u 2 V + g mitZ
 �ru � rv dx + Z
 (b � ru+ 
u)v dx = Z
 fv dx 8v 2 Vu = g auf �
 (2.2)
gegeben ist. Das Problem (2.2) läÿt si
h dann als s
hwa
he Formulierung mitkonvektiver Form des Konvektionstermes s
hreiben:Finde u 2 V + g mita(u; v) + b(u; v) + 
(u; v) = (f; v) 8v 2 Vu = g auf �
: (2.3)
Hierbei bezei
hnet (:; :) das Skalarprodukt in L2(
), gegeben dur
h(u; v) = Z
 uv dx:Die Bilinearformen sind alsa(u; v) = (�ru;rv); b(u; v) = (b � ru; v); 
(u; v) = (
u; v)de�niert.Groÿmann und Roos [GR94℄ beweisen unter der Voraussetzung v 2 H10 (
) denSatz 2.1 Es sei u 2 H1(
), uj�
 = g eine Lösung der Variationsglei
hung (2.2)und es gelte u 2 C2(�
). Dann löst u au
h das Randwertproblem (2.1). 7



2 Problemklasse und DiskretisierungAuf Grundlage von Satz 2.1 bezei
hnet man Randbedingungen von Diri
hlet-Artals sogenannte wesentli
he Bedingungen. Die Erfüllung der Randbedingun-gen leitet si
h direkt aus der Formulierung der Variationsglei
hung (2.2) ab, sodaÿ die Einhaltung dieser Randbedingungen ni
ht zusätzli
h im Ansatz gefordertwerden muÿ, sondern dur
h den Übergang vom Randwert� zum Variationspro-blem automatis
h gesi
hert ist. Andere Randbedingungen, wie z.B. Neumann-Randbedingungen, die als natürli
he Randbedingungen bei der Variationsfor-mulierung �abfallen�, gehen ni
ht explizit in die Formulierung ein und werden nurapproximativ erfüllt (vgl. Ha
kbus
h, �7 [Ha
86℄).2.2.2 Standard-Galerkin-DiskretisierungBei der Standard-Galerkin-Diskretisierung ersetzt man in der s
hwa
hen Formu-lierung (2.3) den Raum V dur
h einen endli
hdimensionalen Raum Vh.Finde uh 2 Vh + gh mita(uh; vh) + b(uh; vh) + 
(uh; vh) = (f; vh) 8vh 2 Vhuh = g auf �
: (2.4)
Bemerkung: Zu denkbaren Räumen Vh, speziell für die FEM im Dreidimen-sionalen, wird in der Einführung zum Kapitel über die numeris
hen Testsgenauer Stellung genommen.Wir wählen eine Basis fvihgi=1:::N in Vh, wobei N die Dimension des Raumes Vhist. Da uh 2 Vh gilt, gibt es eine Darstellung der Formuh = NXj=1ujvjh: (2.5)Die Glei
hung (2.4) ist genau dann für alle vh 2 Vh erfüllt, wenn sie für alleBasisfunktionen gilt. Aufgrund der Integraleigens
haften (Bilinearform) erhältman mit Darstellung (2.5) von uh für jede Basisfunktion vih die Glei
hungNXj=1uj Z
 �rvjh � rvih + �b � rvjh + 
vjh� vih dx = Z
 fvih dx: (2.6)Unter Berü
ksi
htigung der Diri
hlet-Randbedingung in (2.1) liefert diese Bezie-hung die i-te Glei
hung eines Glei
hungssystems A1N !u =  fg ! (2.7)8



2.2 Diskretisierungmit A = ((aij)) ; aij = Z
 �rvjh � rvih + �b � rvjh + 
vjh� vih dx1N = 0BB� 1...1 1CCAT ; u = 0BB� u1...uN 1CCA ; f = 0BB� f1...fN 1CCA mit fi = Z
 fvih dx:Die Lösung des Systems (2.7) ergibt die Koe�zienten der Linearkombination (2.5)und damit die diskrete Lösung uh.Sei mit 
 die Konstante der Unglei
hung a(u; u) � 
 k u k2V aus der Eigens
haftder V -Elliptizität undM über die Beziehung ja(u; v)j �M k u kV k v kV de�niert.Als Aussage zur Konvergenz des Galerkin-Verfahrens im Spezialfall der Poisson-Glei
hung, bei b = (0; 0; 0)T und 
 = 0, gilt der au
h häu�g in der Literatur alsLemma von Cea bezei
hneteSatz 2.2 Es sei a(:; :) eine stetige, V -elliptis
he Bilinearform. Dann sind fürjedes f 2 V � die Aufgaben (2.3) bzw. (2.4) eindeutig lösbar. Für die zugehörigenLösungen u 2 V bzw. uh 2 Vh gilt die Abs
hätzungk u� uh kV� M
 infvh2Vh k u� vh kV : (2.8)Werden die Teilräume Vh � V so gewählt, daÿ sie asymptotis
h di
ht in V liegen,d.h. jedes Element z 2 V läÿt si
h beliebig gut dur
h Elemente v 2 Vh für hinrei-
hendes kleines h > 0 approximieren, so spri
ht man, basierend auf der Unglei
h-heit (2.8), von der Quasi-Optimalität des Verfahrens (2.4) zur näherungsweisenBehandlung der Variationsglei
hung (2.2), vgl. [GR94℄.Wir stellen als Grundlage für die folgenden Sätze weitere Bedingungen an dieDiskretisierungsparameter; de�nieren hierzu dur
h }s(K̂) die Klasse der FinitenElemente mit Vh � Hs+1(
), �K = supfdiam(S) : S Kugel innerhalb von Kg,hK = diam(K).(H1): Eine Familie von Zerlegungen Th ist regulär, wenn eine Konstante � exi-stiert, so daÿ hK�K � � 8K 2 [h Th(H2): Alle Finiten Elemente (K;PK;�K) sind a�n-äquivalent zu einem Refe-renzelement (K̂; P̂ ; �̂).(H3): Alle Finiten Elemente (K;PK;�K); K 2 [h Th liegen in der Klasse }0. 9



2 Problemklasse und DiskretisierungUnter diesen Voraussetzungen beweisen Ciarlet und Lions [CL93℄ die Fehlerab-s
hätzung (2.9), (2.10) für die Verwendung der Galerkin-Diskretisierung.Satz 2.3 Zusätzli
h zur Gültigkeit von (H1), (H2) und (H3) nehmen wir dieExistenz einer Konstanten k � 1 an, so daÿ folgende Beziehungen geltenPk(K̂) � P̂ � H1(K̂) Hk+1(K̂) ,! }s(K̂):Hierbei entspri
ht s der maximalen Ordnung der partiellen Ableitungen bzgl. derDe�nition von �̂.Ist u 2 V die Lösung des Variationsproblem (2.2), so ist diese au
h Element desRaumes Hk+1(
). Es existiert eine Konstante C, unabhängig von h, mitku� uhk1;
 � Chkjujk+1;
; (2.9)wobei uh 2 Vh die diskrete Lösung ist.Satz 2.4 Es gelten die Bedingungen (H1), (H2) und (H3). Desweiteren sei s = 0,n � 3 und u 2 Hk+1(
). Existiert eine Konstante k � 1 mitPk(K̂) � P̂ � H1(K̂);so ist das Problem (2.4) regulär. Für die diskrete Lösung uh 2 Vh gilt dann dieFehlerabs
hätzung ku� uhk0;
 � Chk+1jujk+1;
: (2.10)Für konvektionsdominante Probleme, � �k b k1, stellt si
h allerdings heraus,daÿ die Lösung uh mit Hilfe der Diskretisierung (2.6) sehr groÿe Oszillationenbesitzt. Sie ist ni
ht glei
hmäÿig bzgl. �, d.h. für � ! 0 divergiert die Norm desFehlers mit k u�uh kV!1; siehe [RST96℄, S.63. Die bere
hnete Lösung hat mitder Lösung u ni
hts zu tun. uh ist somit unbrau
hbar. Wir benötigen stabilereDiskretisierungen, wel
he in den beiden folgenden Abs
hnitten erläutert werdensollen.2.2.3 Stromlinien-Di�usion FEM (SDFEM)Die Stromlinien-Di�usions Methode wurde erstmals von Hughes und Brooks[HB79℄ für die numeris
he Lösung von konvektionsdominanten Konvektions-Di�u-sions-Glei
hungen eingeführt. Inzwis
hen �ndet man in der Literatur au
h Inter-pretationen als Petrov-Galerkin-Verfahren bzw. die Bezei
hnungen streamline up-wind Petrov-Galerkin-Verfahren (SUPG Verfahren). Die SDFEM kombiniert gute10



2.2 Diskretisierungglobale Stabilitätseigens
haften mit einer hohen Genauigkeit auf Teilgebieten, dieGrenzs
hi
hten auss
hlieÿen. Die Stabilisierung erfolgt bei dieser Methode dur
heine geeignete Wahl der Testfunktionen.Ausgehend von der s
hwa
hen Formulierung (2.3) der Konvektions-Di�usions-Glei
hung und hinrei
hend glattem b, 
 und f ,
� 12div(b) � 
0 > 0; (2.11)betra
hten wir eine Zerlegung Th vom Gebiet 
. Mit K 2 Th bezei
hnen wir eineGitterzelle dieser Zerlegung. Es sei Vh � V ein konformer Finite-Elemente-Raum,der si
h aus stü
kweise polynomialen Funktionen vom Grad k zusammensetzt,d.h. Vh := fvh 2 V : vhjK 2 Pk(K) für alle K 2 Thg :Desweiteren nehmen wir an, daÿ Gitter sei quasiuniform und u 2 Hk+1(K) mitk � 1. Unter Nutzung einer Abs
hätzung für den Interpolationsfehler und derNormäquivalenz in endli
hdimensionalen Räumen �ndet man in [RST96℄ die Gül-tigkeit der lokalen inversen Unglei
hungk �vh k0;K� �invh�1k j vh j1;K 8vh 2 Vh (2.12)mit der von K und h unabhängigen Konstanten �inv.Im Gegensatz zur Idee der Standard-Galerkin-Diskretisierung, wel
he die stetigenRäume dur
h diskrete Räume und die stetigen Bilinearformen dur
h diskreteBilinearformen ersetzt, testet die SDFEM auf K zusätzli
h mit dem Term b �rv.Unter Annahme der Regularität der Lösung u von (2.3) können wir im Fall von���u + b � ru+ 
u = f in L2(K) 8Ks
hluÿfolgern, daÿ u der Glei
hheitah(u; vh) = fh(vh) 8vh 2 Vh; (2.13)genügt. Wir de�nieren dazuah(w; v) := �(rw;rv) + (b � rw; v) + (
w; v)+ XK2Th ÆK(���w + b � rw + 
w; b � rv)Kfh(v) := (f; v) + XK2Th ÆK(f; b � rv)K;wobei (:; :)K das Skalarprodukt in L2(K) repräsentiert. Die vom Anwender ge-wählte Konstante ÆK wird als SD-Parameter bezei
hnet. Da im allgemeinen�uh 62 L2(
), jedo
h �uh 2 L2(K) für jede Zelle K gilt, bere
hnen wir �uh11



2 Problemklasse und Diskretisierungelementweise.Somit können wir die SDFEM wie folgt de�nieren:Finde uh 2 Vh, so daÿ für alle vh 2 Vh giltah(uh; vh) = fh(vh): (2.14)Zusammen mit Glei
hheit (2.13) erhalten wir aus (2.14) für u 2 H2(
)ah(u� uh; vh) = 0 8vh 2 Vh: (2.15)Diese Orthogonalitätsbeziehung ist die Projektionseigens
haft der SDFEM; ei-ne Finite-Elemente-Methode, die dieser Eigens
haft genügt, bezei
hnet man alskonsistent.Zur Messung des Fehlers und der Stabilität verwenden wir eine Norm, wel
he si
hauf die diskrete Bilinearform ah bezieht:jjjvjjjSD := 0��jvj21 + XK2Th ÆK k b � rv k20;K +
0 k v k20;K1A 12 :Um Aussagen über die Stabilität und die Konvergenzeigens
haften zu geben,müssen die benötigten Konstanten 
K , 
0 auf 
 der Bedingungen (2.11) genügen.
K := maxx2K j
(x)j für jedes K 2 ThDie Stabilitätseigens
haften der SDFEM sind dann Folge von Lemma 2.5, wel
hesbei Roos, Stynes und Tobiska [RST96℄ na
hzulesen ist.Lemma 2.5 Der SD-Parameter ÆK genüge für jedes K 2 Th0 < ÆK � 12 min 
0
2K ; h2k��2inv!:Dann ist die diskrete Bilinearform koerzitiv, d.h.ah(vh; vh) � 12 jjjvhjjj2SD 8vh 2 Vh:Aus theoretis
hen Überlegungen zur Elliptizität des Problems (2.14) und zur op-timalen a-priori Fehlerabs
hätzung ergibt si
h na
h [RST96℄ eine geeignete Wahldes SD-Parameter vonÆK = 8>>><>>>: Æ0hK für k b k1;K hK > 2� (konvektionsdominant)Æ1h2K� für k b k1;K hK � 2� (di�usionsdominant), (2.16)
12



2.2 Diskretisierungwobei hK der Dur
hmesser von Gitterzelle K und Æ0; Æ1 festzulegende positiveKonstanten sind.Satz 2.6 Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.5 erfüllt und der SD-Parameterwie in (2.16) gegeben. Dann genügt die Lösung uh der SDFEM der globalen Feh-lerabs
hätzung jjju� uhjjjSD � C �� 12 + h 12�hkjujk+1:Bemerkung: Im konvektionsdominanten Fall zeigen Roos, Stynes und Tobiska[RST96℄, daÿ der L2�Fehler der Ableitung in Stromlinienri
htung optimal,jedo
h die S
hranke von k u � uh k0 eine halbe Ordnung geringer als dasOptimum ist.2.2.4 Upwind-DiskretisierungEin Grund für groÿe Oszillationen innerhalb von Grenzs
hi
hten der bere
hnetenLösung bei Verwendung der Standard-Galerkin-Diskretisierung und dominanterKonvektion ist die Existenz einer vorherrs
henden Ri
htung, in der Informationenüber die Lösung transportiert werden. Diesem Fall sollte bei der Diskretisierungdes konvektiven Terms eine gesonderte Betra
htung zu Teil werden.
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Abbildung 2.1: Konstruktion des d-dimensionalen Simplex SK;lHierzu wollen wir die Upwind-Diskretisierung für ni
htkonforme Finite Elementebetra
hten, wel
he erstmals dur
h Ohmori/Ushijima [OU84℄ für ni
htkonformeP1�Elemente und skalare Konvektions-Di�usions-Glei
hungen im Jahre 1984 ver-ö�entli
ht wurde. Diese Te
hnik basiert auf der Zerlegung des Gebietes 
 in so-genannte duale Gebiete Rl. Bezei
hne �l die Seiten�ä
hen, CK den S
hwerpunktdes Elementes K und SK;l den d�dimensionalen Simplex in K, wel
her dur
h dieFlä
hen �l und den zusätzli
hen Knoten CK aufgespannt wird (siehe Abbildung13



2 Problemklasse und Diskretisierung2.1). Mit �l sei die Menge aller Indizes k 6= l bezei
hnet, für wel
he die KnotenBk und Bl zu einem gemeinsamen Element gehören. Für diesen Fall de�nierenwir �lk := �SK;l \ �SK;k als die gemeinsame (d � 1)�dimensionale Flä
he vonSK;l und SK;k. Für innere Flä
hen �l existieren zwei Elemente K und K 0 mit�l = �K \ �K 0 (verglei
he Abbildung 2.2), für wel
he wir das duale Gebiet Rlals Rl := SK;l [ SK0;l de�nieren. Im Fall einer Rand�ä
he �l � �K \ �
 setzenwir Rl := SK;l.
PSfrag repla
ements
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Abbildung 2.2: Konstruktion der dualen Gebiete RlWir führen den Lumping-Operator Lh ein, wel
her eine gegebene Funktionv 2 Vh auf eine stü
kweise konstante Funktion Lhv dur
h die Vors
hrift(Lv) (x) := v(Bl) 8x 2 Rl (2.17)transformiert.Um Informationen über die Konvektionsri
htung einfa
h nutzen zu können, wirdder konvektive Term mit Hilfe des Operators Lh dur
h ein Integral über dieRänder der dualen Gebiete approximiert.(b � ru; v) = Xl (b � ru; v)Rl= Xl h(r � (ub); v)Rl � (r � b; uv)Rli� Xl h(r � (ub); Lhv)Rl � (r � b; Lh(uv))Rli= Xl v(Bl) ((r � (ub); 1)Rl � u(Bl)(r � b; 1)Rl)= Xl Xk2�l (hub � nlk; 1i�lk � u(Bl)hb � nlk; 1i�lk) v(Bl)= Xl Xk2�lhb � nlk; u� u(Bl)i�lkv(Bl) (2.18)Hierbei bezei
hnet nlk den äuÿeren Normalvektor auf �lk in Bezug auf Rl, h:; :i�lkdas Skalarprodukt in L2(�lk) und die Notation r� (ub) die Divergenz des Vektorsub, de�niert dur
h r � (ub) = dXj=1 �j(ubj):14



2.2 DiskretisierungDie Upwind-Idee besteht darin, die Lösung u(x) auf �lk dur
h einen festen Wertuupw, der einen bena
hbarten u-Wert in Ri
htung stromaufwärts (entgegen derStrömungsri
htung; englis
h: �upstream� oder �upwind�) in Bezug auf das Kon-vektionsfeld b repräsentiert, zu ersetzen. uupw wird als Linearkombinationu � uupw := �lk(b)u(Bl) + (1� �lk(b))u(Bk): (2.19)angesetzt. Das Kurvenintegralhb � nlk; 1i�lk = Z�lk b � nlk d
bes
hreibt den konvektiven Fluÿ dur
h die Kurve �lk. Die Ri
htung des Flussesist dur
h das Vorzei
hen von hb � nlk; 1i�lk bestimmt. Ist dieser Term kleiner alsNull, so ist der konvektive Fluÿ in SK;l hineingeri
htet. Der konvektive Transport,der bei singulär gestörten Problemen dominiert, erfolgt somit von Knoten Bk zumKnoten Bl. Deshalb wählt man �lk 2 [0; 1=2) in (2.19), so daÿ bei der Diskre-tisierung des konvektiven Terms im Knoten Bl der Wert u(Bk) einen stärkerenEin�uÿ als u(Bl) besitzt. Analoge Überlegungen führen im Fall hb � nlk; 1i�lk > 0auf die Wahl �lk 2 (1=2; 1℄.Dur
h Einsetzen von (2.19) in (2.18) erhalten wir die Diskretisierung von (b�ru; v)mit ~b(uh; vh) =Xl Xk2�lhb � nlk; (1� �lk(b))(uh(Bk)� uh(Bl)i�lkvh(Bl):In theoretis
hen Untersu
hungen der Upwind-Methoden werden an die Koe�zi-enten �lk no
h einige Bedingungen gestellt. Dazu de�nieren wir�lk(b) = �(t) mit t = 12� hb � nlk; 1i�lk : (2.20)Die Funktion �(t) muÿ die Bedingungen(B1) �(t) = 1� �(�t) 8t > 0; 0 � �(t) � 1 8t 2 IR;(B2) �(t) � 1=2 8t > 0;(B3) g(t) = t � �(t) ist Lips
hitz-stetig auf IR; 9>=>; (2.21)erfüllen, siehe Thiele und Tobiska [TT89℄. Mögli
he Varianten für die Wahl sind:�1(t) = 8><>: 1; für t � 00; für t < 0 oder �2(t) = 8>>>>><>>>>>: 12 + t1 + t ; für t � 012� 2t ; für t < 0 (2.22)�1(:) wird einfa
hes oder s
harfes und �2(:) Samarskij Upwind genannt.Beide Funktionen erfüllen die geforderten Bedingungen (B1), (B2) und (B3).15



2 Problemklasse und DiskretisierungNutzt man eine Upwind-Diskretisierung, so hat das zu lösende diskrete Glei-
hungssystem die Gestalta(uh; vh) + ~b(uh; vh) + 
(uh; vh) = (f; vh) 8v 2 Vh0uh = g i 2 N�
: (2.23)N�
 bezei
hnet die Menge der Indizes k mit Bk 2 �
. Bei S
hiewe
k und Tobiska[ST96℄ �ndet man mit Satz 2.7 eine Aussage über die Lösbarkeit der s
hwa
henFormulierung für mehrdimensionale Navier-Stokes-Glei
hungen unter Nutzungder Upwind-Diskretisierung.Satz 2.7 Wir nehmen an, daÿ die Bedingungen (B1),(B2),(B3) erfüllt sind,und f 2 (L2(
))d gilt. Desweiteren sei � > �0 mit einem hinrei
hend groÿen�0 = �0(
; f) > 0. Dann besitzen sowohl das stetige als au
h das diskrete Problemeine eindeutige Lösung (u; p) und (uh; ph). Unter der zusätzli
hen Regularitäts-annahme (u; p) 2 (H2(
))d �H1(
) gilt die Fehlerabs
hätzungk u� uh kh + k p� ph k0� C(�; k u k2;2k p k1;2)h (2.24)für Raumdimensionen d � 3.Für die Verwendung der Upwind-Diskretisierung auf Viere
ks- bzw. Hexaeder-gittern läÿt si
h ein analoges Vorgehen herleiten. Im Falle der von Ranna
herund Turek [RT92℄ eingeführten ni
htkonformen Qrot1 -Elemente �ndet man nähereErläuterungen in der Arbeit [S
h97℄ von S
hiewe
k. Die Konstruktion der dualenGebiete erfolgt hierbei gemäÿ Abbildung 2.3.
PSfrag repla
ements
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Abbildung 2.3: Konstruktion der dualen Gebiete auf Viere
ksgittern
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3 Methode der Finiten Elementeim Dreidimensionalen
3.1 Assemblierung des Glei
hungssystemsWie in den Betra
htungen zur Diskretisierung gezeigt, erhalten wir aus der s
hwa-
hen Formulierung des Konvektions-Di�usions-Problems das lineare Glei
hungs-system (2.7) der Form  A1N !u =  fg ! ;wel
hes die Koe�zienten ui zur Bestimmung der diskreten Lösung uh liefert, vgl.Basisdarstellung (2.5). Dabei istA = ((aij))N�N ; aij = Z
 �rvjh � rvih + (b � rvjh + 
vjh)vih dxf = (fi)N ; fi = Z
 fvih dx:Unsere Aufgabe soll nun die Assemblierung dieses Glei
hungssystems sein.Bezei
hnet Th die Zerlegung von 
 in Gitterzellen K, so läÿt si
h die Bere
hnungder Matrixeinträge, also die Bere
hnung der Integrale über das Gebiet 
, auf dieSumme von Integralen über die Zellen K vereinfa
hen.aij = (�rvjh;rvih) + (b � rvjh; vih) + (
 � vjh; vih)= Z
 �rvjh � rvih + (b � rvjh + 
vjh)vih dx= XK2Th ZK �rvjh � rvih + (b � rvjh + 
vjh)vih dx (3.1)= XK2Th h(�rvjh;rvih)K + (b � rvjh; vih)K + (
 � vjh; vih)Ki 17



3 Methode der Finiten Elemente im DreidimensionalenIm allgemeinen sind in diesem Fall nur wenige Gitterzellen zu betra
hten, da si
hder Dur
hs
hnitt der Träger von vih und vjh auf wenige Gitterzellen bes
hränkt.Werten wir die Integrale auf diesen Gitterzellen aus und addieren die Ergebnisse,so lassen si
h die Matrixeinträge aij ermitteln. Die Anwendung dieses Vorgehensauf die Einträge fi liefert eine �reduzierte� Aufgabenstellung: die Bere
hnung vonIntegralen der Form ZK h(x)dx.
3.2 Bere
hnung der lokalen IntegraleDas allgemeine Vorgehen zur Bere
hnung eines Integrals auf der Gitterzelle Kgliedert si
h im Programmpaket MooNMD in zwei wesentli
he S
hritte:1. Transformation des Integrals auf ein Referenzelement,2. Bere
hnung des Integrals auf dem Referenzelement mit Hilfe einer geeigne-ten Quadraturformel.Bezei
hne K̂ das Referenzelement und FK die Referenztransformation, gegebendur
h FK : � 2 K̂ �! x 2 K; FK = 0B� F1F2F3 1CA :Ein Integral über die Zelle K transformiert si
h dann dur
hZK h(x)dx = ẐK ĥ(�) jdet JF (�)jd�; (3.2)wobei JF die Funktionalmatrixmit der zugehörigen Funktionaldeterminante det JFbezei
hnet. JF (�) = 0BBBBBBBBB�

�F1��1 �F1��2 �F1��3�F2��1 �F2��2 �F2��3�F3��1 �F3��2 �F3��3
1CCCCCCCCCA = 0B� F11 F12 F13F21 F22 F23F31 F32 F33 1CANa
h Bestimmung der Funktionaldeterminante, die im nä
hsten Abs
hnitt be-spro
hen wird, bleibt im letzten S
hritt die Bere
hnung der transformierten In-tegrale auf dem Referenzelement, also vonẐK ~h(�)d� := ẐK ĥ(�) jdet JF (�)j d�:

18



3.3 Transformation von AbleitungenHierzu verwenden wir eine Quadraturformel (pk; wk)nk=1 mit den Stützstellen pkund den Gewi
hten wk. ẐK ~h(�)d� � nXk=1wk~h(pk)3.3 Transformation von AbleitungenZu einer gegebenen Referenztransformation x = FK(�) ergibt si
h die Umkehr-funktion mit � = F�1K (x). Für die transformierte Funktion gilt auf dem Referenz-element ĥ(�) = h(FK(�)) = h(x) = h(x1; x2; x3) = h(F1; F2; F3):Diese Beziehung wollen wir uns bei der Transformation der Ableitungen unterVerwendung der Kettenregel der Di�erentiation zu Nutze ma
hen.
r�ĥ(�) = r�h(x1; x2; x3) = 0BBBBBBBB� �h(x1; x2; x3)��1�h(x1; x2; x3)��2�h(x1; x2; x3)��3

1CCCCCCCCA
Kettenregel= 0BBBBBBBB� �h�x1 �x1��1 + �h�x2 �x2��1 + �h�x3 �x3��1�h�x1 �x1��2 + �h�x2 �x2��2 + �h�x3 �x3��2�h�x1 �x1��3 + �h�x2 �x2��3 + �h�x3 �x3��3

1CCCCCCCCA�xi��j = �Fi��j= 0BBBBBBBBB�
�F1��1 �F2��1 �F3��1�F1��2 �F2��2 �F3��2�F1��3 �F2��3 �F3��3

1CCCCCCCCCA
0BBBBBBBB� �h�x1�h�x2�h�x3

1CCCCCCCCA= (JF (�))T rxh(x)Aus der hergeleiteten Beziehung r�ĥ(�) = (JF (�))T rxh(x) erhalten wir sofortrxh(x) = (JF (�))�T r�ĥ(�): (3.3)Diese Glei
hheit benötigen wir zur Transformation der Skalarprodukte (rvjh;rvih)Kund (b � rvjh; vih)K . Hierzu ist es jedo
h nötig, die inverse Matrix von JTF zu be-stimmen. 19



3 Methode der Finiten Elemente im DreidimensionalenDie Adjunktenregel liefert das gewüns
hte Ergebnis.JTF = 0B� F11 F21 F31F12 F22 F32F13 F23 F33 1CAJ�TF = 1det JF 0B� F22F33 � F23F32 �(F21F33 � F23F31) F21F32 � F21F31�(F12F33 � F13F32) F11F33 � F13F31 �(F11F32 � F11F31)F12F23 � F13F22 �(F11F23 � F13F21) F11F22 � F12F21 1CA| {z }=:B0Die für das Systems (2.7) notwendigen Integrale ergeben si
h folgli
h mitZK f(x)vih(x) dx = ẐK f̂(�)v̂ih(�) jdet JF (�)j d�;ZK rvjh(x) � rvih(x) dx = ẐK �B0(�)rv̂jh(�)� � �B0(�)rv̂ih(�)� 1jdet JF (�)j d�;ZK b(x) � rvjh(x)vih(x) dx = ẐK b̂(�) �B0(�)rv̂jh(�)v̂ih(�)sgn (det JF (�)) d�;ZK 
(x)vjh(x)vih(x) dx = ẐK 
̂(�)v̂jh(�)v̂ih(�) jdet JF (�)j d�:Die ermittelten Integrale wollen wir für drei in MooNMD implementierte Spezialfällegenauer untersu
hen - für die Referenztransformation bei regulären Tetraedern,�ä
henparallelen und beliebigen Hexaedern.3.3.1 Triangulierung mittels TetraederDas Referenztetraeder K̂ sei gegeben dur
h die E
k-punkte 0B� 000 1CA ;0B� 100 1CA ;0B� 010 1CA ;0B� 001 1CAund K ein beliebiges ni
htentartetes Tetraeder mit E
k-punktenP0 = 0B� x0y0z0 1CA ; P1 = 0B� x1y1z1 1CA ; P2 = 0B� x2y2z2 1CA ; P3 = 0B� x3y3z3 1CA :
PSfrag repla
ements
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3.3 Transformation von AbleitungenDie Referenzabbildung FK : K̂ �! K, (x; y; z) = FK(�; �; �) setzen wir mit0B� xyz 1CA = 0B� x1 � x0 x2 � x0 x3 � x0y1 � y0 y2 � y0 y3 � y0z1 � z0 z2 � z0 z3 � z0 1CA0B� ��� 1CA+ 0B� x0y0z0 1CAan, so daÿ insbesondere gilt:F1 = (x1 � x0)� + (x2 � x0)� + (x3 � x0)� + x0:= �x1� + �x2� + �x3� + x0F2 = (y1 � y0)� + (y2 � y0)� + (y3 � y0)� + y0:= �y1� + �y2� + �y3� + y0F3 = (z1 � z0)� + (z2 � z0)� + (z3 � z0)� + z0:= �z1� + �z2� + �z3� + z0:Somit lassen si
h au
h die Determinantedet JF = det JTF = �x1�y2�z3 + �x2�y3�z1 + �x3�y1�z2 � �x3�y2�z1 � �x2�y1�z3 � �x1�y3�z2und die MatrixB0 = 0B� �y2�z3 � �y3�z2 �y3�z1 � �y1�z3 �y1�z2 � �y2�z1�x3�z2 � �x2�z3 �x1�z3 � �x3�z1 �x2�z1 � �x1�z2�x2�y3 � �x3�y2 �x3�y1 � �x1�y3 �x1�y2 � �x2�y1 1CAeinfa
h bere
hnen. FK ist eine a�ne Abbildung und B0 eine von den Referenz-koordinaten �; �; � unabhängige, konstante Matrix.3.3.2 Triangulierung mittels ParallelepipedZwis
hen dem Referenzhexaeder K̂ := (�1; 1)3 und einem beliebigem Parallel-epiped K mit E
kpunkten Pi = (xi; yi; zi); i = 0; : : : ; 7 existiert eine a�ne Abbil-dung FK : K̂ �! K, wel
he die Referenzkoordinaten (�; �; �) auf die Koordinaten(x; y; z) des Hexaeders abbildet.F genügt dabei den Bedingungen0B� �1�1�1 1CA! 0B� x0y0z0 1CA ;0B� 1�1�1 1CA! 0B� x1y1z1 1CA ;0B� �11�1 1CA! 0B� x3y3z3 1CA ;0B� �1�11 1CA! 0B� x4y4z4 1CA :
PSfrag repla
ements
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3 Methode der Finiten Elemente im DreidimensionalenUnter dem Ansatz einer a�nen Transformation0B� xyz 1CA = 0B� f11 f12 f13f21 f22 f23f31 f32 f33 1CA0B� ��� 1CA+ 0B� g1g2g3 1CAerhalten wir dur
h Einsetzen der obigen Bedingungen0BBB� x0x1x3x4 1CCCA = 0BBB� �1 �1 �1 11 �1 �1 1�1 1 �1 1�1 �1 1 1 1CCCA0BBB� f11f12f13g1 1CCCAund ans
hlieÿendem Au�ösen des entstehenden Systems die unbekannten Datender Referenztransformation.0BBB� f11f12f13g1 1CCCA = 0BBBBBBBBBBB�
x1 � x02x3 � x02x4 � x02x1 + x3 + x4 � x02

1CCCCCCCCCCCABei analogem Vorgehen für die y- und z-Komponenten transformiert die Abbil-dungFK(�; �; �) = 0BBBBBB� x1 � x02 x3 � x02 x4 � x02y1 � y02 y3 � y02 y4 � y02z1 � z02 z3 � z02 z4 � z02
1CCCCCCA0B� ��� 1CA+ 0BBBBBB� x1 + x3 + x4 � x02y1 + y3 + y4 � y02z1 + z3 + z4 � z02

1CCCCCCA :die Referenzkoordinaten auf die Koordinaten eines �ä
henparallelen Hexaeders.Hieraus lassen si
h wiederumF1 = x1 � x02 � + x3 � x02 � + x4 � x02 � + x1 + x3 + x4 � x02F2 = y1 � y02 � + y3 � y02 � + y4 � y02 � + y1 + y3 + y4 � y02F3 = z1 � z02 � + z3 � z02 � + z4 � z02 � + z1 + z3 + z4 � z02und somit unter Verwendung der Bezei
hnungen�xi := xi � x0; �yi := yi � y0; �zi := zi � z022



3.3 Transformation von Ableitungendie Funktionaldeterminantedet JF = 18 [�x1�y3�z4 + �x3�y4�z1 + �x4�y1�z3 � �x4�y3�z1 � �x3�y1�z4 � �x1�y4�z3℄ ;sowie die MatrixB0 = 14 0B� �y3�z4 � �y4�z3 �y4�z1 � �y1�z4 �y1�z3 � �y3�z1�x4�z3 � �x3�z4 �x1�z4 � �x4�z1 �x3�z1 � �x1�z3�x3�y4 � �x4�y3 �x4�y1 � �x1�y4 �x1�y3 � �x3�y1 1CAeinfa
h bere
hnen. Wie im Fall der Tetraeder-Triangulierung ist die Matrix B0au
h in diesem Fall konstant und unabhängig von den Referenzkoordinaten.3.3.3 Triangulierung mittels HexaederBes
hränken wir uns bei dem Hexaeder K ni
ht auf ein Parallelepiped, so exi-stiert keine a�ne Transformation von K̂ auf K. Die Transformation ist trilinear,was die gesamte Herleitung komplizierter werden läÿt.Wir behalten die Bezei
hnungen der E
ken des Hexaeders aus dem letzten Ab-s
hnitt bei, müssen im Fall von beliebigen Hexaedern jedo
h zusätzli
he Bedin-gungen stellen:0B� �1�1�1 1CA! 0B� x0y0z0 1CA ;0B� 1�1�1 1CA! 0B� x1y1z1 1CA ;0B� 11�1 1CA! 0B� x2y2z2 1CA ;0B� �11�1 1CA! 0B� x3y3z3 1CA ;0B� �1�11 1CA! 0B� x4y4z4 1CA ;0B� 1�11 1CA! 0B� x5y5z5 1CA ;0B� 111 1CA! 0B� x6y6z6 1CA ;0B� �111 1CA! 0B� x7y7z7 1CA :Mit dem Einsetzen dieser Bedingungen erhalten wir unter dem Ansatz einer tri-linearen Funktion0B� xyz 1CA = 0B� g1g2g3 1CA+ 0B� f11 f12 f13f21 f22 f23f31 f32 f33 1CA0B� ��� 1CA| {z }a�ner Anteil +0B� f14 f15 f16 f17f24 f25 f26 f27f34 f35 f36 f37 1CA0BBB� ��������� 1CCCA:= g + ((fij))i = 1 : : : 3j = 1 : : : 7 � r 23



3 Methode der Finiten Elemente im Dreidimensionalenund dem Vorgehen der letzten beiden Abs
hnitte die gesu
hten Daten der Refe-renzfunktion FK.0BBBBBBBBBBBBB�
f11f12f13f14f15f16f17g1

1CCCCCCCCCCCCCA = 18
0BBBBBBBBBBBBB�
�1 1 1 �1 �1 1 1 �1�1 �1 1 1 �1 �1 1 1�1 �1 �1 �1 1 1 1 11 �1 1 �1 1 �1 1 �11 �1 �1 1 �1 1 1 �11 1 �1 �1 �1 �1 1 1�1 1 �1 1 1 �1 1 �11 1 1 1 1 1 1 1

1CCCCCCCCCCCCCA �
0BBBBBBBBBBBBB�

x0x1x2x3x4x5x6x7
1CCCCCCCCCCCCCA:= 18((wij))8i;j=1 � xVereinfa
ht gilt f1j = 18 � 7Xn=0wj;n+1 � xn für j = 1; : : : ; 7g1 = 18 � 7Xn=0w8;n+1 � xn;woraus si
h die Referenztransformation mitFi = 18 � " 7Xn=1 fin � rn + gi# i = 1; : : : ; 3de�nieren läÿt. Die zugehörigen ersten Ableitungen dieser Referenzfunktionen,im folgenden zum Beispiel für die Abbildung F1 der x�Komponenten, sind imGegensatz zu den bereits erläuterten Fällen ni
ht mehr unabhängig von den Re-ferenzkoordinaten. F11 = 18 � [f11 + f14� + f15� + f17��℄F12 = 18 � [f12 + f14� + f16� + f17��℄F13 = 18 � [f13 + f15� + f16� + f17��℄Nutzen wir dieses Vorgehen bei den y� bzw. z�Komponenten, so läÿt si
h au
hdie Funktionaldeterminante bere
hnen.j JTF j= F11F22F33 + F12F23F31 + F13F21F32 � F13F22F31 � F12F21F33 � F11F23F32
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4 Implementierung in MooNMD
Wesentli
hes Ziel dieser Arbeit war die Implementierung der Referenztransfor-mation bei Tetraedern und Hexaedern, sowie des Upwind-Verfahrens im 3D-Fall.Um einen Einbli
k in die einzelnen Programmteile zu geben, sollen im folgendendie zum Verständnis nötigen Routinen genauer beleu
htet werden. Dabei wirdjedo
h nur ein allgemeiner Überbli
k über die Programmstruktur aufgezeigt; De-tails sollen au
h in Hinbli
k auf die Komplexität des Quelltextes unterbundenwerden. Auf der dieser Arbeit beiliegenden CD-ROM sind die benannten Dateienund damit der bearbeitete Quelltext im Verzei
hnis QUELLTEXT abgelegt.4.1 ReferenztransformationenDie theoretis
hen Überlegungen des letzten Kapitels �ndet man in den DateienHexaAffin.C bzw. HexaAffin.h, im Fall des �ä
henparallelen Hexaeders, undfür beliebige Hexaeder in HexaTrilinear.C bzw. HexaTrilinear.h wieder. DieImplementierung der Referenztransformation für reguläre Tetraeder wurde in denDateien TetraAffin.C bzw. TetraAffin.h niedergelegt.In diesen Programmteilen identi�zieren wir die folgenden Variablen:double x0,: : :,x7,y0,: : :,y7,z0,: : :,z7;x,y,z Koordinate der Knoten auf dem Originalelementdouble x
0,: : :,x
7,y
0,: : :,y
7,z
0,: : :,z
7;x,y,z Koordinate der Knoten auf dem Referenzelementdouble detjk;Determinante der Funktionalmatrix JFDie Routinen zur Transformation der Basisfunktionen und ihrer Ableitungen un-ters
heiden si
h in den drei Klassen nur in einem Detail � der Quadraturformel.Am Ende jeder der �.C�Dateien sind die in Kapitel 3 hergeleiteten Daten zurReferenztransformation in der Routine SetCell niedergelegt. 25



4 Implementierung in MooNMDGetOrigFromRef(double eta, double xi, double zeta,double &x, double &y, double &z);Transformation der Referenzkoordinaten (eta; xi; zeta) auf die Koordina-ten des Originalelementes (x; y; z)GetOrigFromRef(int N_Points, double �eta, double �xi, double �zeta,double �x, double �y, double �z);Transformation eines Satzes von N_Points Koordinaten (eta; xi; zeta) desReferenzelementes auf die Koordinaten (x; y; z) des OriginalelementesGetOrigFromRef(double �ref, �orig);Transformation eines Vektors ref=(�; �; �) von Referenzkoordinaten aufeinen Vektor orig=(x; y; z) mit Koordinaten des OriginalelementesGetRefFromOrig(double x, double y, double z,double &eta, double &xi, double &zeta);Transformation der Koordinaten (x; y; z) des Originalelementes auf die Re-ferenzkoordinaten (eta; xi; zeta)GetRefFromOrig(double �orig, double �ref);Transformation eines Vektors orig=(x; y; z) von Koordinaten des Original-elementes auf einen Vektor ref=(�; �; �) mit ReferenzkoordinatenGetOrigValues(BaseFun
t3D BaseFun
t,int N_Points, double �eta, double �xi, double �zeta,int N_Fun
ts, QuadFormula_3D HexaFormula);Transformation der Basisfunktionen und Ableitungen vom Referenz� aufdas Originalelement in N_Points Knoten mit Koordinaten (eta; xi; zeta)und unter Verwendung der Quadraturformel für Hexaeder HexaFormula mitN_Fun
ts StützstellenGetOrigValues(BaseFun
t3D BaseFun
t,int N_Points, double �eta, double �xi, double �zeta,int N_Fun
ts, QuadFormula_3D QuadFormula);Transformation der Basisfunktionen und Ableitungen vom Referenz� aufdas Originalelement in N_Points Knoten mit Koordinaten (eta; xi; zeta)und unter Verwendung der Quadraturformel für Tetraeder QuadFormulamit N_Fun
ts StützstellenGetOrigValues(int N_Sets, BaseFun
t3D �BaseFun
t,int N_Points, double �eta, double �xi, double �zeta,int N_Fun
ts, QuadFormula_3D HexaFormula,boolean �Needs2ndDer;)Transformation eines Satzes von N_Sets Basisfunktionen und Ableitungenvom Referenz� auf das Originalelement in N_Points Knoten mit Koordina-ten (eta; xi; zeta) und unter Verwendung der Quadraturformel für Hexa-eder HexaFormula mit N_Fun
ts Stützstellen26



4.1 ReferenztransformationenGetOrigValues(int N_Sets, BaseFun
t3D �BaseFun
t,int N_Points, double �eta, double �xi, double �zeta,int N_Fun
ts, QuadFormula_3D QuadFormula,boolean �Needs2ndDer;)Transformation eines Satzes von N_Sets Basisfunktionen und Ableitungenvom Referenz� auf das Originalelement in N_Points Knoten mit Koordina-ten (eta; xi; zeta) und unter Verwendung der Quadraturformel für Tetra-eder QuadFormula mit N_Fun
ts StützstellenGetOrigValues(double xi, double eta, double zeta, int N_BaseFun
t,double �uref, double �uxiref, double �uetaref,double �uzetaref, double �uorig, double �uxorig,double �uyorig, double �uzorig);Transformation des Vektors uref der Koordinaten von N_BaseFun
ts Basis-funktionen und der Vektoren uxiref, uetaref, uzetaref der zugehörigenAbleitungen na
h �, � und � vom Referenzelement auf die Vektoren uorig,uxorig, uyorig und uzorig des OriginalelementesSetCell(TBaseCell �
ell);Ermittelt aus den Koordinaten einer Zelle 
ell der Klasse TBaseCell dieDaten der Referenztransformation (siehe Kapitel 3 und das folgende Bei-spiel)Beispiel:Anhand der Datei TetraAffin.C wollen wir am Beispiel der Triangu-lierung mittels regulärer Tetraeder den Zusammenhang zwis
hen derRoutine SetCell und der Herleitung im Kapitel zur Referenztrans-formation im 3D�Fall erläutern. Der Quelltext dieser Routine hat diefolgende Form:void TTetraAffin::SetCell(TBaseCell *
ell){Cell = 
ell;Cell->GetVertex(0)->GetCoords(x0, y0, z0);Cell->GetVertex(1)->GetCoords(x1, y1, z1);Cell->GetVertex(2)->GetCoords(x2, y2, z2);Cell->GetVertex(3)->GetCoords(x3, y3, z3);x
0=x0;x
1=x1-x0;x
2=x2-x0;x
3=x3-x0;
27



4 Implementierung in MooNMDy
0=y0;y
1=y1-y0;y
2=y2-y0;y
3=y3-y0;z
0=z0;z
1=z1-z0;z
2=z2-z0;z
3=z3-z0;detjk=x
1*y
2*z
3+x
2*y
3*z
1+x
3*y
1*z
2-x
3*y
2*z
1-x
2*y
1*z
3-x
1*y
3*z
2;}Der erste Programmteil ermittelt zu einer gegeben Zelle die Koordi-naten der E
kpunkte Pi := (xi; yi; zi) � in diesem Fall für i = 0; : : : ; 3.Ans
hlieÿend werden diese Koordinaten genutzt, um die im Kapitel 3hergeleiteten Daten für die Referenztransformation FK zu ermitteln.In der Notation zu diesem Kapitel ergeben si
h die Beziehungenx0 � x
0; �x1 � x
1; �x2 � x
2; �x3 � x
3für die die x�Komponenten und analog die Bezei
hnungen y
0 bisz
3. Im letzten S
hritt wird die Funktionaldeterminante detJF mitdetjk bestimmt.Diese De�nition der Transformationsdaten �ndet dann in allen an-deren angespro
henen Routinen ihre Anwendung, z.B. zur Transfor-mation der Referenzkoordinaten (xi,eta,zeta) auf die Koordinaten(X,Y,Z) des Originalelementes.void TTetraAffin::GetOrigFromRef(double xi, double eta,double zeta, double &X,double &Y, double &Z){ X = x
0 + x
1*xi + x
2*eta + x
3*zeta;Y = y
0 + y
1*xi + y
2*eta + y
3*zeta;Z = z
0 + z
1*xi + z
2*eta + z
3*zeta;}4.2 Upwind-VerfahrenDie Implementierung des Upwind-Verfahrens für den 3D-Fall ist in den DateienUpwind3D.C und Upwind3D.h hinterlegt. Um au
h hier den Bezug zu den theore-28



4.2 Upwind-Verfahrentis
hen Aussagen herzustellen, wollen wir zuerst die verwendeten Variablen de�-nieren. Es gelten folgende Bezei
hnungen:double x
oords[8℄,y
oords[8℄,z
oords[8℄;Vektor der x�, y� und z�Koordinaten der E
kpunkte der Zelledouble x,y,z;Koordinaten des Mittelpunktes der Flä
hen der dualen Gebietedouble sx,sy,sz;Koordinaten des S
hwerpunktes der Zelledouble nx,ny,nz;Koordinaten des Normalenvektors nlk auf der gemeinsamen (d� 1)�dimen-sionalen Flä
he �l;k von Flä
he SK;l und SK;kint N_Edges,N_Fa
es,N_Verti
es;Anzahl der E
ken, Flä
hen und Kanten einer ZelleDie Belegung dieser Werte erfolgt mittels der BefehleN_Edges = 
ell!GetN_Edges();N_Fa
es = 
ell!GetN_Fa
es();N_Verti
es = 
ell!GetN_Verti
es();und zusätzli
h liefert die Befehlszeile
ell!GetVertex(k)!GetCoords(x
oords[k℄,y
oords[k℄,z

ords[k℄);die Koordinaten, der an eine Kante angrenzenden Knoten.double flux;konvektiver Fluÿ dur
h die Flä
he �l;kDie Routine zum Aufruf der Upwind-Diskretisierung für Glei
hungen vom Konvektions-Di�usions-Typ stellt si
h im Quelltext dar mitUpwindForConvDiff(TSquareMatrix3D �sqmatrix, double �RHSTFESpa
e3D �fespa
e, TDis
reteForm3D �Dis
reteForm);Aufruf der Upwind-Diskretisierung für ein Glei
hungssystem mit der qua-dratis
hen Matrix sqmatrix und der re
hten Seite RHS über einem Finite-Elemente-Raum fespa
e mit der Diskretisierung Dis
reteForm
29



4 Implementierung in MooNMD
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5 Numeris
he Tests
5.1 Vorbetra
htungenZu Beginn dieses Kapitels sollen im folgenden Abs
hnitt einige einführende Be-merkungen getätigt werden, die für die Dur
hführung und das Verständnis derTestre
hnungen von Bedeutung sind. Dabei soll näher auf die verwendeten Finite-Elemente-Räume, die Erzeugung des Grobgitters, die Anzahl der Freiheitsgradeund die zur Fehlermessung verwendeten Normen eingegangen werden. Um te
h-nis
he Details, die für das Verständnis dieser einleitenden Bemerkungen ni
ht vonBedeutung sind, zu vermeiden, bes
hränken wir uns auf die in den vorangegan-genen Kapiteln erläuterten Voraussetzungen und Bezei
hnungen.Die Grundlage bildet das Konvektions-Di�usions-Problem (2.1), bei wel
hem wiruns in den numeris
hen Bere
hnungen auf das Gebiet 
 = (0; 1)3, also den Ein-heitswürfel, beziehen. Mit Th bezei
hnen wir die Zerlegung von 
 in Tetraederbzw. Hexaeder. Die Gitterzellen von Th identi�zieren wir dur
h K und die Re-ferenzabbildung von K̂ auf K mit FK . Ein Finites Element de�nieren wir dur
hdas Tripel (K;PK;�K) mit dem endli
hdimensionalen Raum PK � C l( �K) vonAnsatzfunktionen (dim PK = NK) und der Menge von linearen Knotenfunktio-nalen �K := nlK;i : C l( �K) �! IR; i = 1; : : : ; NKo :Wir betra
hten zunä
hst Finite Elemente auf Tetraedergittern. Die Referenzzelleist das Tetraeder mit den E
ken (0; 0; 0), (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1) und FK eine af-�ne Abbildung. Der Raum P (K̂) besteht aus Polynomen bis zu einem gegebenenGrad m. Wir de�nierenPm(K̂) := 8<: X0�i+j+l�m aijxi1xj2xl39=; ; (5.1)Pm(K) := np = p̂ Æ F�1K : p̂ 2 Pm(K̂)o :Die globalen Finite-Elemente-Räume ergeben si
h dur
hPm := nv 2 H1(
) : vjK 2 Pm(K)o ; m � 1;P n
1 := nv 2 L2(
) : vjK 2 P1(K); v erfüllt (5.2)o 31



5 Numeris
he Testsunter Nutzung der Bedingungv ist stetig auf den S
hwerpunkten der Seiten�ä
hen von K: (5.2)Der Raum P n
1 ist der bekannte ni
htkonforme, lineare oder Crouzeix/RaviartFinite-Elemente-Raum, [CR73℄.Die Referenzzelle bei Triangulierung mittels Hexaeder ist der groÿe Einheitswür-fel (�1; 1)3. Die Abbildung FK ist im allgemeinen trilinear (bea
hte: 
 � IR3);Ausnahme bildet der Fall des Parallelepipeds bzw. des �ä
henparallelen Hexa-eders. Man bea
hte, daÿ im Dreidimensionalen die Flä
hen des Hexaeders K imallgemeinen ni
ht eben sind. Eine Flä
he von K ist gegeben dur
h das Bild vonvier E
ken des Würfels (�1; 1)3, die eine Flä
he der Referenzzelle festlegen. DieBilder dieser vier Punkte ergeben vier Punkte im IR3, für die ni
ht zwingend eineEbene dur
h diese Punkte existieren muÿ. Zusätzli
h zum Raum Pm(K̂) in (5.1)de�nieren wir für den Fall der Hexaeder-TriangulierungQm(K̂) := 8<: mXi;j;l=0 aijxi1xj2xl39=; ;Qm(K) := np = p̂ Æ F�1K : p̂ 2 Qm(K̂)o :Der globale Finite-Elemente-Raum ergibt si
h unter Nutzung von Hexaeder-Gittern mit Qm := nv 2 H1(
) : vjK 2 Qm(K)o ; m � 1:Wir nehmen zusätzli
h den Raum Qrot1 auf, wel
her den Raum der ni
htkonfor-men, mittelwertorientierten, stü
kweise trilinearen Funktionen bes
hreibt. Ein-geführt wurde Qrot1 von Ranna
her und Turek [RT92℄, nähere Untersu
hungen�ndet man bei S
hiewe
k [S
h97℄. Dieser Finite-Elemente-Raum wird de�niertdur
h Qrot1 (K̂) := np̂; p̂ 2 spanf1; x̂1; x̂2; x̂3; x̂21 � x̂22; x̂22 � x̂23go ;Qrot1 (K) := np = p̂ Æ F�1K : p̂ 2 Qrot1 (K̂)o :Zur Erläuterung der Konstruktion des globalen Raumes Qrot1 identi�zieren wirmit E(K) die Menge aller (d� 1)-dimensionalen Flä
hen von K. Dann wird derFinite-Elemente-Raum Qrot1 gegeben dur
hQrot1 := 8<:p 2 L2(
); pjK 2 Qrot1 (K); ZE pjK ds = ZE pjK0 ds 8E 2 E(K) \ E(K 0)9=; :Die Glei
hheit der Integrale über die Eins
hränkung von p auf E von zwei be-na
hbarten Zellen ist das Gegenstü
k zur Stetigkeit der Crouzeix/Raviart FiniteElemente in den Mittelpunkten der Flä
hen.32



5.1 Vorbetra
htungenIm zweiten Teil dieser Vorbetra
htungen wollen wir uns kurz mit der Erzeugungdes Grobgitters befassen. Für die zwei gegebenen Zerlegungen � in Tetraeder undHexaeder � wird die Frage beantwortet, wie wir das Gebiet 
 = (0; 1)3 mit einemeinfa
hen Gitter zerlegen. Hierzu setzen wir mit V1 bis V8 die E
ken des Würfels
 an, wobei wir insbesondere V1 = (0; 0; 0) und V8 = (1; 1; 1) fordern. Betra
htenwir zuerst den Fall der Tetraeder-Triangulierung, so de�niert si
h eine GitterzelleK = (KV ; KE) dur
h die KnotenmengeKV := fV1; V8g [ nVi; Vj : i; j 62 1; 8 und 9 Kante ViVjound der zugehörigen KantenmengeKE := nV1V8; V1Vi; V1Vj; ViVj; ViV8; VjV8o :Dur
h diese Konstruktion entsteht ein Grobgitter mit genau 6 Tetraedern. DerFall unter Verwendung von Hexaedern stellt si
h hingegen einfa
h dar. Der Ein-heitswürfel wird in 8 Hexaeder der Kantenlänge 0.5 zerlegt. Die weitere Verfei-nerung erfolgt im Fall der Hexaeder in 8 glei
hgroÿe Würfel und im Fall derTetraeder-Zerlegung in 8 Tetraeder gemäÿ Bey [Bey97℄, Kapitel 3.Da si
h diese Arbeit auf Konvektions-Di�usions-Glei
hungen im Dreidimensio-nalen bes
hränkt, sollen die Vorbetra
htungen mit einem Bli
k auf Komplexitätder entstehenden Glei
hungssysteme fortgeführt werden. Dazu sind in der Tabel-le 5.1 die Anzahl der Freiheitsgrade angegeben, die unter Verwendung der obenbes
hriebenen Finite-Elemente-Räume auftreten.FE- Level i der VerfeinerungRaum 0 1 2 3 4 5 6P n
1 120 864 6528 50688 399360 3170304 25264128Qrot1 36 240 1728 13056 101376 798720 6340608P1,Q1 27 125 729 4913 35937 274625 2146689P2,Q2 125 729 4913 35937 274625 2146689 �P3,Q3 343 2179 15625 117649 912673 � �Tabelle 5.1: Anzahl der FreiheitsgradeZum Abs
hluÿ dieser Vorbetra
htungen führen wir die Normen ein, wel
he zurMessung des Fehlers in den weiteren Abs
hnitten des Kapitels verwendet werden.Wir de�nieren für ein u : 
 �! IR die L2-Norm auf 
 mitk u k0;
= 0�Z
 juj2dx1A 12 ;
33



5 Numeris
he Testsdie H1-Seminorm juj1;2;
 = 0�Z
 j ru j2 dx1A12und die diskrete H1-Seminormjuj1;2;h = 0� XK2Th j u j21;2;K1A12 = 0� XK2Th ZK j ru j2 dx1A 12 :5.2 Parameter der Testre
hnungenDie folgenden Parameter wurden für alle Testre
hnungen konstant gewählt:� Die Iteration bri
ht ab, wenn für die euklidis
he Norm des Residuums desaus der Diskretisierung enstehenden Glei
hungssystems (2.7), siehe Kapitel3.1, folgende Unglei
hung gilt:




 fg !�  A1N ! � u




2 � 1e� 10:� Als Löser wurde das geometris
he Mehrgitterverfahren verwendet.� Als Glätter (insbesondere für die Grobgitterlösung) wurde das symmetri-s
he SOR-Verfahren genutzt.Zur genaueren Erläuterung der angespro
henen Verfahren zur numeris
hen Lö-sung von groÿen, s
hwa
hbesetzten Glei
hungssystemen, die aus der Diskretisie-rung von Di�erentialglei
hungen entstehen, sei auf das Bu
h von Saad [Saa96℄verwiesen.5.3 Die Poisson-Glei
hung5.3.1 ProblemstellungDen Start unserer Testre
hnungen bildet der Spezialfall einer Konvektions-Di�u-sions-Glei
hung, die Poisson-Glei
hung � im Programmpaket MooNMD sind dieDaten dieser Aufgabenstellung in der Datei Lapla
e.h niedergelegt.Das zu lösende Problem lautet��u = f in 
 = (0; 1)3u = g auf �
 (5.3)34



5.3 Die Poisson-Glei
hungmit vorgegebenem stetigem f 2 C0(
). In der physikalis
hen Interpretation istf der Quellterm, z.B. die Ladungsdi
hte im Falle eines elektris
hen Potentials u.Als Spezialfall in diesem Beispiel enthalten ist bei f � 0 die Lapla
e�Glei
hung.Die Randbedingungen und die re
hte Seite seien so gewählt, daÿ die Lösung diesesProblems von der Gestaltu(x; y; z) = sin (�x) sin (�y) sin (�z) (5.4)ist. Für die Koordinate z = 0:5 hat die Lösung (5.4) des Problems (5.3) auf demEinheitsquadrat [0; 1℄2 die in Abbildung 5.1 dargestellte Form.
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Abbildung 5.1: Lösung des Problems (5.3) für z = 0:5.5.3.2 Auswertung der Testre
hnungenDie vorgegebene Lösung (5.4) des Problems (5.3) ist beliebig glatt, d.h. es giltu 2 C1(�
). Deshalb sind für alle Diskretisierungen die optimalen Konvergenzra-ten zu erwarten, vgl. Satz 2.3 und Satz 2.4. Die Tabellen 5.2 und 5.4 zeigen, daÿbei Verfeinerung mittels Tetraeder und Parallelepipede die numeris
hen Ergeb-nisse diesen Erwartungen entspre
hen.In Anbetra
ht des Ziels dieser Arbeit und den getätigten Erweiterungen des Pro-grammpakets MooNMD, werden die Re
hnungen mit Tests auf beliebigen Hexa-edergittern abgerundet. Hierbei wurde bei der Erzeugung des Grobgitters derMittelpunkt des Gebietes 
 = (0; 1)3, also M = (0:5; 0:5; 0:5), auf den PunktM 0 = (0:6; 0:55; 0:4) vers
hoben, siehe Abbildung 5.2. Bei Betra
htung der Ta-bellen 5.3 und 5.5 ist jedo
h nur ein marginaler Unters
hied zu den Ergebnissen35



5 Numeris
he Testsbei Verwendung von Gittern mit kantenparallelen Hexaedern zu erkennen. Au
hin diesen Tabellen �ndet man die optimalen Konvergenzraten wieder - die Fehlersind jedo
h im Verglei
h etwas gröÿer.

PSfrag repla
ements M M 0
Abbildung 5.2: Erzeugung des s
hiefen Gitters

5.4 Three-Boundary-Layer Problem5.4.1 ProblemstellungBei diesem Beispiel seien die Randbedingungen und die re
hte Seite so gewählt,daÿ u(x; y; z; �) =�x� exp�2x� 1� ���y2 � exp�3y � 1� ���z3 � exp�4z � 1� �� (5.5)die Lösung von���u + 0B� 234 1CA � ru+ u = f in 
 = (0; 1)3u = g auf �
 (5.6)ist � die Daten dieses Problems �ndet man im Programmpaket MooNMD unterThreeBoundaryLayers.h. Die Lösung für die Wahl des Parameters � mit 10�6hat auf dem Einheitswürfel typis
he Grenzs
hi
hten an den Ebenen x = 1, y = 1,z = 1, siehe Abbildung 5.3. Bei den ni
htkonformen Diskretisierungen, also beiVerwendung der Finite-Elemente-Räume P n
1 und Qrot1 , wurde die in Abs
hnitt36



5.4 Three-Boundary-Layer Problem
FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level iRaum 2 3 4 5 6P n
1 8:99e� 3 2:25e� 3 5:59e� 4 1:39e� 4 3:48e� 51:94 2:00 2:01 2:01 2:00P1 3:59e� 2 1:06e� 2 2:79e� 3 7:08e� 4 1:78e� 41:46 1:77 1:92 1:98 1:99P2 1:18e� 3 1:30e� 4 1:53e� 5 1:88e� 6 �3:17 3:18 3:08 3:03 �P3 9:62e� 5 5:70e� 6 3:44e� 7 � �4:00 4:08 4:05 � �Qrot1 9:70e� 3 2:43e� 3 6:10e� 4 1:52e� 4 3:80e� 51:98 2:00 2:00 2:00 2:00Q1 4:55e� 3 1:14e� 3 2:84e� 4 7:10e� 5 1:77e� 52:01 2:00 2:00 2:00 2:00Q2 1:77e� 4 2:23e� 5 2:79e� 6 3:48e� 7 �2:97 2:99 3:00 3:00 �Q3 3:85e� 6 2:42e� 7 1:51e� 8 � �3:97 3:99 4:00 � �Tabelle 5.2: Fehler/Konvergenzordnung in der L2-Norm
FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level iRaum 2 3 4 5 6Qrot1 9:84e� 3 2:47e� 3 6:19e� 4 1:55e� 4 3:87e� 51:97 1:99 2:00 2:00 2:00Q1 6:59e� 3 1:64e� 3 4:11e� 4 1:03e� 4 2:57e� 52:01 2:00 2:00 2:00 2:00Q2 2:38e� 4 3:00e� 5 3:75e� 6 4:69e� 7 �2:96 2:99 3:00 3:00 �Q3 6:47e� 6 4:06e� 7 2:54e� 8 � �3:98 4:00 4:00 � �Tabelle 5.3: Fehler/Konvergenzordnung in der L2-Norm (bel. Hexaeder)
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5 Numeris
he Tests
FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level iRaum 2 3 4 5 6P n
1 3:24e� 1 1:62e� 1 8:12e� 2 4:06e� 2 2:03e� 20:97 0:95 1:00 1:00 1:00P1 5:77e� 1 3:08e� 1 1:57e� 1 7:89e� 2 3:95e� 20:76 0:91 0:97 0:99 1:00P2 7:59e� 2 1:99e� 2 5:07e� 3 1:28e� 3 �1:84 1:93 1:97 1:99 �P3 5:81e� 3 7:41e� 4 9:30e� 5 � �2:86 2:97 3:00 � �Qrot1 3:78e� 1 1:89e� 1 9:44e� 2 4:72e� 2 2:36e� 20:99 1:00 1:00 1:00 1:00Q1 2:17e� 1 1:09e� 1 5:45e� 2 2:73e� 2 1:36e� 20:99 1:00 1:00 1:00 1:00Q2 1:11e� 2 2:76e� 3 6:91e� 4 1:73e� 4 �2:00 2:00 2:00 2:00 �Q3 3:68e� 4 4:57e� 5 5:73e� 6 � �3:00 3:00 3:00 � �Tabelle 5.4: Fehler/Konvergenzordnung in der diskr. H1-Seminorm
FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level iRaum 2 3 4 5 6Qrot1 3:84e� 1 1:92e� 1 9:81e� 2 4:81e� 2 2:41e� 20:99 0:99 1:00 1:00 1:00Q1 2:31e� 1 1:16e� 1 5:78e� 2 2:89e� 2 1:45e� 21:00 1:00 1:00 1:00 1:00Q2 1:21e� 2 3:01e� 3 7:53e� 4 1:88e� 4 �2:00 2:00 2:00 2:00 �Q3 4:69e� 4 5:86e� 5 7:32e� 6 � �3:00 3:00 3:00 � �Tabelle 5.5: Fehler/Konv.ordnung in der diskr. H1-Seminorm (bel. Hexaeder)
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5.4 Three-Boundary-Layer Problem
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Abbildung 5.3: Lösung (5.5) für � = 10�6 und z = 0:5.2.2.4 bes
hriebene Upwind-Stabilisierung mit den Upwind-Funktionen �1 für dies
harfe und �2 für die Samarskij Upwind-Methode verwendet. Die konformen Dis-kretisierungen werden mit der Stromlinien-Di�usions-Methode stabilisiert. DerStromlinien-Di�usions-Parameter ÆK wurde gemäÿ (2.16) mit Æ0 = 0:125 undÆ1 = 0 gewählt.5.4.2 Auswertung der Testre
hnungenFür die numeris
hen Bere
hnungen des Problems (5.6) geben wir sowohl den Feh-ler in der L2(
)-Norm und in der diskreten H1-Seminorm, als au
h die Fehler-entwi
klung in dem Teilgebiet [0; 0:75℄3, in dem die Lösung keine Grenzs
hi
htenbesitzt, an. Die folgenden Tabellen geben insbesondere für jeden Finite-Elemente-Raum in der ersten Zeile den Fehler und in der zweiten Zeile die Konvergenzord-nung auf dem entspre
henden Level der Verfeinerung wieder.Wir erkennen, daÿ der L2(
)-Fehler für alle Diskretisierungen nur die Konvergen-zordnung 0.5 besitzt, siehe Tabelle 5.6. In der diskreten H1-Seminorm divergiertdie Lösung sogar mit der Ordnung 0.5, siehe Tabelle 5.8. Da für alle Verfei-nerungen die Breite der Grenzs
hi
hten kleiner als die Gitterweite h ist, kannman auf Grund des Interpolationsfehlers kein besseres Verhalten in 
 erwarten.Auÿerhalb der Grenzs
hi
hten erkennt man deutli
he verbesserte Konvergenzra-ten, die für Elemente höherer Ordnung sogar optimal sind, vgl. Tabelle 5.9. Un-ter Nutzung der ni
htkonformen Upwind-Diskretisierung erkennen wir bei beidenUpwind-Varianten die glei
hen Ergebnisse, da mit kleinem Di�usionsparameter� die Funktionen �1, �2 gemä"3 (2.20), (2.22) nahezu glei
h sind. 39



5 Numeris
he Tests

FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level iRaum �i(:) 2 3 4 5 6P n
1 1 5:31e� 2 3:65e� 2 2:52e� 2 1:76e� 2 1:23e� 20:51 0:54 0:53 0:52 0:512 5:31e� 2 3:65e� 2 2:52e� 2 1:76e� 2 1:23e� 20:51 0:54 0:53 0:52 0:51P1 � 8:63e� 2 6:27e� 2 4:49e� 2 3:19e� 2 2:26e� 20:37 0:46 0:48 0:49 0:50P2 � 8:40e� 2 5:99e� 2 4:24e� 2 3:00e� 2 �0:45 0:49 0:50 0:50 �P3 � 8:37e� 2 5:95e� 2 4:22e� 2 � �0:45 0:49 0:50 � �Qrot1 1 5:10e� 2 3:58e� 2 2:53e� 2 1:80e� 2 1:27e� 20:50 0:50 0:50 0:49 0:502 5:06e� 2 3:58e� 2 2:54e� 2 1:80e� 2 1:27e� 20:50 0:50 0:50 0:49 0:50Q1 � 8:35e� 2 6:03e� 2 4:29e� 2 3:04e� 2 2:15e� 20:36 0:47 0:49 0:50 0:50Q2 � 8:00e� 2 5:66e� 2 4:00e� 2 2:82e� 2 �0:46 0:50 0:50 0:50 �Q3 � 7:95e� 2 5:63e� 2 3:98e� 2 � �0:48 0:50 0:50 � �Tabelle 5.6: Fehler/Konvergenzordnung in der L2-Norm
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5.4 Three-Boundary-Layer Problem

FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level iRaum �i(:) 2 3 4 5 6P n
1 1 2:66e� 3 1:43e� 3 7:43e� 4 3:80e� 4 1:92e� 40:80 0:90 0:94 0:97 0:982 2:66e� 3 1:43e� 3 7:43e� 4 3:80e� 4 1:92e� 40:80 0:90 0:94 0:97 0:98P1 � 6:49e� 3 6:37e� 4 3:71e� 5 7:41e� 6 1:64e� 62:23 3:35 4:10 2:38 2:13P2 � 7:71e� 3 7:96e� 4 1:41e� 5 9:54e� 8 �1:87 3:28 5:82 7:20 �P3 � 7:48e� 3 7:31e� 4 1:21e� 5 � �1:91 3:35 5:90 � �Qrot1 1 2:15e� 3 1:04e� 3 5:16e� 4 2:57e� 4 1:27e� 41:05 1:04 1:02 1:01 1:002 2:15e� 3 1:04e� 3 5:16e� 4 2:57e� 4 1:27e� 41:05 1:04 1:02 1:01 1:00Q1 � 4:68e� 3 2:32e� 4 2:18e� 6 5:10e� 7 1:27e� 72:37 4:34 6:73 2:11 2:02Q2 � 5:01e� 3 3:21e� 4 2:15e� 6 7:96e� 9 �2:24 3:96 7:23 8:07 �Q3 � 5:01e� 3 3:20e� 4 2:11e� 6 � �2:23 3:97 7:24 � �Tabelle 5.7: Fehler/Konvergenzordnung in der L2-Norm auf [0; 0:75℄3
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5 Numeris
he Tests

FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level iRaum �i(:) 2 3 4 5 6P n
1 1 2:15e+ 0 2:86e+ 0 3:89e+ 0 5:37e+ 0 7:50e+ 0�0:38 �0:41 �0:44 �0:47 �0:482 2:15e+ 0 2:86e+ 0 3:89e+ 0 5:37e+ 0 7:50e+ 0�0:38 �0:41 �0:44 �0:47 �0:48P1 � 5:57e� 1 9:53e� 1 1:54e+ 0 2:32e+ 0 3:40e+ 0�0:26 �0:77 �0:69 �0:60 �0:55P2 � 5:94e� 1 9:91e� 1 1:60e+ 0 2:35e+ 0 ��0:32 �0:74 �0:66 �0:55 �P3 � 6:30e� 1 1:03e+ 0 1:62e+ 0 � ��0:36 �0:72 �0:65 � �Qrot1 1 1:35e+ 0 1:93e+ 0 2:73e+ 0 3:87e+ 0 5:49e+ 0�0:53 �0:51 �0:51 �0:50 �0:502 1:35e+ 0 1:93e+ 0 2:73e+ 0 3:87e+ 0 5:49e+ 0�0:53 �0:51 �0:51 �0:50 �0:50Q1 � 5:64e� 1 9:81e� 1 1:60e+ 0 2:44e+ 0 3:59e+ 0�0:33 �0:80 �0:71 �0:61 �0:55Q2 � 5:92e� 1 1:02e+ 0 1:63e+ 0 2:47e+ 0 ��0:41 �0:78 �0:68 �0:60 �Q3 � 6:00e� 1 1:03e+ 0 1:65e+ 0 � ��0:42 �0:78 �0:67 � �Tabelle 5.8: Fehler/Konvergenzordnung in der diskreten H1-Seminorm
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5.4 Three-Boundary-Layer Problem

FE- Fehler und Konvergenzordnung auf Level iRaum �i(:) 2 3 4 5 6P n
1 1 8:86e� 2 9:41e� 2 9:82e� 2 1:00e� 1 1:02e� 10:00 �0:09 �0:06 �0:03 �0:022 8:86e� 2 9:41e� 2 9:82e� 2 1:00e� 1 1:02e� 10:00 �0:09 �0:06 �0:03 �0:02P1 � 6:02e� 2 2:25e� 2 1:00e� 2 4:97e� 3 2:48e� 31:20 1:42 1:71 1:01 1:00P2 � 7:94e� 2 1:53e� 2 5:47e� 4 6:47e� 5 �0:98 2:29 4:81 3:01 �P3 � 7:63e� 2 1:30e� 2 4:13e� 4 � �1:05 2:55 4:98 � �Qrot1 1 2:04e� 2 1:48e� 2 1:30e� 2 1:26e� 2 1:25e� 20:72 �0:47 �0:18 �0:05 �0:012 2:04e� 2 1:48e� 2 1:30e� 2 1:26e� 2 1:25e� 20:72 �0:47 �0:18 �0:05 �0:01Q1 � 3:53e� 2 5:55e� 3 1:85e� 3 9:23e� 4 4:61e� 41:67 2:67 1:59 1:00 1:00Q2 � 3:78e� 2 5:23e� 3 7:52e� 5 3:90e� 6 �1:47 2:85 6:12 4:27 �Q3 � 3:78e� 2 5:19e� 3 7:27e� 5 � �1:47 2:86 6:16 � �Tabelle 5.9: Fehler/Konv.ordnung in der diskr. H1-Seminorm auf [0; 0:75℄3
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5 Numeris
he Tests5.5 Ein praktis
hes BeispielDen Abs
hnitt der numeris
hen Tests wollen wir mit einem Beispiel aus der Praxisabrunden und beenden. Wir betra
hten hierzu einen Spezialfall der Chromato-graphie � die Annulare Chromatographie (annular, engl.: ringförmig).Chromatographis
he Separationsprozesse �nden für die Trennung und Reinigungvon Mehrkomponentenprodukten in der bio
hemis
hen und pharmazeutis
henIndustrie eine immer stärkere Bea
htung (Ganetsos und Baker, 1993, [GB93℄).Oftmals lassen si
h nur anhand sol
her Verfahren die erforderli
hen Reinheitenvon Sto�en si
herstellen. Jedo
h bedarf es dazu einer gezielten Betra
htung derBetriebsparameter, wobei Simulationen einen wi
htigen Beitrag leisten können.Neben der konventionellen, ni
htkontinuierli
hen Methode tri�t heute ein gestie-genes Interesse insbesondere auf die kontinuierli
hen Separationsprozesse, zu de-nen au
h die Annulare Chromatographie zählt. Obwohl vers
hiedene Vorteile einesol
he Vorgehensweise attraktiv ma
hen (z.B. ist es gegenüber anderen Verfahrenmögli
h, mehr als 2 Komponenten aus einem Sto�gemis
h herauszu�ltern), war-tet diese Te
hnik immer no
h auf den industriellen Dur
hbru
h. Erstmals erwähntwurde dieses 
hromatographis
he Prinzip von Martin im Jahre 1949, [Mar49℄.PSfrag repla
ements
z 2 (0; L) xy

R1R2 Rotation# 2 (0; 2�)Gemis
h

Reine KomponentenAbbildung 5.4: S
hema der Annularen ChromatographieDie grundsätzli
he Vorgehensweise der Annularen Chromatographie ist in derAbbildung 5.4 dargestellt. Die stationäre Phase, ein poröser Feststo�, be�ndetsi
h in einem Ringspalt zwis
hen zwei konzentris
hen und (langsam) drehendenZylindern. Die mobile Phase, zum Beispiel ein Lösungsmittel, wird kontinuier-li
h über den gesamten Quers
hnitt in die Oberseite des Apparates gepumpt;mit Ausnahme des (relativ kleinen) Gebietes, in dem das Mehrkomponentenge-mis
h kontinuierli
h dur
h einen festen Zufuhrkanal hinzugegeben wird. Da dieeinzelnen Komponenten mit unters
hiedli
her Ges
hwindigkeit wandern, werdensie bei der Rotation des Ringspalts vers
hieden weit ausgelenkt und auf dem Weg44



5.5 Ein praktis
hes Beispielabwärts voneinander getrennt. Es kommt zur Ausbildung s
hraubenförmiger, he-li
aler Konzentrationsbänder, wel
he 
harakteristis
h für jede Substanz sind. Amunteren Auslauf können in �xierten Kreisregionen die reinen Sto�e gewonnen undsomit gesammelt werden.Um eine Trennung der aufgelösten Komponenten quanti�zieren zu können, ist esnotwendig einige Bedingungen zu tre�en, verglei
he [TFTSM01℄.� Temperature�ekte sind gewöhnli
h klein, so daÿ der Prozeÿ in der �üssigenChromatographie als isothermis
h betra
htet werden kann.� Da in der Praxis die �xierten Betten am Boden aus kleinen Partikeln vonfestem Zustand sind, ist der Widerstand zwis
hen den 2 Phasen gering undes kann ein lokales Glei
hgewi
ht zwis
hen mobiler und stationärer Phaseangenommen werden.Auf Grundlage dieser Annahmen ergibt si
h das mathematis
he Modell die-ses Prozesses mit einem System von NC ni
htlinearen Konvektions-Di�usions-Glei
hungen in drei Dimensionen. NC entspri
ht der Anzahl der Einzelkomponen-ten des zu reinigenden Sto�gemis
hes. S
hwierigkeiten bei der numeris
hen Lö-sung dieses Problems entstehen vor allem aus der ni
htlinearen Kopplung der Lö-sungskomponenten. Die enstehenden ho
hdimensionalen Glei
hungssysteme undsingulär gestörte Probleme bei bestimmten Parameterkonstellationen geben zu-sätzli
he S
hwierigkeiten auf.In Anbetra
ht der Komplexität dieses Systems und der damit verbundenen Pro-bleme bei der Implementierung und Bere
hnung, bes
hränken wir uns in dieserArbeit auf eine einleitende Modellglei
hung im Fall der Konzentration 
 einerEinzelkomponente. Wir betra
hten eine lineare Konvektions-Di�usions-Glei
hungmit Diri
hlet- und Neumann-Randbedingungen.���
 + ��yr ; xr ;�u�T � r
 = 0
 = 1 in 
0D
 = 0 in 
Dn
0D�
=�n = 0 in �
n
D (5.7)Das Gebiet 
D bezei
hnet die Menge aller (x; y)-Paare für ein konstantes z = L,also den oberen Rand des Apparates. 
0D � 
D de�niert das Gebiet, in dem dieKomponente dem System zugeführt wird � dieser Berei
h entspri
ht in unseremFall einem 10Æ breiten Teilstü
k des Kreisringes 
D. Der Di�usionsparameter �wird in unseren Bere
hnungen 10�8 gesetzt, die vertikale Ges
hwindigkeit ver-einbaren wir mit u = 2. r := qx2 + y2 de�niert bei festem z den Abstand zurMittela
hse des Zylinders, dessen Parameter wir mit R1 = 5:5 
m, R2 = 6 
mund L = 40 
m festlegen. 45



5 Numeris
he Tests Q1-Elemente, SDFEM

Q2-Elemente, SDFEM

Qrot1 -Elemente, SDFEM

Qrot1 -Elemente, Upwind

Abbildung 5.5: Ergebnisse der Testre
hnungen für das Problem (5.7)46



5.5 Ein praktis
hes BeispielDie Ergebnisse der ersten Serie von Testre
hnungen werden dur
h die Abbildung5.5 wiedergegeben. In diesen Graphiken ist die Konzentration der Einzelkompo-nente am Boden des Zylinders dargestellt, also genau der Berei
h 
b, in demdie Entnahme des Sto�es erfolgt. In der linken Spalte wird der Quers
hnitt vomBoden des Apparates für alle vier Testre
hnungen gezeigt; zur Verdeutli
hungder E�ekte einzelner Verfahren, gibt die re
hte Spalte die Darstellung der Lösung
 in Abhängigkeit von der x-Koordinate wieder. In diesen Re
hnungen wurdeder SD-Parameter mit Æ0 = 0:5, Æ1 = 0 gewählt, sowie die Samarskij Upwind-Methode angewandt. Wir erkennen unter Verwendung von Q1-, Q2-Elementenähnli
he Ergebnisse, denno
h lassen si
h zwei Besonderheiten deuten:1. In beiden Re
hnungen zeigen si
h Spitzen in der Lösung, die sowohl einenAusbru
h am maximalen Wert der Amplitude, wie au
h Auss
hläge in dennegativen Berei
h beinhalten. Hierbei fällt vor allem auf, daÿ die Di�erenzzwis
hen dem maximalen Funktionswert der Spitze und dem maximalenFunktionswert im Berei
h ohne diese �Ausreiÿer� in beiden Re
hnungenkonstant ist � trotz der Argumentation im nä
hsten Punkt.2. Die höhere Genauigkeit der Q2-Elemente spiegelt si
h in der Graphik dur
heinen kleineren Winkelberei
h für den gewonnen �reinen� Sto� wieder � imGegensatz hierzu ist der maximale Funktionswert 
a. doppelt so groÿ wiein den Ergebnissen der Re
hnungen mit Q1-Elementen, verglei
he Tabelle5.10. Diese Tabelle unterstrei
ht ebenfalls, daÿ wir für die genaueren Er-gebnisse einen enormen Anstieg der Re
henzeiten in Kauf nehmen müssen.Eine groÿe Di�erenz zu diesen Bere
hnungen zeigen hingegen die Ergebnisseunter Nutzung der ni
htkonformen Qrot1 -Elemente. Trotz Stabilisierung mittelsder Stromlinie-Di�usions-Methode zeigt die Lösung starke Oszillationen und lie-fert inakzeptable Ergebnisse, siehe au
h Tabelle 5.10. Bei John, Matthies, S
hie-we
k und Tobiska [JMST98℄ wurde diese Problematik im zweidimensionalen Fallgenauer behandelt. Das Fazit dieser Arbeit: Die Nutzung des Finite-Elemente-Raumes Qrot1 in Verbindung mit der SDFEM ma
ht die Anwendung von Sprung-termen zwingend notwendig. Diese Argumentation wird dur
h die Arbeit [ST01℄von Stynes und Tobiska no
h stärker fokussiert. Für eine Konvektions-Di�usions-Glei
hung (2.1) mit hinrei
hend glatten Koe�zienten gemäÿ (2.11), wird gezeigt,daÿ Sprungterme unter der Bedingung
0 � 24C1jbj1;1 (5.8)ni
ht erforderli
h sind (C1 konstant). Im unserem Beispiel (5.7) ist jedo
h sowohlder Reaktionsterm, als au
h die Divergenz des Vektors b im Konvektionstermglei
h Null, so daÿ die hinrei
henden Bedingungen (2.11), (5.8) ni
ht erfüllt sind.Denno
h zeigen die Testre
hnungen, daÿ die in den beiden angespro
henen Ar-beiten erläuterten E�ekte au
h im Dreidimensionalen auftreten können und das47



5 Numeris
he Testsin diesem Berei
h dur
haus die Notwendigkeit für weitere Betra
htungen besteht.Der Stabilisierungse�ekt der Upwind-Diskretisierung zeigt si
h in der letzten Zeileder Abbildung 5.5. Die Oszillationen der Lösung sind hierbei gegenüber dem Fallder SDFEM zwar behoben, jedo
h vers
hmiert die Lösung im Verglei
h zu den Be-re
hnungen mit konformen Finite-Elemente-Räumen stark und die �reine� Kom-ponente verteilt si
h fast über ein Viertel des Kreisringes. Nehmen wir erneut dieTabelle 5.10 zu Hilfe, ist die Folge ein extrem gefallener maximaler Funktionswert.Dieser beträgt nur ein Se
hstel gegenüber dem Fall von Q2-Elementen. Jedo
h istdieser Fall der Einzige, in dem der minimale Funktionswert ni
ht unter Null fällt;au
h die Re
henzeiten sind im Verglei
h au�allend gering. Trotz dieser positivenArgumente sind die gewonnenen Ergebnisse als unbefriedigend einzuordnen. Dieerläuterten E�ekte sind typis
he Eigens
haften des Upwind-Verfahrens, wie siein [RST96℄ näher behandelt werden.Q2-Elemente, SDFEM mit Æ0 = 0:25

Q2-Elemente, SDFEM mit Æ0 = 1

Abbildung 5.6: Ein�uÿ des SD-Parameters auf die Lösung des Problems (5.7)Ergänzend wurde in einer zweiten Serie von Testre
hnungen der Ein�uÿ des SD-Parameters Æ0 untersu
ht. Im Gegensatz zur ersten Testserie wurde dieser Para-meter in Bere
hnungen mit Q2-Elementen halbiert bzw. verdoppelt. Die Ergeb-nisse der Abbildung 5.6 zeigen dur
h die veränderte Viskosität eine mit steigen-dem SD-Parameter lei
ht vers
hmierende Lösung. Desweiteren erkennen wir im48



5.5 Ein praktis
hes BeispielFall des kleineren SD-Parameters eine glattere Lösung im Berei
h des maximalenWertes der Amplitude. Die bereits bes
hriebenen Auss
hläge na
h oben, sind hiernahezu geglättet.FE- max. min. Re
hen- 
b mitRaum Diskr. Æ0 Fkt.wert Fkt.wert zeit in s 
 6= 0Q1 SDFEM 0:5 0.6024 -0.1047 366 45ÆQ2 SDFEM 0:25 1.1736 -0.0763 14618 28ÆSDFEM 0:5 1.1624 -0.0853 16635 30ÆSDFEM 1:0 1.1398 -0.1120 23147 32ÆQrot1 SDFEM 0:5 2.0140 -2.3834 5569 85ÆUPWIND � 0.2276 0 126 72ÆTabelle 5.10: Verglei
h der Testre
hnungen zum Problem (5.7)Als Anhang liegt dieser Arbeit eine CD-ROM bei, auf der drei MPEG-Dateien imVerzei
hnis ANIMATIONEN abgelegt sind, sowie die hier ausgewerteten graphis
henErgebnisse (im Verzei
hnis GRAPHIKEN). Die Datei Chroma3D_1.mpg gibt für denstationären Fall des Problems (5.7) mit u = 2 das ausgewertete 3D-Modell wieder.In der Datei Chroma3D_2.mpg ist für den glei
hen Fall der Parameter u, alsodie vertikale Ges
hwindigkeit, auf 0.6 herabgesetzt wurden � hierdur
h bildetsi
h eine stärker gewundene S
hraubenlinie aus. Für diesen Fall �ndet man inder Datei Chroma3D_quer.mpg no
h eine Wanderung dur
h den Quers
hnitt desZylinders vom Ein�uÿ bis zum Boden. Man erkennt hier gut, wie si
h am innerenRand des Ringspalts, die Lösung aufgrund des kürzeren Weges s
hneller als anden Auÿenrändern fortbewegt. Für diese drei Animationen wurde jeweils eineBere
hnung mittels Q2-Elementen und der SDFEM mit Æ0 = 0:5 zugrunde gelegt.
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5 Numeris
he Tests

50



6 Abs
hlieÿende Bemerkungen
In dieser Arbeit haben wir uns auf Konvektions-Di�usions-Glei
hungen im Drei-dimensionalen bes
hränkt. Vor dem praktis
hen Hintergrund dieser Arbeit, derImplementierung der Referenztransformationen und der Upwind-Diskretisierungim Dreidimensionalen, wurden im ersten Teil in einer Zusammenfassung die be-nötigten theoretis
hen Grundlagen ausführli
h erläutert und auf Besonderheitenhingewiesen. Konvergenzaussagen und Fehlerabs
hätzungen aus der Fa
hliteraturrunden diese Betra
htungen ab und bilden die Basis für die Testre
hnungen.Die numeris
hen Ergebnisse spiegeln die erläuterten Aussagen wieder; anhandzweier theoretis
her Beispiele konnten die Vorbetra
htungen dur
h die numeri-s
hen Tests untermauert werden. Ebenfalls beeindru
kend gezeigt, haben si
hdie Auswirkungen von Grenzs
hi
hten auf die Qualität der Ergebnisse. Das ab-s
hlieÿende (reduzierte) praktis
he Beispiel aus der Chromatographie zeigt ersteMögli
hkeiten, die ein S
hritt vom Zwei- ins Dreidimensionale mit si
h bringen.Beispielsweise kann in dieser Arbeit auf eine Reihe von Annahmen bzw. Bes
hrän-kungen im Verglei
h zur Arbeit [TFTSM01℄ verzi
htet werden. Die Probleme las-sen si
h hierdur
h e�zienter angehen und die Ergebnisse sind für die Industriedamit ents
heidend relevanter und hilfrei
her als zuvor. Dieses Beispiel unter-strei
ht jedo
h au
h in der Literatur bes
hriebene, negative bzw. positive E�ektevon bestimmten Diskretisierungen.Aufgrund der gewonnenen Ergebnisse können wir zum S
hluÿ kommen, daÿ Fehlerbei der Implementierung im weitesten Sinne ausges
hlossen werden können. DieTestre
hnungen de
ken si
h in nahezu allen Punkten mit der Theorie.Wir mussten jedo
h au
h erkennen, daÿ die Komplexität der dreidimensionalenProbleme (siehe zum Beispiel Tabelle 5.1) na
h diesem ersten S
hritt Grenzensetzt; Re
hnungen mit Elementen höherer Ordnung bra
hen teilweise na
h we-nigen Verfeinerungen ab. Probleme wirft au
h die Bes
hreibung der im Dreidi-mensionalen komplexeren Gebiete auf. Desweiteren haben wir in unseren Be-re
hnungen Verhalten der Lösung erkannt, die bisher nur in Arbeiten für zwei-dimensionale Probleme behandelt wurden � Aussagen für Glei
hungen in dreiDimensionen sind in der Literatur kaum zu �nden. Auf diesem Gebiet sind fürdie Zukunft nähere Untersu
hungen zu tre�en, um au
h vor dem praktis
hen51



6 Abs
hlieÿende BemerkungenHintergrund bestmögli
he Ergebnisse zu erhalten. Ein weiteres Ziel bleibt die Lö-sung der Annularen Chromatographie (im Dreidimensionalen) für ein Gemis
hmit mindestens zwei Komponenten. Da die Ni
htlinearität hierbei von ents
hei-dender Bedeutung ist, wird die Implementierung eines ni
htlinearen Iterations-zyklusses in das Programmpaket MooNMD unumgängli
h. Entspre
hende Projektelaufen bereits am Institut für Analysis und Numerik an der Otto-von-Gueri
ke-Universität in der Arbeitsgruppe von Prof. Tobiska in Zusammenarbeit mit demInstitut für Verfahrenste
hnik.

52



7 Notation
Sätze, Lemmata usw. werden innerhalb eines Kapitels numeriert (z.B. Satz 2.3).Glei
hungen werden innerhalb eines Kapitels fortlaufend numeriert.Quelltexte, Dateinamen usw. werden dur
h angepaÿte S
hriftart entspre
hendkenntli
h gema
ht.Feste Bezei
hnungen:� Abbru
h der Testre
hnungen (in Bezug auf Tabellen 5.1�5.9)1N Vektor der Länge N mit 1-Einträgena(:; :) BilinearformPk Menge aller Polynome vom Hö
hstgrad kQk Menge aller Polynome, die das Produkt von Polynomen vomHö
hstgrad k in jeder Variablen sindJF Funktionalmatrix zum Funktional FIR Menge der reellen ZahlenIRn Menge aller n-Tupel (x1; : : : ; xn) mit xi 2 IRV Bana
hraumdimV Dimension von VV � zu V gehörender DualraumVh endli
hdimensionaler Finite-Elemente-Raumk:kV Norm in Vf(v) Wert des Funktionals f 2 V � bei Anwendung auf v 2 VU ,! V stetige Einbettung von U in V
 Grundgebiet der räumli
hen Veränderli
hen�
 Rand von 
n äuÿere Normale bzgl. 
��n Ableitung in Ri
htung nh Diskretisierungsparameter bzgl. der räumli
hen Veränderli
henTh Zerlegung des Gebiets 
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7 NotationK Gitterzelle der Zerlegung Thdiam(K) Dur
hmesser der Zelle KK̂ ReferenzelementFK Referenzabbildung von K̂ auf K�; �; � ReferenzkoordinatenC l(
) Räume di�erenzierbarer FunktionenC l(�
) Menge aller Funktionen aus C l(
), die si
h zusammen mit ihrenpartiellen Ableitungen bis zur Ordnung l stetig auf den Abs
hluÿ�
 fortsetzen lassenLp(:) Räume zur p-ten Potenz integrabler Funktionen (1 � p � 1)k:k1 Norm im L1(
)H l(:); H l0(:) Sobolev-Räumek:kl;K; k:kl;
 Norm in H l über K bzw. 
j:jl;K; j:jl;
 Seminorm in H l über K bzw. 
(:; :) Skalarprodukt im Hilbertraum� Lapla
e-Operatorr Gradientdiv(:) Divergenzuj�
 u einges
hränkt auf das Gebiet �
detA; jAj Determinante der Matrix Ainfv2V ; supv2V In�mum bzw. Supremum über alle v aus Vminv2V ;maxv2V Minimum bzw. Maximum über alle v aus Vsgn(a) Vorzei
hen der Zahl a
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