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Kapitel 1

Einleitung

Zahlreiche Anwendungen, vor allem aus der Physik, fithren in ihrer mathematischen For-
mulierung auf (partielle) Differentialgleichungen. Diese sind oftmals nicht auf rein analyti-
schem Wege losbar, weshalb numerische Verfahren wie die Finite-Differenzen—Methode, die
Finite-Volumen—Methode oder die Finite-Elemente-Methode zum Einsatz kommen. In vie-
len Féllen muss man jedoch feststellen, dass die Standardvarianten dieser Methoden keine
brauchbaren Losungen liefern.

Eine noch recht einfache Gleichung, bei der dies schon der Fall ist, ist die so genannte
Konvektions-Diffusions-Gleichung

—e Au+0b(z) - Vu+c(z)u= f(z) in .

Hierbei ist u eine skalare Funktion auf einem Gebiet Q C R?, d = 2,3, welche die Vertei-
lung einer physikalischen Grofle, beispielsweise der Temperatur oder einer Konzentration,
beschreibt. Die Groflen €, b, ¢ und f sind hinreichend regulére Funktionen. Bei geeignet vor-
gegebenen Randbedingungen besitzt die Konvektions—Diffusions—Gleichung eine eindeutige
Losung auf Q. Jedoch fiithrt der Fall ||b]|z=q) > € zu Problemen bei der numerischen Be-
stimmung einer Naherungslosung. Hier liefert das Standardverfahren der Finiten-Elemente—
Methode haufig eine Losung, welche unphysikalische Oszillationen zeigt. Um dies zu verhin-
dern, muss das Verfahren modifiziert werden.

Eine Moglichkeit dazu, welche im Rahmen dieser Arbeit behandelt werden soll, ist die
Verwendung von unstetigen Funktionen. Dies fithrt auf die so genannten Discontinuous—
Galerkin—Verfahren. Ziel ist es, ein Discontinuous—Galerkin—Verfahren im Programmpaket
MooNMD (,,Mathematics and object oriented Numerics in Magdeburg“) zu implementieren
und an Hand geeigneter Beispiele zu untersuchen. Dabei soll auch ein Vergleich mit dem
so genannten Streamline-Diffusion—Verfahren stattfinden, welches eine in der Praxis oftmals
benutzte und bewéhrte Stabilisierungsmethode ist.

Discontinuous—Galerkin—Verfahren wurden erstmals von Reed und Hill ( ) benutzt
um das Neutronentransportproblem zu behandeln. Thr Verfahren wurde von LeSaint und
Raviart ( ) analysiert, welche analytische Abschidtzungen fiir den Verfahrensfehler an-
gaben. Eine der ersten Arbeiten zur Verwendung unstetiger Finiter—Elemente fiir elliptische
Gleichungen wurde von Arnold verdffentlicht ( ). Seitdem wurden zahlreiche weitere
Methoden vorgeschlagen (fiir einen Uberblick, siehe ( ) und ( )). Fiir diese Arbeit
wurde das Symmetric—Interior—Penalty—Verfahren (SIPG) verwendet, welches beispielsweise
in ( ) analysiert wird.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:

e Zuerst werden in Kapitel 2 die Grundlagen aus der Funktionalanalysis kurz bereit ge-
stellt. Dabei werden wir sehen, wie man prinzipiell zu einer gegebenen Differentialglei-
chung ein Variationsproblem aufstellt, die Theorie der Lebesgue— und Sobolev—Raume
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kurz anschneiden und einige grundlegende Sétze dazu angeben.

e In Kapitel 3 werden Galerkin—Verfahren und Finite-Elemente-Methoden vorgestellt.
Dabei werden die Ideen hinter den Verfahren kurz erldutert und einige Aussagen iiber
die Losbarkeit und die mit ihrer Hilfe bestimmten Losungen formuliert. Wir werden
in diesem Kapitel sowohl Finite-Elemente mit stetigen als auch mit unstetigen Basis-
funktionen behandeln.

e Kapitel 4 stellt zundchst die Konvektions-Diffusions-Gleichung und einige analyti-
sche Aussagen dazu vor. Anschlieend werden wir die schwache Formulierung und
das Standard—Galerkin—Verfahren fiir diese Gleichung présentieren. Da das Standard—
Galerkin—Verfahren, wie schon erwéahnt, oftmals nicht in der Lage ist, eine brauchbare
Losung zu bestimmen, werden wir als stabilisierte Methode das Streamline-Diffusion—
Verfahren kurz erldutern und einige Aussagen beziiglich der Giite der mittels dieses
Verfahrens bestimmten Losung treffen. Als Alternative zum Streamline-Diffusion—
Verfahren stellen wir das SIPG—Verfahren als Beispiel eines Discontinuous—Galerkin—
Verfahren vor. Auch fiir dieses werden wir einige Aussagen beziiglich der Qualitét der
numerisch bestimmten Losung angeben.

e Eine numerische Untersuchung des SIPG—Verfahrens ist Gegenstand von Kapitel 5.
In diesem Kapitel werden wir zunéchst kurz die Implementierung der einzelnen Terme
des STPG—Verfahrens testen. Anschlieend werden wir an Hand verschiedener Beispie-
le untersuchen, in welchen Féllen das SIPG—Verfahren geeignet ist, die Konvektions—
Diffusions—Gleichung zu losen. Als Vergleich dienen uns jeweils die Ergebnisse eines
Streamline-Diffusions—Verfahrens, welches bereits in MooNMD implementiert ist. Da-
bei werden wir auch die Laufzeiten der beiden Methoden vergleichen. Zudem werden
wir kurz untersuchen, inwiefern die Randbedingungen erfiillt sind, welche beim SIPG—
Verfahren nur schwach implementiert sind.

e Zum Abschluss fasst Kapitel 6 die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen und gibt einen
Ausblick auf weitere mogliche Untersuchungen zu Discontinuous—Galerkin—Verfahren
fiir die Konvektions-Diffusions-Gleichung.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel sollen zunédchst einige Grundlagen zu Differentialgleichungen besprochen
werden. Ziel ist es dabei, eine Formulierung zu erhalten, welche fiir die numerische Behand-
lung geeignet ist.

2.1 Partielle Differentialgleichungen und klassische
Funktionenriume

Wir wollen zunéchst definieren, was eine partielle Differentialgleichung iiberhaupt ist. Dazu
fithren wir folgende Notationen ein:

Definition und Lemma 2.1. (Partielle Ableitungen und klassische Funktionenréu-
me)

Sei  eine beschrinkte offene Menge aus RY, d € N, a = (ay, ..., aq) € N¢ ein Multiindex
und k£ € Nj.

Die partielle Ableitung D®v ist definiert als

Dabei ist |a| := ), o; die Ordnung der Ableitung. Die Menge aller partiellen Ableitungen
der Ordnung k von v bezeichnen wir mit (D*v)(z) := {(D*)(z) : |a| = k}.
Die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Abschluss von €2 sei defi-
niert durch:

CH(Q) :=={v: Q= R: v ist k-mal stetig differenzierbar auf Q2
und fiir |o| < k ist D stetig auf Q fortsetzbar}.

C*k (Q) ist vollstédndig beziiglich folgender Norm

= D* .
[v]ler @) Jhax ilelgl( v)(7)]

Beweis.

Fiir den eindimensionalen Fall wird beispielsweise in ( ) auf Seite 6 gezeigt, dass
(C*(Q) , ||v]lor(ey) ein Banachraum ist. Fiir hohere Dimensionen kann man dies analog nach-
rechnen. [J
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Eine partielle Differentialgleichung léasst sich nun wie folgt definieren:

Definition 2.2. (Partielle Differentialgleichung und klassische Losung)
Sei Q2 ein beschriinktes Gebiet aus R?, d € N, d > 1 und sei eine Abbildung F : R%* x R x
Lo XRIX R xQ— R, k€ Ny gegeben. Die Gleichung

F((D*0) (@), (D '0)(2),.. v(x),2) =0 Vo €Q

heifit partielle Differentialgleichung (PDGI) der Ordnung k, falls mindestens eine Ableitung
der Ordnung k tatséchlich auftritt und keine Ableitungen mit Ordnung gréBer als k auftreten.
Eine Funktion v € C*¥ (Q), welche die obige Differentialgleichung erfiillt, heiflt klassische
Lésung.

Bemerkung 2.3.

Obige Definition ldsst sich direkt auf Systeme von Differentialgleichungen iibertragen. Fiir
ein System aus m Gleichungen ist dann F : Rmd* x Rmd*h o RM X R x Q — R™,
k € Ny und v € C’k(Q,Rm), v=(v1,...,0n).

Die Eigenschaften einer PDGI hingen von der Struktur von F ab. Man kann dabei ver-
schiedene Arten von Differentialgleichungen unterscheiden. In dieser Arbeit treten nur lineare
Differentialgleichungen auf.

Definition 2.4.
Eine PDGI heif}t linear, wenn sie die Form

Y aalz) (D) () = f(x)

| <k

mit gegebenen Funktionen a,(z) und f(x) besitzt. Gilt zusétzlich f = 0, so heifit die PDGI
homogen.

Die Differentialgleichungen, welche wir in dieser Arbeit betrachten wollen, werden hochs-
tens von zweiter Ordnung sein. Fiir diese unterscheidet man iiblicherweise drei Typen.

Definition 2.5.
Sei € ein beschrianktes Gebiet aus R?, d € N, v : Q — R. Weiter sei £ ein linearer Differen-
tialoperator zweiter Ordnung, so dass gilt

v(x) — Lo(z) = Z a;;(z) g;:éz + Z b;(x) . + c(x)v(z) + f(z).

Die PDGI Lv(z) = 0 heifit
(i) elliptisch, falls die Matrix (aij)djzl positiv (negativ) definit ist,

(ii) hyperbolisch, falls die Matrix (aij)?jzl indefinit ist,
(iii) parabolisch, falls die Matrix (al-j)?jzl semidefinit ist.

Ublicherweise sucht man eine Losung der PDGI, die zusitzlich noch bestimmte Eigen-
schaften am Rand 0f) des Gebiets (2 erfiillt; man stellt so genannte Randbedingungen an
die Losung. Ebenso wird bei zeitabhéngigen Problemen meist eine Bedingung an die Losung
zum Zeitpunkt t = 0 gestellt. Zeitabhéngige Probleme werden in dieser Arbeit jedoch nicht
behandelt.



2.1 Partielle Differentialgleichungen und klassische Funktionenrdume

Die am héaufigsten vorkommenden Randbedingungen sind:

Dirichlet-Randbedingung;: v=g; aufly.
Neumann-Randbedingung: n-Vov =gy, auflbs.
Robin-Randbedingung: Bv+n-Vv=gs aufls.

Dabei sind I';, i = 1, 2, 3, disjunkte Teilstiicke des Gebietsrandes 02, so dass I'yUI',UI's = 0N2
gilt, n = n(x) der duBlere Normalenvektor von 02 an der Stelle z, (Vv)(z) der Gradient der
Funktion v, 3(z) eine stetige Funktion von I'3 nach R und g; stetige Funktionen von I'; nach
R. Ein haufiger Spezialfall sind homogene Dirichlet—-Randbedingungen, das heifit

v = (0 auf 0f.

Neben der Struktur der PDGI an sich und den vorgegebenen Randbedingungen spielen
auch die Eigenschaften des Gebiets €2 eine Rolle bei der Frage nach Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung einer PDGI. Oftmals wird dabei verlangt, dass {2 einen so genannten
Lipschitz—Rand 02 besitzt. Das hierbei auftretende Konzept der Lipschitz—Stetigkeit ist ein
Spezialfall der Holder—Stetigkeit, welche wir spéter auch noch benétigen werden.

Lemma 2.6. (Holder—Stetigkeit)

Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.1 gegeben und sei 0 < |o| < k. Der Raum der
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit Holder-stetigen k-ten Ableitungen C** (Q),
0 < s <1, sei der Teilraum von C¥ (Q) bestehend aus den Funktionen v, fiir welche D%v
Holder—stetig mit Exponenten s ist, das heifit es gibt eine Konstante C' > 0 mit:

(D™)(2) — (D)) < Cle—y*  VayeQ. (2.1.1)

Im Fall s = 1 spricht man von Lipschitz—Stetigkeit.
Fiir r > s gilt die Inklusion Ckr c Cks,
Chs (Q) ist ein Banachraum beziiglich der Norm

|((D%v)(2) — (D*v)(y)|

V||crs) = ||V max su 5 2.1.2
vller.s0) = [[vllenea) +0§|a|}§(k xyyepﬂ iz —y] ( )
T#y
Beweis.
Dass C** (Q) ein Banachraum ist, zeigt man analog zum Beweis von Lemma 2.1. Fiir den
Beweis der Inklusion siche ( ) Theorem 1.31. [

Definition 2.7. (Lipschitz—Rand)

Sei Q C R, d € N, ein beschriinktes Gebiet. Dann heifit 9 ein Lipschitz-Rand beziehungs-
weise (2 ein Lipschitz—Gebiet, wenn es endlich viele Mengen wy, . .., w, C R? gibt, fiir welche
gilt:

(1.) Q wird durch wy, ..., w, iberdeckt.
(2.) 090N w; ist Graph einer Lipschitz—stetigen Funktion Vi = 1,... n.

(3.) QNuw; liegt auf einer Seite dieses Graphen.

Beispiele fiir Lipschitzgebiete sind polygonal oder polyhedral berandete Gebiete. Gebiete
mit nicht Lipschitz—stetigem Rand zeigt Abbildung 2.1.
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Beispiele fiir Gebiete mit nicht Lipschitz—stetigem Rand. Der Grund fiir die
fehlende Regularitit ist links der Schlitz im Gebietsrand, in der Mitte die Uber-
schneidung und rechts der Scheitel.

(Abbildung 2.1)

2.2 Schwache Formulierung von Differentialgleichungen

Betrachtet man Differentialgleichungen in der bisher eingefithrten Form, so sind die Ansprii-
che an die Losung beziiglich Stetigkeit und Differenzierbarkeit recht stark. In den Anwendun-
gen sind oftmals die Voraussetzungen fiir Existenz und Eindeutigkeit der Losung nicht erfiillt.
Trotzdem laufen die beschriebenen Prozesse ab, was bedeutet, dass es Losungen gibt. Um
diese zu beschreiben, benotigt man allgemeinere mathematische Konzepte wie das Konzept
der schwachen Differenzierbarkeit. Mit diesem lassen sich Losungen von Differentialgleichun-
gen in einem allgemeineren Sinne definieren. Dazu ist es zunéchst notwendig, allgemeinere
Funktionenrdume einzufiihren.

2.2.1 Allgemeinere Funktionenrdume

Den Anfang machen hier die so genannten Lebesgue—R&ume.

Definition 2.8.
Seien p das Lebesgue-Mafl auf dem R", € C R" eine beschrinkte Menge und
f : Q — R eine messbare Abbildung. Fir 1 < p < oo definieren wir die Halbnormen
| - || zr(q) durch

1/p
IIfIILm)=</|f|pdu) Cl<p<oo,
Q

flloesy = inf  sup |f(x
Ifllier = ot s 17(2)

und die Rdume .Z?(Q) durch

LY ={f:Q—>R: fmessbar und ||f| 1y < oo} .
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Dass es sich bei || - || .nq) tatséchlich nur um Halbnormen handelt, zeigt folgendes Beispiel:
Gegeben sei die Funktion f : [0,1] — R mit

fla) = {1, falls z =1,

0, sonst.

Diese ist offenbar nicht identisch verschwindend. Trotzdem ergibt sich || f|| zs(o,17) = 0. Dem-
nach kénnen auch Funkionen, welche nicht identisch Null sind, durch || - ||»q) auf Null
abgebildet werden.

Um aus den ZP-Riumen die Lebesgue-Réume LP(§2) zu erhalten, unterteilt man die
£P-Raume in Aquivalenzklassen.

Definition 2.9. Lebesgue—R&ume
Sei
NP ={feZLP(Q): f=0 fast tiberall beziiglich u} .

Dann sind die Lebesgue-Raume definiert durch den Faktorraum
LP(Q) = Z£P(Q) [ NP

Die Lebesgue-Réume sind entgegen den .ZP—Raumen normierte Rdume. Die zugehorige
Norm bildet ein Element von L” nach R ab, indem man in Z?(Q2) einen beliebigen Repra-
sentanten f der jeweiligen Aquivalenzklasse wiihlt und dann || f||rxq) auswertet. Geméf der
Konstruktion der Lebesgue-Réaume ist die so definierte Norm wohldefiniert: Fiir zwei belie-
bige Funktionen f, g aus der gleichen Aquivalenzklasse gilt || f||ae) = [|g]|Lae). Weiterhin ist
die Unterteilung in Aquivalenzklassen nicht zu grob in dem Sinne, dass zwei unterschiedliche
stetige Funktionen nie der gleichen Aquivalenzklasse angehéren. Diese Aussage kann noch
verstiarkt werden, da LP(2) N C*(Q) dicht in C*(Q) liegt (fiir p = oo gilt diese Aussage
nicht).

Das folgende Lemma fasst einige FEigenschaften der Lebesgue-Réume zusammen:

Lemma 2.10. Sei 1 < p,q < .
(i) Fir f,g € LP(Q) gelten f + g € LP(2) und die Minkowski—Ungleichung:

1f + gllrey < 1 fllee) + gl e

(ii) Fiir f € LP(Q) und g € LY(Q) mit 1/p+ 1/q = 1, ist fg € L'(Q) und die Holder-
Ungleichung gilt:
191y < N1l ey gl oy -

(iii) Es gilt LP(Q2) C L9(Q) fiir p > ¢, falls 2 beschrénkt ist.
(iv) Die Lebesgue-R#aume sind vollstandig.

(v) Fiir die Dualrdume der Lebesgue-Réaume gilt:

1 1
(LP<Q))’:L‘1<Q) firl<pg<oo, —+-=1,
p q

(L'(9) = L=(9),
(L2(Q) # LN(Q).



Kapitel 2 Grundlagen

Insbesondere sind also die Lebesgue-Réume mit 1 < p < oo reflexiv, die Riume L' ()
und L>°(2) hingegen nicht.

Beweis.
siehe ( ) Kapitel 2 O

Eine besondere Rolle unter den Lebesgue-Riumen spielt der Raum L?(Q). Auf diesem
kann durch

(f, 9) 120 /fgdu

ein Skalarprodukt definiert werden. Damit ist L?(Q) ein Hilbertraum. Das L*-Skalarprodukt
kiirzen wir im Folgenden mit (-,-) ab.

Um nun das Konzept der schwachen Ableitung einzufiihren, benoétigen wir noch einen
weiteren Funktionenraum:

Definition 2.11.
Der Raum der lokal integrierbaren Funktionen ist definiert durch

L. (Q) = {f : 0 = R| f messbar und VK C § kompakt: /K |fldp < oo} :

Damit konnen wir nun definieren, was wir unter der schwachen Ableitung einer Funktion
verstehen:

Definition 2.12. (Schwache Ableitung)
Sei § ein beschrinktes Gebiet in R?, d € N, f € L{ (Q) und « ein Multiindex. Falls eine
Funktion g € L}, () existiert, so dass

/fD“vdM (- )'“/ngdu

fiir alle v aus C§°(Q2) gilt, so heiit g die schwache Ableitung von f zum Multiindex «. Hierbei
bezeichnet D die klassische Ableitung und C§°(§2) den Raum aller beliebig oft differenzier-
baren Funktionen mit kompaktem Tréger in 2.

Analog zur klassischen Ableitung schreiben wir D f fiir die schwache Ableitung von f zum
Multiindex «. Dies stellt kein Problem dar, da die Definition so gewahlt ist, dass eine im
klassischen Sinne differenzierbare Funktion auch schwach ableitbar ist und dass ihre schwache
Ableitung fast iiberall mit ihrer klassischen iibereinstimmt. Natiirlich gibt es aber durchaus
Funktionen, welche zwar schwach, jedoch nicht klassisch differenzierbar sind. Dies fiithrt uns
auf die Definition der Sobolev—R&dume.
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Lemma 2.13. (Sobolev—R&ume)
Seien k € Ny, 1 < p < oo und  ein beschréinktes Gebiet in R, d € N. Die Sobolev-Raume
sind definiert durch

WHP(Q) = {f:Q —R: firalle a mit |a| < kist D*f € LP(Q)}.

Die Sobolev—Raume werden vermittels folgender Normen zu Banachrdumen:

1/p
Hf”Wk’P(Q) = Z (HDafHLp(Q))p firl < p < 00,
|| <k
1 llweosy = D> 1D Fllze)-
lo| <k

Die Sobolev—Raume mit p = 2 sind Hilbertrdume beziiglich des Skalarprodukts
(5 wragy - WH(Q) x WH2(Q) - R
(4, V) iy = Y (Du, D).

|lal<k

Den Raum W"?2(Q) kiirzen wir im Folgenden durch H*(Q) ab.

Beweis.
Dass es sich bei || f||wr.q) um eine Norm handelt, rechnet man nach. Dass der Raum W*?(Q)
versehen mit dieser Norm vollsténdig ist, findet sich beispielsweise in ( ). O

Oft wird W"P(Q2) auch als Abschluss von C*(£2) beziiglich der || - ||yy&.s ()~ Norm definiert.

Beide Definitionen sind unabhéngig vom Gebiet €2 dquivalent zueinander.

Neben den || - ||y Normen treten des fteren folgende Halbnormen auf:
1/p
ey = | 22 (1D Flney)” fiir 1 <p < oo,
laf=k
[ lweeey = X 1D fli@)-
|a|=k

Wir wollen noch einige Eigenschaften der Sobolev-Rdume angeben. Dazu brauchen wir
zunédchst den Begriff der Einbettung.

Definition 2.14. (Einbettung)
Seien X, Y zwei normierte Vektorrdiume. Wir sagen, X ist in Y eingebettet, falls gilt:

(i) X ist ein Untervektorraum von Y.
(ii) Der Identitatsoperator I : X — Y, v = v fiir alle v € X ist stetig.
Eine Einbettung zeigen wir durch X — Y an.

Fiir die Sobolev—Riume ergibt sich daraus sofort, dass W*?(Q) — Wh4(Q) #dquivalent
ist zu WFP(Q) ¢ Wh(Q). Betrachtet man hingegen Einbettungen von Sobolev—Riumen
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in klassische Funktionenrdume, so muss man beriicksichtigen, dass Elemente der Sobolev—
Réume keine Funktionen sondern Aquivalenzklassen von Funktionen sind. Wir schreiben
WkP(Q) < CYQ), falls es zu jeder Aquivalenzklasse in W*?(Q) einen Reprisentanten aus
CY)) gibt und falls der Identititsoperator die Menge dieser Repriisentanten stetig nach
C'(Q) abbildet. Einige Aussagen zu solchen Einbettungen liefert der folgende Satz:

Satz 2.15. (Sobolevsche Einbettungstheoreme und Dichtheit)
Sei Q C R?, d € N, ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz—Rand. Seien ferner j,m € Ny und
1 < p,q < oco. Dann gelten:

dp .

(i) Fiir mp < dund ¢ < p

WATmL(Q) e W(Q) .

(ii) Fir mp = d: ‘ A
WIHmr(Q) — W71(Q).

Ist speziell p = 1 und damit m = d, so gilt die Einbettung auch fiir ¢ = cc.

(iii) Fir mp > d: A A
WIHmP(Q) — C7(Q).

Weiterhin sei C§(£2) der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Triger in Q. Fiir k > [ liegt C(Q) dicht in H' ().

Beweis.
Die Einbettungstheoreme werden beispielsweise in ( ) bewiesen. Hier werden auch Ver-

allgemeinerungen beziiglich des Gebiets besprochen. Der Beweis der Dichtheitsaussage findet
sich in ( ) Satz 3.6. O

Wichtige Spezialfille der Einbettungstheoreme sind H%(Q)) C C(Q) fiir d = 2, 3 und
Whi(Q) c L*(Q) fiir d = 2.

Die Tatsache, dass die Elemente der Sobolev—Riume Aquivalenzklassen sind, bereitet
noch ein Problem. Da der Rand 02 eines Gebietes 2 C RY beziiglich des d-dimensionalen
Lebesgue—Mafles eine Nullmenge darstellt, gehoren Funktionen mit verschiedenen Randwer-
ten derselben Aquivalenzklasse an, so dass es keinen Sinn mehr macht, Bedingungen an
die Randwerte im klassischen Sinne zu stellen. Um trotzdem Randbedingungen stellen zu
konnen, bieten sich zwei Moglichkeiten an:

Definition 2.16.
Der Sobolev-Raum WJP(Q) ist definiert als der Abschluss von C°(Q) beziiglich der Norm
| - |- Fiir p = 2 schreiben wir wieder HE(€2).

Die Funktionen u € Wéc P(Q) erfiillen die homogenen Dirichlet—Randbedingungen
u=0 auf 0

in dem Sinne, dass es eine Folge u,, € Cg°(§2) gibt, welche beziiglich || - |lyr.nq) gegen u
konvergiert und fiir deren Elemente insbesondere u,|sq = 0 gilt.

Wie fiir die Sobolev-Réume gilt auch hier, dass W, "*(Q) ein Banachraum und HJ ein
Hilbertraum ist.

10
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Zudem fithren die Sobolev-Riume W{?(Q) auf die Definition von Sobolev-Réumen mit ne-
gativem Exponenten k, was sich in folgendem Lemma zeigt:

Lemma 2.17.
Seien 2 ein beschriinktes Gebiet und 1 < p,q < co mit 1/p+1/q = 1. Der Raum W~%4(Q),
k € Ny, ist definiert durch

WH(Q) == {u’ € (C°(Q))" + [/[lw-rae) < o0},
wobei (C§°(€2))" der Dualraum von C§°(£2) ist und

u (u
[0 |y -rag) := sup ¢'
0£ueCs® () Jullwes@

Dann ist W~%(Q) der Dualraum von W,(Q).

Um auch inhomogene Dirichlet-Randbedingungen
u=g auf 0
betrachten zu konnen, ist es notwendig zu definieren, was man unter den Randwerten einer

Funktion u € W*P(Q) versteht. Dazu fithren wir den Spuroperator ein:

Satz 2.18. (Spuroperator und Spur einer Sobolev—Funktion)

Sei Q C R? ein Gebiet mit Lipschitz-Rand 99 und 2 < p < co. Dann gibt es genau einen
linearen, stetigen Operator v : W*P(Q) — L?(99), der die Randwerte von Funktionen u aus
wtrncC (Q) unverandert l&sst:

(vu)(x) = u(z) YV € 09.

~ wird Spuroperator genannt.
Die Spur einer Funktion u aus W*?(Q), k > 1 ist dann definiert als

lim (yu,) = yu,

n—oo
wobei {u,, }>2 ; eine Folge aus C' (Q) mit Grenzwert u sei. Die Zuordnung u — ~u ist eindeutig.

Beweis.

Existenz und Eindeutigkeit des Spuroperators v werden in ( ) Satz 8.7. bewiesen. Die
Existenz einer Folge {u, }5°, aus C(Q) mit Grenzwert u folgt aus der Dichtheitsaussage in
Satz 2.15. Die Existenz des Spuroperators liefert dann die Existenz der Spur. Die Eindeutig-
keit der Spur folgt aus der Eindeutigkeit und Stetigkeit des Spuroperators. [

Bemerkung 2.19.
Definition 2.16 und Satz 2.18 sind miteinander vereinbar, da sich

yu=0 auf dQ Yu € WiP(Q)
ergibt. Fiir £ > 2 kann man zusétzlich zeigen, dass auch
yD%% =0 auf 90 Vu € WPP(Q) mit |o| <k —1

gilt.

11
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Bemerkung 2.20.

Neben Sobolev-Rdumen mit ganzzahligen positiven oder negativen Exponenten kénnen auch
Sobolev-R&aume mit nichtganzzahligen Exponenten, die so genannten Sobolev-Slobodecki—
Réume definiert werden:

H*(Q) = {f € L*(Q): D*f € L*(Q) fiir |a| <k und |D*f|, < oo},

mit k€N, 0<s<1,QcCR?und

_ [ [ @ —rwl
|f|s - /K‘Z/S'] |l‘—y|2$+d d dy

Diese treten zum Beispiel im Beweis zu Satz 2.18 in ( ) auf, der zeigt, dass der Spu-
roperator eine Funktion aus H*(f2) auf den Funktionenraum H*~'/2(9)) abbildet. Somit
besitzt die Spur eigentlich eine hohere Regularitéit als in Satz 2.18 angegeben.

GeméB ( ) Satz 3.1 ist H*™5(Q) ein Hilbertraum. Fiir weitere Resultate zu den
Sobolev—-Slobodecki-Réume siehe ( ) oder auch ( ).

Weitere Aussagen iiber Sobolev-Réaume liefern die folgenden Ungleichungen:

Lemma 2.21. (Friedrichs—Ungleichungen)
Seien Q C R, d € N, ein beschrinktes Gebiet und 1 < p < oo. Dann gilt

(i) fiir alle u € W;P(Q)
HUHW]W’(Q) < CF ‘U‘Wk,p(QL (221)

(ii) fiir alle v € H'(Q)

lullZxe) < C* (IVullzae) + lullzam) | (2.2.2)

2
HUH%Q(Q) <C? (HVU”LQ(Q) + </F |u| dSU) ) , (2.2.3)

mit einer Konstanten Cr > 0, die nur von p, d und dem Durchmesser von {2 abhéngt und
Konstanten C', C' die von €2 abhéngen. Cr, C' und C werden auch als Friedrichs-Konstanten
bezeichnet.

Beweis.

Siehe ( ). O

Die Friedrichs-Ungleichungen gewiihrleisten insbesondere, dass fiir v € W}™P(Q) mit u # 0
die Abschétzung [u|ye.q) > 0 gilt. Damit ist ||y q) sogar eine Norm auf WP (Q).

Bevor wir nun von der starken zur schwachen Formulierung einer Differentialgleichung
iibergehen, benotigen wir noch einige Aussagen aus der Funktionalanalysis.

12
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2.2.2 Einige Aussagen aus der Funktionalanalysis

Wir wollen hier zunéchst einige Begriffe und Sétze aus der Funktionalanalysis in abstrakter
Form rekapitulieren.

Lemma 2.22. (Operatornorm)
Seien (V|- ||v) und (@, || - ||g) normierte Vektorrdume und sei weiter £(V, Q) der Raum
aller linearen, stetigen Operatoren, die von V nach @ abbilden. Fiir T € L(V, Q) wird durch

Tv
7] = sup 1701
0£veV ||'U||V

eine Norm auf £(V, Q) definiert. Diese Norm heifit Operatornorm.

Mit der Operatornorm wird £(V, @) zum normierten Raum. Ist () zusétzlich ein Banachraum,
so auch L(V, Q).

Sei weiterhin S € £(Q, V). Dann gilt

s < ISl
das heifit die Operatornorm ist submultiplikativ.

Beweis.
Siehe ( ) Seite 47f. O

Auch fiir Bilinearformen lasst sich eine Norm definieren:

Lemma 2.23.
Seien (V.|| - ||v) und (@, || - ||o) normierte Vektorrdume und a(-,-) : V x @ — R eine stetige
Bilinearform. Dann ist durch

. a(v, q)
l|la|| := sup sup —————
ovev 0@ [[VlIvidllq

eine Norm auf £(V x @, R) definiert.

Beweis.
Der Beweis folgt schnell unter Verwendung der Stetigkeit von a und der Normen sowie der
Dreiecksungleichung fiir || - ||y, beziehungsweise || - ||g. O

Die Beschrénktheit von a ist offenbar dquivalent zur Aussage |la|]| = C < oco. Um eine

Verkniipfung zwischen stetigen Bilinearformen und stetigen linearen Operatoren zu schaffen,
betrachten wir den Dualraum V' von V. Das duale Produkt zwischen v € V und v € V' ist
gegeben durch

(W' v) =" (v).

Damit kénnen wir das folgende Lemma formulieren:

Lemma 2.24.

Seien (V.|| - ||v) und (@, || - ||@) normierte Vektorrdume und a(-,-) : V x @@ — R eine stetige
Bilinearform. Dann gibt es genau einen stetigen linearen Operator A : V — @', so dass fiir
alle v € V und alle ¢ € @ gilt:

a(v,q) = (Av,q)q - (2.2.4)

Den Operator A nennen wir den Darstellungsoperator von a. Die Normen von A und a sind
gleich, sprich [|Al| = [|a]|.

13
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Beweis.

Man definiert A : V — @', indem man fiir das Bild Av fordert, dass (Av)(q) = a(v,q)
gilt. Damit ist A wohldefiniert. Aus der Stetigkeit und Linearitéit von a folgt, dass auch A
stetig und linear sein muss. Die Eindeutigkeit von A folgt dann aus (2.2.4) mittels eines
Widerspruchsbeweises. [

Mit dem Konzept des Dualraumes ldsst sich auch der duale Operator 7" zum Operator T’
definieren:

Lemma 2.25. (Dualer Operator)
Seien (V.|| - [|v) und (@, || - ||g) normierte Vektorrdume. Zu einem Operator T € L(V, Q)
gibt es genau einen Operator T7": Q' — V' mit

(T'qd,v)y, =(d, Tv), Yo €V und V¢ € Q'.
Den Operator 7" : @' — V' nennen wir den zu 7' dualen Operator (auch adjungierter
Operator oder Adjungierte). Der duale Operator ist stetig und linear.
Beweis.

Siehe ( ) Seite 193 bis 195 oder ( ) Seite 262. [

Ist der Operator T' nur auf einer Teilmenge D(T') C V definiert, so gilt obiges Lemma
immer noch, wenn der Definitionsbereich des dualen Operators eingeschrankt wird auf

DT :={¢d € Q" : v— (¢, Tv) ist stetig auf V}.

Wir wollen noch einige weitere Eigenschaften des dualen Operators angeben.

Lemma 2.26.

Seien (V.|| - ||v) und (@, || - ||¢) normierte Vektorraume. Der Operator T' € L(V, @) und sein
dualer Operator T” besitzen die gleiche Operatornorm.

Sind (V, || - |lv) und (Q, || - |lg) Banachriume, so existiert die Inverse 7' € L(V,Q) genau
dann, wenn der duale Operator eine Inverse (7")~! € L(V’, Q') besitzt. Zudem gilt

(T = (1),

Beweis.
Siehe ( ) Seite 264 und ( ) Seite 195. O

Fiir zwei Vektorraume V' und @ und einen Operator T : V' — @ bezeichne ker(T") den
Kern des Operators 7' und R(T') seinen Bildbereich.

14
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Satz 2.27. (Satz vom abgeschlossenen Bild)
Seien (V.| - ||v) und (@, || - ||@) Banachréume und T ein stetiger Operator von V' nach () mit
einer Definitionsmenge, welche dicht in V' liegt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i
(ii
(iii

i
(iv

T) ist abgeschlossen in Q).

) R(
) R(T") ist abgeschlossen in V',

) R(T) =ker(T")" ={q e Q: (¢,q) =0 fiir alle ¢’ € ker(7")}.
) R(T") =ker(T)" ={veV': (v,v) =0 fiir alle v € ker(T)}.

ker(7")° und ker(T')° bezeichnet man als Annihilatoren von ker(7”) und ker(T).

Beweis.
Siehe ( ), Seite 205 bis 207. O

Satz 2.28. (Projektionssatz)
Seien V' ein Hilbertraum mit Skalarprodukt a, U ein abgeschlossener Unterraum von V' und
U+ das orthogonale Komplement von U, also

Ut={veV: alv,u)=0 YuecU}

Dann ist auch U~ ein abgeschlossener Unterraum von V und jedes v € V kann in eindeutiger
Weise zerlegt werden in

v=u-+ut mit v € U und u* € U+,

Sei tiber diese Zerlegung der Operator 7 : V' — U definiert durch 7(v) = w. Dann ist 7 ein
linearer stetiger Operator mit den Eigenschaften:
2 . .
=7 (7 ist idempotent),

a(mv,u) = a(v, Tu) Yu,v eV (7 ist symmetrisch).

Man bezeichnet 7 als den Projektionsoperator oder die Projektion auf U.

Beweis.
Siehe ( ) Seite 82 und 83. [

Zum Abschluss dieses Abschnittes fithren wir noch eine Ungleichung an, welche wir im
Laufe dieser Arbeit verwenden werden.

Lemma 2.29. (Young—Ungleichungen)
Seien a,b € Rf. Dann gelten die Youngschen Ungleichungen:

1
ab < %aQ + gbZ fiir alle 6 > 0,

1 1 1 1
ab < —aP + —b? fir alle 1 < p,q < oo mit — 4+ — = 1.
p q p q

Auch die zweite Ungleichung kann dabei dhnlich wie die erste mit einem § > 0 skaliert
werden.

15
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Beweis.

Die erste Ungleichung rechnet man elementar nach.

Zum Beweis der zweiten Ungleichung unterscheiden wir zwei Félle:
(a) a? = b%:

In diesem Fall ist

I3

p p p )
ab = abi = a (%) = a(a’)7 = ara :M@ﬂ):ﬁ:(1+1)ﬁ:g_+ﬂ:g_+£.

p q p q p q
(b) a? # b%:
Es gilt:
In(a?)  In(b
In(ab) = In(a) + In(p) = @) | 0
p q

Auf Grund der strengen Monotonie des natiirlichen Logarithmus ist In(a?) # In(b?). Mit der
strikten Konvexitit der Exponentialfunktion erhilt man dann
In(aP) N ln(bq)) _ exp(In(aP)) N exp(In(b?)) a? b

- =+ O
p q p q P q

ab = exp(In(ab)) = exp(

2.2.3 Formulierung als Variationsproblem

An dieser Stelle soll erlautert werden, wie man prinzipiell von der starken zur schwachen
Formulierung einer Differentialgleichung gelangt. Die konkrete Umsetzung ist dabei immer
von der Art der Differentialgleichung abhéngig (siehe zum Beispiel Kapitel 4).

Als Ausgangspunkt wéhlen wir eine Differentialgleichung der Form

Lu(z) =0, (2.2.5)

wobei L ein Differentialoperator wie in Definition 2.5 sein soll. Als Randbedingungen wéhlen
wir hier homogene Dirichlet—Randbedingungen auf dem gesamten Gebietsrand 0€2. Gesucht
ist eine Losung u € H(Q2) von (2.2.5). Um eine geeignete Gleichung zur Bestimmung ei-
ner solchen Losung aufzustellen, multiplizieren wir die PDGI (2.2.5) mit einer beliebigen
Testfunktion v € HJ(2) und integrieren iiber das Gebiet €. Unter der Annahme, dass
Lu € H1(Q) ergibt sich

(Lu,v) = 0. (2.2.6)

Ublicherweise wird hier noch partielle integriert, um Ableitungen von der Losung zu entfernen
und auf die Testfunktion zu {ibertragen. Dadurch sind die Anspriiche an die Differenzierbar-
keit von u geringer als an die klassische Losung. Des Weiteren wird diese Gleichung noch
umsortiert, indem alle Ausdriicke, die sowohl u als auch v enthalten auf der linken Seite in
einer Bilinearform a(u,v) und alle Ausdriicke, welche nur v und nicht u enthalten in einer
Linearform f(v) auf der rechten Seite zusammengefasst werden. Als schwache Formulierung
der Differentialgleichung ergibt sich dann:

Finde u € H*(Q) mit u = 0 auf 9Q und

a(u,v) = f(v) Yve HYQ). (2.2.7)

GeméB dieser Herleitung ist jede klassische Losung von (2.2.5) auch Losung der schwachen
Formulierung (2.2.7). Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Aussagen iiber die Losbar-
keit von (2.2.7) héngen von den Eigenschaften der Bilinearform a(-,-) ab.
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2.2 Schwache Formulierung von Differentialgleichungen

Definition 2.30. (Stetigkeit und Koerzitivitit von Bilinearformen)
Seien V' ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)y sowie induzierter Norm || - ||y =
(w/*und a:V x V — R cine Bilinearform. a heifit

(i) stetig, falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass a(u,v) < Cl|ullv||v]y Vu,v €V,
(i) strikt koerzitiv, falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass a(u,u) > C|ul]}, Yu € V.

Sei a(-,-) eine stetige, strikt koerzitive Bilinearform auf V' und sei weiter f € V’. Unter
einem Variationsproblem versteht man dann die Aufgabe:
Finde ein v € V, so dass fiir alle v € V' gilt:

a(u,v) = f(v). (2.2.8)

Ist a eine symmetrische, positiv (negativ) definite Bilinearform, also ein Skalarprodukt, so
folgt die Losbarkeit des Variationsproblems aus dem Rieszschen Darstellungssatz:

Satz 2.31. (Rieszscher Darstellungssatz)
Sei V' ein Hilbertraum und a ein Skalarprodukt auf V. Zu jedem beschrankten linearen
Funktional f € V' gibt es ein eindeutig bestimmtes u € V' mit

a(u,v) = (f,v) YoeV.

Die Abbildung Ry : V! — V| f + w ist ein isometrischer Isomorphismus. Ry wird Rieszscher
Darstellungsoperator genannt.

Beweis.
Siehe ( ) Seite 90. [

Bemerkung 2.32.

Oftmals wird statt des obigen Problems auch folgende Aufgabenstellung als Variationspro-
blem definiert:

Gegeben sei das lineare Funktional

1
J(v) = 5”1}% — f(v)  mit o]y, = a(v,v).

Finde u aus V, so dass gilt:

J(u) = og}eﬂv J(v).

Den Beweis, dass diese Fragestellung zu (2.2.8) dquivalent ist, findet man beispielsweise
in ( ) Theorem 1.1.2.

Eine Verallgemeinerung fiir nicht-symmetrische Bilinearformen liefert der folgende Satz:

Satz 2.33. (Satz von Lax—Milgram)

Sei a(-,-): V xV — R eine beschriankte und beziiglich || - ||y strikt koerzitive Bilinearform.
Zu jedem beschriankten linearen Funktional f € V' gibt es ein eindeutig bestimmtes u € V
mit

a(u,v) = (f,v) YoeV.

Beweis.
Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes, siehe ( ) Seite 92. [
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Kapitel 3

Galerkin—Verfahren und
Finite—Elemente—Methoden

Eine Losung der im vorherigen Kapitel vorgestellten Variationsprobleme lésst sich analy-
tisch oft nicht oder nur mit erheblichem Aufwand bestimmen. Stattdessen werden héufig
numerische Verfahren benutzt, um eine Néherungslosung zu bestimmen. Wir wollen in die-
ser Arbeit eine Variante der so genannten Finite-Elemente-Methoden (FEM) behandeln.
Die FEM beruhen auf dem Galerkin—Verfahren. Beide sollen in diesem Kapitel vorgestellt
werden.

3.1 Galerkin—Verfahren

Wir betrachten folgendes Variationsproblem:
Sei V' ein Hilbertraum mit Norm || - ||y und sei f € V. Finde u € V, so dass fiir alle v € V
gilt:

a(u,v) = f(v). (3.1.1)

Falls a : V x V — R stetig und beziiglich der Norm || - ||y strikt koerzitiv ist, so besitzt
dieses Variationsproblem, wie bereits erwéhnt, nach dem Satz von Lax-Milgram 2.33 eine
eindeutige Losung.

Fiir die numerische Behandlung besteht das Problem darin, dass der Raum V meist un-
endlich-dimensional ist. Die Idee der Galerkin—Verfahren ist, eine Naherungslosung u; zu
bestimmen, welche in einem endlich-dimensionalen Teilraum V},, C V liegt. Das Variations-
problem wird dann zu:

Finde uy, € V},, so dass fiir alle v, € V}, gilt:

a(up,vy) = f(uvp). (3.1.2)

Auch dieses Problem besitzt nach dem Satz von Lax—Milgram eine eindeutige Losung, da a
auch im Unterraum V}, koerzitiv ist und endlich—dimensionale Unterrdume von Hilbertrau-
men wieder Hilbertraume sind.

Um aus (3.1.2) ein endlich-dimensionales lineares Gleichungssystem zu bestimmen, wéhlen
wir eine beliebige Basis {sz}f\il von V. Da sich alle Funktionen v, € V}, als Linearkombi-
nation der Basisfunktionen darstellen lassen, ist auf Grund der Linearitdt von a und f in
(3.1.2) unmittelbar klar, dass es schon geniigt, wenn (3.1.2) fiir alle Basisfunktionen {¢;}> |
erfiillt ist. Des Weiteren lésst sich auch die gesuchte Losung wy als Linearkombination der

Basisfunktionen schreiben:
N
Up = E uj¢j-
j=1
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Setzen wir dies alles in (3.1.2) ein, so erhalten wir

N
a<z Ujgbj,gbi) = f(gbz) fUI' Z = ]_, ceey N
j=1

und unter Ausnutzung der Linearitdt von a

N
Zuja(¢ja¢i) = f(¢;) firi=1,..,N.
=1

Mit der Notation
A= {aldy 00}y wi= (), wnd fi=(f(),, (3.1.3)
ergibt sich die dquivalente Formulierung
Au=Tf. (3.1.4)

Damit haben wir ein lineares Gleichungssystem erhalten, aus dem sich die unbekannten
Koeffizienten u; und damit die gesuchte Losung wy, berechnen lassen. Die hier auftretende
Matrix A ist positiv definit, was eine Folge der strikten Koerzitivitat von a ist.

Wie bei jedem Néherungsverfahren stellt sich auch hier die Frage, wie gut die tatséchliche
Losung v durch die Naherungslosung u;, approximiert werden kann. Dies ist natiirlich von
den Rédumen V und V}, abhéngig. Allerdings lassen sich auch ohne eine néhere Spezifizierung
der Rédume schon einige Ergebnisse dazu formulieren:

Lemma 3.1.
Seien u die Losung von (3.1.1) und wy, die zugehorige Néherungslosung eines Galerkin—
Verfahrens (3.1.2). Ist die Bilinearform a stetig, symmetrisch und strikt koerzitiv beziiglich

1/2

der von a induzierten Energienorm || - ||, = a(-,)”", so gilt:

= wall, = mip Jlu =l (3.1.5)
Beweis.

Sei vy, eine beliebige Testfunktion aus Vj,. Setzt man diese in (3.1.1) und (3.1.2) ein und
subtrahiert dann (3.1.2) von (3.1.1), so ergibt sich:

a(u —up,vp) =0 Vo, € Vy. (3.1.6)
Daraus folgt fiir alle v, € V},
|lu — uhHi = a(u —up, u —up) = a(u — up, v —vp) < |lu—upll, [Ju—uvs,- (3.1.7)

Die zweite Identitit ergibt sich aus (3.1.6) und die Abschiitzung nach oben aus der Cau-
chy-Schwarz-Ungleichung. Division durch ||[u — u||, und Ubergang zum Infimum liefern die
Behauptung. [
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Bemerkung 3.2.
Der im Beweis auftretende Zusammenhang

a(u —up,vp) =0 Yo, €V, (3.1.8)

wird als Galerkin—Orthogonalitét bezeichnet und ist auch fiir weitere Approximationssétze
niitzlich. Galerkin-Orthogonalitdt ist auch dann gegeben, wenn auf die Symmetrie von a
verzichtet wird.

Nicht immer ist die in Lemma 3.1 geforderte Symmetrie von a gegeben. In diesem Fall
liefert das folgende Lemma eine Aussage:

Lemma 3.3. (Lemma von Cea)
Seien u die Losung von (3.1.1) und wy, die zugehorige Néherungslosung eines Galerkin—
Verfahrens (3.1.2). Ist die Bilinearform a stetig und strikt koerzitiv beziiglich || - ||/, so gilt:

|lw —upl|l, < C min ||u—wv, (3.1.9)
v EVh

mit C > 0.

Beweis.
Ahnlich zum Beweis von Lemma 3.1 konnen wir fiir alle v;, aus V}, schreiben:

0w — unlly < alu —un,u—wp) = a(u—up,u—wvy) < cllu—unly [Ju—vlly .

Die erste Ungleichung folgt aus der strikten Koerzitivitdt von a mit der Koerzitivitéits—
Konstanten ¢, die zweite aus der Galerkin—-Orthogonalitdt von a. Die Stetigkeit der Bili-
nearform impliziert die Existenz von ¢ > 0, so dass a(u,v) < c|jullv||v||yv, was die dritte
Ungleichung liefert. Division durch ||u — u||y und Ubergang zum Infimum liefern die Be-
hauptung, wobei C':=¢/6. O

Die Aussage des Lemmas von Cea lisst sich auch so formulieren:
In jeder zu | - ||y #dquivalenten Norm wird die Losung u durch die Néherungslosung wuy,
bestmoglich bis auf Multiplikation mit einer Konstanten approximiert. Diese Eigenschaft
nennt man quasi—optimale Approximation.

3.2 Finite—Elemente—Methoden

3.2.1 Grundideen

Obwohl das Galerkin—Verfahren bereits eine Moglichkeit liefert, numerische Naherungslo-
sungen von Variationsproblemen zu berechnen, kann es in der Praxis Probleme bereiten.
Beim Galerkin—Verfahren wird versucht, eine Niherungslosung auf dem ganzen Gebiet 2
zu bestimmen. Je nachdem, wie €2 aussieht, ist schon das Finden einer geeigneten Basis
nicht einfach. Zudem koénnen sich, je nach Art der Basisfunktionen, Schwierigkeiten bei der
Berechnung der Integrale der Bilinearform und der Linearform auf der rechten Seite ergeben.

Die Idee der Finite-Elemente-Methoden liegt nun darin, das Gebiet €2 in kleinere Teilge-
biete zu zerlegen und das Variationsproblem auf jedem Teilgebiet zu l6sen. Dazu wird auf
jedem Teilgebiet ein passender Raum gesucht, so dass die jeweiligen Basisfunktionen auf
moglichst vielen der anderen Teilgebiete verschwinden. Die Anzahl der Basisfunktionen ist
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Unzuléssige Zerlegung mit einem hén-
gendem Knoten (roter Punkt). Die
Schnittmenge der Zellen K und K’ be-
steht aus mehr als einem Punkt. Auf-
grund des héngenden Knotens teilen
sich beide Zellen dennoch keine ganze
Kante.

(Abbildung 3.1)

dadurch insgesamt recht grofl. Da diese aber auf den meisten Teilgebieten verschwinden, ist
die sich ergebende Matrix A diinn besetzt, da sich die entsprechenden Skalarprodukte zu
Null ergeben. Da die Teilgebiete meist klein sind, geniigt es auflerdem oft kleine Rdume mit
wenigen Basisfunktionen zu betrachten, um bereits gute Ndherungslosungen zu erhalten.

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf polygonal berandete Gebiete Q C RY,
d = 2, 3 und auf eine gewisse Sorte von Zerlegungen:

Definition 3.4. (Zulissige Zerlegung)
Eine Zerlegung 7 = {Ki, ..., K;;} von Q C R¢ mit abgeschlossenen Gitterzellen K; heifit
zuléssig genau dann, wenn gilt:

(i) Die Zerlegung iiberdeckt das ganze Gebiet, das heifit Q = UM, K.

(ii) Besteht der Durchschnitt K; N K; zweier Zellen aus genau einem Punkt p, so ist p
Eckpunkt von K; und Kj.

(iii) Besteht der Durchschnitt K; N K, i # j, zweier Zellen aus mehr als einem Punkt, so
entspricht die Menge K; N K; einer Kante von K; und einer Kante von K oder einer
Seitenfliche von K; und einer Seitenfliche von K.

Weiterhin definieren wir hyx = diam(K) und die Gitterweite h der Zerlegung als h :=
g ()

Insbesondere diirfen zulédssige Zerlegungen keine hingenden Knoten enthalten, da Bedin-
gung (iii) dann verletzt ist. Die in Abbildung 3.1 gezeigte Zerlegung ist also ein Beispiel fiir
eine unzuléssige Zerlegung.

Zur Festlegung der Basisfunktionen auf den einzelnen Zellen werden werden meist Funk-
tionale ® : V;, — R benutzt. Es wird vorausgesetzt, dass die Funktionale linear unabhéngig
voneinander, stetig und linear sind. Des Weiteren verlangen wir, dass sie unisolvent beziiglich

V}, sind:

Definition 3.5. (Unisolvenz)
Sei N die Dimension des Raums V},. Die Funktionale ®4, ..., ®5 werden unisolvent beziiglich
Vi, genannt, falls es zu jedem a = (ay, ..., aN)T € RY genau ein u € V}, gibt, so dass

D, (u) = ay firi=1,..,N (3.2.1)

erfiillt ist.
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3.2 Finite—FElemente—Methoden

Héufig werden als Funktionale Punktauswertungen ®(u) = u(x), gewichtete Integralmit-
telwerte iiber einzelne Zellen der Gebietszerlegung ®(u) = [} w(x) u(x) dx oder Auswertun-
gen der ersten Ableitung ®(u) = d;u(x) verwendet. Wir werden in dieser Arbeit die ersten
beiden hier erwéhnten Arten von Funktionalen benutzen.

Um mit den Funktionalen ®; eine Basis zu konstruieren, kann man sich fiir die Vektoren a
eine Basis des R wiihlen. Mit den Standard-Einheitsvektoren ergibt sich zum Beispiel aus
der Unisolvenz der Funktionale, dass es einen eindeutigen Satz von Basisfunktionen ¢; € V},
gibt, so dass gilt:

Q;(p;) =6;; VO <i,j<N. (3.2.2)

Wir kénnen nun ein Finites-Element wie folgt definieren:

Definition 3.6. (Finites—Element)
Es seien

e () ein nichtleeres, abgeschlossenes Gebiet des R? (d > 1).

e 1}, ein N-dimensionaler Raum von Funktionen mit Definitionsgebiet €2 und Bildbereich
in R.

o ) = {@i}i]\il ein Satz linear unabhéingiger, linearer, stetiger und beziiglich V}, unisol-
venter Funktionale.

Dann bezeichnen wir das Tripel (2, V},, %) als Finites-Element. V}, wird in diesem Zusam-
menhang Finite-Elemente-Raum genannt.

Diese Definition eines Finiten—Elements ist sehr allgemein. Beispielsweise macht sie keine
Aussage iiber die Zerlegung des Gebiets €2 oder iiber die Art der Funktionen in V},. In der Pra-
xis wird meist fiir jedes Teilgebiet K; ein Polynomraum gewdahlt. V}, besteht dann aus dem
Raum all jener Funktionen, die sich auf Q) geméfl der Zerlegung als stiickweise Polynome
darstellen lassen. Der Vorteil von Polynomen liegt darin, dass sie sich auch mit numeri-
schen Methoden leicht und exakt integrieren und differenzieren lassen. Ebenso lasst sich fiir
Polynomraume meist ohne grofen Aufwand eine Basis zur gewéhlten Familie von Funktio-

nalen berechnen. Andere mogliche Rédume Vj, sind Réume stiickweise rationaler ( ) oder
stiickweise trigonometrischer Funktionen ( ), worauf wir aber hier nicht weiter eingehen
wollen.

3.2.2 Polynomielle Finite—Elemente—R&dume

Wir gehen im Folgenden immer davon aus, dass eine zuléssige Zerlegung 7 des Gebiets (2
in Zellen K;, i = 1...N gegeben ist. Den Raum V}(2) setzen wir dann aus den Rédumen
zusammen, die auf den einzelnen Zellen gegeben sind durch:

Vi(Q) :={veC(Q): vlx € Vi(K) VK €T}. (3.2.3)
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Méchte man fiir V3, (K) nun Polynomrédume wihlen, so werden in der Literatur zwei Arten
von Rdumen unterschieden:

P(K)=¢p: K—-R: px)= Z faX P, to € R, o= Multiindex,  (3.2.4a)

la<p

QpK)=<p: K —=R: p(x)= Z J77% Sl to € R, a = Multiindex.
{a: an,00<p}

(3.2.4b)

[P, umfasst also alle Funktionen, welche sich auf K als Polynom mit Grad kleiner gleich p
darstellen lassen, wohingegen @, der Raum aller Polynome auf K mit Grad kleiner gleich p
in jeder Variablen ist. Die zugehorigen Rdume auf ganz () definieren wir als

P () :={veC(Q): v|[gx eP(K) VKeT}, p>1, (3.2.5a)
Q) ={veC(Q): v|x €eQK)VKeT}, p>1 (3.2.5b)

Prinzipiell ist es auch moglich, P,— und Q,-Réume auf verschiedenen Zellen zu mischen
oder auf verschiedenen Zellen Polynome unterschiedlichen Grades zu benutzten. Wir wollen
darauf hier jedoch nicht ndher eingehen.

Als néchstes miissen wir fiir die Rdume die entsprechenden Basisfunktionen bestimmen.
Naiv betrachtet, wiirde man nun fiir jeden Raum auf jeder Zelle einen Satz unisolventer
Funktionale vorgeben, damit auf jeder Zelle eine lokale Basis bestimmen und aus diesen lo-
kalen Basen dann eine globale Basis fiir den entsprechenden Raum auf ganz ) konstruieren.
Dies ist jedoch vor allem bei feinen Zerlegungen mit vielen Zellen mit einem groflen Spei-
cheraufwand verbunden. Um diesen zu vermindern, benutzt man so genannte parametrische
Finite-Elemente, wie sie auch im Programmpaket MooNMD verwendet werden.

Die Grundlage parametrischer Elemente ist, dass die Zellen der Zerlegung 7 alle eine
dghnliche geometrische Struktur besitzen, zum Beispiel, dass alle Zellen Dreiecke oder Vierecke
sind. In diesem Fall ist es moglich, eine Referenzzelle K zu definieren und fiir jede Zelle eine
Referenztransformation Fir : K — K zu finden, welche die Referenzzelle K auf die Zelle
K abbildet. Die lokalen Basisfunktionen ¢ auf der Zelle K ergeben sich damit aus den
Basisfunktionen ¢ auf der Referenzzelle K durch

P(x) = po Fr'(x). (3.2.6)

Es geniigt nun, die Basisfunktionen auf der Referenzzelle K und die Referenztransformation
fiir jede Zelle K zu speichern. Auch fiir die Analysis ergeben sich Vorteile, da gewisse Aussa-
gen nur fiir die Referenzzelle gezeigt werden miissen und sich dann durch die Transformation
auf die anderen Zellen {ibertragen lassen.

Als Referenzzelle fiir Dreiecke wird iiblicherweise das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0),
(0,1) und (1,0) gewihlt. Fiir Vierecke wird das Einheitsquadrat [0,1]* oder wie auch in
MooNMD das grofie Einheitsquadrat [—1, 1]2 benutzt. Bei Dreiecks- und Rechteckszerlegun-
gen sind die Referenztransformationen affin linear. Bei Verwendung allgemeiner Vierecke
ist dies nicht mehr der Fall. Zudem macht die Verwendung allgemeiner Vierecke es meist
notwendig, statt stiickweise polynomieller Funktionen stiickweise rationale zuzulassen. Wir
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3.2 Finite—FElemente—Methoden

beschréanken uns im Folgenden auf die Verwendung von Rechtecken.

Fiir Gebiete 2 C R?® werden an Stelle von Dreiecken Simplizes ( ) und an Stelle
von Vierecken Hexaeder benutzt. Als Referenzzellen dienen der Einheitssimplex mit den
Eckpunkten (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1), der Einheitswiirfel [0,1]> oder der groBe
Einheitswiirfel [—1,1]".

Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir noch einige Finite-Elemente und die dazuge-
horigen Basisfunktionen angeben. Wir beschrénken uns dabei auf P-Elemente auf Dreiecken
und ()-FElemente auf Rechtecken. Zur Konstruktion der Finiten-Elemente fehlen uns noch
die zugehdrigen unisolventen Funktionale {@Z}f\il Wir wihlen als Funktionale Punktaus-
wertungen in gewissen Punkten entsprechend Abbildung 3.2 fiir P-Elemente auf Dreiecken
und entsprechend Abbildung 3.3 fiir Q—Elemente auf Rechtecken. Die so erhaltenen Finiten—
Elemente werden Lagrange-Elemente genannt.

3, a; 3,
a9
a9 &
49
¢ L ¢ 4 @ @
& % & A, % 4 4 9

Verteilung der Knoten bei den P,-Elementen auf dem Referenzdreieck. Links
fiir p =1, in der Mitte fiir p = 2 und rechts fiir p = 3.
(Abbildung 3.2)

Fiir das Referenzdreieck K sind die entsprechenden Basisfunktionen

e fiir die stetigen, stiickweise linearen Finiten—Elemente P; durch

~

gbl(‘%ag) = 1—@—:&’ ¢2(fag):jund ¢3(‘%7g) :ga
wobei ¢; den Wert 1 im Eckpunkt a; annimmt.

o fiir die stetigen, stiickweise quadratischen Finiten—Elemente P, durch

O12(2,9) = -4z (z+9—1),
$13<i7g) =—4y(z+y—1) und

wobei ngSZ-j den Wert 1 im Mittelpunkt a;; der Kante mit den Eckpunkten a; und a;
annimmt.
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e fiir die stetigen, stiickweise kubischen Finiten—Elemente P3; durch

Oule,§) = =58 (x - 5) (F+5-1),
Gr3(#,9) = 7?) ( +

butani) =~ 500 (i 3).
bun(a) = 59 (- 3 ) wnd
bl ) = 50 (5- 3 )

wobei (527- den Wert 1 im Mittelpunkt a;; der Kante mit den Eckpunkten a; und a;
annimmt (siche Abbildung 3.2) sowie

bro3(#,9) = =275 (2 + 9 — 1),

wobei QAﬁij den Wert 1 im Schwerpunkt a;s3 des Dreiecks annimmt.

: SIS SR S S N M
%40 03, @3, @3,
2,9 o3, |
a13. .3123 ‘3124 .a24
[ o [ L 4 4 [ 4 @ L
& & & A & & P %1 %

Verteilung der Knoten bei den @p-Elementen auf dem Referenzquadrat. Links

fir p = 1, in der Mitte fiir p = 2 und rechts fiir p = 3.
(Abbildung 3.3)

Zur Konstruktion der Basisfunktionen der ()—Elemente auf Rechtecken beachten wir, dass
diese sich als Tensorprodukte eindimensionaler Finiter—Elemente schreiben lassen. Dies iiber-
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tragt sich auf die Basisfunktionen, die daher direkt aus den Basisfunktionen der entsprechen-
den eindimensionalen Finiten—Elementen als Tensorprodukte hervorgehen.

In einer Dimension stellt 2 ein Intervall dar, welches in Teilintervalle zerlegt wird. Als
Referenzzellen dienen hier das Einheitsintervall [0, 1] oder das grofie Einheitsintervall [—1, 1].
Die Funktionale sind die Punktauswertungen in den entsprechend Abbildung 3.4 verteilten
Punkten.

® ® ® ® ® ® ® ® ®
a & a ap & a a L, g

Verteilung der Knoten bei stetigen eindimensionalen Finiten—Elementen. Links
lineare Elemente, in der Mitte quadratische, rechts kubische.

(Abbildung 3.4)

Damit ergeben sich

e die Basisfunktionen fiir stetige, stiickweise lineare eindimensionale Finite-Elemente auf
dem groflen Referenzintervall zu:
(1) und &(3) =

&(z) = (1+2). (3.2.7)

DO | =
DO | =

Die Basisfunktionen ngS, = q@l(fc, 9),i=1,...,4, von @1 auf dem groBen Referenzquadrat
sind dann:

O =E(2)E(5), o =ER)E()), b3 =E(F)E(G) und by = &(F) (7). (3.2.8)

Die Basisfunktion ngS, nimmt dabei im Punkt a; den Wert 1 und in den anderen Punkten
den Wert 0 an.

e die Basisfunktionen fiir stetige, stiickweise quadratische eindimensionale Finite-Ele-
mente auf dem grofien Referenzintervall zu:

#1+2). (3.29)

N —

&(2)=—=z2(1-12), &) =142)(1—2) und &(2) =
Die 9 Basisfunktionen qg = QAﬁ(i’, y) von @3 auf dem grofien Referenzquadrat sind dann:
o1 =60)60), e=6D)0H). =610 &0), bi=E()E&D),

b12 = E(8) €1(9) b3 = 1(2) &2(9) P21 = () &2(9) , P31 = &2(2) £3(§) und
on = Ea() &2(9) -
Die Basisfunktion ngS, nimmt den Wert 1 im Eckpunkt a;, die Basisfunktion g?)ij im

Mittelpunkt a;; der Kante mit den Eckpunkten a; sowie a; und die Basisfunktion qBM
im Mittelpunkt a;; des Rechtecks.
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e die Basisfunktionen fiir stetige, stiickweise kubische eindimensionale Finite-Elemente
auf dem grofien Referenzintervall zu:

&@y:-%@@+n@f—n@—1%
&@%:%@f—n@+1x@—n,
&@%:—%@x+D@+lXi—Dlmd
&@%:%Bf+nwi—n@+1y

Die 16 Basisfunktionen g?) = ngS(fc, y) von Q3 auf dem groBen Referenzquadrat sind dann:

$1=&(D)&H), d2=&@)&®H), o3 =E&(E) (D), ¢A54 = §u(?) &4(9),

~

G2 = E(2) (7)) P = E(D)E1(5), b3 =E(2) &(D), da = &i(7) &(),
P3 = &(2) &a(D), Pu3 = E(2) &a(D), P2 = &(B) &(D), P12 = &) &(9),
G123 = E3(2) E3(9), dras = () &), Pusa = Ea(2) &a(9) ) dasa = () (D) -

Die Basisfunktionen ngS haben ihren 1-Knoten in dem gleich-indizierten Punkt a von
Abbildung 3.3.

3.2.3 Unstetige Finite—Elemente

Wir wollen in dieser Arbeit so genannte Unstetige-Galerkin—Verfahren (englisch: Discon-
tinuous Galerkin Finite Element Methods; DGFEM) untersuchen. Fiir diese konnen auf
den einzelnen Zellen die gleichen Rdume verwendet werden, wie sie im vorherigen Abschnitt
eingefithrt wurden. Man verzichtet jedoch bei der Konstruktion des Gesamtraumes auf die
Bedingung, dass die Funktionen auf dem Gebiet (2 stetig sein sollen. Somit ergibt sich:

PIe(Q):={v:Q—=R: v|g €P,(K) VK €T}, p=>1, (3.2.10a)
QU (Q):={v:Q—R: v|x €Q,(K) VK €T}, p>1. (3.2.10b)

Man sieht sofort, dass die unstetigen Raume die stetigen als Teilmenge enthalten. Ebenso
ist auch ein Unterschied zwischen stetigen und unstetigen Finiten—Elemente-Raumen sofort
klar: Bei stetigen Finiten—Elementen teilen sich benachbarte Zellen einen Teil ihrer Basisfunk-
tionen, da hier mehrere lokale Basisfunktionen zu einer globalen Basisfunktion zusammen
genommen werden konnen. Das Einzugsgebiet einer globalen Basisfunktion besteht daher
im Allgemeinen aus mehreren Zellen. Unter dem Einzugsgebiet einer globalen Basisfunktion
versteht man dabei die Menge aller Zellen, auf denen sie nicht identisch verschwindet (siche
Abb. 3.5). Bei unstetigen Basisfunktionen hingegen ist das Einzugsgebiet einer Basisfunktion
genau eine Zelle, da jede lokale Basisfunktion auf Grund der fehlenden Stetigkeitsbedingung
am Rand der Zelle unstetig auf Null fallen kann und damit aulerhalb “ihrer” Zelle identisch
verschwindet. Daher kénnen nicht mehrere lokale Basisfunktionen zu einer globalen Basis-
funktion zusammengefasst werden, sondern jede lokale Basisfunktion ist zugleich eine globale
Basisfunktion. Dadurch erhoht sich die Anzahl der globalen Basisfunktionen.

Zur Zerlegung T definieren wir die Menge £ aller offenen eindimensionalen Grenzflichen
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Beispiele fiir Einzugsgebiete globaler Basisfunktionen bei Verwendung stetiger
Finiter-Elemente.

(Abbildung 3.5)

E (Kanten) zwischen je zwei Zellen K und K’. Zudem definieren wir

Em ={F €& ECQ}
T ={r€Q:x e Efirein £ € &y}
EP .= {E cT: Auf E ist eine Dirichlet-Randbedingung vorgegeben.}

Hierbei und im Weiteren sei ' := 02 der Rand von §.

Da bei DG—Verfahren die Ansatzraume auf allen Zellen praktisch unabhéngig voneinander
sind, miissen wir auch einen allgemeineren Raum von Sobolev-Funktionen betrachteten:

Definition 3.7 (Gebrochene Sobolevriume).
Sei ) ein beschrianktes Gebiet und 7 eine zuléssige Zerlegung von (). Der gebrochene Sobo-
levraum W#P(T) ist dann definiert durch

WHP(T) :={v e LP(Q)|VK € T :v|x € WH(K)}

mit der Norm

|- () = (Z - <K>>p .

KeT

Auch hier sieht man sofort, dass W*?(Q) ¢ Wk»?(T) gilt.

Die Funktionen aus W*?(7T) haben im Allgemeinen keine wohldefinierten Werte auf den
Kanten der Zerlegung. Dies trifft auch auf die Funktionen aus P8¢(Q) und Q4¢(Q) zu, da
diese beim Ubergang von einer Zelle zur Nachbarzelle unstetig sind. Je nachdem, von welcher
Zelle aus man sich einem Punkt der Kante nihert, erhélt man also unterschiedliche Funk-
tionswerte auf der Kante. Statt der Funktionswerte werden daher Spriinge und Mittelwerte
der Funktion auf einer Kante betrachtet.

Fiir eine Funktion v € H' (7) definieren wir den Sprung [v], der Funktion iiber eine Kante
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E € &, zwischen den Elementen K und K’ durch

V] = vloxne — vlokne- (3.2.11)

Hierbei bezeichnet 0K den Rand der Zelle K, das heifit die Vereinigung iiber alle Kanten
der Zelle K und v|pgng den Grenzwert

lim v(y) .
veK

Das Vorzeichen des Sprungs dndert dabei offensichtlich sein Vorzeichen, wenn wir die Rollen
von K und K’ vertauschen.
Der Mittelwert (v) von v auf der Kante £ wird definiert durch

1
(V) = 5 (vloxne + vlorns) - (3.2.12)

Im Gegensatz zum Sprung dndert dieser sein Vorzeichen nicht, wenn K und K’ vertauscht
werden.

Als drittes ben6tigen wir noch einen Sprung in Richtung eines vorgegebenen Vektors b.
Dazu definieren wir zuerst Einstromanteil 0_ K und Ausstromanteil 0, K von 0K fiir alle

K €7 durch

0_-K :={x € 0K : b(x) - ng(z) < 0},
0. K :={x € 0K : b(z) - ng(z) > 0}.

Hierbei bezeichnet ng(x) den dufleren Einheitsnormalenvektor zu 0K im Punkt z € 0K.
Die Bezeichnungen Ein- und Ausstromanteil kommen aus der Fluidmechanik. Ist b der Rich-
tungsvektor eines Stromungsfeldes, so ist 0_ K gerade derjenige Anteil von 0K fiir den Fluid
in die Zelle K hinein strémt. Der zu b gehorige Sprung ist definiert durch

0] =0T —0v = lirrév(:c + €b) — lim v(z —eb). (3.2.13)
e>0 e>0

Der Sprung |-|, ist nicht von der Nummerierung der Zellen, sondern von der Richtung
von b abhéngig. Sein Vorzeichen kann daher entlang einer Kante E wechseln, wenn sich das
Vorzeichen von b-ny dndert. Da er somit eher mit der Zelle K als mit der Kante £ zusammen
héngt, haben wir den Sprung |- |, mit K statt mit £ indiziert.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Indizierung der Ubersichtlichkeit halber in den folgen-
den Abschnitten und Kapiteln teilweise unterdriickt wird.

Definition 3.8.
Auf dem Raum H'(7) definieren wir folgende Norm

kv
lullf = lls? (T) + > swll (W] 2 + Y seluliam,

Eegint EESD

Der hier auftretende Parameter kg wird dabei so gewihlt, dass sich fiir das zu behandelnde
Problem optimale Fehlerabschétzungen ergeben. Ein Beispiel werden wir in Kapitel 4 kennen
lernen.
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Bemerkung 3.9.

(i) Die Norm in Definition 3.8 ist das unstetige Aquivalent der H'-Seminorm.

(ii) Die Abschétzung
[ull 2@y < Cllullin

ergibt sich aus der entsprechenden Abschétzung mit Hilfe der Friedrichs-Ungleichung
auf jeder Zelle K.

Im Programmpaket MooNMD werden als Funktionale fiir unstetige Finite—Elemente nicht
die Punktauswertungen benutzt, sondern bestimmte gewichtete Integralmittelwerte. Die Ge-
wichtsfunktionen und Basisfunktionen fiir die einzelnen in dieser Arbeit verwendeten Rdume
sind im Folgenden angegeben. Als Referenzzellen werden hier wieder das Dreieck (0, 0), (0, 1),
(1,0) fur Dreiecksgitter und das grofle Einheitsquadrat fiir Rechtecksgitter benutzt.
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Element Gewichtsfunktionen Basisfunktionen
Ppylisc wy(,9) =1 gbl (2,9) =1
wy(#,9) = 128 — 4 $a(i,§) = 20 + 9 — 1
ws(2,9) =129 —4 ¢3(2,9) =29+ — 1
Pzdisc wi(2,79) =1 cfgl(lz?)zl
ws(#,9) =&+ 39— 3 $a(&,§) = 242 — 8
we(#, ) = §+ L& — 1 9u(, ) = 24 — 8
wy (2, 9) = 9022 — 72% + 9 Ga(2,9) =1 — 63 — 20 + 632 + 627 + 42
ws(,§) = 1802 — 367 — 367 + 9 b5 (3, 9) = 1 — 43 — 4 + 332 + 834 + 372
we(Z,9) = 909% — 729 + 9 Qgﬁ( ) =1 =28 — 67+ 2% + 627 + 672
Pylise wie Ps¢ und zusitzlich wie Py und zusitzlich
wr(,9) = 22% — L2+ Ly -1 G7(2, 1) = —32 + 3844 + 96§ — 96022 — 76827 + 960£%)

+38449% — 969 + 64023 + 3293

bs(,9) = —32 + 2883 + 192§ — 57622 — 115247 + 115242

+86429% — 28872 4 32023 + 128

bo(2,4) = —32 + 2887 + 192% — 5769% — 115249 + 11522¢>
+86422¢ — 28822 + 32043 + 12847

G10(Z,9) = —32 + 3844 + 962 — 9607% — 7684 + 9604>
+38422§ — 9622 + 64073 + 3243

Basisfunktionen und Gewichtsfunktionen der Funktionale fiir P;,iisc—Elemente auf Dreiecken (p =1,2,3).

(Tabelle 3.1)
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3.2 Finite—FElemente—Methoden

Pfhsc wy(2,9) =1 <Z:51(Aaig):1
wa(i, ) = @ b, §) = 3
ws3(Z,9) =9 ¢3(Z,9) = 3y

Pisc wie Pdis¢ und zusitzlich wie P3¢ und zusitzlich
wy(#,9) = 38> — 1 a(,9) = § (332 — 1)
ws(2,9) = 7 (1) = 9
we (2, 9) = 39% — 1 ¢6(#,9) = § (39> — 1)

P§isc wie Pg's¢ und zusétzlich wie Pgise nd zuséatzlich
wr(#,9) = 5% — 3@ dr(2,9) = 1d (532 — 3)
ws (&, §) = 355 — § 0s(#,9) = 9 (38% — 1)
wy(&, ) = 39°% — & Oo(&,7) = i (3¢° - 1)
wio(,9) = 55° — 37 $10(2,9) = 19 (59° = 3)

QI wn(i,g) = 1 G1(2,9) = 1
wa(i, ) = @ bl ) =
wy(2,9) = § Oul2,9) = §
wy(Z,9) = &y $4(2,9) = &y

gisc wie Q9¢ und zusitzlich wie Q"¢ und zusitzlich

ws(#,9) = £4° - 3 05(2,) = —3 + §2°
ws(,9) = 39° — d6(2,4) = =5 + 39
we(2,9) = & (242 — 3) ¢7(2,9) = 52 (39° — 1)
ws(&,9) = (23* = 3) s(@,9) = 59 (32% — 1)
wo(2,9) = (Fi* = 3) (29° - 3) ¢o(2,9) = 3 (32 — 1) (39% — 1)

Q5™ wie Q9> und zusitzlich wie Q3¢ und zusitzlich
wio(2,9) = 23% — i S10(#, ) = 34° — 32
wi(2,9) = 29° = 49 ou(@,9) = 39° — 39
wia(2,9) = g (32° — 312) $12(2,9) = 529 (52% — 3)
wis(2,9) = 7 (29° — 49) ¢13(2,9) = 529 (597 — 3)
wnald,§) = (297 - 2) (289 - 23)  dul@.9) = La (53° - 3) (35 — 1)
wis(2,9) = (Y42 = 3) (F9° - 59)  os(@.9) = 39 (59° - 3 (3 - 1)
wig(E,9) = (22 - 22) (89° - 29)  ¢16(2,9) = 129 (52° — 3) (55° — 3)

Basisfunktionen und Gewichtsfunktionen der Funktionale fiir PdISC und leSC

Elemente auf Rechtecken (p = 1,2, 3).

(Tabelle 3.2)
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3.2.4 Abschitzung des Interpolationsfehlers

Bei der Verwendung Finiter—Elemente stellt sich die Frage, wie gut eine Funktion prinzipiell
durch Funktionen des gewihlten Finite-Elemente-Raumes approximiert werden kann. Um
diese Frage zu beantworten, definiert man Interpolationsoperatoren auf den Rdumen und
schétzt dann den Interpolationsfehler ab. Die Abschétzungen haben die Form

o = Tullxay < OB ullve. (3:2.14)

Dabei ist v die exakte Losung, [u ihre Interpolation in einem Finite-Elemente-Raum, [
der zugehorige Interpolationsoperator, A, B C €, X(A) sowie Y (B) geeignete Rdume mit
Normen || - |[xca), || - v, s € RY, C > 0 gitterunabhéingige Konstanten und h eine
gitterabhingige Grofle wie zum Beispiel das Maximum der Durchmesser der Gitterzellen
oder das Maximum der Léngen der Kante.

Die Aussage der Interpolationsfehlerabschétzung ist dabei, dass der Fehler ||u — Tu|| x(a
mit der Potenz s gegen Null geht, wenn h gegen Null geht, das heift, mit zunehmend feineren
Gittern. Die Grofle s wird die Konvergenzordnung genannt. Die folgenden Abschétzungen
sind in Bezug auf die Konvergenzordnung optimal, das heifit, andere Interpolationsoperatoren
liefern im Allgemeinen keine bessere Konvergenzordnung s > s. Hingegen ist die Konstante
C oftmals suboptimal, da sie bei geschickter Wahl des Interpolationsoperators verkleinert
werden kann.

Die Giite der Approximation hdngt auch von der Zerlegung des Gebiets ab. Gute Fehler-
abschitzungen lassen sich nur fiir hinreichend regulére Zerlegungen beweisen. Fiir die hier
angegebenen Fehlerabschéitzungen geniigt es, quasi—uniforme Zerlegungen zu fordern. Die in
dieser Arbeit verwendeten Gitter sind quasi—uniform.

Definition 3.10. (Quasi—uniforme Zerlegung)

Eine zuléssige Zerlegung 7;, von € C R? heifit quasi-—uniform, wenn

(i) es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir den Umkreisradius px und Inkreisradius ox
jeder Zelle K gilt:
max 2% < ¢ (Formregularitdt), (3.2.15)
KETh pK

(ii) wenn alle Zellen von der gleichen Gréfenordnung sind, das heifit, wenn es eine Kon-
stante ¢ gibt, so dass

: <z . — " i) 9
min hix < ¢ max hx mit hg = diam(K) (Grifienregularitat) (3.2.16)

Fiir dreidimensionale Gebiete €2 gilt obige Definition auch, wenn man den Umkreisradius
pr durch den Radius der kleinsten Kugel, welche die Gitterzelle K enthélt ersetzt und ebenso
den Inkreisradius o durch den Radius der gréfiten Kugel, welchen noch ganz in K enthalten
ist. Abbildung 3.6 zeigt Gebietszerlegungen, welche nicht quasi—uniform sind.

Die Abschétzungen der Interpolationsfehler, welche wir nun angeben werden, gelten sowohl
in zwei Dimensionen fiir Zerlegungen in Dreiecke oder Rechtecke als auch in drei Dimensionen
fiir Zerlegungen in Tetraeder oder Hexaeder. Wir schreiben daher wieder V}, fiir den Finite—
Elemente-Raum.

Als erstes betrachten wir den Lagrange-Interpolationsoperator I;. Dieser ist auf K fol-
gendermaflen definiert: Betrachte die lokalen Funktionale {®; };VZI des Lagrange—Elemente—

34



3.2 Finite—FElemente—Methoden

Beispiele nicht—quasi—uniformerer Zerlegungen:
Denkt man sich die Gebietszerlegung wie in der Abbildung angedeutet fortge-
setzt, so ist die linke Zerlegung zwar form- aber nicht groflenregulér. Die rechte
Zerlegung ist weder form- noch groflenregulér.

(Abbildung 3.6)

Raumes V3, (Q2) auf der Zelle K. Nun definieren wir

N
I(u)(z) =Y a;;(x), (3.2.17)

j=1
wobei ¢; die zugehorigen Basisfunktionen auf K sind und die Koeffizienten a; durch a; :=
®;(u) bestimmt sind. Nach Konstruktion erhélt der Lagrange-Interpolationsoperator insbe-

sondere homogene Randbedingungen.

Lemma 3.11. (Lagrange—Interpolation)

Seien 7, eine quasi-uniforme Zerlegung von Q@ C R? d > 2, und I? : H¥(K) — V4(K),
k > d/2, der Lagrange-Interpolationsoperator auf K € 7;,. Dann gilt fiir u € H*(K) die
lokale Interpolationsfehlerabschitzung:

hi™
pk,m”UHH'ﬂ(K), (3.2.18)

lu — Lyull ) < C

mit 0 < m <[ :=min(p+ 1, k) und der Konstanten C' > 0.

Beweis.
Siehe ( ) Abschnitt 4. Die Abhéngigkeit von der Elementordnung p folgt in Kombina-
tion mit ( ) Korollar 4.68. [J
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Statt einer Abschétzung beziiglich der Sobolevnormen kann man auch eine Abschétzung
beziiglich der Halbnormen treffen:

Lemma 3.12.

Sei 7}, eine quasi-uniforme Zerlegung von Q C R, d > 2, und sei I} ' : H¥(K) — V,(K),
k > d/2, der Lagrange-Interpolationsoperator auf K € 7;,. Dann gilt fiir u € H*(K) die
lokale Interpolationsfehlerabschéatzung:

|u — I,’j—luyHm(K) < CRy™ [l vy (3.2.19)
mit 0 < m < k und der Konstanten C > 0.

Beweis.
Siehe ( ) Theorem 2. [

Man beachte, dass in Lemma 3.12 der Polynomgrad nicht mehr beliebig sein darf wie in
Lemma 3.11, sondern auf £ — 1 fixiert wird.

Eine weitere Fehlerabschétzung, die wir ben6tigen werden, ist die des Fehlers der globalen
L2-Projektion 7. Diese ist auf Vj, definiert durch 7, (u) = uy,, wobei uy, definiert ist iiber

(u — Up, Uh)LQ(Q) =0 Y, € V), (Q) . (3220)

Lemma 3.13. (L*-Projektion)

Sei 7}, eine quasi-uniforme Zerlegung von Q C R d > 2, und sei m, : L*(Q) — V,(Q) die
globale L2-Projektion. Dann gelten fiir u € H*(Q), k > 2, die globalen Interpolationsfehler-
abschitzungen

2(l—m
= T3y < C > BRE™ ful ey (3.2.21)
KETh
lu — Whu”%%aﬂ) <C Z hi |ul v o) (3.2.22)
KeT,

mit 0 < m < [ := min(p + 1,k) und der Konstanten C' > 0, beziehungsweise fiir u €
WHLP(K) mit WFHLP(K) — Wm4(K)

11 k—m+1
|lu — mhullwmar) < C K| ? hy; |y - (3.2.23)
Beweis.
Siehe ( ) Lemma 3.83 und Bemerkung 3.84. Der Beweis benutzt die Interpolations-
fehler-Abschétzung aus Lemma 3.12. Fiir die zweite Abschétzung siehe ( ), Theorem
3.1.5. O

Bemerkung 3.14.
Im Gegensatz zur Lagrange-Interpolation erhilt die L2-Projektion im Allgemeinen keine
homogenen Randbedingungen.
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3.2.5 Spur- und inverse Ungleichungen

Zur Abschéatzung der Fehler von Finite-Elemente-Methoden ist es teilweise notwendig, Ab-
leitungen von Finite-Elemente—Funktionen nach oben gegen niedrigere Ableitungen oder
gegen die Funktionswerte selbst abzuschitzen. Solche Abschitzungen werden als inverse Un-
gleichungen bezeichnet.

Lemma 3.15. (Inverse Ungleichung)

Sei 7, eine quasi-uniforme Zerlegung von Q C R? d > 2. Dann gibt es eine Konstante
tiny > 0, welche nur von der Formregularitits—Konstanten aus Definition 3.10 abhéngt, so
dass fiir alle u;, € V() und alle Gitterzellen K € 7, gilt:

IVurllz2(re) < ptinehie 0 |un| 2 (3.2.24)

Beweis.
Siehe ( ) Kapitel 2, Satz 6.8. Die Abhéngigkeit von der Elementordnung p folgt in
Kombination mit ( ) Theorem 4.76. [

Fiir die von uns verwendeten Methoden ist es in manchen Féllen niitzlich, die Norm der
Spur einer Sobolev—Funktion auf dem Rand einer Gitterzelle nach oben gegen die Norm im
Inneren der Zelle abschitzen zu konnen. Eine solche Abschétzung nennt man Spurunglei-
chung.

Lemma 3.16. (Spurungleichungen)
Sei 7}, eine quasi-uniforme Zerlegung von 2 C R%, d > 2. Dann gelten fiir alle K € 7, und
veWH(K),1<p<oo,1/p+1/q=1, die Spurungleichungen

1 1
||v||Lp(3K) S CHUHEP(K) ||U||€V1,p(K) (3225)

1

he h
gC?KHvHWl,p(K)jLC fq< 0] o re) (3.2.26)

3=

mit einer Konstanten C' > 0. Ist v € H'(K), so gilt

IoliZsg0m < € (AR N0 l3aga0, + e 0l ) - (3:2.27)

Beweis.

Die Ungleichung 3.2.25 wird in ( ), Theorem 1.6.6 bewiesen. Die zweite Ungleichung
folgt mit Hilfe der Youngschen Ungleichungen. Den Beweis zur Ungleichung (3.2.27) findet
man in ( ), Seite 26. [

Als Folge dieser beiden Lemmata ergibt sich

Korollar 3.17.
Fiir jede Funktion v € V}, gilt fiir 1 < p < oo die Spurungleichung

_1
10,0l om0y < Ch7 |V Logro- (3.2.28)
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Mit Hilfe der Spurungleichungen lisst sich auch eine Abschitzung fiir den Fehler der L2-
Projektion auf dem Rand einer Zelle angeben:

Korollar 3.18.
Sei 7 eine quasi-uniforme Zerlegung und sei u € W*1P(T). Dann gilt fiir die L>-Projektion

die Abschétzung
k—m+1
u— 7Thu|Wm,p(aK) <Chg * |U|Wk+1,p(K)_ (3.2.29)

Beweis.
Die Abschatzung folgt unmittelbar aus (3.2.23) und (3.2.25). O

3.2.6 Allgemeine Fehlerabschitzungen

In diesem Abschnitt soll allgemein das Konzept erldutert werden, mit dessen Hilfe der Fehler
u—uy, zwischen der exakten Losung u und der mittels eines Galerkin—Verfahrens gewonnenen
Losung uy, abgeschitzt wird.

Bei der Behandlung von Variationsproblemen mittels Finiter-Element—Methoden zeigt
sich oftmals, dass bei der unmittelbar aus der starken Formulierung einer Differentialglei-
chung gewonnene schwache Formulierung Probleme auftreten. Diese konnen sich in mangeln-
der Stabilitéit oder auch schlechter Konvergenz der Verfahren zeigen. Um dies zu verbessern,
wird die zu Grunde liegende Bilinearform a und die Linearform f modifiziert, beispielswei-
se durch Addition von Termen, welche sich fiir die exakte Losung zu Null ergeben. Wir
bezeichnen die neue Bilinearform mit a;, und die neue Linearform mit f.

Definition 3.19. Konsistenz
Ein Galerkin—Verfahren

an(u, v) = fu(v), (3.2.30)

welches aus (3.1.1) durch Modifikation der Bilinearform a und der Linearform f hervorgeht,
heifit konsistent, falls fiir die Losung v von (3.1.1) gilt:

ap(u,v) = frp(v) Yo € V, & V. (3.2.31)
Wir wollen nun Abschétzungen fiir den Fehler v — u;, angeben.

Satz 3.20.
Sei u € H®(T) eine Losung von (3.2.31) und sei u;, € V}, die zugehorige Ndherungslosung.
Weiter seien folgende Voraussetzungen erfiillt:

(i) Es existiert eine Norm || - ||4 auf V},, so dass gilt
|v||% < Cap(v,v) Yo €V, (3.2.32)
mit einer Konstanten C, d.h. a(+,-) ist Vj,-elliptisch.
(ii) Es existiert ein Projektionsoperator II, : V' — V},, fiir welchen die Fehlerabschétzung

v — Mpo|la < ch* v

fir alle v € H*(7) fiir eine Konstante c erfiillt ist.
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(iii) Der Projektionsfehler u — II,u geniigt der Abschétzung
ap(u — Tyu,v) < éh*! Ul sy V][4 V0 € Vi (3.2.34)
mit einer Konstanten c.
Dann gilt fiir den Fehler u — uy, die Abschéatzung

o= wnlla < & ful e, (3:2:35)

wobei ¢ konstant ist.
Alle hierbei auftretenden Konstanten sind unabhéngig von h.

Beweis.
Nach der Dreiecksungleichung gilt

|u —upla < [|u—Thhulla + [[TThu — up || a

Den ersten Term schétzen wir mit Hilfe von Voraussetzung (ii) ab. Fiir den zweiten beach-
ten wir, dass IIu — u, € Vj, gilt. Somit ist Voraussetzung (i) anwendbar. Zusammen mit
Voraussetzung (iii) und der Galerkin—Orthogonalitit folgt dann

1
EHHhu —up |4 < ap(u — Myu, u — Tu)

<ch Hu

H*(T) Thu — un | 4-

Setzen wir dies nun in die Dreiecksungleichung ein, so folgt die Behauptung. [

Bemerkung 3.21.

i) Ist die Bilinearform a; symmetrisch, so kann [|v||4 = (an(v,v /2 sewihlt werden.
y g

(ii) Fiir elliptische Probleme und bei Verwendung von Polynomen vom Grad p als Ansatz-
funktionen ist Abschéitzung (ii) typischerweise fiir s < p + 1 erfiillt.

Um auch Abschiitzungen in der L2-Norm oder schwiicheren Normen zu erhalten, kann ein
Dualitatsargument benutzt werden, welches von Aubin und Nitsche aufgestellt wurde.

Satz 3.22. )
Seien die Voraussetzungen von Satz 3.20 erfiillt. Seien t € Ny, Q C  und seien weiterhin
folgende Voraussetzungen erfiillt:

(i) Fiir beliebige f € H*(Q) sei z die Losung des dualen Problems

a(¢,z) = (f,9) Vo eV

und erfiille die Abschitzung
|Z|Ht+2(n) < | fllue o)
(ii) Die Bilinearform ay, erfiille fiir z und v € V}, die Abschétzung

an(v, 2 = T2) < Aol ah™ |2l ovogr,
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(iii) Fiir w € H*(T) und 2z € H™2(T) gelte die Abschitzung

an(w —Tpw, 2 = Mz) < ER ™ wl oy 2] gova gy -

Dann gilt fiir die H~* (Q) -Norm des Fehler u — u;, die Abschétzung
Ju— uh”H*%Q) < Ch*! |u‘H5(T) :

Beweis.
siehe ( ), Theorem 1.3.14 [

Bemerkung 3.23.
(i) Im Fall ¢ = 0 liefert der Satz eine Abschétzung des Fehlers in der L?-Norm.

(ii) Im Fall ¢ = 0 wird Voraussetzung (i) als elliptische Regularitét bezeichnet. Fiir weitere
Details zu dieser Voraussetzung siche ( ).
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Kapitel 4

Die
Konvektions—Diffusions—(leichung

Nachdem in den vorherigen Kapiteln die Grundlagen aus Funktionalanalysis, Variations-
rechnung und der allgemeinen Theorie der Finiten—Element—Methoden gelegt worden sind,
sollen diese nun zur Behandlung der Konvektions-Diffusions—Gleichung benutzt werden. Da-
zu betrachten wir zunéchst die Konvektions—Diffusions—Gleichung in ihrer starken Formu-
lierung um daraus dann die schwache Formulierung und das Standard—Galerkin—Verfahren
herzuleiten. In der Praxis stellt sich leider heraus, dass die mit Hilfe des Standard—Galerkin—
Verfahrens berechneten Losungen oft unphysikalische Oszillationen zeigen. Um dies zu behe-
ben, muss das Verfahren durch Hinzunahme weiterer Terme stabilisiert werden. Eine héufig
verwendete Methode ist dabei das Streamline-Diffusion—Verfahren, welches wir hier kurz
vorstellen werden, da es uns im néchsten Kapitel zum Vergleich dient. Das Hauptaugen-
merk dieser Arbeit liegt jedoch auf den Discontinuous—Galerkin—Verfahren. Diese stellen
eine weitere Moglichkeit zur Behandlung der Konvektions-Diffusions—Gleichung mit Hilfe
stabilisierender Terme dar. Wir werden ein Discontinuous-Galerkin—Verfahren in Form ei-
ner Interior—Penalty—Methode vorstellen und einige Aussagen zu Fehlerabschéitzungen und
Konvergenzordnungen zeigen. Abschlielend stellen wir als Alternative die Flussformulierung
der Discontinuous—Galerkin—Verfahren vor. Die numerische Umsetzung des Verfahrens ist
Gegenstand des néichsten Kapitels.

4.1 Starke Formulierung und analytische Aussagen

Sei  ein beschrinktes offenes Gebiet in R?, d = 2, 3 mit Rand I'. Wir betrachten folgendes
Randwertproblem:
Finde eine Funktion v :  — R mit:

—eAu+b(z) - Vu+c(z)u= f(x) in (4.1.1a)
u = u” auf I', (4.1.1b)

mit € > 0 und ausreichend glatten Funktionen b : Q — R? sowie ¢, f : Q — R, ¢(z) > 0Vz €
2. Gleichung (4.1.1a) heiit skalare Konvektions-Diffusions-Gleichung. Wir haben sie hier
mit nicht-homogenen Dirichlet-Randbedingungen versehen.

Die Bezeichnung skalare Konvektions—Diffusions—Gleichung sagt schon aus, was durch die-
se Gleichung beschrieben wird: Die Verteilung einer skalaren Grofle, wie beispielsweise der
Temperatur, welche sich durch Diffusion (erster Term in (4.1.1a)), Konvektion (zweiter Term
in (4.1.1a)) und Erzeugung oder Vernichtung (dritter Term in (4.1.1a)), beispielsweise durch
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chemische Reaktionen dndern kann. e ist dann die Diffusionskonstante, b ein Geschwindig-
keitsfeld, durch welches u advektiv transportiert wird, und ¢ beschreibt Verteilung und Stéarke
von Quellen und Senken. Die rechte Seite von (4.1.1a) gibt den Einfluss von dufleren Kréften
wie beispielweise der Schwerkraft durch die Kraftdichte f wieder.

Man kann drei Félle der Konvektions—Diffusions-Gleichung unterscheiden:

(i) Diffusions—dominanter Fall:

€ > ||b||Loo(Q) und € z ||C||Loo(Q). (4.1.2)

(ii) Konvektions—dominanter Fall:

€ < |[Bll oe(ey tnd [|bl 2o 2 llell oy (4.1.3)

(iii) Reaktions-dominanter Fall:

||C||L00(Q) z € und ||C||L00(Q) > ||b||Loo(Q) (414)

Typisch fiir das Verhalten der Losung u im konvektions-dominanten Fall sind so genannte
Grenzschichten. Grenzschichten sind dabei kleine Teilgebiete von €2, innerhalb derer sich die
Losung rasch édndert, also starke Gradienten besitzt. Im diffusions—dominanten Fall treten
meist keine Grenzschichten auf; im reaktions-dominanten Fall kann es Grenzschichten geben.
Man kann drei Typen von Grenzschichten unterscheiden:

(i) Parabolische Grenzschichten:

Parabolische Grenzschichten treten an Dirichlet—Réandern auf, welche parallel zur Stro-
mung liegen, das heifit, wo n(z) - b(z) = 0 gilt. n(z) ist hierbei der duflere Norma-
lenvektor zu  an T'. Thre Breite ist von der Ordnung O(y/e In(1/¢)). Ein Beispiel
fiir parabolische Grenzschichten gibt der Graph auf der linken Seite von Abbildung
4.1 an. Gezeigt wird die Losung der Konvektions—Diffusionsgleichung zu den Vorgaben
e=10% 0= (1,007, ¢c=0, f =1 auf Q = [0,1]* und v = 0 auf I'. GemiB dieser
Vorgaben erhalten wir parabolische Grenzschichten bei y = 0 und y = 1.

(ii) Exponentielle Grenzschichten

Exponentielle Grenzschichten treten an Dirichlet—Réndern im Ausflussbereich der Stro-
mung auf, das heifit, wo n(x)-b(z) > 0 gilt. Ihre Breite ist von der Ordnung O(eln(1/¢)).
Damit sind sie noch schmaler als parabolische Grenzschichten, wodurch ihre numeri-
sche Behandlung weiter erschwert wird. Ein Beispiel fiir eine exponentielle Grenzschicht
ist ebenfalls auf der linken Seite von Abbildung 4.1 zu sehen. Die exponentielle Grenz-
schicht liegt hier bei x = 1. Auf der rechten Seite der Abbildung ist ein weiteres Beispiel
fiir eine exponentielle Grenzschicht gezeigt. Betrachtet wird dort die Konvektions—
Diffusions-Gleichung mit € = 1078, b = (cos(—7/3),sin(—7x/3))", ¢ = 0, f = 0 auf
Q2 = [0,1]? und den Randwerten

)0 fiir (z,y) €T und # = 1 oder y < 0.7,
)1 fiir andere Punkte auf I'.

Die exponentiellen Grenzschichten liegen hier bei y = 1 oder ungefihr ab  ~ 0.4 bei
y=0.
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(iii) Innere Grenzschichten

Auch im Inneren des Gebiets 2 konnen Grenzschichten auftreten. Diese werden zum
Beispiel durch Unstetigkeiten in den Dirichlet-Randwerten verursacht. Thre Struktur
dhnelt der von parabolischen Grenzschichten, weswegen sie manchmal auch als innere
parabolische Grenzschichten bezeichnet werden. Der Graph auf der rechten Seite von
Abbildung 4.1 zeigt eine innere Grenzschicht. Diese startet bei (z,y) = (0,0.7) und
verlduft in Richtung des Advektionsvektors b. Die Lage der inneren Grenzschichten
kann durch die Problemdaten plausibel gemacht werden ( ).

7
s
==
-
//yf/f;;iiii

F

=
=

Losung u der Konvektions—Diffusions—Gleichung mit Grenzschichten (iibernom-
men von ( )). Fiir weitere Details siehe Text.
(Abbildung 4.1)

An Dirichlet-Réndern im Einstrombereich (n(x)-b(x) < 0) treten iiblicherweise keine Grenz-
schichten auf. Fiir weitere Details zu Grenzschichten verweisen wir auf ( ).
Wir wollen noch einen Satz zur Existenz einer klassischen Losung zu (4.1.1) angeben.

Satz 4.1.

Sei § ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand I' und seien b, ¢ und f Holder—
stetig auf (2 mit ¢(z) > 0 fiir alle x € Q. Dann besitzt das Problem (4.1.1) fiir den Fall
u? = 0 eine eindeutige Losung u aus C'(Q) N C?(Q).

Bewelis.
Siehe ( ). O

Bemerkung 4.2.

(i) Satz 4.1 kann auf den Fall inhomogener Dirichlet—Randbedingungen verallgemeinert
werden, solange u” hinreichend reguldr ist. Dazu setzt man u” vom Gebietsrand T
ausgehend auf eine Funktion a” € C(Q) N C*(Q) fort. Damit wird die Hilfsfunk-
tion @ = uw — P definiert. Setzt man v = @ + @” in (4.1.1a) ein, so erhilt man
zusétzliche Terme, welche auf die rechte Seite der Gleichung gebracht werden. Die
so erhaltene Konvektions-Diffusions—Gleichung fiir @ ist mit homogenen Dirichlet—
Randbedingungen versehen, wodurch sie nach Satz 4.1 eindeutig l6sbar ist. Diese Vorge-
hensweise bezeichnet man auch als Homogenisierung. Ob die Homogenisierung gelingt,
hingt davon ab, ob eine Fortsetzung @” existiert. Die Existenz der Fortsetzung ist
dabei offenbar nur von dem Gebietsrand und der Randbedingung u” abhingig. Eine
ausfiihrliche Diskussion zur Homogenisierung von Differentialgleichungen findet sich
beispielsweise in ( ).
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(ii)) Weitere Randbedingungen wie Neumann- oder Robin-Randbedingungen werden in
( ) untersucht. Auch Situationen, in denen der Typ der Randbedingung auf I'
variiert werden hier besprochen.

(iii) Eine hohere Regularitit der Losung u (beispielsweise u € C%%()) lisst sich erreichen,
wenn die Ecken des Gebiets zusitzliche Kompatibilitdtsbedingungen erfiillen (siehe

hierzu ( ) oder ( ).

Weitere analytische Eigenschaften der Konvektions-Diffusions—Gleichung lassen sich bei-
spielsweise in ( ) oder ( ) nachschlagen.

4.2 Schwache Formulierung

In Kapitel 2.2 haben wir bereits gesagt, dass Existenz- und Eindeutigkeitssitze wie Satz
4.1 in der Praxis oft nicht anwendbar sind, da die Voraussetzungen nicht erfiillt sind. Wir
wollen daher die Konvektions-Diffusions-Gleichung (4.1.1) nun, wie in Kapitel 2.2.3 bereits
angedeutet, in ihre schwache Formulierung als Variationsproblem iiberfithren. Die Losung
des Variationsproblems ist dann eine Sobolev—Funktion, die im Allgemeinen nicht mehr in
C(Q) NC?(Q) liegt. Dafiir lassen sich nun allerdings die allgemeineren Konzepte zur Losbar-
keitstheorie von Variationsproblemen anwenden.

Wir gehen aus von (4.1.1), das heiit von der Konvektions-Diffusions-Gleichung in ih-
rer starken Form und der Vorgabe von Dirichlet-Randwerten auf dem gesamten Gebiets-
rand I'. Die Daten des Problems seien dabei als hinreichend reguléir vorausgesetzt, das heifit
bc € L™(Q), f € L*(Q) und v” € L*T). Wir multiplizieren nun Gleichung (4.1.1a) mit
einer Testfunktion v € HJ(S), integrieren iiber das Gebiet € und wenden auf das Integral
(—€ A w,v)p g partielle Integration an. Damit erhalten wir

e (Vu, vv)m(g) —e(n- VU,U)B(F) + (b- VU,U)B(Q) + (cu, U)L2(Q) = (/, U)L2(Q) . (421

Da die Testfunktion v auf dem Rand I' identisch verschwindet, ergibt sich der zweite Term
zu Null. Fassen wir die linke Seite nun in der Bilinearform a(u, v) und die rechte Seite in der
Bilinearform f(v) zusammen, so erhalten wir als Variationsproblem:

Finde eine Funktion u € H'(Q) mit u = u” auf I und

a(u,v) = f(v) Vo € Hy(9). (4.2.2)

Aus der Herleitung ist ersichtlich, dass jede klassische Losung von (4.1.1) auch Losung
des schwachen Problems ist. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Folgender Satz gibt
jedoch ein hinreichendes Kriterium:

Satz 4.3.

Seien ¢, f und u” stetige Funktionen, b € C! (Q), Q) ein Lipschitzgebiet und sei eine Losung
u € C*Q) von (4.2.2) mit ausreichender Regularitit bestimmt worden, welche zusitzlich
der inhomogenen Dirichlet-Randbedingung v = u” auf I' geniigt. Dann 16st u auch das
klassische Randwertproblem (4.1.1).

Beweis.
Der Beweis findet sich in ( ), Satz 3.3. O
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Bemerkung 4.4.

Der angegebene Beweis zu Satz 4.3 zeigt, dass dieser auch auf Situationen verallgemeinert
werden kann, in denen weitere Randbedingungen auftreten. Dazu miissen dann die in den
Randbedingungen vorkommenden Funktionen ebenfalls gewisse Regularitdtsbedingungen er-
fiillen. Zudem ergeben sich in der schwachen Formulierung bei Vorgabe von Neumann- oder
Robin—-Randbedingungen zusétzliche Terme, welche mit in die Linearform auf der rechten
Seite eingehen. Die Verallgemeinerung zu Satz 4.3 sagt dann aus, dass diese Randbedingun-
gen auch von u erfiillt werden. Neumann- und Robin-Randbedingungen zdhlen daher zu den
so genannten natiirlichen Randbedingungen.

Um sicherzustellen, dass Dirichlet-Randbedingungen in der schwachen Formulierung er-
fiillt werden, muss der Ansatzraum auf Funktionen aus H' eingeschrinkt werden, welche
diesen Randbedingungen geniigen. Randbedingungen, welche im Ansatz- beziehungsweise
im Testraum berticksichtigt werden, bezeichnet man auch als wesentliche Randbedingungen.

Wir wollen nun zeigen, dass das Variationsproblem (4.2.2) eine eindeutige Losung hat.
Der Einfachheit halber beschrénken wir uns hier auf homogene Dirichlet-Randbedingungen.
Wir zeigen, dass (4.2.2) unter passenden Bedingungen die Voraussetzungen des Satzes von
Lax—Milgram erfiillt:

Satz 4.5.
Sei Q ein Lipschitzgebiet aus RY, d € N, b,c € L>(Q), f € L*(Q2) und

1
c— §V “b>co>0 fast tiberall auf . (4.2.3)

Dann besitzt das Variationsproblem (4.2.2) versehen mit homogenen Dirichlet-Randbeding-
ungen eine eindeutige Losung.

Beweis.
Wir zeigen, dass die Voraussetzungen des Satzes von Lax—Milgram (Satz 2.33) erfiillt sind:

1. Hj ist ein Hilbertraum.

2. Das Funktional f ist nach Voraussetzung beschrinkt und wegen der Linearitdt des
L?-Skalarproduktes linear.

3. Die Bilinearform a(-,-) ist beschrinkt. Um dies zu zeigen, schitzen wir die Terme in
a(-, ) nach oben ab:

€

(Vit, Vo) gy | < el Va0l < ullmsy oo, (42.4)

wobei die Cauchy—Schwarz-Ungleichung benutzt wurde.
Fiir den zweiten und dritten Term in a(-,-) ergibt sich

)(b Vu+ cu, U)Lg(ﬂ)‘ < |Ib- Vu+ cull ey 0]l 22y

< (”b ) VUHL?(Q) + HCUHLQ(Q)) HUHL2(Q)

< (M0l ooy lull ey + llell @y lull o) 0]l 2

< (Clullayay + Cllullxay) 01l

< Cllullayeyllv] Hye) (4.2.5)

aus der Cauchy—Schwarz— und der Minkowski-Ungleichung.
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4. Die Bilinearform a(-,-) ist strikt koerzitiv bzgl. || - || 1)
Es gilt
2
e (Vu, VU)LQ(Q) =€ |U|H1(Q) ; (4.2.6)

und unter Verwendung der partiellen Integration im dritten Schritt rechnet man nach

(b-Vu+cu,u)L2(Q):/ub-Vud:c+/cu2d:c
Q Q

1
:/—b'V(UQ)d:E+/Cu2dl‘
02 Q
1
:——/(V-b)u2d:c+/cu2d:c
2 Jq Q

:/ (c—lv-b) uldx
Q 2
—_—

>co

> CO/UQdZL‘
Q

= collul}xq)- (4.2.7)

Dabei sind die Randintegrale gleich Null, da die Funktion u auf 02 verschwindet.
Aus (4.2.6) und (4.2.7) ergibt sich

2 .
alu,w) = O (eluliygy + collulFag) ) = € minfe, o} lulo. (4:28)

Damit sind alle Voraussetzungen erfiillt und (4.2.2) besitzt nach dem Satz von Lax-Milgram
eine eindeutige Losung. [

Bemerkung 4.6.

Satz 4.5 kann beziiglich der Randbedingungen noch verallgemeinert werden. Beispielswei-
se fiir den Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen u” € H'/2(9Q) kann mit Hilfe von
Satz 8.8 aus ( ) uP auf a” € H*(Q) fortgesetzt werden. Mit dieser Fortsetzung definiert
man die Funktion @ = u — 4", setzt u = %+ @ in die schwache Formulierung ein und bringt
den Term mit @ auf die rechte Seite. Man erhilt somit eine Gleichung der Form (4.2.2) mit
homogenen Randbedingungen fiir u, welche nach Satz 4.5 eindeutig 16sbar ist. Daraus ergibt
sich die eindeutige Losbarkeit des Problems mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen.
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4.3 Das Standard—Galerkin—Verfahren

Mit Hilfe der im vorherigen Abschnitt eingefithrten schwachen Formulierung koénnen wir
ein Galerkin—Verfahren fiir die Konvektions-Diffusions-Gleichung aufstellen. Der Einfach-
heit halber wollen wir von homogenen Dirichlet-Randbedingungen ausgehen. Wir wéhlen
als Ansatz- und Testraum V;(2) den Schnitt von HJ(£2) mit einem stetigen polynomiellen
Finite-Elemente-Raum auf €2. Die Formulierung fiir Réume unstetiger Funktionen erfolgt in
Abschnitt 4.5.
Das Standard—Galerkin—Verfahren lautet:

Finde w;, € V() mit

a(uh,vh) = f(Uh) Y, € Vh, (431)

wobei die Bilinearform a und die Linearform f dieselben wie in der schwachen Formulierung
sind. Die Grofle h bezeichnet hier das Maximum der Zellendurchmesser. Wir nehmen an, dass
2 polyhedral berandet ist, so dass wir eine zuléssige quasi—uniforme Zerlegung 7, wahlen
kénnen.

Da die Bilinearform a koerzitiv ist, gibt es auch in V;,(Q) C H}(Q) eine eindeutige Losung
up. Fine Aussage dariiber, wie gut u, die exakte Losung u approximiert, gibt der folgende
Satz:

Satz 4.7.
Seien ) ein beschriinktes Gebiet aus R? d € N, b,c € L>=(Q), f € L*(Q) und

1
c— §V b>cy>0 fast iiberall auf €. (4.3.2)

Sei ferner die Losung u der schwachen Formulierung (4.2.2) ausreichend regulér, das heifit,
u € HP(Q) N H}(Q). Dann gilt fiir die Losung uy, des Standard-Galerkin—Verfahrens im
Raum V},(£2), welcher aus Polynomen vom Grad < p bestehe, die folgende Fehlerabschitzung:

lu = unllmiey € ——r— ] gy (4.3.3)

mit einer Konstanten C > 0 und dem maximalen Zellendurchmesser h.

Beweis.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung zerlegen wir den Fehler in einen Interpolationsfehler- und
Diskretisierungsfehler- Anteil:

lu = unl o) < llv —urllmye) + llur — unll mye), (4.3.4)

wobei u; die Lagrange—Interpolierte von u ist.
Fiir den Interpolationsfehler gilt nach Lemma 3.12 die Abschétzung:

lu = wrllme) < O |ulgpiyg) - (4.3.5)

Um eine Abschétzung fiir den Diskretisierungsfehler zu erhalten, gehen wir aus von

C C

(ur — up, uy — up) = (ur —u,ur —up). (4.3.6)

lur — w2y <

min {co, e}a min {co, e}a

Dabei haben wir zunéchst die Koerzitivitdt von a und dann die Galerkin-Orthogonalitat
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ausgenutzt. Der Vorfaktor ergibt sich aus (4.2.6) und (4.2.7). Die Terme der Bilinearform a
schitzen wir einzeln nach oben ab:

Unter Beriicksichtigung der Cauchy—Schwarz-Ungleichung und der Interpolationsfehlerab-
schétzung (4.3.5) erhélt man

e(V(ur —u),V(ur — U))L2(Q) = €lur — u|H1(Q) lur — uh|H1(Q)

< € |ur — ulgygy llur — wnll o)

< €ChP [ul gy llur — unll () (4.3.7)
und
(b V(ur =), ur = un)pa) < 10 V(ur —u) [ x0)llur — wnll mye)
< Clur — ul gy lur — unllmye)
< Ch? ‘U‘HP-H(Q) Hul — uhHHl(Q) (438)
sowie

(c(ur —u), ur —un)paq) < C'lur — ulgoqy llur — unllye
S Chp-i-l |u|HP+1(Q) ||UI — uhHHl(Q). (439)

Dividiert man in (4.3.9) durch |lu; —up|| g1 (o) und fasst alle Abschitzungen zusammen, folgt
die Behauptung. [

Satz 4.7 sagt aus, dass der Fehler des Standard-Galerkin—Verfahrens beim Ubergang
h — 0 mit optimaler Konvergenzrate verschwindet. Der Begriff optimal bezieht sich da-
bei auf die Konvergenzrate des Interpolationsfehlers, die vom Standard-Galerkin—Verfahren
erreicht wird. Jedoch bereitet der Vorfaktor auf der rechten Seite von (4.3.3) Probleme, da
er proportional zu 1/e ist. Im konvektions-dominanten Fall, wenn also 0 < € < 1 gilt, wird
der Vorfaktor sehr grof}, so dass die Gitterweite h sehr klein gewihlt werden muss, um dies
aufzuwiegen und einen kleinen Fehler zu garantieren. Dadurch vergroflert sich der Rechen-
aufwand enorm, was nicht praktikabel ist. Bei grofleren Gitterweiten ergeben sich jedoch
groflere Fehler, welche von unphysikalischen Oszillationen der Losung auf dem ganzen Ge-
biet herriihren. Diese treten insbesondere dann auf, wenn Grenzschichten vorhanden sind.
Um brauchbare Ergebnisse bei verniinftigen Gitterweiten h zu erhalten, muss das Standard—
Galerkin—Verfahren daher modifiziert werden. Eine recht h&ufig benutzte Moglichkeit ist
die so genannte Streamline-Diffusion-Methode, welche wir im néchsten Abschnitt vorstellen
wollen.

4.4 Die Streamline—Diffusion—Methode

Es existieren verschiedene Ansitze zur Modifikation des Standard—Galerkin—Verfahrens, um
auch im konvektions—dominanten Fall brauchbare Losungen zu erhalten. Eine Idee ist dabei,
Terme zu addieren, welche eine kiinstliche Diffusion hinzufiigen. Erste Beispiele dazu sind
die so genannten Upwind—Verfahren ( ; ; ). Nachteile dieser Methoden sind,
dass die kiinstliche Diffusion oft zu stark ausfillt und ihr Mangel an Konsistenz, so dass Lo-
sungen des urspriinglichen Variationsproblems keine Losungen der Upwind—Verfahren mehr
sind. Um diese Nachteile zu beheben, kénnen die Upwind—Verfahren weiter modifiziert wer-
den. Eine Moglichkeit bietet hier die Streamline-Diffusion-Methode (SDFEM), welche von
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Brooks und Hughes ( ) entwickelt wurde. Bei dieser wird nur entlang der Stromlinien,
also in Richtung von b kiinstliche Diffusion hinzuaddiert. Die kiinstliche Diffusion faillt daher
geringer aus. Zudem ist das Verfahren konsistent.

Sei 2 C R? ein polygonal berandetes Gebiet (oder polyhedral in drei Dimensionen) und
7}, eine zugehorige quasi—uniforme Zerlegung. Als Approximationsraum wihlen wir Vj, =
P, N HY(Q) oder Vj, = Q, N HL(Q2). Weiterhin seien die Daten des Problems hinreichend
reguldr. Die Streamline-Diffusion—-Methode lautet dann:

Finde u;, € V},, so dass fiir alle v, € V}, gilt:

asp(up,vp) = fsp(vn), wobei (4.4.1a)
asp(up, vp) = alup, vy) + Z Ti (—€Auy, + b Vuy, + cup, b - V'Uh)LQ(K) , (4.4.1b)
KETh
Ffsp(vn) = f(vn) + D 7 (£,b- Vo) o) (4.4.1c)
KETh

mit 7 > 0. Zum Standard—Galerkin—Verfahren tritt hier der Term

Z (Res, b - V'Uh)LQ(K)

KeT,

hinzu, wobei Res das Residuum der Konvektions-Diffusions—Gleichung bezeichnet. Fiir eine
ausreichend glatte Losung u € H?(Q2)NH} () der schwachen Formulierung verschwindet das
Residuum, so dass u ebenfalls (4.4.1a) erfiillt. Also ist die Streamline-Diffusion-Methode wie
schon erwiahnt konsistent und erfiillt daher die Galerkin—Orthogonalitét

CLSD<U — Up, Uh) =0 Y, € Vj,. (442)

Wir zeigen nun, dass die Streamline-Diffusion-Methode unter gewissen Einschriankungen
die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram erfiillt. Damit besitzt sie eine eindeutige
Losung.

Dass wir auf einem Hilbertraum arbeiten, ist unmittelbar klar, ebenso wie die Linearitét
von fsp. Die Beschrinktheit von fsp folgt aus der Beschranktheit von b und der Cauchy—
Schwarz—Ungleichung. Die Beschréanktheit von agp ergibt sich analog zur Beschranktheit von
a im Beweis zu Satz 4.5. Zu zeigen bleibt noch die Koerzitivitdt von agp. Dazu fithren wir
die folgende Norm ein:

1/2

2

lullsp = <€|U|H1(Q> + > millb- Vi +CoHuH%2<K>) : (4.4.3)
KeTy,
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Damit konnen wir folgenden Satz formulieren:

Satz 4.8. Seien cx = max,cx |¢(z)| und

1
c— §V “b>¢p >0 auf Q. (4.4.4)
Der SD-Parameter 7 erfiille
1 h3
0 <7 < —min{CTO, L } (4.4.5)
2 Cx €Hiny
fir alle K' € 7;,. Dann ist die Bilinearform agp(-, ) koerzitiv beziiglich || - ||sp, das heifit es
gilt:
1
CLSD(’Uh,’Uh) Z émvh”l%l) \V/Uh c Vh. (446)
Beweis.

Wie im Beweis zu Satz 4.5 zur Koerzitivitat von a ergibt sich zunéchst

asp (Uh, Uh) = € (VUh, VUh)LQ(Q) —+ (b . VUh, Uh)LQ(Q) + (th, Uh)LQ(Q)

-+ Z TK (—EAUh —+ b- VUh + CUp,, b- VUh)LQ(K)

KeT,
=€ ‘vhﬁ{l(g) + (b -V, + th,vh)Lz(Q) + Z TKHb : VUhH%%K)
KeTy,
+ Z TK (—EAUh + CUp,, b- VUh)LQ(K)
KeT,
2
> € |vn| 3y + COHUhH%?(Q) + Z x| - VUhH%?(K)
KeT,
+ Z Tk (—€Avy, + cop, b - Vvh)Lz(K) .
KETh

Um nun weiter nach unten abzuschitzen, machen wir folgende Uberlegung: Der letzte Term
in unserer Abschitzung kann als einziger negativ sein. Wir kénnen daher weiter nach unten
abschétzen, in dem wir diesen Term betragsméflig nach oben abschédtzen und dann mit
negativem Vorzeichen eingehen lassen. Es ergibt sich

Z TK (—EAUh + cop, b - Vvh)Lz(K)

KETh

1
< Y Erldulia + Y Erallonliam +5 2 10 Voulfar

KETh KETh KETh

€ 9 Co 1
< 5 |Vn ) + 5”7%”%2(9) T3 Z b VUhH%?(K)- (4.4.7)
KeT,

Die erste Abschitzung folgt, da fiir jedes Skalarprodukt (-, ) und dadurch induzierte Norm
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|lul|?> = (u, u) wegen der Cauchy—Schwarz- und Young—Ungleichung gilt:
(a+b,¢) < (llall + o[l

1 1
< < (lall + [Bl)? + 5 el

IN

1
lall® + 1181 + 5 llel®.

Die zweite Abschétzung ergibt sich aus der Annahme (4.4.5) an 75 und der lokal inversen
Ungleichung (3.2.24).
Schliefllich erhalten wir aus (4.4.7) die Behauptung:

asp(vn, vn) > € |Uh|§{1(sz) + collvn 20y + Z T ||b - Von[ ey
KeTy,

Z Tk (—€Auvy, + cvp, b - Vvh)LQ(K)
KeT,

2
<€|Uh|H1(Q) +’30||Uh||%2(sz) + Z ||b‘vvh||%2(1()> : [
KeTy,

>

| —

Nachdem wir nun wissen, dass eine eindeutige Losung existiert, stellt sich noch die Frage
nach der Giite dieser Losung. Das folgende Lemma gibt eine Abschétzung des Diskretisie-
rungsfehlers der Streamline-Diffusion-Methode:

Lemma 4.9. B
Seien die Voraussetzungen von Satz 4.8 erfiillt und sei u € HP™(Q)NH} () mit p > 1. Dann
lasst sich der Diskretisierungsfehler der Streamline-Diffusion-Methode abschétzen durch

1
2

lu' —unllsp < C | D (e+ 7k + 7ic Wi + Wi + hae (14 7x) + W (14 7)) B [ul i)
KeTy,
(4.4.8)

mit einer Konstanten C' > 0, welche weder vom Gitter noch von € abhéngt, und der Lagrange—
Interpolierten u! von u.

Beweis.
Eine Beweisskizze findet man in ( ) Seite 305. O

Um aus Lemma 4.9 die bestmogliche Konvergenzordnung zu erhalten, werden die Terme
€ Ti, T h%, h%, hi (1 + 7x), h%(1 4+ 7x) gegeneinander balanciert. Dazu setzen wir

Tohk, falls Peg > 1 (konvektions—dominanter Fall), (4.4.9)
J— 4.
r mh% e, falls Pex <1 (diffusions—dominanter Fall),
wobei 7y, 71 zwei positive Konstanten sind und Peg die lokale Pécletzahl
b|| oo\ P
Pey = ”“LQ# (4.4.10)
€

ist. Mit dieser Wahl des Streamline-Diffusion—Parameters gelangen wir zu folgender Fehler-
abschéatzung:
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Satz 4.10 (Globale Fehlerabschitzung der Streamline-Diffusion—-Methode).

Sei 7 geméf (4.4.9) gewéhlt, die Bedingung von Satz 4.8 erfiillt und die Gitterweite hg
ausreichend klein, das heifit hx < 1. Ist v € HPTH(Q) N H} (Q) ausreichend reguldr, dann
gilt fiir die Losung uy, der Streamline—Diffusion-Methode die globale Fehlerabschétzung

bu = wnllsp < C (62 + BY2) 1 u] o (14.11)
mit einer Konstanten C' > 0, welche weder vom Gitter noch von € abhéngt.

Beweis.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung zerlegen wir den Fehler in einen Interpolationsfehler- und
einen Diskretisierungsfehler-Anteil:

lu = wnllsp < e = unllsn + llu — w s (4.4.12)

mit der Lagrange-Interpolierenden u! von w.
Den Diskretisierungsfehler haben wir in Lemma 4.9 abgeschétzt. Setzt man in dieser Ab-
schitzung die Parameter wie in (4.4.9) angegeben und fasst alle Terme der Ordnung O (h”+%>

zusammen, so erhalt man
|Hu1 —upllsp < C (61/2 + h1/2) h? |u|H,,+1(Q) . (4.4.13)

Fiir den Interpolationsfehler haben wir die Abschétzung (3.2.19):

1/2

2

I (du—uﬂm) £ mello ¥ (=) [ +co||u—uf||iQ(K)>
KETh

1/2

2 2 2
< C | en®™ |U|Hp+1(sz) + Z TK h2p||b||%oo(1<) |U|Hp+1(K) + ch? Y |u|HP+1(K)
KeT,, <Chg

< C (e +B2) B2 ul g -
Setzt man diese Abschéitzungen in (4.4.12) ein, so folgt die Behauptung. [
Bemerkung 4.11.

(i) Im Gegensatz zur Fehlerabschitzung fiir das Standard-Galerkin—Verfahren enthélt die
Fehlerabschétzung fiir die Streamline-Diffusion-Methode auf der rechten Seite kei-
ne Terme negativer Potenz in e. Daher ist die Abschitzung auch im konvektions—
dominanten Fall bei verniinftigen Gitterweiten h brauchbar.

(ii) Die Konvergenzordnung der Fehlerabschétzung fiir die Streamline-Diffusion—-Methode
ist suboptimal. Gemessen an der Konvergenzordnung der Interpolationsfehler verfehlt
sie die optimalen Rate in der L>-Norm um den Faktor /2. Im diffusions-dominanten
Fall wird die optimale Konvergenzordnung h? beziiglich der H'-Norm erreicht, wiih-
rend sie im konvektions-dominanten Fall um einen Faktor h'/? verfehlt wird. Bei hin-
reichender Regularitéit der exakten Losung und Verwendung spezieller Gitter kann die
Streamline-Diffusion-Methode so erweitert werden, dass die optimalen Konvergenzra-
ten erreicht werden ( : : : ).
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(iii) Obwohl die Streamline-Diffusion-Methode das Standard-Galerkin—Verfahren verbes-
sert, ergeben sich immer noch Probleme im Bereich von Grenzschichten. Um die Né&-
herung in den Grenzschichten zu verbessern, kann die Streamline-Diffusion-Methode
um so genannte shock—capturing Terme, auch SOLD—Terme (spurious oscillations at
layers diminshing) genannt, erginzt werden. Einen Uberblick iiber SOLD-Methoden
liefert zum Beispiel ( ; ). Im Rahmen dieser Arbeit wollen wir aber nicht
niaher darauf eingehen.

4.5 Discontinuous—Galerkin—Verfahren

Wie wir gesehen haben, ist das Standard-Galerkin—Verfahren oft nicht geeignet, um im
konvektions-dominanten Fall Losungen der Konvektions—-Diffusions-Gleichung numerisch zu
berechnen. Alternativ konnen Raume unstetiger Funktionen fiir V}, gewé#hlt werden, wodurch
sich eine zusétzliche Stabilisierung ergibt.

4.5.1 Formulierung als Interior—Penalty—Methode

Die folgende Herleitung eines Discontinuous—Galerkin—Verfahrens ist an die entsprechenden
Herleitungen in ( ) und ( ) angelehnt.

Wir gehen wieder von der starken Formulierung (4.1.1) aus und der Vorgabe von Dirichlet—
Randwerten auf dem gesamten Gebietsrand I'. Die Daten des Problems seien dabei hinrei-
chend regulir, das heifit b,c € L>(Q), f € L*(Q) und u” € H'*(T"). Weiterhin nehmen wir
an, dass eine quasi—uniforme Zerlegung 7, des Gebietes ) gegeben ist.

Bevor wir ein Discontinuous—Galerkin—Verfahren fiir die Konvektions—Diffusions—Gleich-
ung herleiten, vergewissern wir uns schnell, dass fiir die exakte Losung u der starken Formu-
lierung gilt:

[ulp =0 VE € &,
lulp =0 VK €T,
(Wyp=u VE € &,
ut=uP VEe&P.

Gleiches gilt fiir Vu.
Des Weiteren brauchen wir noch folgende Rechenregeln fiir Spriinge und Mittelwerte:

[uv] = [u] (v) + [v] () ,
(uv) = (u) (v) + 7 [uv].
Diese rechnet man elementar nach.
Um zur schwachen Formulierung zu gelangen, gehen wir zunéchst von homogenen Dirich-

let-Randbedingungen aus, also u” = 0. Wir multiplizieren (4.1.1) mit einer Testfunktion
v € H'(7;) und integrieren iiber das Gebiet €. Es ergibt sich

/(—eAqub-Vqucu)vdx:/fv dx, (4.5.1a)
Q Q

beziehungsweise wenn wir statt iiber {2 iiber jede Zelle K der Zerlegung 7, integrieren und
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diese Integrale dann aufsummieren

Z/(—eAqub-Vqucu)vdx:Z/fvdx. (4.5.1b)

KETh KeT

Fiir das Folgende teilen wir das Integral auf der linken Seite zunéchst in drei Integrale
auf und betrachten sie getrennt. Das Integral iiber den Reaktionsterm cu v wird nicht weiter
umgeformt, ebensowenig wie das Integral iiber den Term fuv.

Wir betrachten zunéchst das Integral iiber den Diffusionsteil, Y cr [, (—€ Au)v dr.
Dieses wandeln wir mittels partieller Integration und der ersten Greenschen Formel um:

Z/K(—GAU)UM:ZG/KVu-Vvdx—ZG/BK(VU.RK)vdS

KeT,, KeT, KeTy,
:Ze/VwVvd:c— Ze/(Vu-n)vds
KeT, YK Eeenr Y E
= 3 e [ (Va0 ) s + (Ve mac) ) o s,
Eegint E

wobei K und K’ die beiden Zellen sind, fiir welche £ € 0K sowie E € 0K’ gilt und ng
sowie ngs duere Normalenvektoren zu den Zellen K beziehungsweise K’ sind. Wir wollen
die Summe der Integrale iiber £ € &,y noch etwas umformen:

Z €/E ((VU : 7’LK) 'U) |8KOE + ((Vu : TLK/) U) |5KIQE ds

Eegint

= > e/E((Vu-nE) ) loxne — (Vu - ng)v) logne ds

Ee&in

= Z e/E<VU~nE>E[U]E+[VU'nE]E (V) ds

—_————
Eeéin

=D« / (Vu-ng)g v ds.

Eeéin

Wir haben hier ng als neuen Einheitnormalenvektor zu E eingefiihrt. Bei obiger Umformung
gilt ng =ng = —ng.

Um die Notation zu vereinfachen, fithren wir folgende Abkiirzungen ein:

Z E/E(Vu~nE)E[U]E ds:e/F (Vu-ng)[v] ds,

Eegint int

Z e/E(Vu~n)vds:e/F(Vu~n)vds.

Eegnl
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Damit erhalten wir

Z/K(_EAU)UC[SUZZE/KVwVvd:c

KETh KETh

—e/r (Vu-ng) [v] ds—e/F(Vu-n)vds.

int

Um dies zu symmetrisieren ziehen wir auf der rechten Seite die Terme

; /F (90 ns) s /F W (Vv -n) ds (4.5.2)

ab. Dabei gilt es zu beachten, dass sich diese Terme fiir die exakte Losung zu Null ergeben.
Mit den zusétzlichen Termen erhalten wir

Z/K(—eﬁu)vda::Ze/Kvu-vvdx

KeTy, KeT;,

— 6/1*4 ([u] (Vv -ng) + (Vu-ng) [v]) ds

—e/F(u(an)—l—(Vu-n)v) ds.

In den Randintegralen, welche vom konvektiven Term herriihren, wihlen wir fiir v den
Standard—-Upwind—Fluss

u” = limov(z — eb).
=0
Dieser wurde so erstmals von Reed und Hill ( ) eingefiihrt und von LeSaint und Raviart
( ) analysiert. Die Verwendung des Standard—Upwind—Flusses fiihrt hier bei Anwendung

dhnlicher Umformungen wie oben fiir den diffusiven Anteil auf die Terme

- Z / (b-ng) |u] vt ds und — Z / (b-ng)utvt ds.
e, JO-K\T ez, Jo-Knr

Beide ergeben sich fiir die exakte Losung v zu Null.

Koerzitivitéit der Bilinearform lasst sich erreichen, indem man noch die Strafterme

o /F [u] [v] ds und o, /F wv ds

int

addiert, welche ebenfalls fiir die exakte Losung verschwinden. Hierbei ist o, der so genannte
Unstetigkeitsstrafparameter oder Stabilisierungsparameter. Wir wollen zulassen, dass oy, fiir
jede Kante verschieden sein kann, das heift, dass

O'h‘E:O'E fir Feé&

gilt, wobei o passend gewahlt wird. Wir werden fiir unsere Untersuchungen

o
O — —

hg
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wéhlen, wobei o eine Konstante und hp die Lédnge der Kante E ist.
Summieren wir nun die einzelnen Integralterme auf, so erhalten wir die Bilinearform

Agise (U, V) 1= Z (/ eVu-Vo+ (b-Vu+cu)v d:c)
K

KeTy,

—eLint([u](Vv~nE>+<Vu~nE ds—Z/ (b-ng) |u] vt ds

KeT, O-K\I

+ o /F ] [v] ds

int

—E/F(u(Vv-n)Jr(Vu-n)v) ds —

+ 2ah/uv ds.
r

In Anlehnung an ( ), Bemerkung 2.2.2 und 2.2.9 haben wir hier den Strafparameter oy,
im Integral iiber den Rand noch mit einem Faktor 2 versehen.

Um das Discontinuous—Galerkin—Verfahren auch fiir nicht—-homogene Dirichlet-Randbe-
dingungen zu formulieren, betrachten wir nochmals die Integrale, welche sich iiber den Rand
I' des Gebietes €2 erstrecken und welche wir mit dem Argument, dass sie sich zu Null ergeben
hinzu addiert haben. Diese sind:

—e/u(Vv-n) ds, — Z / (b-ng)utv’ ds, +crh/uv ds.
r o_ KT r

KETh

Z / (b-ng)utvt ds
o_ KNI’

KeTy,

Fiir nicht-homogene Dirichlet-Randbedingungen ergeben sich diese nicht zu Null, sondern
zZu:

—e/uD (Vv -n) ds, — Z / (b-ng)uPvT ds, —|—ah/uDv ds.
r o_ KT r

KeTy,

Um dies zu beriicksichtigen, werden obige Terme auf die rechte Seite der schwachen Formulie-
rung der Konvektions—Diffusions—Gleichung addiert. Anders als bei den bisher vorgestellten
Verfahren werden damit die Randbedingungen nicht mehr stark durch die Wahl der Ansatz-
und Testrdume beriicksichtigt, sondern schwach durch Hinzunahme entsprechender Terme
in der Formulierung des Variationsproblems. Diese schwache Implementierung von Randbe-
dingungen ist prinzipiell auch bei anderen Verfahren méglich.

Wir definieren daher als Linearform des Discontinous—Galerkin—Verfahrens

Jaise(v Z / fvdx—e/ (Vv-n) ds

KeTy,

— Z/ (b~nK)uDv+ds+20h/uDvds.
- KU r

KeTy,

Auch hier haben wir wieder einen Faktor 2 vor dem Strafparameter o;, im Integral iiber den
Rand hinzugefiigt.
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Als neue Formulierung erhalten wir:
Finde u € H'(73,), so dass fiir alle v € H'(7;,) gilt:

Agise(U, V) = faisc(V) . (4.5.3)

Wenn wir nun noch u,v € V;, mit V}, = szhsc oder V), = Qgisc annehmen, erhalten wir das so
genannte symmetrischen Interior—Penalty—Verfahren (SIPG) aus der Klasse der Discontin-
uous—Galerkin—Verfahren.

Bemerkung 4.12.

(i) Statt diein (4.5.2) angegebenen Terme zu subtrahieren, kénnen diese auch addiert oder
ganz weggelassen werden. Die entsprechenden Verfahren sind dann nicht-symmetrisch
(NIPG) oder unvollsténdig (englisch: incomplete; IIPG). Néaheres hierzu findet sich
beispielsweise in ( ) und der dort angegebenen Literatur.

(ii) Statt der hier gezeigten Herleitung fiir den diffusiven Anteil ldsst sich auch die Me-
thode von Nitsche zur schwachen Behandlung von Dirichlet-Randbedingungen ( )
zellenweise anwenden, um die entsprechenden Terme herzuleiten (siehe ( ).

Um den Fehler u — uy des SIPG—Verfahrens zu bestimmen, behandeln wir die einzelnen
Terme wieder getrennt.

Wir betrachten zunéchst den diffusiven Term, fassen dessen Beitrige zu agi und die
Strafterme in der Bilinearform ag;x zusammen und zeigen zunéchst, dass diese koerzitiv ist.
Zur Vereinfachung der Darstellung setzen wir hier e = 1

Lemma 4.13.
Sei fiir jede Kante E zwischen den benachbarten Zellen K; und K der Parameter o, so

festgelegt, dass
1 1
ahzé(og+o§), o§>§ci

gilt. Hierbei ist cy die jeweilige Konstante aus der Spurungleichung (3.2.28) fiir die Zellen
K und K. Dann erfiillt die Bilinearform agqig die Abschatzung

[oll%,, < C aq(v,v) (4.5.4)
fir alle v € V}, mit der Norm
2
13 = [0l (7 + VR (0] 726, + 1V 2080] 72 en) (4.5.5)

und einer Konstanten C', welche unabhéingig von o, oder der Gitterweite ist.

Beweis.
Dass ||v]|1,, eine Norm ist, rechnet man nach. Die Definitheit ergibt sich dabei mit Hilfe der
Friedrichs-Ungleichungen aus Lemma 2.21.

Fiir die Ungleichung betrachten wir

aa(v,v) = [[o]]2 — 2 /

Ding

(Vv -ng)[v]ds — 2/ (Vu-ng)vds

T

Den zweiten und dritten Term schétzen wir weiter ab. Dazu benutzen wir die Spurunglei-
chung (3.2.26) und die Youngsche Ungleichung aus Lemma 2.29 mit § = /20, wobei c,
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die Konstante aus der Spurungleichung fiir die jeweilige Zelle K ist:

2/ (Vv -ng) [v] ds+2/(Vv-nE)vds
D UT r

Ohk c?
< 3 {2190 neliaony + il 0] Bron

KETh *

dhi c
Y10 el + ] o |

*

1
<0 3 {190l + 3 IVER 1 By + 2V 0] o |

KeT,
< dlvll%s.

Dabei ist OK; der Teil von 0K, welcher im Inneren von €2 liegt und 0K p der Teil von 0K,
welcher am Rand von € liegt. Mit ¢ = 1 — § ergibt sich damit die Behauptung. [

Wir geben noch eine Abschétzung fiir die Norm ||.[|3,, des L*-Projektionsfehlers u — m,u
an:

Lemma 4.14.
Sei u € H*(7;,) eine Losung der Poissongleichung

— Au = f auf Q (4.5.6)

mit f € L*(©)) und Randbedingungen wie in 4.1.1 und s < p + 1, wobei p der maximale
Polynomgrad in V}, ist. Dann ist aqi¢ die zugehorige Bilinearform der schwachen Formulierung
und es gilt fiir den L?-Projektionsfehler die Abschétzung

e (4.5.7)

lu = mhullin < ch* " u

Beweis.
Dass aqig die entsprechende Bilinearform ist, ist nach Konstruktion unmittelbar klar. Die
Abschétzung folgt dann direkt aus (3.2.23) und den Spurungleichungen in Lemma 3.16.

Mit dieser Abschitzung des Projektionsfehlers konnen wir nun den Fehler u — u,, abschét-
zen.

Satz 4.15.

Sei u € H*(7,) eine Losung der Poissongleichung (4.5.6) mit 2 < s < p+ 1 und p der
maximale Polynomgrad in V}. Sei weiterhin oj, so gewihlt wie in Lemma 4.13. Dann gilt fiir
den Fehler u — uy, die Abschéatzung

o= wnllin < el (45.8)

Beweis.
Wir schétzen zundchst mit der Dreiecksungleichung ab

lu — unllvn < 7w — wnllin + |7au — ull1n.

Fiir den zweiten Summanden haben wir die Abschéitzung (4.5.7). Fiir den ersten Summanden
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4.5 Discontinuous—Galerkin—Verfahren

gilt

cllmau — unlliy < aae(mru — wp, mhu — up)

= agig(mpu — u, U — up) + agg(u — up, THU — up)

(

= aqg(mThu — u + u — up, THU — Up)
(
(

= agig(Tpu — u, THU — up,)

< )(V (mpu — ),V (mhu — Uh))LQ(Th)

+ /F =) (5 e =) )
+ /F ) (V (mnu —u) - np) [rau — up] ds
o /F it — 1] [t — )] ds
+ /thu—u(wﬂhu—uh)-n) ds
+ /F(V(ﬁhu—u).nmu—uh ds

+ 203, / TRU — UTRU — Up, dS
r

Die erste Ungleichung gilt wegen der Koerzitivitdt von agqg (Lemma 4.13). Im vorletzten
Schritt haben wir die Galerkin—-Orthogonalitit ausgenutzt und im letzten Schritt den Betrag
genommen und wieder die Dreiecksungleichung angewendet.

Die Holder—Ungleichung, die Projektionsfehlerabschiatzungen (3.2.23) und (3.2.29) sowie
die inverse Ungleichung (3.2.24) liefern die folgenden Abschétzungen:

‘(V (mhu — ), V (Tpu — un)) 2,

/1“- [mhu — ul (V (mpu — up) - ng) ds

/F' (V (mpu —u) - ng) [mpou — up) ds

o /F (ot — 1] [ — g ds

int

<chMu

- <crh /F i =~ ds) ’

< ch*Mlull sz | mnu — upln

< ||V (Whu - U) ||L2(Th)||7ThU - Uh||1;h

< Pl ey lmnu — unll1n

< IWon [mhu — u] || 2g)

i/ V(Whu—uh)-nV(ﬂhu—uh)-nds>
On Jr.

int

|HS(Th)||7ThU - Uh||1;h

_1
<oy, * (V (mhu — u)) || 220

< Won (mhu — u) [ L2 (g Tt — wall1n

< e h* Ml s @) lmne — unllin
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Kapitel 4 Die Konvektions—Diffusions—Gleichung

Wir haben hier zudem benutzt, dass o, ~ h~! gelte. Fiir die Integrale iiber den Rand I’
ergeben sich analoge Abschétzungen. Summiert man nun alle Abschétzungen auf und teilt
durch ||mpu — upll1., so erhélt man die gewiinschte Fehlerabschidtzung. O

Als Folge dieses Lemmas ergibt sich mit Bemerkung 3.9 (ii) folgendes
Korollar 4.16.

Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 4.15 ergibt sich fiir die L2-Norm des Fehlers
die Abschétzung

lw —up|r2m) < ch* ' u He(T,) - (4.5.9)

Fiir den Fall s = 2 lisst sich ebenfalls eine Abschiitzung des Fehlers in der L?-Norm zeigen:

Satz 4.17.
Sei uw € H?(7},) eine Losung des Variationsproblems

aqe(u,v) = f(v) Yo € HY(T)

und gelte fiir jede Losung w der Poissongleichung (4.5.6) die Abschéitzung ||w| g2y <
C|| fllz2(e fiir beliebige f € L*(Q). Dann gilt fiir den Fehler u — u;, die Abschétzung

Ju = up| 2z, < ch? |l o) - (4.5.10)

Beweis.
Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 3.22 (siche Theorem 2.2.12 und 1.3.14 in

( ). O

Nachdem wir nun den Diffusionsterm behandelt haben, betrachten wir als néchstes den
konvektiven Term. Da wir es im rein konvektiven Fall nur mit einer Differentialgleichung
erster Ordnung zu tun haben, kénnen wir nur auf dem Einstrombereich des Randes I' Rand-
bedingungen vorgeben.

Wir fassen alle Terme in agis., welche mit dem konvektiven Term zusammenhéngen, in der
Bilinearform ay,,, zusammen. Damit diese wohldefiniert ist, miissen wir den Raum V), etwas
einschranken. Es sei daher

V={ve ’(ONKecT,:b Vu|lx € L*(K)}.
Auflerdem verlangen wir, dass V - b € L>®(Q2) und dass fast iiberall V - b(z) < 0 gilt.

Lemma 4.18.
Die Bilinearform

Akony (U, V) 1= Z (/K (b-Vu)v dx —/

KeTy, B,K\F

(b-ng) |u] vt ds—/

o_KNI'

(b-ng)utot ds)
= (b Vu,v) 127, +/ |b-ng||u|vt ds —|—/ b-ng|utv’ ds (4.5.11)
int j .

ist auf H'(7;,) positiv semidefinit.
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4.5 Discontinuous—Galerkin—Verfahren

Beweis.
Partielle Integration liefert

/K(b-VU)ud:v:—/Ku(b-vu) da;—/ (V- bu)u dx

K

—/ |b-nK\uudS—|-/ |b-ngluuds
O_K\D 01 K\T

beziehungsweise

2/ (b~Vu)udx:—/(V-bu)ud:c—/ \b~nK\uud3+/ |b-ng|uuds.
K K O_K\T 04 K\T

Summiert man dies iiber alle Zellen auf, so ergibt sich

|b-ng|utu® ds—i—/ |b-ng|u”u” ds.

DingUly

2(b- Vu,u)Lz(Th) =— (V- bua“)L?(Th) - /

T UT -
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

2 a'konv(ua u) == (v ' buv u)LQ(’Th) - /

TintUI'—

+2/ b-ngl| |u]u® ds+2/ b-nglutut ds
r r

int

|b-nglutu® ds+/ |b-ng|u”u" ds

Tint U4

:—(V~bu,u)L2(7—h)—|—/ ‘b~nK"u,+u+ ds
I

+/F b nuc| = u- ds+/r bl [u) [u) ds (4.5.12)

int

> 0. U

Definition und Lemma 4.19.
U ayony definieren wir auf V' die Seminorm

1

||U||konv = (a/konv(u, U) + ||h1/2b . VUH%Q(Th)) : . (4513)

Beweis.
Als Folge des vorhergehenden Lemmas ist ||u|xony €ine Seminorm. Da der zusétzliche Term
eine Norm ist, erhalten wir weiterhin eine Seminorm. [

Als néchstes weisen wir die Koerzitivitat von ay,, nach.

Lemma 4.20.
Ist das Vektorfeld b konstant auf jeder Zelle K, so existieren Konstanten ¢ und v unabhéngig
von h, so dass fiir alle u;, € V}, gilt:

|t konvy < € rony (Un, up + Yhd - Vuy,) . (4.5.14)
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Kapitel 4 Die Konvektions—Diffusions—Gleichung

Beweis.
Wir ziehen die einzelnen Terme zunichst auseinander:

a'konv(uha Uup + th : VUh) - akonv(uha uh) + ’Yth/QbVUhHLQ(Th)
+7/ b ng| [un] hb - Vu; ds
r

int

+7/ b ng|ulhb - Vu! ds

Die Randintegrale schitzen wir betragsméflig ab:

)7/ b ngl| [un] hb- Vu; ds
Fint

+ ‘7/ b ng|ulhb - Vu;! ds

<N Lun) N2 110 - 1| b - Vil || 22y + Ywn L2l [0 - nic| hb - V! || 2o
7y
< 4—5!\ Lo | un 2, + 0V - Vil 1726,
y
+ 4_5” b nkl UZH%Q(F,) + 07y||hb - VUZH%Q(F,)

< 415 </ b~ ng| [un] [un] ds +/ b | ) wgt dS) + cov[|h'?b - vuh|’%2(Th)'
. r_

Wir haben hier der Reihe nach die Cauchy—Schwarz-Ungleichung, die Youngsche Unglei-
chung und die Spurungleichung (3.2.28) benutzt. Um ayony (un, up + vhd - Vuy) nach unten
abzuschétzen, setzen wir die zweite Abschétzung mit negativem Vorzeichen in die erste ein:

reomy (Un, U, + Vb - Vup) > ayon (Un, up) + V|| B 20V up| 1207,

- / |6 ng| |un] |un] ds+/ b ng|u)l ulb ds
40 \Jr,,, T

— c8y||R"?b - Vup|[72(7,)-

Wir wihlen 0 = ¢ und v so, dass wir (4.5.12) nutzen kénnen, um die gewiinschte Abschétzung

mit von A unabhingigem c zu erhalten. Man beachte hierbei, dass b auf jeder Zelle K als
konstant angenommen wurde, so dass V - b fast iiberall verschwindet. [

Mit Hilfe der vorhergehenden Lemmata kann nun der Fehler u—wy, fiir den rein konvektiven
Fall abgeschéitzt werden:

Satz 4.21.
Sei u € H*(Q2) eine Losung der Konvektionsgleichung

b-Vu=finQ (4.5.15)

u=u" auf T'_

mit 3/2 < s < p+ 1 und u, € Vj, eine Losung des zugehorigen Discontinuous—Galerkin—
Verfahrens. Hierbei sei b| x konstant auf jeder Zelle K € 7, und p der maximale Polynomgrad
der Polynome in V},. Dann gilt fiir den Fehler u — u;, die Abschitzung

1
[ — tnlony < ch*7 2 Jul oy - (4.5.16)
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4.5 Discontinuous—Galerkin—Verfahren

Beweis.
Wir spalten zunéchst wieder auf:

||u - uh”konv S ||7Thu - uh”konv + ||u - 7Thu||konv-

Fiir den Interpolationsfehler gilt folgende Abschéitzung:

1
|u — Tt |kony = (5/ b ng| (u—mpu)™ (u—mu) ds
r_
1 _ _
+§/ |b-nk|(u—muu)” (u—mpu)” ds
L+

+§Amwwmum—wwnuu—mwjﬁ

1

Jrth/?b -V (u — mhu) ||%2(Th)> 2

Sc(/r|b-n;(|(u—7rhu) (u — mhu) ds)

+c</r+|b-nK|(u—7rhu) (u — mhu) ds);

+ ||h1/2b -V (u— mhu) ||L2(Th)

< cllu — mpul|pgor) + I1R20 -V (u — mu) (| 2,

2

< ch™2|| (u — myu) || 2z + RV (u — my) [ 2y

< eh™= (| (u = mne) oz + 10V (u = mw) [z2cz3))

< ch™2 (|| (u=mpw) |2y + 10V (0= mw) [|27,)

< eh™3 | (u = my) [ 22z

< b2 ul g - (4.5.17)
Hier wurden die Ungleichung fiir die Wurzel einer Summe, die inverse Ungleichung (3.2.24),
die Spurungleichung (3.2.27) und die Abschitzung (3.2.23) fiir den Projektionsfehler benutzt.

Zudem haben wir verwendet, dass fiir u — m,u die Spuren mit der Funktion iibereinstimmen
und der Sprung verschwindet sowie das b auf jeder Zelle konstant ist.

Fiir den Fehler ||mpu — upl|kony erhalten wir mit Hilfe von (4.5.14) und der Galerkin—
Orthogonalitét

H7rhu — uthonV S C CLkonV<7Thu — Up, TRU — Up, —+ ’}/hb . Vﬂ'hu — uh)

= C Agony (U — U, THU — up + Yhb - VIpu — up) .
Dies wiederum lasst sich folgendermafien abschétzen:

Axony (U — U, U — up + Yhb - VIpu — up,)
_1 1
< (L4 [0l oo czy) 1h72 (w = mnu) 2 1h2 (mau — un) [l 2z,

+ Hu — 7Thu”L2(gim) / ‘b . nK\ Lﬂ'hu — th Urhu - th ds
1—‘int
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+ Hu — 7rhuHL2(p+) / ‘b . nK| <7Thu — uh)_ (7rhu - uh)_ ds

+ 7||h1/2b -V (u — mhu) ||L2(Th)||h1/2b -V (mpu — up) ||L2(Th)

Al -V (et — ) iagen / b ] L) L) ds
1—‘int

b9 (=) iz [ 1ol Lu Lu) ds
_

_1
S C(HU - 7ThquonV + ||h 2 (U — 7ThU) ||L2(Th)
+ ”u - 7ThuHLQ(gimUF-r)) H7rhu - uh”konv-

Den ersten Term in der Klammer haben wir soeben abgeschétzt. In &hnlicher Weise lassen
sich die anderen beiden Terme abschétzen. Division durch ||mpu — up||kony liefert dann die
behauptete Abschiatzung. [

Korollar 4.22.
Unter den Voraussetzungen von Satz 4.21 gilt fiir die L2-Norm des Fehlers

(T - (4.5.18)

1
|l — unl||L2(7;,) < ch® 2 |u

Bemerkung 4.23.

Fiir kartesische Gitter lasst sich das letzte Ergebnis noch verbessern ( ):

Bestehe 7, nur aus Rechtecken, sei b konstant auf Q, Vj, = Q%*¢ und die stetige Losung
u € H2(Q) N WHFLeo(Q). Dann gilt die Abschétzung

Hu — uh”L2(Th) < CthHuHHHQ(Q). (4.5.19)

Definition 4.24.
Als Energienorm zum SIPG—Verfahren fiir die Konvektions—Diffusions—Gleichung definieren
wir

lullise = ellulln + ellon + cllull 2. (4.5.20)

c ist hierbei der entsprechende Koeffizient in agjsc.

Wegen des zusitzlichen Termes ~vhb - Vu in den Abschétzungen zur Bilinearform aygn,
konnen wir die Abschétzungen nicht einfach aufaddieren, sondern miissen erst sicherstellen,
dass die iibrigen Abschéitzungen auch bei Hinzunahme dieses Terms giiltig bleiben. Um
Verwechselungen vorzubeugen, bezeichnen wir den Koeffizienten des reaktiven Terms in agsc
im Folgenden mit p statt c.

Lemma 4.25.
Es existieren Konstanten ¢ und v, so dass fiir alle v € V}, gilt:

|v]|3.. < c (e aqit(v, v + Yhb - V) + axony (v, v + vhb - V) + (pv,v + vhb - VU)LQ(Th)> :
(4.5.21)
Beweis.

Analog zum Beweis von Lemma 4.20 lasst sich zeigen, dass es Konstanten ¢, und ~, gibt, so
dass

lv + Yhb - VU |lkonv < Ck Qrony (V, ¥ + Yihb - V) (4.5.22)
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4.5 Discontinuous—Galerkin—Verfahren

gilt. Dabei existiert fiir alle 0 < v < 7, eine entsprechende Konstante ¢, so dass diese
Abschéatzung gilt.
Fiir den Reaktionsterm ergibt sich mittels einer inversen Abschéitzung

(pv, yrhb - V”)L2(Th) < oy (pv, U)L?(Th) g

wobei wir v, so wahlen, dass ¢, < 1/2 gilt. Die Terme in ag; lassen sich ebenso abschétzen
mit einer Konstanten 4. Mit der Wahl v = min (v, 74, ) ergibt sich die Behauptung. O

Korollar 4.26.
Mit denselben inversen Abschétzungen wie im Beweis zu Lemma 4.25 ergibt sich fiir alle
v eV,

|v+ vhb - VUlaise < cl|v||aise (4.5.23)

mit einer Konstanten ¢ unabhéngig von h.

Lemma 4.27.
Fiir alle Funktionen v € H*(7},) gilt fiir den Fehler der L*-Projektion

||'U - ﬂ-hUHdisc <« |U Hs(Ty) (4524)

m1ta-max<\/_hs ! \/7hs fhs)

Beweis.
Dies folgt einfach durch Summation von (3.2.23), (4.5.7) und (4.5.17). O

Satz 4.28.

Sei uw € H*(7;) mit 3/2 < s < p+ 1 eine Losung zu (4.1.1) und uy, € Vj, eine Losung des
entsprechenden Variationsproblems (4.5.3), wobei p der maximale Polynomgrad der Ansatz-
funktionen in V}, ist. Dann gilt fiir den Fehler u — w;, die Abschétzung

”u - uthisc S (07 |u|H5(Th) (4525)

mit o = max (\/Ehs_l, \/mhs’%, \//_)hs)

Beweis.
In Folge der vorhergehenden Lemmata und Korollare sind die Voraussetzungen von Satz 3.20
erfiillt. Damit ergibt sich die Behauptung. [

Korollar 4.29.
Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 4.28 ergibt sich fiir die L2-Norm des Fehlers
die Abschétzung

|u — upl|2(z) < alu
mit o = max (\/_hs Ly/|blhe2 \/_hs)

Beweis.
Dies lésst sich ebenso folgern wie Korollar 4.16 oder Korollar 4.22 wenn man zusétzlich
beachtet, dass fiir p # 0 die Abschétzung /p||v||r2(7) < ||v||aise gilt. O

. (4.5.26)
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4.5.2 Flussformulierung

Das im letzten Abschnitt vorgestellte Interior—Penalty—Verfahren beruht auf der Darstellung
von 4.1.1 als eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Alternativ dazu kann man auch
ein System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung betrachten. Dieses ist gegeben

durch

eVu = ( in €, (4.5.27a)
—V-(+b-Vu+cu= finQ, (4.5.27b)
u=u” auf T. (4.5.27¢)

Multiplikation mit Testfunktionen 7 € H'(7;)? bezichungsweise v € H'(7;,) und Integra-
tion iiber eine Zelle K einer Zerlegung 7;, ergibt

—e/ uV - dx + e/ ut - nids = / (- 7dx, (4.5.28a)
K oK K
/Q-Vvdx— C-ndes—/uV-(bv) dz
K oK K
+/ wv (b-ng) d3+/ cuv dx:/ fu dx. (4.5.28b)
oK K K

Formulieren wir nun damit ein Discontinuous—Galerkin—Verfahren, indem wir endlich—
dimensionale Rdume Vj, und S, sowie entsprechende Funktionen uy, v, € Vi, (u, 7 € Sh
wéhlen, so ist zu beachten, dass diese Funktionen keine wohldefinierten Werte auf den Kanten
der Zerlegung 75, haben. Fiir die Integrale iiber die Kanten wéhlt man daher so genannte
numerische Fliisse. Es ergibt sich

—6/ upV - mhdz + e/ 0l T ngds = / ¢-7dx, (4.5.29a)
K K K
/ (p - Vo, dx — éh “ngv ds — / upV - (bvy) dx
K oK K
+/ us, 0y (b-ng) ds +/ cup vy, dx :/ fup dx, (4.5.29Db)
oK K K

mit den diffusiven Fliissen ¢ und ch sowie dem konvektiven Fluss uf. Allgemein kann man
fiir die diffusiven Fliisse folgenden Ansatz wihlen ( ):

VE € Ene Ul = (un) + 05 - np [un] — 62 [¢h] - s,
Cule = (G — 61 [un) np — (&) - ) G,
VEcTl: af|p=uP,
§h|E = (=01 (Uh - UD) ng.
Hierbei sind 41, d, € R und d5 € R? und diirfen von z abhéingen. Die Randbedingungen sind

durch diese Wahl der numerischen Fliisse bereits schwach eingebunden.
Fiir den konvektiven Fluss 4§ wéhlen wir wieder den Standard-Upwind-Fluss ( ;

).

Wir summieren die Beitrége (4.5.29) iiber alle Zellen auf und sortieren nach den verschie-
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denen Funktionen um folgende Bilinear- und Linearformen zu erhalten:

afux (Cn, Th) = / Cp - Thdx +/ 92 [Ch) - nE [Th] - nE ds, (4.5.31a)
Q Cine
bux (Up, Th) = Z / upV - mdr — / ((up) + 93 - ng [un)) [m] ds, (4.5.31Db)
KeTy, K Ding
cﬂux(uh,vh) = Z / (b -Vu + cup, Uh) dx + Z / b- Nk Lth Up, ds
Ket, VK KeT, Y 0-K\I
+ Z / b-ngul vy, ds +/ 01 [up) [vn] ds + / 01 up vy ds, (4.5.31c)
KETh o-KnNr Fint T
Iux () = /UDTh -n ds, (4.5.31d)
r
fux(vp) = / fon dr+ / S uPv, ds — / b-nuluy, ds. (4.5.31e)
Q r r_
Damit ergibt sich als Discontinuous—Galerkin—Verfahren
aux (Chs Th) + Daux (Uns Th) = Gaux(Th) (4.5.32a)
_bﬂux(vha gh) + Cﬂux(uh7 'Uh) = fﬂux(vh) s (4532b)

wobei wir an die Rdume V}, und S}, folgende Bedingungen stellen:

Vi ={ueL*(Q)|ulx € V(K), VK € T,,}, (4.5.33a)
S, = {g e LX) Glx € S(K), VK € Ty, 1 <i < d} (4.5.33b)
mit
Vu € V(K) :/ Vu-1dr=0 VreSHK) = Vu=0auf K. (4.5.33¢)
K

Meistens werden fiir V(K) und S(K) wieder Polynomraume gewihlt.

Die Wahl von d1, d, und 5 ist durchaus nicht trivial und fiihrt auf verschiedenen Methoden.
Einen Uberblick iiber magliche Wahlen und einen Vergleich der entsprechenden Methoden
fiir den rein diffusiven Fall, also fiir die Poissongleichung, findet man in ( ). Das von
uns zuvor behandelte Interior—Penalty—Verfahren ergibt sich mit der Wahl

4 = (u) auf iy,
4 =0 auf I,

Cn= (Vug) — 6y [up] .

Der hier noch auftretende Parameter ¢; entspricht dem Stablisierungsparameter ¢ in der
Interior—Penalty-Formulierung.

Wir wollen auf die Flussformulierung nicht weiter eingehen, da sie in dieser Arbeit nicht
benutzt wird. Weitere Ergebnisse finden sich beispielsweise in den bereits in diesem Abschnitt
zitierten Arbeiten oder auch in ( : : : : ).
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Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

Wir werden in diesem Kapitel die mit Hilfe des Discontinuous—Galerkin—Verfahrens gewon-
nenen numerischen Ergebnisse diskutieren und mit Ergebnissen der Streamline-Diffusion—
Methode vergleichen. Dabei wird sowohl der diffusions—dominante als auch der konvektions—
dominante Fall der Konvektions-Diffusions-Gleichung betrachtet. Der reaktions-dominante
Fall hingegen wird nicht betrachtet. Ziel ist dabei die Uberpriifung der im vorherigen Kapi-
tel priasentierten Aussagen zur Konvergenzordnung der Fehler und ein Vergleich der beiden
Verfahren.

Zunéchst sollen einige technische Aspekte erlautert werden. Diese betreffen die Implemen-
tierung des Discontinuous—Galerkin—Verfahrens, die Wahl des Parameters 7, des Streamline—
Diffusion—Verfahrens und die Wahl der Zerlegungen 7, des Gebietes ) fiir die von uns
betrachteten Beispiele. Danach werden wir zunéchst testen, ob die Anteile des diffusiven
beziehungsweise des konvektiven Terms des Discontinuous-Galerkin—Verfahrens richtig im-
plementiert sind. Im Anschluss daran betrachten wir verschiedene Testbeispiele zur Unter-
suchung des Verfahrens fiir die Konvektions—-Diffusions-Gleichung. Diese lassen sich in drei
Kategorien einteilen: Beispiele ohne Grenzschichten, Beispiele mit inneren Grenzschichten
und Beispiele mit Randgrenzschichten.

5.1 Einige technische Details

5.1.1 Implementierungsaspekte

Um ein Discontinuous—Galerkin—Verfahren mit MooNMD nutzen zu konnen, ist die Imple-
mentierung der Kantenintegrale notwendig. Betrachten wir dazu die Formulierung (3.1.4)
eines Galerkin—Verfahrens in Form eines linearen Gleichungssystems, so muss zunéchst die
Matrixstruktur erweitert werden, da nun auch Basisfunktionen aus benachbarten Gitter-
zellen, welche nicht lokale Basisfunktionen beider Gitterzellen sind, miteinander verkoppelt
werden. Folglich treten weitere Nicht-Null-Eintréage in der Matrix auf.

Bei der Berechnung der Eintrédge der Matrix und der rechten Seite kénnen prinzipiell drei
Typen von Kantenintegralen unterschieden werden:

e Integrale iiber innere Kanten, welche Test- und Ansatzfunktionen enthalten:
- e/ ([u] (Vv -ng) + (Vu-ng) [v]) ds,
r
- [ e Lot s
O-K\T'

KeT

+ on /F ] ds
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Diese liefern einen Beitrag zur Matrix.

Integrale iiber Randkanten, welche Test- und Ansatzfunktionen enthalten:

—e/F(u(Viwn) + (Vu-n)v) ds,
- I;—/@KOF (b-ng)utv’ ds,

—i—ah/uv ds.
r

Auch diese liefern einen Beitrag zur Matrix. Hier kénnen wir einfach die Werte der
Test- und Ansatzfunktionen am Rand einsetzen.

Integrale iiber Randkanten, welche Ansatzfunktionen und Dirichlet-Randwerte enthal-
ten:

—e/uD(Vv-n) ds,

r

— Z / (b-ng)uPvT ds,
ferJo_Knr

+ah/uDv ds.
r

Diese liefern einen Beitrag zur rechten Seite. Auch hier kénnen wir einfach die Werte
der Ansatzfunktionen am Rand und die Dirichlet-Randwerte einsetzen.

Es bleiben also noch die Integrale iiber die inneren Kanten. Um diese zu behandeln, fiithren
wir folgenden Notationen ein:

Ansatzfunktionen werden mit ®; bezeichnet. Es gilt u = > u; ;.
i

Als Testfunktionen benutzen wir die Basisfunktionen des entsprechenenden Finite—
Elemente-Raumes. Wir bezeichen Testfunktionen mit ®;.

Zur Berechnung und Assemblierung der Kantenintegrale wird eine Schleife iiber die
Gitterzellen durchlaufen. Diese bezeichnen wir im Folgenden mit K. Funktionen, die
mit der Gitterzelle K assoziiert sind, werden durch einen Index x gekennzeichnet.

Neben den Funktionen auf einer Gitterzelle werden auch die Funktionen auf den Nach-
barzellen der Gitterzelle gebraucht. Wir werden im Folgenden immer nur eine Nach-
barzelle gleichzeitig betrachten. Die Nachbarzelle wird mit K’ bezeichnet. Die mit ihr
assoziierten Groflen werden durch einen Index g bezeichnet.

Die Kante F ist der gemeinsame Teil der Rénder 0K der Gitterzelle und 0K’ der
Nachbarzelle.

Bei der Berechnung der Integrale iiber die inneren Kanten treten Spriinge und Mittelwerte
der Test- und Ansatzfunktionen auf. Um diese zu berechnen, beriicksichtigen wir, dass bei
unstetigen Methoden jede lokale Basisfunktion zugleich globale Basisfunktion ist. Jede globa-
le Basisfunktion kann mit genau einer Zelle in Verbindung gebracht werden, innerhalb der sie
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von 0 verschiedene Werte annimmt. Auflerhalb dieser Zelle verschwindet die Basisfunktion
identisch. Dies vereinfacht die Berechnung von Mittelwerten und Spriingen. Wir betrachten
dazu zwei Funktionen ®; x und ®; x. Fiir diese gilt:

1 1
(@i i)y = Pixk — 0= Pk, (Pir) = 3 (Pix +0) = 5@,}(7

1

1
[Py =0 = —Pjrr, (Pjrr)=5(0+Pjx) = 5 P,

DO |

und analog fiir Ableitungen der Funktionen. Damit koénnen wir die Kantenintegrale zum
Diffusionsterm und die Strafterme bereits vollstdndig behandeln:

Ansatzfunktion Testfunktion diffusives Kantenintegral
Zelle Zelle —2e [ (Pik (VO i -np) + (Vi i - np) ®j k) ds
Zelle Nachbarn efE ik (VO -ng) — (VO k- ng) @ k) ds
Nachbarn Zelle —5€ [ (=P k0 (VO - ng) + (Vi k- np) Py i) ds
Nachbarn Nachbarn 5€ [ (i (VO g - ng) + (VO o - np) D xr) ds

Konkrete Implementierung der Kantenintegrale zum diffusiven Term

(Tabelle 5.1)

Ansatzfunktion Testfunktion Strafterm
Zelle Zelle o fE D, kP i ds
Zelle Nachbarn —0 fE D, kP kr ds

Nachbarn Zelle —0 fE D, P i ds
Nachbarn Nachbarn o fE D, P i ds

Konkrete Implementierung der Kantenintegrale zum Strafterm
(Tabelle 5.2)

Die bisher auftretenden Integrale lassen sich am einfachsten behandeln, indem man eine
Schleife iiber die Gitterzellen durchlduft und innerhalb dieser eine Schleife iiber die Kanten
der jeweiligen Gitterzelle. Innerhalb dieser Schleife ist eine Behandlung des Integrals, welches
vom konvektiven Term herriihrt, in seiner jetzigen Gestalt nicht mdoglich, da hier nur iiber
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den Einstrombereich des Randes der Zelle integriert und die auftretende Summe daher iiber
alle Zellen und nicht iiber alle Kanten gefiihrt wird. Um dies zu beriicksichtigen, wollen wir
zunéchst zur Vereinfachung annehmen, dass b auf jeder Kante konstant ist. Damit ist auch
das Produkt b - n; auf jeder Kante konstant, womit die Kante als Ganzes entweder zum
Einstrombereich des Randes von K gehort oder nicht. Gehort sie zum Einstrombereich von
K, ist also (b-ny) <0, so tritt in der Summe daher das Integral

—/E(b-nK) ) o vl ds

auf. Gehort die Kante nicht zum Einstrombereich von K, so gehort sie zum Ausstrombereich
von K und damit zum Einstrombereich der Nachbarzelle K’. In der Summe tritt daher das
Integral

— [ G L ds = [ i) Ll o ds

E
auf, wenn (b-ng) > 0 gilt. Wir haben hier die Beziehung nys = —ng benutzt. Den Fall
(b-ngk) = 0 brauchen wir nicht zu berticksichtigen, da sich in diesem Fall der Integrand zu
Null ergibt. Lassen wir nun zu, dass sich das Vorzeichen des Produktes entlang einer Kante
andert, so konnen Integrale der beiden vorherigen Typen fiir eine Kante F auftreten. Der
Beitrag der Kante lautet dann

—/ (b-nk) |u] vy ds +/ (b-ng) |u ok ds.
z€E| (bnk)<0

2€E| (bn)>0

Die tatséchlich auftretenden Terme konnen wir nun wieder in einer Tabelle auflisten:

Ansatzfunktion Testfunktion konvektives Kantenintegral

Zelle Zelle b-nk)®; kP, k ds

- fx€E| (bnk)<0 (

Zelle Nachbarn — fmeE‘ (bng)>0 (b-ng) Py ®Pjkr ds
Nachbarn Zelle ferI (bns)<0 (b-ng) g Pk ds
Nachbarn Nachbarn fer\ (bnk)>0 (b-ng) @iy x®j kr ds

Konkrete Implementierung der Kantenintegrale zum konvektiven Term
(Tabelle 5.3)

Die Berechnung der Integrale erfolgt in MooNMD mittels Gauflscher Quadraturformeln.
Bei der Implementierung der konvektiven Integrale wurde zur Zerlegung einer Kante E in
Einstrom- und Ausstrombereich daher so vorgegangen, dass fiir jeden Quadraturpunkt ge-
testet wird, ob dieser im Einstrom- oder Ausstrombereich liegt und sein Beitrag zum Integral
iiber die Kante entsprechend gewertet.

Wie wir schon erwihnt haben, sorgen die Kantenintegrale dafiir, dass sich in der Ma-
trix weitere Nicht—Null-Eintrége ergeben. Des Weiteren haben wir schon erwéhnt, dass bei
Verwendung von Raumen unstetiger Funktionen jede lokale Basisfunktion zugleich globale
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Basisfunktion ist. Dies hat zur Folge, dass auch die Anzahl der Basisfunktionen gegeniiber ei-
ner Methode mit Rdumen stetiger Funktionen erhcht ist. Somit ist die Dimension der Matrix
auch grofer.

Zur Losung des linearen Gleichungssystems setzen wir bei allen Beispielen den direkten

Loser aus dem Paket UMFPACK ein ( ).

5.1.2 Wahl des Parameters der Streamline—Diffusion—Methode

Wie wir in Abschnitt 4.4 gesehen haben, tritt bei der Streamline—Diffusion—Methode der
Parameter 7 auf. Eine mogliche Wahl dieses Parameters ist in (4.4.9) gegeben. Hierbei treten
die Parameter 7y und 7; auf. Eine optimale Wahl dieser Parameter hingt vom jeweiligen
Problem ab. Wir folgen einem Vorschlag von Stynes und Tobiska ( ) und setzen

_ diam(K)
2|10l poe(re)

[bl] < im0

L(Pek/2) mit Pex = 5
€

(5.1.1)

TK
wobei diam(K) = sup (| — y|;z, y € K) und L(«) die Langevin—Funktion mit

L(a) = coth(a) — é

sind. Diese Wahl von 7 ist in MooNMD bereits implementiert.

5.1.3 Wahl der Gebietszerlegung

Im Rahmen dieser Arbeit sollen Finite-Elemente auf Dreiecken und Rechtecken betrachtet
werden. Als Gebiet Q betrachten wir in allen Beispielen das Einheitsquadrat [0, 1]2, wel-
ches wir in Dreiecke oder Quadrate zerlegen. Die Art der Zerlegung ist in Abbildung 5.1
dargestellt. Links ist dort die grobste Zerlegung zu sehen, fiir welche wir die Konvektions—
Diffusions—Gleichung l6sen werden. Sie ist gegeniiber der grobstmoglichen Zerlegung schon
um eine Stufe verfeinert und wird als Level-1-Gitter bezeichnet. Rechts ist die néchst fei-
nere Zerlegung abgebildet, so dass die Art der Gitterverfeinerung klar wird. Die Anzahl der
Gitterzellen vervierfacht sich dabei bei jeder Verfeinerung, so dass nach n Verfeinerungen
ein Level-n—Gitter mit 2-4™ Dreiecken beziehungsweise 4" Quadraten vorliegt. Damit ergibt
sich die Anzahl der Freiheitsgrade, welche zugleich der Dimension der Matrix entspricht, fiir
die von uns betrachteten Finiten-Elemente entsprechend folgender Tabelle:
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v

Zerlegung des Einheitsquadrates |0, 1]2 in Dreie-
N cke oder Quadrate. Die Abbildung zeigt die in die-

ser Arbeit benutzen Gitter auf den Leveln 1 und
2, wodurch auch die Art der Gitterverfeinerung
beschrieben wird.

X X x i (Abbildung 5.1)

Element Gittertyp Freiheitsgrade SIPG  Freiheitsgrade SDFEM

Ppylise Dreiecke 6- 4" (2" + 1)
pise Quadrate 3.4 (2.2 4+1)°
Pplise Dreiecke 12 - 47 (3-274+1)°
Pylise Quadrate 64" /
Pylise Dreiecke 20 - 4" /
Pylise Quadrate 10 - 4™ J/
Qs Quadrate 4.4 (2" 4 1)°
dise Quadrate 9.4n (2-2" +1)°
disc Quadrate 16 - 4" (3.2 4+1)°

Freiheitsgrade der verschiedenen Finite-Elemente-R&ume

(Tabelle 5.4)

5.2 Rechnungen fiir verschiedene Beispiele

In diesem Abschnitt soll das SIPG—Verfahren ndher untersucht werden. Zunéchst werden wir
an einfachen Beispielen die Implementierung der einzelnen Terme iiberpriifen. Anschliefend
werden wir an einem Beispiel mit glatter Losung, das heifit ohne Grenzschichten, testen, ob
auch die volle Konvektions-Diffusions—Gleichung erwartungsgemif gelost wird. SchliefSlich
werden wir Beispiele mit Grenzschichten betrachten. Die Giite des Verfahrens soll an Hand
der L2-Norm und der H*'-Seminorm des Fehler u — u;, sowie der zugehorigen Konvergenzord-
nungen bestimmt werden. Dabei wird der Parameter o im Bereich von 1 bis 2 - 10° variiert.
Zusétzlich betrachten wir Abbildungen der numerisch bestimmten Loésung bei ausgesuchten,
moglichst optimalen Parametern. Zum Vergleich dient uns jeweils das Streamline-Diffusion—
Verfahren. Um einen fairen Vergleich zu ziehen, wird hier auf SOLD-Terme zum shock-
capturing verzichtet, da solche Terme fiir das SIPG—Verfahren noch nicht implementiert
wurden.

Fiir alle im Folgenden aufgefithrten Beispiele wurde das SIPG—Verfahren mit den Poly-
nomriumen Piise Pslisc und Pdise auf dem Dreiecksgitter und dem Quadratgitter sowie mit
den Réumen Q{¢, Q3¢ und Q3*¢ auf dem Quadratgitter angewendet. Fiir das Streamline—
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Diffusion—Verfahren wurden die stetigen Raume P;, P, und P3 auf dem Dreiecksgitter und
die Rdume @)1, ()2 und @3 auf dem Quadratgitter benutzt. Den hochgestellten Index disc
unterdriicken wir im Folgenden. Es wurden jeweils Losungen auf den Verfeinerungsleveln 1
bis 6 berechnet. Die Ergebnisse zum Level-1-Gitter werden im Folgenden nicht dargestellt.
Sie sind vernachléssighar, da die Konvergenzaussagen aus Kapitel 4 nur asymptotisch fiir
eine gegen Null gehende Gitterweite h gelten.

Die angegebenen Konvergenzraten berechnen sich nach der Formel
ord; = log, 1= uall_
[ — up 1]l
Hierbei ist ord; die Konvergenzordnung auf Gitterlevel 7, u die bekannte Losung des jeweiligen
Beispiels, uy, ; die numerisch bestimmte Losung auf Gitterlevel ¢ und ||-|| eine der betrachteten
Normen oder Halbnormen.

5.2.1 Test der Implementierung

Um sicherzustellen, dass die einzelnen Terme des SIPG—Verfahrens richtig implementiert
sind, wurden zunichst die Poissongleichung (4.5.6) beziehungsweise die Konvektionsglei-
chung (4.5.15) betrachtet.

5.2.1.1 Diffusive Terme und Strafterme

Bei der Behandlung der Poissongleichung miissen auch die Strafterme mit beriicksichtigt

werden. Als Testbeispiele wihlen wir hier zwei Beispiele aus ( )
uw=e "V auf Q = [0,1]%, (5.2.1a)
u=z(@—1)yy—1)e*?Y aufQ=101. (5.2.1b)

Die rechte Seite f von (4.5.6) und die Randbedingungen wurden dabei so gewihlt, dass
u die Gleichung 16st. Wir haben beide Beispiele gewéhlt, da (5.2.1b) homogene Dirichlet—
Randbedingungen erfiillt. Somit spielen die Integrale, welche die Randbedingungen schwach
implementieren, hier keine Rolle. Das Beispiel (5.2.1a) hingegen besitzt inhomogene Rand-
bedingungen, so dass sich mit diesem untersuchen lédsst, ob die Randbedingungen richtig
implementiert wurden.

Da die hier aufgefiihrten Beispiele nur dazu dienen, die Richtigkeit der Implementierung
sicher zu stellen, beschranken wir uns auf die Darstellung der Fehler und Konvergenzraten
fiir P-Elemente auf Dreiecken und @)1-Elementen auf Quadraten. Ergebnisse fiir Ré&ume mit
héherem Polynomgrad werden wir im Rahmen der vollen Konvektions—Diffusions—Gleichung
behandeln. Es sei aber erwédhnt, dass diese fiir die beiden diskutierten Beispiele qualitativ
ahnliche Ergebnisse zeigen. Ebenso verzichten wir an dieser Stelle auf einen Vergleich mit
dem Streamline-Diffusion—Verfahren.

Abbildung 5.2 zeigt fiir Beispiel (5.2.1b) die L?-Norm und die H'-Seminorm des Fehlers
u — up, bei Verwendung von Pj-Elementen auf dem Dreiecksgitter und die dazugehorigen
Konvergenzordnungen. Die verschiedenfarbigen Linien beziehen sich auf die Gitterlevel 2
(schwarz), 3 (rot), 4 (griin), 5 (orange) und 6 (blau). Wie wir sehen, ist das Verhalten des
SIPG—Verfahrens hier fiir kleine Werte von o, das heifit bis ungefahr 20, sehr uneinheitlich.
Ab diesem Wert werden die Fehler dann kleiner, erreichen ein Minimum, wachsen wieder
ein wenig an und nehmen fiir weiter wachsendes o einen festen Wert an. Die Position des
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LZ(U) Hl(u)

0,01 ‘ TTTTTmT ‘ TTTTTmT : ‘ L ‘ TTTTTIm
0,001 E .
5 : 5 ]
i 1@ ]
0,0001 E 0,01} =
le-os ‘ L ‘ L ‘? | ‘ Lo ‘ IR ‘ ]
‘ T TTTITIT ‘ \HHH'H ‘7 ‘ T T ‘ T TTTITTT ‘
2,25 : 7 1 Q ; i
N
jo)] 2 ~ jo)) 1 ~
c — <
% 1,75 - é s 1
© 15 f © 075 f
1,25 | . |
1 ‘ LI ‘ L ‘ | 05 ‘ L LI ‘ LU ‘
1 100 10000 1e+06 "1 100 10000 1e+06
o o

Fehler und Konvergenzordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem
Dreiecksgitter (P;) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das
Beispiel (5.2.1b). In der oberen Reihe werden der L2- und der H!-Fehler ge-
zeigt, in der unteren die zugehorigen Ordnungen. Beides wird dargestellt fiir die
Gitterlevel 2 (schwarz), 3 (rot), 4 (griin), 5 (orange) und 6 (blau).

(Abbildung 5.2)

Minimums héngt dabei vom Gitterlevel ab. Auf Grund des sprunghaften Verhaltens der
Fehlerwerte sind auch die Konvergenzordnungen fiir kleine o sehr unterschiedlich. Da sich
die Position des Minimums der Fehler verschiebt, kommt es jeweils zu einer Spitze in der
Konvergenzordnung, bevor diese dann mit weiter wachsendem o konstant wird und die aus
der Fehlerabschitzung zu erwartenden Werte annimmt.

Die L?-Norm und H!'-Seminorm sowie die zugehérigen Konvergenzordnungen fiir Beispiel
(5.2.1b) bei Verwendung des (;-Elementes auf dem Quadratgitter sind in Abbildung 5.3
dargestellt. Wie zu erkennen, zeigen diese ein Verhalten, welches sehr &hnlich zum P;-Element
auf Dreiecken ist. Im Unterschied zu diesem entspricht der konstante Wert, welcher fiir
grofle ¢ angenommen wird, jedoch dem Minimum der Fehler. Dieses wird schon fiir leicht
kleinere Werte von o als beim Pj-Element angenommen. Da der Fehler hier ab Erreichen
des Minimums nicht mehr wéchst, kommt es auch ab diesem zu keinen Spitzen mehr in den
Konvergenzordnungen. Diese erreichen wieder die von der Theorie vorhergesagten Werte.

Nachdem wir nun ein Beispiel mit homogenen Dirichlet-Randwerten behandelt haben,
wollen wir an Hand eines Beispiels mit inhomogen Dirichlet-Randwerten die schwache Im-
plementierung der Randbedingungen fiir das Dreiecksgitter untersuchen.

In Abbildung 5.4 sind die schon bekannten Fehler und zugehorigen Konvergenzordnungen
fiir das Beispiel (5.2.1a) aufgetragen. Es zeigt sich ein praktisch zu Abbildung 5.2 identisches
Bild. Dies ist nicht verwunderlich, da das Verhalten wesentlich von der Exponentialfunkti-
on, welche beiden Beispielen gemein ist, bestimmt wird. Dadurch zeigt sich, dass auch die
Randintegrale richtig implementiert sind. Abbildung 5.5 bestétigt uns dies nochmal fiir das
Quadratgitter. Auch hier ist kein Unterschied zu Abbildung 5.3 zu erkennen.

Neben den hier gezeigten Beispielen wurden auch Losungen betrachtet, welche Polynome
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q1) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.1b). Fiir weitere Erkldrungen siehe Abbildung 5.2.

(Abbildung 5.3)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P;) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.1a). Fiir weitere Erklarungen siehe Abbildung 5.2.

(Abbildung 5.4)

darstellen und im Ansatzraum liegen. Diese konnten numerisch exakt, das heif3t mit Fehlern
in der Gréfenordnung von 1071 reproduziert werden.
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q1) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.1a). Fiir weitere Erkldrungen siehe Abbildung 5.2.

(Abbildung 5.5)

5.2.1.2 Konvektive Term und Strafterme

Als néchstes wollen wir die Implementierung der konvektiven Terme untersuchen. Dazu
betrachten wir die reine Konvektionsgleichung (4.5.15) mit b = (1,2)" und homogenen
Dirichlet-Randwerten auf dem Einstromrand I'_ = {(ZL‘, y) €0, 1) lz=0Vy= O}. Wir ha-
ben hier den Vektor b derart gewahlt, dass er zu keiner vorkommenden Kante parallel ist.
Die rechte Seite bestimmen wir so, dass

u = sin(mz) sin(7y) (5.2.2)

die Gleichung 16st. Zusétzlich zur Bilinearform ay,,, beriicksichtigen wir hier auch noch die
Strafterme, um ihren Einfluss im konvektiven Fall zu testen.

Abbildung 5.6 zeigt fiir Beispiel (5.2.2) die L>-Norm und die H!'-Seminorm des Fehlers
u—uy, bei Verwendung von Pj-Elementen auf dem Dreiecksgitter und die dazugehorigen Kon-
vergenzordnungen. Die Konvergenzordnungen entsprechen den Erwartungen. Insbesondere
sind Fehler und Ordnungen unabhéngig von . Die ist im Einklang mit den Fehlerabschét-
zungen zur Bilinearform ay,,, in Abschnitt 4.5, fiir welche die Strafterme nicht gebraucht
werden.

Abbildung 5.7 zeigt die Fehler und Konvergenzordnungen fiir das Beispiel (5.2.2) bei Ver-
wendung von ();-Elementen auf dem Quadratgitter. Die Fehler sind hier ein wenig grofier als
fiir die P;-Elemente auf Dreiecken. Der Vergleich zwischen den beiden Elementen féllt also
hier umgekehrt gegeniiber dem Vergleich bei den rein diffusiven Beispielen aus. Die Konver-
genzordnungen der @);-Elemente entsprechen wieder den Erwartungen. Auch hier zeigt sich
keine Abhéngigkeit der Ergebnisse von o.

Fiir den rein konvektiven Fall wurden ebenfalls zusédtzlich Losungen betrachtet, welche
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P;) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.2). Fiir weitere Erkldrungen siehe Abbildung 5.2.

(Abbildung 5.6)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q1) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.2). Fiir weitere Erkldrungen siehe Abbildung 5.2.

(Abbildung 5.7)

Polynome darstellen und im Ansatzraum liegen. Auch in diesem Fall konnten die Polynome
numerisch exakt reproduziert werden.

79



Kapitel 5 Numerische Ergebnisse

5.2.2 Beispiel ohne Grenzschichten

Nachdem wir die einzelnen Terme auf ihre richtige Implementierung untersucht haben, wollen
wir nun kléren, ob wir auch die volle Konvektions-Diffusions-Gleichung erwartungsgeméfl
16sen konnen. Dazu betrachten wir hier folgende exponentielle Funktion, welche auch in
( ) als Testbeispiel verwendet wurde:

u(z,y) = 6—5(93—0.5)2—15(31—0.5)2 (5.2.3)

auf dem Einheitsquadrat 2 = [0, 1]2. Die Vorgaben auf Q lauten ¢ = 107%, b = (1, O)T und
¢ = 1. Wir befinden uns also im konvektions—-dominanten Fall. Zu diesen Vorgaben wird die
rechte Seite f der Konvektions—Diffusions—Gleichung so angepasst, dass u die Gleichung 16st.

Darstellung der exakten Losung fiir das Beispiel (5.2.3).
(Abbildung 5.8)

In Abbildung 5.8 ist u iiber dem Einheitsquadrat dargestellt. Wir wir sehen, besitzt die
Funktion keine Grenzschichten, sondern dndert sich sehr gleichméfig ohne steile Gradienten.

Abbildung 5.9 zeigt die L?-Norm und die H!-Seminorm des Fehlers u — u;, bei Verwen-
dung von P;-Elementen auf dem Dreiecksgitter und die zugehorigen Konvergenzordnungen.
Der Farbcode entspricht dem von Abbildung 5.2. Zum Vergleich sind hier die Fehler und
Konvergenzordnungen, welche sich fiir das Streamline-Diffusion—Verfahren ergeben, mit ge-
strichelten Linien aufgenommen. Beide Verfahren zeigen auf allen Leveln vergleichbare Fehler
und Konvergenzordnungen, wobei die Fehler des SIPG—Verfahrens fiir sehr grofle o etwas an-
wachsen. Im Gegensatz zum rein diffusiven Fall in der Poissongleichung lassen sich hier auch
bei kleinen Werten von o gute Ergebnisse erzielen.

Einen direkten Vergleich der numerisch bestimmten Losungen zeigt Abbildung 5.10. Links
ist die mit Hilfe des SIPG—Verfahrens berechnete Losung abgebildet, rechts diejenige des
Streamline-Diffusion—Verfahrens. Beide Losungen beziehen sich auf Gitterlevel 6. Ein Ver-
gleich mit Abbildung 5.8 zeigt, dass beide Verfahren die exakte Losung gut wiedergeben.
Auch zwischen den Verfahren lésst sich mit bloem Auge kein Unterschied erkennen. Ein
Vergleich der numerisch bestimmten Losungen fiir Elemente hoherer Ordnung und fiir Rech-
nungen mit dem Quadratgitter fillt ebenso aus. Da sich mit bloBem Auge keine Unterschiede
erkennen lassen, verzichten wir an dieser Stelle und im Folgenden darauf neben der Losung
fiir P;-Elemente auf dem Dreiecksgitter weitere numerisch bestimmte Losungen zu den Bei-
spielen zu zeigen.

Abbildung 5.11 zeigt die Ergebnisse, welche sich fiir Pj-Elemente auf dem Quadratgitter
ergeben. Ein Vergleich mit der Streamline-Diffusion-Methode ist hier nicht mdoglich, da
stetige Pi-Elemente auf Quadraten nicht existieren. Die Fehler auf dem Quadratgitter sind
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P;) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075. In der oberen Rei-
he werden der L?- und der H'-Fehler gezeigt, in der unteren die zugehorigen
Ordnungen. Beides wird dargestellt fiir die Gitterlevel 2 (schwarz), 3 (rot),
4 (grin), 5 (orange) und 6 (blau). Die durchgezogenen Linien gehéren zum
SIPG—Verfahren. Die gestrichelten Linien geben die entsprechenden Gréflen des
Streamline-Diffusion—Verfahrens an.

(Abbildung 5.9)

Numerische Losung fiir das Beispiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von
e = 1076 auf Gitterlevel 6 bei ¢ = 1000 fiir das SIPG-Verfahren (links)
und fiir das Streamline-Diffusion—Verfahren (rechts) bei Verwendung von P;—
FElementen auf dem Dreiecksgitter. Die Wahl des Parameters erfolgte so, dass
moglichst kleine Fehler und gute Konvergenz zu erwarten sind.

(Abbildung 5.10)

vergleichbar mit den Fehlern auf dem Dreiecksgitter. Fiir grole o werden die Fehler hier bei
groflen Gitterweiten auch grofler, fiir entsprechend feine Gitter jedoch kleiner.

Die Fehler und Konvergenzordnungen fiir ();-Elemente auf dem Quadratgitter sind in
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (P;) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.11)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q1) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.12)



5.2 Rechnungen fiir verschiedene Beispiele

Abbildung 5.12 dargestellt. Die Fehler sind hier bei geniigend feinen Gittern praktisch un-
abhéngig vom Stabilisierungsparameter ¢ und auf allen Gitterleveln mit den Fehlern der
Streamline-Diffusion-Methode nahezu identisch. Im Vergleich mit den P;-Elementen liefern
die Q1-Elemente auf dem Quadratgitter geringfiigig kleinere Fehler. Die Konvergenzordnung
entspricht wieder den Erwartungen.

Vergleichen wir die bisherigen Ergebnisse diese Abschnittes mit den Ergebnissen der beiden
vorhergehenden Abschnitte, so ldsst sich sagen, dass sich die Dominanz des konvektiven
Terms hier auch darin zeigt, dass sich fiir kleine Werte von o systematisch kleine Fehler
ergeben, statt der unsystematischen Ergebnisse im rein diffusiven Fall.

Als néchstes wollen wir nun auch Elemente hcherer Ordnung betrachten.

LZ(U) Hl(u)

0‘01_‘l‘”ﬂ__J_‘_‘“ﬂ‘__l.!‘ﬂ”_ J“f ILRLLLILY T T 1T T T

000l —=—=—=—=—=—=—=——=————= 01

0,01

H

P

o

a1

HHH‘

Il LI
|

Fehler
o
8
=

\\H\H‘I
1
|
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
|

\\HHH‘

Fehler

T
1
|
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
1 \\H\H‘ \I\HH

i 000l fF—M—mMmMmMm8MMM—— — — — —
1e_06£ L L LIl ‘ ! E ‘ L ‘ L ‘ 3

LILULLLLL ‘ T T ‘ T HHH'H ‘ _._H-H'HH ‘ LILULLLLL ‘ T T ‘
3—.—-—-—&— - 2 e ———— \-t
= R o ::::::::::::::é\;
2 - 21751 .
O 25F—————— o} L g
2,251 15= N

2 L ‘ L ‘ L ‘ 1’25 L ‘ L ‘ L ‘

1 100 10000 1e+06 1 100 10000 1e+06
o o

Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente zweiter Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075 Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.13)

In Abbildung 5.13 sind die Fehler und Konvergenzordnungen bei Verwendung von P-
Elementen auf dem Dreiecksgitter zu sehen. Im Vergleich zu den P;-Elementen zeigt sich
hier eine stirkere Abhéngigkeit des Fehlers von o. Ab einem geniigend groflen Wert von o
wachsen die L2-Fehler mit wachsendem o. Die H!-Fehler wachsen ebenfalls, allerdings erst
bei grofleren Werten von 0. Was dabei “gentigend grof8” bedeutet, hangt vom Gitterlevel ab.
Mit zunehmendem Gitterlevel wandert die Schwelle, ab welcher die Fehler grofler werden,
zu kleineren o. Dies spiegelt sich auch in der Konvergenzordnung wieder, da diese bei den
entsprechen Werten ein Minimum annimmt. Abgesehen davon entsprechen die Konvergenz-
ordnungen wieder den Erwartungen. Die Fehler des SIPG—Verfahrens sind hier nicht grofier
als die Fehler des Streamline-Diffusion—Verfahrens.

Abbildung 5.14 zeigt die Ergebnisse zu Ps-Elementen auf dem Quadratgitter. Auch hier
fithrt die Verwendung grofler Stabilisierungsparameter zu grofleren Fehlern. Insgesamt fallen
die Fehler hier ein wenig grofler aus als bei den P»-Elementen auf dem Dreiecksgitter. Dies
ist nicht verwunderlich. Da die Anzahl der Basisfunktionen pro Gitterzelle fiir P,-Elemente
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente zweiter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (P) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.14)

auf Dreiecken und Quadraten gleich ist, das Dreiecksgitter aber doppelt so viele Gitterzellen
wie das Quadratgitter gleichen Levels enthilt, stehen auf dem Dreiecksgitter insgesamt mehr
Basisfunktionen zur Verfiigung, was eine bessere Naherung der exakten Losung erlaubt. Die
Konvergenzordnung erfiillt auch fiir P,-Elemente auf dem Quadratgitter die Erwartungen.

Die Fehler und Konvergenzordnungen, welche sich fiir Beispiel (5.2.3) bei Verwendung von
@>-Elementen auf dem Quadratgitter ergeben, sind in Abbildung 5.15 aufgetragen. Sie zeigen
eine groflere Abhéingigkeit der Fehler vom Stabilisierungsparameter als die ()1-Elemente. Der
Verlauf der Fehler mit o ist &hnlich zu den P,-Elementen auf dem Dreiecksgitter. Die Konver-
genzordnungen entsprechen den Erwartungen. Im Vergleich mit dem Streamline-Diffusion—
Verfahren sind die L?-Fehler des SIPG—Verfahrens hier leicht kleiner. Der Unterschied in den
H*'-Fehlern ist vernachliissigbar.

SchlieBlich betrachten wir noch Polynomrdume der Ordnung 3. Abbildung 5.16 zeigt die
bekannten Groflen fiir Ps-Elemente auf Dreiecken. IThr Verhalten ist dem fiir P-Elemente
dhnlicher als dem fiir %-Elemente. Die Fehler sind nahezu konstant und nahezu identisch
mit den Fehlern des Streamline-Diffusion—Verfahrens. Auch die Konvergenzordnungen fallen
erwartungsgeméaf aus.

Auch auf Quadraten dhnelt das Verhalten der Fehler und Konvergenzordnungen fiir P;-
Elemente eher dem fiir P;-Elemente als dem fiir P-Elemente, was aus Abbildung 5.17 er-
sichtlich wird. Jedoch wachsen die Fehler hier auf allen abgebildeten Gitterleveln bei sehr
groflen Werten von ¢ leicht an.

Fehler und Konvergenzordnungen fiir ()3-Elemente sind in Abbildung 5.18 abgebildet.
Die Fehler sind hier praktisch unabhéngig vom Stabilisierungsparameter und annéhernd
identisch mit den Fehlern des Streamline-Diffusion—Verfahrens. Die Konvergenzordnungen
entsprechen wieder den Erwartungen.
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente zweiter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q2) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.15)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente dritter Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P3) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.16)

85



Kapitel 5 Numerische Ergebnisse

86

L,(u) H, (u)
0]015\\\\\\\\\ ‘ TTTTTmT ‘ TTTTTmT ‘7 TTTTTmT ‘ L ‘ TTTTTIm
E / 0,1:’ 3
0,001F = E
0,0001E /j 0,0LE /
o} 2 = P B .
5 le05E ] 2 0001f /
L E 3 L E 3
19'065’ 3 C 3
: = oooof -
1le07e T - e
i 3 1e05 N
B P
47 —
\ 3&\.&:
. . 7_J \
£ 350 g
c c
© ©
S5 | T S5 25 |
37 —
25 1L ‘ LI ‘ L ‘ 2 IR ‘ 1L ‘ LU ‘
"1 100 10000  1et06 1 100 10000  1e+06
o o

Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente dritter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (P3) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.17)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente dritter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q3) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.3) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.18)



5.2 Rechnungen fiir verschiedene Beispiele

Element Gitter o L?-Fehler  Ordnung H!'-Fehler Ordnung

P Dreiecke 1000 1.69-10"* 2.00 5.54-1072 1.00
P, Dreiecke 464  9.69-1077 3.01 1.11-107% 2.00
P; Dreiecke 1000 1.49-107% 3.98 1.72-107° 3.01
P, Quadrate 2154 1.39-107* 2.00 5.63-1072 1.00
P, Quadrate 464 2.26-107% 3.00 1.35-107% 2.00
Py Quadrate 2154 2.38-107% 4.03 2.08-107° 3.05
Q1 Quadrate 100  1.10-107* 2.00 5.19-1072 1.00
Q- Quadrate 464 1.18-107% 3.00 9.57-107* 2.00
Q3 Quadrate 1000 1.16-107% 3.99 1.36-107° 3.02

Optimaler Stabilisierungsparameter ¢ sowie zugehorige Fehler und Konvergen-
zordnungen der verschiedenen Finiten—Elemente fiir das Beispiel (5.2.3).

(Tabelle 5.5)

Element SIPG SDFEM Verhéaltnis

P 1.07  0.30 3.51
Py 59.83  0.96 6.10
Ps 21.31 4.01 5.31
o 089 0.14 6.34
Q2 7.31  1.90 3.85
Qs 36.07  9.78 3.69

Rechenzeiten in Sekunden fiir die verschiedenen Finiten—Elemente des SIPG-
und des Streamline-Diffusion—Verfahren fiir das Beispiel (5.2.3).
(Tabelle 5.6)

Tabelle 5.2.2 zeigt die L?>-Norm und die H'-Seminorm des Fehlers sowie die zugehori-
gen Konvergenzordnungen des SIPG—Verfahrens fiir alle hier behandelten Finiten—Elemente
bei moglichst optimaler Wahl des Stabilisierungsparameters o. Moglichst optimal bedeutet
dabei, dass sowohl auf moglichst kleine Fehlerwerte als auch auf moglichst grofie Konver-
genzordnungen bezogen auf Gitterlevel 6 geachtet wurde. Dabei sei erwéhnt, dass sich in
allen Féllen auch mit den meisten anderen getesteten Werten von o dhnlich gute Ergebnisse
erzielen lassen, wie aus den Abbildungen 5.9 bis 5.18 hervorgeht.

Wie schon mehrfach erwahnt, fithrt die Verwendung von Rdumen unstetiger Polynome
dazu, dass sich die Gesamtzahl der Basisfunktionen erhoht. Dadurch werden die Matrizen
grofler. Zudem enthalten sie durch die Verkopplung von Basisfunktionen, welche zu verschie-
denen Zellen gehoren mehr von Null verschiedenen Eintrédge. Dies alles schlédgt sich in der
Rechenzeit nieder. Tabelle 5.6 gibt fiir das Beispiel (5.2.3) die Rechenzeiten zur Losung des
Gleichungssystems auf Gitterlevel 6 fiir die verschiedenen Finiten—Elemente des SIPG- und
des Streamline—Diffusion—Verfahren sowie das Verhéltnis der Laufzeiten zueinander an. Hier-
bei wurde fiir o jeweils der Wert aus Tabelle 5.2.2 gewahlt. Wie erwartet ist die Rechenzeit
beim SIPG—Verfahren ldnger. Das Verhiltnis der Laufzeiten liegt zwischen 3.5 und 6.34.

Als Fazit dieses Abschnittes lésst sich sagen, dass die Ergebnisse des SIPG—Verfahren
bei Abwesenheit von Grenzschichten die gleiche Qualitét erreichen wie die Ergebnisse des
Streamline-Diffusion—Verfahrens. Jedoch sind die Rechenzeiten des SIPG—Verfahren deutlich
lénger.
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5.2.3 Beispiel mit inneren Grenzschichten

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass das SIPG—Verfahren gute Ergebnisse liefert,
falls die Losung keine Grenzschichten aufweist. Wir wollen nun sehen, wie gut dieses Ver-
fahren bei Vorhandensein innerer Grenzschichten ist. Dazu betrachten wir ein Beispiel aus

(Joh97):
u = 16 (arctan(% (0.0625 — (v — 0.5)* — (y — 0.5)2)) + g) r(x—1Dyly—1) (5.2.4)

T
auf 0 = |0, 1]2. Hierbei sind b = (2, 3)T, ¢ = 2 und die rechte Seite f passend gewihlt, so
dass (5.2.4) die Konvektions—Diffusions—Gleichung 16st.

Die Losung (5.2.4) besitzt eine kreisformige innere Grenzschicht. Wir werden dieses Bei-
spiel fiir zwei Werte von € betrachten. Bei ¢ = 1072 ist die Grenzschicht noch moderat,
withrend wir es bei € = 107% mit einer steilen Grenzschicht zu tun haben.

Das vorherige Beispiel hat uns gezeigt, dass @),-Elemente auf dem Quadratgitter bessere
Ergebnisse zeigen als P,-Elemente. Mit dem Hinweis, dass dies auch fiir Beispiele mit Grenz-
schichten so ist, verzichten wir daher im Folgenden auf die Darstellung der Ergebnisse zu
P,-Elementen auf Quadraten.

5.2.3.1 Moderate innere Grenzschichten

Das Aussehen von (5.2.4) fiir ¢ = 1072 auf dem Einheitsquadrat ist in Abbildung 5.19
dargestellt.

Darstellung der exakten Losung fiir das Beispiel (5.2.4) bei € = 1073.
(Abbildung 5.19)

Abbildung 5.20 zeigt die L?>-Norm und die H'-Seminorm des Fehlers zum Beispiel (5.2.4)
mit € = 1072 bei Verwendung von P;-Elementen auf dem Dreiecksgitter. Es zeigt sich, dass
die Fehler des SIPG—Verfahrens bis Gitterlevel 5 bei kleinen Werten von o kleiner sind,
als die Fehler des Streamline-Diffusion—Verfahrens, wéhrend sie bei groflien o grofler sind.
Der Schwellenwert, bei dem der Ubergang von kleineren zu gréBeren Fehlern liegt, wandert
dabei mit zunehmendem Level zu grofleren o. Auf Level 6 sind die Fehler beider Verfahren
schliellich nahezu gleich grofl. Die Konvergenzordnungen entsprechen den Erwartungen. Die
sehr groflen Konvergenzraten bei groffen ¢ lassen sich durch die dort gréfleren Fehler auf den
groberen Gittern erkléaren. Daher ist ihnen keine groflere Bedeutung zuzumessen.

Die numerisch bestimmten Losungen beider Verfahren fiir Pj-Elemente auf dem Dreiecks-
gitter sind in Abbildung 5.21 zu sehen. Beide sind einander sehr dhnlich und geben die exakte
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P;) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073. Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.20)

Losung gut wieder. Die Losung des SIPG—Verfahrens zeigt im unteren Teil der Grenzschicht
einen leicht steileren Gradienten.

Numerische Losung fiir das Beispiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von
¢ = 1072 bei 0 = 464 fiir das DG-Verfahren (links) und fiir das Streamline—
Diffusion—Verfahren (rechts) bei Verwendung von P,—Elementen auf dem Drei-
ecksgitter. Fiir weitere Erkldrungen sieche Abbildung 5.10.

(Abbildung 5.21)

Die Ergebnisse zu Q)1-Elementen auf dem Quadratgitter sind in Abbildung 5.22 gezeigt.
Auch hier schneidet das SIPG—Verfahren bis Level 5 bei kleineren o besser ab, auf Level 6
jedoch ergeben sich bei grofleren o kleinere Fehler. Daran ist zu erkennen, dass die Wahl eines
optimalen Parameters auch von der Feinheit des Gitters abhéngen kann. Insgesamt nehmen
auch hier die Fehler des SIPG—Verfahrens und des Streamline—Diffusion—Verfahrens dhnliche
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q1) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073. Fiir weitere Erklérun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.22)

Werte an. Fiir die Konvergenzordnungen gilt hier dasselbe wie schon fiir die P;-Elemente.

In Abbildung 5.23 sind die Ergebnisse zu P»-Elementen auf dem Dreiecksgitter darge-
stellt. Die Fehler verhalten sich hier dhnlich wie bei den P;-Elementen, jedoch sind auch bei
Gitterlevel 6 die Fehler fiir kleinere Werte von o kleiner als fiir grolere Werte. Die Konver-
genzordnungen liegen leicht unter den Erwartungen. Allerdings sind sowohl die Fehler als
auch die Konvergenzordnungen von SIPG- und Streamline-Diffusion—Verfahren wieder fast
identisch.

Auf dem Quadratgitter ergibt sich fiir (Jo-Elemente ein dhnliches Bild wie fiir die P,-
Elemente auf dem Dreiecksgitter, was sich aus Abbildung 5.24 erkennen lédsst. Auch hier
fiihren kleinere Werte von o zu kleineren Fehlern. Die Konvergenzordnungen des L2-Fehlers
kommen hier den Erwartungen niher. Die H!-Fehler des SIPG—Verfahrens sind fiir Q-
Elemente etwas grofer als die H!-Fehler des Streamline-Diffusion—Verfahrens.

Die Ergebnisse zu Ps-Elementen auf dem Dreiecksgitter sind in Abbildung 5.25 darge-
stellt. Hier féllt sofort der sprunghafte Anstieg der Fehler auf Gitterlevel 6 fiir kleine Werte
von o auf. Dieser ist eine Folge der schlechten Konditionierung des zugehorigen linearen
Gleichungssystems, fiir welches der verwendete Loser keine Losung mehr findet. Es ist zu
vermuten, dass sich, wenn das Gleichungssystem gelost wiirde, auch hier fiir kleinere Werte
von o leicht bessere Fehler ergeben wiirden und die Konvergenzordnungen den Erwartungen
entspréachen.

Abbildung 5.26 zeigt die Fehler und Konvergenzordnungen, welche sich bei Verwendung
von (J3-Elementen auf dem Quadratgitter ergeben. In diesem Fall ergeben sich keine Proble-
me durch die Kondition des Gleichungssystems. Die L2-Fehler zeigen hier auf Gitterlevel 6
praktisch keine Abhéngigkeit mehr vom Stabilisierungsparameter und sind nahezu identisch
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente zweiter Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P,) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente zweiter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q2) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.24)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente dritter Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P3) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.25)

fir SIPG- und Streamline-Diffusion—Verfahren. Bei den H!-Fehlern schneidet das SIPG-
Verfahren etwas schlechter ab. Die Konvergenzordnungen liegen auch hier in etwa bei den
erwarteten Werten.

Element Gitter o L?-Fehler  Ordnung H'-Fehler Ordnung
P Dreiecke 464 5.35-107% 2.06 2301071 1.01
Py Dreiecke 100 3.98-107% 2.90 2.86-1072 1.82
P Dreiecke 1000 3.93-107% 3.96 3.85-107% 2.94
O Quadrate 10000 4.68-10~* 2.93 2.10-10"1 1.35
Q- Quadrate 20 3.43-107° 3.00 2.37-1072 1.86
Qs Quadrate 1000 2.92-107% 4.18 2.86-1073 3.12

Optimaler Stabilisierungsparameter o sowie zugehorige Fehler und Konvergenz-
ordnungen der verschiedenen Finiten—Elemente fiir das Beispiel (5.2.4) bei einer
Diffusionskonstanten € = 1073.

(Tabelle 5.7)

Tabelle 5.7 listet die moglichst optimalen Werte fiir o zur Behandlung des Beispiels (5.2.4)
fiir den Fall moderater Grenzschichten und die zugehorigen Fehler sowie Konvergenzordnun-
gen auf Gitterlevel 6 fiir alle hier behandelten Finiten—Elemente auf. Das Verfahren kommt
den erwarteten Konvergenzordnungen dabei sehr nahe beziehungsweise iibertrifft diese so-
gar im Fall der (Q3-Elemente. Hier wire das Verhalten bei weiterer Verfeinerung des Gitters
zu betrachten, was wir auf Grund der zur Verfiigung stehenden Rechenkapazitdten nicht
untersuchen konnten.
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente dritter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q3) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.26)

Wir haben in diesem Abschnitt gesehen, dass das SIPG—Verfahren im Fall moderater inne-
rer Grenzschichten gute Ergebnisse liefert und dass diese mit den Ergebnissen des Streamline—
Diffusion—Verfahren konkurrieren konnen.

5.2.3.2 Steile innere Grenzschichten

Die Funktion aus Beispiel (5.2.4) fiir e = 1079 ist in Abbildung 5.27 gezeigt. Wie man sieht,
sind die Grenzschichten hier steiler als in Abbildung 5.19. Daher ist es prinzipiell schwieriger,
diese Losung mit Hilfe numerischer Verfahren zu berechnen.

Darstellung der exakten Losung fiir das Beispiel (5.2.4) bei € = 1076,
(Abbildung 5.27)

Abbildung 5.28 zeigt die bekannten Fehler und zugehorigen Konvergenzordnungen fiir den
Fall steiler innerer Grenzschichten bei Verwendung von P;-Elementen auf dem Dreiecksgit-
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ter. Die Fehler sind hier deutlich gréfler als in Abbildung 5.20, insbesondere die H'-Fehler.
Die Konvergenz in der L?-Norm ist um 1 kleiner als bei den bisherigen Beispielen. In der
H'-Seminorm stagniert der Fehler sogar fast. Fehler und Konvergenzordnungen sind in ei-
nem weiten Bereich unabhéngig von ¢ und werden nur fiir sehr grofle Werte etwas schlechter.
Jedoch sind die Ergebnisse des SIPG—Verfahrens bei allen untersuchten Werten des Stabili-
sierungsparameters besser als die des Streamline-Diffusion—Verfahrens.
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P;) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-

gen siehe Abbildung 5.9.
(Abbildung 5.28)

Die numerisch bestimmten Losungen sind in Abbildung 5.29 zu sehen. Wahrend das SIPG—
Verfahren bei den Fehlern leicht besser abschneidet als das Streamline—Diffusion—Verfahren,
zeigt sich hier, dass es groflere Oszillationen innerhalb der Grenzschicht zeigt. Vor allem
zeigen sich auch Spitzen in den negativen Bereich hinein. Das Streamline-Diffusion—Verfahren
zeigt auch Ostzillationen, jedoch sind diese innerhalb der Grenzschicht kleiner. Bei beiden
Verfahren werden die Oszillationen in Richtung des Advektionsvektors b weiter in das Gebiet
hineingetragen.

Die Ergebnisse bei Verwendung von @Qi-Elementen auf dem Quadratgitter sind in Ab-
bildung 5.30 zu sehen. Hier zeigt sich ein dhnliches Bild wie zuvor bei den P;-Elementen.
Die L?2-Norm des Fehlers ist hier etwas grofier und die zugehérige Konvergenzordnung et-
was kleiner. Die H!-Fehler stagnieren wiederum nahezu. Die Ergebnisse sind hier fiir das
SIPG—Verfahren kaum besser als fiir das Streamline-Diffusion—Verfahren. Die numerisch be-
stimmten Losungen sind dhnlich zu denen der Pj-Elemente, einschliefilich der Spitzen im
positiven und negativen Bereich, welche das SIPG-Verfahren zeigt, und daher hier nicht
abgebildet.

In Abbildung 5.31 sind die Fehler und Konvergenzordnungen zu sehen, welche sich bei
Verwendung von P,-Elementen auf dem Dreiecksgitter ergeben. Die L2?-Fehler zeigen im
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(a) SIPG (b) SDFEM

Numerische Losung fiir das Beispiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von
¢ = 1076 bei o = 1000 fiir das DG-Verfahren (links) und fiir das Streamline—
Diffusion—Verfahren (rechts) bei Verwendung von P;—Elementen auf dem Drei-
ecksgitter. Fiir weitere Erkldrungen sieche Abbildung 5.10.

(Abbildung 5.29)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q1) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.50)

Vergleich zu den P;-Elementen eine leichte Verbesserung, wihrend die H!-Fehler nur un-
wesentlich kleiner sind. Die Konvergenzordnungen sind hier etwas besser, bleiben aber auch
hinter den Erwartungen zuriick. So ist die Konvergenzordnung in der L?-Norm nur etwa halb
so gro wie bei den vorherigen Beispielen. Die Fehler fiir das SIPG—Verfahren sind leicht
kleiner als diejenigen des Streamline-Diffusion—Verfahrens. Fiir die numerisch bestimmten
Losungen ergibt sich aber wieder ein dhnliches Bild wie schon fiir die P;-Elemente. Insgesamt
sind die Ergebnisse wieder nahezu unabhéngig von o.
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente zweiter Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P,) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.51)

Auch bei Verwendung von s-Elementen auf dem Quadratgitter ergibt sich keine Verbes-
serung, wie Abbildung 5.32 zeigt. Die Fehler sind hier etwas grofler als fiir die P,-Elemente
und fallen fiir das SIPG—Verfahren grofler aus als fiir das Streamline—Diffusion—Verfahren.
Auch hier zeigt sich nur fiir grole Werte von o eine Abhéngigkeit der Fehler vom Stabilisie-
rungsparameter.

Abbildung 5.33 zeigt die Fehler und Konvergenzordnungen bei Verwendung von Ps-Ele-
menten auf dem Dreiecksgitter. Gegeniiber den P,-Elementen zeigt sich hier keine Verbesse-
rung. Die Konvergenzordnung in der L?-Norm fillt wieder ungefihr halb so gro aus, wie in
den vorherigen Beispielen; die in der H'-Seminorm ungefihr ein Viertel so gro. Die Fehler
beider Verfahren sind praktisch identisch. Auch bei Verwendung von Ps-Elementen zeigt sich
keine Abhéngigkeit der Ergebnisse vom Stabilisierungsparameter aufler im Falle sehr grofler
o

In Abbildung 5.34 sind die Ergebnisse bei Verwendung von @)3-Elementen auf dem Qua-
dratgitter dargestellt. Es zeigt sich ein &hnliches Bild wie bei den schon besprochenen
Finiten—Elementen. Die Ergebnisse sind weitestgehend unabhéngig von ¢ und im Vergleich
zu den (o-Elementen etwas schlechter. Auch bei den ()3-Elementen zeigt das Streamline—
Diffusion—Verfahren leicht kleinere Fehler als das SIPG—Verfahren.

Tabelle 5.8 gibt die optimalen Werte der Fehler und Konvergenzordnungen des SIPG-
Verfahrens auf Gitterlevel 6 bei der Losung des Beispiels (5.2.4) mit einer Diffusionskon-
stanten € = 107% an. Da die Fehler weitestgehend unabhingig von o sind, haben wir hier
fiir alle Finiten—Elemente den gleichen Stabilisierungsparameter gewéhlt. Eine andere Wahl
von o verbessert die Ergebnisse nicht signifikant. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen,
dass die relativ groBen Werte der H!-Fehler eine Folge grofier Quadraturfehler auf Grund
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente zweiter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q2) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.52)

Element Gitter o L?-Fehler  Ordnung H'-Fehler Ordnung

P Dreiecke 1000 2.23-1072 1.16 10.56 0.03
b Dreiecke 1000 1.61-1072 1.74 9.42 0.29
P Dreiecke 1000 1.56-10"2 2.05 9.37 0.64
Q1 Quadrate 1000 3.00-107%2 0.76 10.23 0.23
Q- Quadrate 1000 2.84-1072 1.24 10.51 0.38
Qs Quadrate 1000 4.99-10"%2 1.25 18.56 0.42

Optimaler Stabilisierungsparameter o sowie zugehorige Fehler und Konvergenz-
ordnungen der verschiedenen Finiten-Elemente fiir das Beispiel (5.2.4) bei einer
Diffusionskonstanten ¢ = 1076,

(Tabelle 5.8)

der Oszillationen sein konnen.

Insgesamt lasst sich sagen, dass das SIPG—Verfahren in der hier behandelten Form nicht
in der Lage ist, Probleme mit steilen inneren Grenzschichten mit befriedigender Genauigkeit
zu behandeln. Insbesondere transportiert es wie das Streamline-Diffusion—Verfahren Oszil-
lationen aus den Grenzschichten weiter in das Gebiet hinein.
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente dritter Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (Ps) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075. Fiir weitere Erklérun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.33)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente dritter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q3) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.4) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1075, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.54)



5.2 Rechnungen fiir verschiedene Beispiele

5.2.4 Beispiel mit Randgrenzschichten

Auch fiir Randgrenzschichten ist in ( ) ein Beispiel angegeben. Dieses lautet
w=mzy? —yle t(177) _ geme(lmy) 4 o= (5-20-3y) (5.2.5)

auf Q = [0, 1]2 mit b = (2,3)T, ¢ = 1 und passend gewahlter rechter Seite f. Das Beispiel
besitzt exponentielle Grenzschichten bei = 1 und y = 1. Wir betrachten es fiir ¢ = 1073,
Bei diesem Wert zeigen sich bereits deutliche Randgrenzschichten, wie in Abbildung 5.35 zu
sehen ist. Ein Vergleich beider Verfahren fiir ein Beispiel mit moderaten Randgrenzschichten
fallt dhnlich aus wie die Vergleiche fiir moderate innere Grenzschichten oder das Beispiel
ohne Grenzschichten, weshalb wir auf die Darstellung eines solchen Beispiels verzichten.

Darstellung der exakten Losung fiir das Beispiel (5.2.5) bei € = 1073,
(Abbildung 5.535)

Abbildung 5.36 zeigt Fehler und Konvergenzordnungen bei Verwendung von P;-Elementen
auf dem Dreiecksgitter. Bei diesem Beispiel liefern die kleineren o bessere Ergebnisse. Bei
sehr kleinen o wachsen die L?-Fehler jedoch mit feiner werdendem Gitter. Die H*-Fehler sind
in einem groflen Parameterbereich konstant. Sie wachsen allerdings fiir die meisten geteste-
ten o mit zunehmendem Gitterlevel. Dies ist auch beim Streamline-Diffusion—Verfahren der
Fall. Bei passend gewéhltem Stabilisierungsparameter lassen sich kleinere Fehler als mit dem
Streamline-Diffusion—Verfahren erreichen. Die Konvergenzordnungen der L2-Fehler schwan-
ken im Bereich kleiner Fehler um 0 und wachsen mit groflerem ¢ und damit mit wachsendem
Fehler bis circa 1.25. Damit bleiben sie im gesamten Bereich hinter den Erwartungen zurtick.
Die H!-Fehler stagnieren bestenfalls.

Die numerischen Losungen sind in Abbildung 5.37 zu sehen. Das SIPG—Verfahren nimmt
nahe z = y = 1 leicht zu grofle Werte an und zeigt zudem einen Ausreifler in den negati-
ven Bereich. Das Streamline-Diffusion—Verfahren zeigt zwar keine Ausreifler, kann aber die
Losung in der Grenzschicht entlang des Randes x = 1 auch nicht richtig wiedergeben.

In Abbildung 5.38 sind die Ergebnisse bei Verwendung von Q);-Elementen auf dem Qua-
dratgitter gezeigt. Die L2-Fehler zeigen ein #hnliches Verhalten wie bei Verwendung von
P,-Elementen auf dem Dreiecksgitter, wihrend die H!-Fehler eine stirkere Parameterab-
héngigkeit aufweisen. Jedoch wachsen letztere auch hier mit wachsendem Stabilisierungspa-
rameter sowie feiner werdendem Gitter . Die Konvergenzordnungen der L?-Fehler liegen auf
dem feinsten Gitter zwischen -1.1 fiir kleine ¢ und 1 fiir grofle 0. Die Konvergenzordnungen
der H'-Fehler sind durchweg negativ mit Werten zwischen -2 und 0.

Die Ergebnisse bei Verwendung von P,-Elementen auf dem Dreiecksgitter sind in Ab-
bildung 5.39 zu sehen. Die Verwendung Finiter-Elemente zweiter Ordnung fiihrt hier zu
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P;) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.5) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.56)
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Numerische Losung fiir das Beispiel (5.2.5) bei einer Diffusionskonstanten von
e = 1073 bei o = 3 fiir das DG—Verfahren (links) und fiir das Streamline—
Diffusion—Verfahren (rechts) bei Verwendung von P;—Elementen auf dem Drei-
ecksgitter. Fiir weitere Erklarungen sieche Abbildung 5.10.

(Abbildung 5.37)

keinen Verbesserungen, wie ein Vergleich mit Abbildung 5.36 zeigt. Insgesamt sieht man ein
dhnliches Verhalten der Fehler, welche wieder sehr grofl ausfallen.

Auch auf dem Quadratgitter fiihrt eine Erhohung des Polynomgrades nicht zu Verbes-
serungen. In Abbildung 5.40 sind die Fehler und Konvergenzordnungen fiir Q)5-Elemente
auf dem Quadratgitter dargestellt. Im Bereich kleiner o sind die Fehler sogar grofler als
bei Verwendung von Q;-Elementen. Die Konvergenzordnungen der L2-Fehler wachsen mit
zunehmendem Stabilisierungsparameter von -1 bis 1, die der H!-Fehler von -2 auf circa 0.06.
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente erster Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q1) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.5) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073. Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.58)

Die Ergebnisse, welche sich bei Verwendung von Ps-Elementen auf dem Dreiecksgitter
ergeben, sind in Abbildung 5.41 dargestellt. Hier zeigt sich wieder das Problem eines schlecht
konditionierten linearen Gleichungssystems, weshalb die Fehler fiir Werte von ¢ unterhalb
von etwa 200 divergieren. Abgesehen davon ergibt sich wieder ein &dhnliches Bild wie zuvor
und keine Verbesserung der Fehler oder der Konvergenzordnungen.

Auch auf dem Quadratgitter fiihrt die Verwendung von (Q3-Elementen nicht zu kleine-
ren Fehlern oder besseren Konvergenzordnungen, wie Abbildung 5.42 zeigt. Zwar riicken die
L2-Fehler im Bereich grofler o nither an die Fehler des Streamline-Diffusion—Verfahrens her-
an, sind aber immer noch vergleichsweise grofi. Die H!-Fehler konnen die Ergebnisse des
Streamline—-Diffusion—Verfahrens auf Gitterlevel 6 nicht erreichen. Fiir die Konvergenzord-
nungen gelten im wesentlichen die gleichen Aussagen, wie bereits fiir die (Q2-Elemente.

Tabelle 5.9 gibt die bestmoglichen Fehlerwerte und Konvergenzordnungen fiir Beispiel
(5.2.5) bei einer Diffusionskonstante von ¢ = 107 und moglichst optimaler Wahl von o
wieder. Die Ergebnisse zeigen, dass die Groflenordnung der Fehler unabhéngig vom Grad der
verwendeten Polynome ist.

Als Fazit dieses Abschnittes halten wir fest, dass das SIPG—Verfahren in der fiir diese
Arbeit benutzten Form bei der Berechnung von Loésungen zu Problemen mit steilen Rand-
grenzschichten innerhalb akzeptabler Fehlerschranken wiederzugeben. Insbesondere fiihrt die
bestenfalls geringe Konvergenzordnung dazu, dass eine Verfeinerung des Gitters keine we-
sentliche Verbesserung der Fehler mit sich bringt.
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente zweiter Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P,) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.5) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073. Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.39)

Element Gitter

o L%Fehler Ordnung H!'-Fehler Ordnung
Py Dreiecke 3 9.04-107% 0.05 26.14 —0.03
Py Dreiecke 6 7.70-107% 0.16 25.18 0.00
Py Dreiecke 215 1.82-1072 0.67 21.01 0.09
(O} Quadrate 2 419-107% —0.67 11.86 —1.94
Q- Quadrate 4 3.16-107* 0.03 11.00 —1.98
Qs Quadrate 6 2.58-107% 0.55 9.74 —2.05

Optimaler Stabilisierungsparameter o sowie zugehorige Fehler und Konvergenz-
ordnungen der verschiedenen Finiten—Elemente fiir das Beispiel (5.2.5) bei einer
Diffusionskonstanten € = 1073.

(Tabelle 5.9)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente zweiter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q2) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.5) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073. Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.40)
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Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente dritter Ordnung auf dem Drei-
ecksgitter (P3) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.5) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073, Fiir weitere Erklirun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.41)
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L,(u) H, (u)
T [T [ oo [T [T J

[En
T T T

Fehler

_1 L [ [ i | L [ [ |

1 100 10000 1le+06 1 100 10000 le+06
o (0}

Fehler und Fehlerordnungen Finiter—Elemente dritter Ordnung auf dem Qua-
dratgitter (Q3) aufgetragen gegen den Stabilisierungsparameter o fiir das Bei-
spiel (5.2.5) bei einer Diffusionskonstanten von ¢ = 1073. Fiir weitere Erklérun-
gen siehe Abbildung 5.9.

(Abbildung 5.42)
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5.2.5 Qualitidt der Randbedingungen

Wie wir schon ofter erwéhnt haben, sind die Randbedingungen beim SIPG—Verfahren nur
schwach implementiert. Daher stellt sich die Frage, wie gut diese von der numerisch bestimm-
ten Losung wiedergegeben werden konnen, insbesondere im Falle von Randgrenzschichten.
Um dies zu untersuchen, betrachten wir ein Beispiel aus ( ). Dabei wiihlen wir € = 1079,
b = (0,1)T, ¢ = 0, f = 1 und homogene Dirichlet-Randbedingungen auf dem Gebiet
Q = |0, 1]2. Abbildung 5.43 zeigt die zugehorige Losung. Diese besitzt eine exponentielle
Randgrenzschicht bei x = 1 und parabolische Randgrenzschichten bei y = 0 und y = 1.
AuBlerhalb der Randgrenzschichten ist die Losung sehr dhnlich zu u(z,y) = .

7
7
e {f
AT
T
S FZFFFZZFFZA
e
=

Darstellung der exakten Losung fiir das Beispiel mit den Daten € = 1076, b =
(0,1)T, ¢ =0, f = 1 und homogene Dirichlet-Randbedingungen auf = [0, 1]2

( )-
(Abbildung 5.43)

Abbildung 5.44(a) zeigt die Randwerte der mit Hilfe des SIPG—Verfahrens bestimmten
Losung uy, bei Verwendung von P;-Elementen auf dem Dreiecksgitter. Fiir z = 0 werden
die Randwerte gut wiedergegeben. Hier liegt jedoch auch keine Grenzschicht vor. Fiir x = 1
hingegen nimmt wu; fast konstant den Wert 1 an, obwohl die Randbedingungen hier den
Wert 0 vorgeben. Die Randbedingung ist also nicht erfiillt. Gleiches gilt fiir die Randwerte
bei y = 0 und y = 1. Hier scheint eher u,(x,y) = x zu gelten. Insgesamt orientiert sich die
numerische Losung also mehr an der Losung im Inneren als an den Randwerten.

Die Randwerte der numerisch bestimmten Losung wuy bei Verwendung von )1-Elementen
auf dem Quadratgitter sind in Abbildung 5.44(b) dargestellt. Es ergibt sich ein &hnliches
Bild wie fiir die P;-Elemente auf dem Dreiecksgitter. Auch auf dem Quadratgitter werden
die Randwerte bei Verwendung linearer Finiter-Elemente also nicht richtig wiedergegeben.

Die Verwendung von P,-Elementen auf dem Dreiecksgitter fithrt zu den in Abbildung 5.45
gezeigten Randwerten. Wie zu erkennen, fithrt eine Erh6hung des Polynomgrades nicht zu
einer besseren Wiedergabe der vorgegebenen Randbedingungen. Am Rand x = 1 treten hier
zusétzlich leichte Oszillationen nahe y = 0 und y = 1 auf. Die Steigung der Geraden, welche
sich bei y = 0 und y = 1 zeigen, ist etwas kleiner als 1.

Fiir die anderen im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Finiten-Elemente fiir das SIPG—
Verfahren ergeben sich #hnliche Ergebnisse, weshalb wir auf die weitere Darstellung hier
verzichten.

Insgesamt konnen wir festhalten, dass Randbedingungen an Rédndern, an welchen steile
Grenzschichten vorliegen, nicht erfiillt werden. In Folge dessen werden auch die Randgrenz-
schichten nicht wiedergegeben.
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(b) Q1-Elemente auf dem Quadratgitter.

Randwerte der mittels des SIPG—Verfahrens bestimmten Losung zum Beispiel
aus Abbildung 5.43 bei Verwendung von (Qi-Elementen auf dem Quadratgit-
ter. Dargestellt sind die Werte von uy, fiir x = 0 und = 1 gegen y (links
oben beziehungsweise unten) sowie fiir y = 0 und y = 1 gegen = (rechts oben
beziehungsweise unten).

(Abbildung 5.44)
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Randwerte der mittels des SIPG—Verfahrens bestimmten Losung zum Beispiel
aus Abbildung 5.43 bei Verwendung von Ps-Elementen auf dem Dreiecksgit-
ter. Dargestellt sind die Werte von uy, fiir x = 0 und x = 1 gegen y (links
oben beziehungsweise unten) sowie fiir y = 0 und y = 1 gegen = (rechts oben
beziehungsweise unten).

(Abbildung 5.45)
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die Implementierung eines Discontinuous—Galerkin—Verfahrens fiir die
Konvektions-Diffusions-Gleichung im Programmpaket MooNMD und die Untersuchung die-
ses Verfahrens an Hand geeigneter Testbeispiele. Da die Konvektions—Diffusions—Gleichung
im Programmpaket MooNMD als eine Differentialgleichung zweiter Ordnung implementiert
ist, lag die Verwendung eines Interior-Penalty—Verfahrens niher als die Verwendung eines
Verfahrens in der so genannten Flussformulierung, da hier mit einem System zweier Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung gearbeitet wird. Aus den verschiedenen Interior—Penalty—
Verfahren wurde das symmetrische Verfahren SIPG gewéhlt. Theoretische Ergebnisse zu
diesem Verfahren wie Fehlerabschéitzungen und Angaben zur Konvergenzordnung der Feh-
ler werden ausfiihrlich in ( ) behandelt. Dieses Buch diente sowohl als theoretische
Referenz als auch als Ausgangsbasis fiir die Implementierung.

Neu implementiert werden mussten die Terme, welche Integrale iiber die Kanten enthal-
ten und so Basisfunktionen aus verschiedenen Zellen verkniipfen. Des Weiteren musste die
Matrixstruktur erweitert werden, um diese Terme beriicksichtigen zu kénnen. Bei den hinzu-
kommenden Termen kann man zwischen solchen, welche vom diffusiven Anteil der Gleichung
herriihren und solchen, welche mit dem konvektiven Anteil zusammenhéngen, unterscheiden.
Fiir beide Terme wurde zunéchst getrennt getestet, ob diese richtig implementiert wurden.
Dabei zeigt sich im rein diffusiven Fall ein uneinheitliches Verhalten der Fehler im Bereich
kleiner Werte von o. Fiir hinreichend grofle Werte werden aber die Fehler und Konver-
genzordnungen konstant. Die theoretisch zu erwartenden Werte der Konvergenzordnungen
werden erreicht. Im rein konvektiven Fall erhielten wir die erwarteten Ergebnisse beziiglich
der Konvergenzordnungen und die Unabhéangigkeit vom Stabilisierungsparameter o.

Bei der Untersuchung des SIPG-Verfahrens fiir die Konvektions-Diffusions—Gleichung
wurden verschiedene Fille betrachtet:

(i) ein exponentielles Beispiel ohne Grenzschichten aus ( ),
(ii) ein Beispiel mit moderaten inneren Grenzschichten aus ( ),

(iii) dasselbe Beispiel mit steilen inneren Grenzschichten, welche sich bei einer kleineren
Diffusionskonstante ergeben,

(iv) ein Beispiel mit Randgrenzschichten aus ( ).

Als Gebiet diente in allen Fillen das Einheitsquadrat [0, 1]2. Fiir alle Beispiele wurden jeweils
Losungen unter Verwendung von Plisc- Psisc_ und Pglisc_Elementen auf einem Dreiecksgitter
und einem Quadratgitter sowie unter Verwendung von Q- Q$is- und Q$*°-Elementen
auf einem Quadratgitter berechnet. Die Feinheit der Gitter wurde dabei bis auf Gitterlevel 6
erhoht. Zum Vergleich dienten jeweils Ergebnisse, welche mittels eines Streamline-Diffusion—
Verfahrens berechnet wurden. Zur Bewertung der Verfahren haben wir die L?-Norm und die
H'-Seminorm der Fehler u — u;, sowie die zugehorigen Konvergenzordnungen betrachtet.
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Fiir das Beispiel ohne Grenzschichten zeigt das SIPG—Verfahren gute Ergebnisse. Die
Konvergenzordnungen entsprechen hier den Erwartungen und fallen ebenso wie die Fehler
bei beiden Verfahren ungeféahr gleich aus. Es stellt sich heraus, dass die Ergebnisse fiir lineare
und kubische Elemente fast unabhingig von o sind, wohingegen grofle Werte von o bei
quadratischen Elementen zu etwas schlechteren Ergebnissen fithren. Diese Aussagen treffen
sowohl auf die Elemente auf dem Dreiecks- als auch auf diejenigen auf dem Quadratgitter zu.
Auf dem Quadratgitter zeigt sich, dass die -Elemente bei jeder Ordnung bessere Ergebnisse
liefern, als die P-Elemente. Zwischen P-Elementen auf dem Dreiecksgitter und -Elementen
auf dem Quadratgitter zeigt sich kein wesentlicher Unterschied.

Neben der Qualitdt der Verfahren wurde auch ihre Laufzeit an Hand des Beispiels ohne
Grenzschichten verglichen. Da das SIPG—Verfahren mehr Basisfunktionen als das Stream-
line-Diffusion—Verfahren besitzt, ist die zugehorige Matrix grofler. Zudem enthélt sie prozen-
tual mehr von Null verschiedene Eintrége, da auch Basisfunktionen aus benachbarten Zellen
iiber die Kantenintegrale miteinander verkoppelt sind. Daher sind die Laufzeiten des SIPG—
Verfahren zwischen 3.5 und 6.34-mal so lang wie die Lauzeiten des Streamline-Diffusion—
Verfahrens.

Fiir das Beispiel mit moderaten inneren Grenzschichten lassen sich mit dem SIPG—Ver-
fahren ebenfalls gute Ergebnisse erzielen. Die Abhéngigkeit von o ist hier vor allem auf den
groberen Gittern stirker ausgepragt. Kleine Werte von o liefern dabei meist bessere Ergeb-
nisse. Eine Ausnahme ist hier das @Q1-Element auf Gitterlevel 6. Wie schon beim Beispiel ohne
Grenzschichten sind die Ergebnisse von SIPG- und Streamline-Diffusion—Verfahren dhnlich.
Die Konvergenzordnungen entsprechen wieder den theoretischen Vorhersagen.

Beim Beispiel mit steilen inneren Grenzschichten zeigen SIPG- und Streamline-Diffusion—
Verfahren dieselbe Schwéche: Beide zeigen Oszillationen innerhalb der Grenzschicht, welche
beim SIPG—Verfahren sogar stérker ausfallen. Diese Oszillationen werden bei beiden Ver-
fahren in Richtung des Advektionsvektors b in das Gebiet hinein getragen. In Folge dessen
zeigen beide Verfahren #dhnlich grofie Fehler, welche beim SIPG—Verfahren fiir die meisten
Parameter konstant sind und nur fiir sehr grofle o leicht anwachsen. Zudem sind die Kon-
vergenzordnungen fiir die L2-Fehler sehr klein und fiir die H!-Fehler nahe Null, so dass eine
Verfeinerung des Gitters die Ergebnisse nicht merklich verbessert.

Im Fall des Beispiel mit Randgrenzschichten stellt sich ebenfalls heraus, dass das SIPG—
Verfahren diese nicht adédquat wiedergeben kann. Im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen
zeigt sich hier eine ausgeprigte Abhingigkeit der L2-Fehler vom Parameter o, jedoch sind
diese auch bei einer optimalen Wahl von ¢ noch sehr grofl. Die Konvergenzordnungen bleiben
hinter den Erwartungen zuriick. Im Bereich kleiner L?-Fehler zeigen sich sogar teilweise
negative Konvergenzordnungen. Die H!-Fehler sind im gesamten Parameterbereich sehr grof3
und wachsen mit zunehmend feinerem Gitter. Das Streamline-Diffusion—Verfahren liefert bei
diesem Beispiel jedoch auch keine besseren Ergebnisse.

Da die Randbedingungen im SIPG—Verfahren nur schwach implementiert sind, wurde au-
Berdem getestet, inwiefern die berechnete Losung die Randbedingungen erfiillt. Hierzu diente
ein Beispiel mit homogenen Dirichlet—-Randbedingungen, welches sowohl parabolische als
auch exponentielle Randgrenzschichten zeigt ( ). Es stellte sich heraus, dass die Rand-
bedingungen in diesem Fall nicht erfiillt sind. Vielmehr folgt die berechnete Loésung dem
Verhalten der exakten Losung im Inneren des Gebietes. Dies bedeutet leider auch, dass die
Randgrenzschichten nicht wiedergegeben werden.
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Ausblick
Ausgehend von dieser Arbeit konnten folgende Fragestellungen untersucht werden:

e Wir haben hier nur das SIPG—Verfahren betrachtet. Ein Vergleich mit dem NIPG-
Verfahren oder das ITPG—Verfahren steht noch aus; ebenso wie ein Vergleich mit der
Flussformulierung aus Abschnitt 4.5.2.

e Der in dieser Arbeit verwendete direkte Loser aus dem Programmpaket UMFPACK
( ) konnte fiir kleine Werte von o bei zwei Beispielen keine Losung bestimmen.
Es stellt sich daher die Frage, ob die Verwendung eines anderen Losers hier Abhilfe
schaffen kann und ob sich dadurch die Laufzeiten des SIPG—Verfahrens verbessern
lassen.

e Fine Moglichkeit um Grenzschichten besser aufzulosen, wire die adaptive Anpassung
der Gitterweite (h-Methoden). Diese ist auch mit einer Anpassung des Polynomgrades
(hp-Methoden) kombinierbar. Bei stetigen Basisfunktionen ergibt sich dabei das Pro-
blem, dass man an den Kanten der Gitterzellen entsprechende Anschlussbedingungen
erfiillen muss, um die Stetigkeit zu garantieren. Dies ist bei Discontinuous-Galerkin—
Verfahren nicht der Fall, wodurch sich die Implementierung einer Ap-Methode deutlich
einfacher gestaltet.

e Neben einem Term, welcher den Sprung in den Funktionswerten beim Ubergang iiber
eine Kante bestraft, wird beispielsweise in ( ) vorgeschlagen, auch den Sprung in
den Gradienten zu bestrafen. Ein solcher Term wird in der Literatur auch zur Stabili-
sierung fiir stetige Finite-Elemente vorgeschlagen ( ).
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