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Einleitung

Mithilfe partieller Differentialgleichungen kénnen unterschiedlichste Probleme aus Natur
und Technik beschrieben werden. In dieser Arbeit betrachten wir parabolische Differenti-
algleichungen, die eine Klasse partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung bilden.
Als einfaches Anwendungsbeispiel eines parabolischen Problems stelle man sich einen
Stab aus Metall vor, der in der Mitte erhitzt wird. Wir stellen uns die Frage, wie die
Temperaturverteilung innerhalb des Stabes nach einer bestimmten Zeit aussieht. Dieser
Prozess kann mithilfe parabolischer Differentialgleichungen modelliert werden.

In der heutigen Zeit, in der immer grofiere Datenmengen und immer komplexere Probleme
entstehen, konnen die Losungen dieser Probleme sehr kompliziert werden. Fiir einige
Probleme ist bis heute nicht bekannt, ob diese tiberhaupt eine Losung besitzen. Die
Entwicklung numerischer Verfahren, durch die wir zumindest eine ndherungsweise Losung
eines Probleme erhalten, gewinnt deshalb zunehmend an Bedeutung.

In dieser Arbeit werden zwei grundlegende numerische Verfahren fiir parabolische Diffe-
rentialgleichungen vorgestellt. Die verschiedenen Anséitze und Methoden werden dabei
am Beispiel eines Anfangs-Randwertproblems der Warmeleitungsgleichung verdeutlicht.
Dabei wird insbesondere untersucht, wie allgemeine explizite Runge-Kutta Verfahren
und DIRK Verfahren (diagonal implizite Runge-Kutta Verfahren) als Teil numerische
Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen angewendet werden koénnen.

Das erste Kapitel dieser Arbeit beginnt mit einer Einfithrung zu parabolischen Differenti-
algleichungen und es wird das Anfangs-Randwertproblem der Warmeleitungsgleichung
eingefithrt. Des Weiteren werden einfithrende Notationen zu passenden Losungsrdumen
beschrieben und anschlieflend eine schwache Formulierung der Wérmeleitungsgleichung
hergeleitet. Die im ersten Kapitel beschriebene schwache Formulierung bildet in dieser
Arbeit die Grundlage fiir die Finite-Elemente-Methode. Diese kann zur Ortsdiskretisie-
rung von parabolischen Anfangs-Randwertproblemen angewendet werden und wird im
zweiten Kapitel anhand der Poisson-Gleichung erlautert.

Im dritten Kapitel gibt es eine Einfithrung zu Runge-Kutta Verfahren, die zur Zeitdiskre-
tisierung innerhalb der numerischen Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen
angewendet werden. Dabei wird die allgemeine Form s-stufiger Runge-Kutta Verfahren
definiert und einige Vor- und Nachteile von expliziten und impliziten Verfahren in Bezug
auf die Stabilitét erldutert.

Das folgende Kapitel bilden den Kern der Arbeit. Es werden zwei grundlegende nu-
merischen Verfahren fiir parabolische Probleme vorgestellt. Zum einen die vertikale
Linienmethode, bei der, ausgehend von einer schwachen Formulierung des Problems,
zunéchst eine Diskretisierung des Orts vorgenommen wird. Dadurch erhalten wir ein



Einleitung

System gewohnlicher Differentialgleichungen in der Zeit mit Anfangsbedingungen, welches
anschlieBend mit Runge-Kutta Verfahren gelost werden kann.

Das zweites Verfahren, welches vorgestellt wird, ist die Rothe-Methode (horizontale Lini-
enmethode). Hier ist die Idee, ausgehend von der klassischen Warmeleitungsgleichung,
zunéchst eine Diskretisierung der Zeit durchzufithren. Durch die Anwendung von Runge-
Kutta Verfahren erhalten wir in jedem Zeitschritt stationdre Randwertprobleme. Diese
kénnen mit Verfahren fiir elliptische Differentialgleichungen gelést werden. AnschlieBend
folgt ein Vergleich der beiden Verfahren.

Die vertikale Linienmethode und das Rothe-Verfahren werden im funften Kapitel fir
ein eindimensionales Beispiel der Warmeleitungsgleichung implementiert und die Losung
veranschaulicht.

Im letzten Kapitel gibt es eine Zusammenfassung der Ergebnisse und einen Ausblick.



1 Eine Einfiihrung zu parabolischen
Differentialgleichungen

Parabolische Differentialgleichung bilden neben den elliptischen und den hyperbolischen
Differentialgleichungen eine Klasse partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Bei parabolischen Differentialgleichungen handelt es sich um instationdre Gleichungen,
da sie neben rdumlichen Komponenten auch eine Ableitung % nach der Zeit besitzen.
Sie beschreiben damit Prozesse, die sich ausgehend von einem Anfangszustand in der
Zeit entwickeln.

Fiir die Definition parabolischer Differentialgleichungen betrachten wir die allgemeine

Form partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung gegeben durch

n

0%u

Z aij(:c)— + b(iL’) -Vu + C(iﬂ)u = f7 (1'1)

~ 0;0;

1,j=1

wobei u die gesuchte Funktion darstellt. Der ortsabhingige Term zweiter Ordnung

> =1 @i (m)% beschreibt die Diffusion von u, der ortsabhéngigen Term erster Ordnung
P 1Uj

b(z) - Vu die Konvektion und ¢(z)u wird Reaktionsterm genannt.

Mit den Koeffizienten der Terme zweiter Ordnung a;;,4,j = 1,...,n, kann eine Matrix

ain(x) -+ ap(x)
Alz) =

ap1(z) 0 app(x)

aufgestellt werden.

Eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form (1.1) heifit para-
bolisch, wenn die Matrix A den Eigenwert Null genau einmal und zusétzlich entweder
nur positive oder nur negative Eigenwerte besitzt. Dariiber hinaus muss gelten, dass

rang(A(x),b(x)) = n ist, vgl. [GRO5, S. 14-15].

1.1 Anfangs-Randwertproblem der Warmeleitungsgleichung

In dieser Arbeit wird die Warmeleitungsgleichung exemplarisch fiir ein parabolisches
Problem betrachtet.
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Die Gleichung modelliert die zeit- und ortsabhéngige Temperaturverteilung in einem
wérmeleitenden Korper.

Im folgenden sei Q C R, d < 3, ein offenes, beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit Rand 0
und 7" > 0 eine reelle Zahl. Dabei wird ein Lipschitz-Gebiet wie folgt definiert:

Definition 1.1.1 (Lipschitz-Gebiet). [Ste03, S. 26]

Ein Gebiet @ ¢ R% d > 2 wird als Lipschitz-Gebiet bezeichnet, falls der Rand 02
beziiglich einer beliebigen Zerlegung stiickweise durch eine lipschitz-stetige Funktion
dargestellt werden kann.

Fiir Lipschitz-Gebiete €2 existiert fast iiberall an J€) eine eindeutige duflere Einheitsnor-
male n(x). Damit ist die erste Green’schen Formel

ou(t, )
oo On(z)

[ At t)eta) == [ Vula,t) - Vol do + o(x)ds,  (12)
Q Q

wobei ¢ einfach und u zweifach stetig differenzierbar sei, auf 2 anwendbar, vgl. [Bey13,
S. 31], die wir in Kapitel 1.2 zur Herleitung einer schwachen Formulierung der Warmelei-

tungsgleichung anwenden werden.

Wir wollen nun das Anfangs-Randwertproblem fiir die Wérmeleitungsgleichung mit
homogenen Dirichlet’schen Randbedingungen betrachten. Dabei kann das Problem als
ein Randwertproblem in Bezug auf den Ort und ein Anfangswertproblem in Bezug auf die
Zeit, gesehen werden, wodurch rdumliche Randbedingungen und zeitliche Anfangswerte

notwendig sind. Es kann beschrieben werden durch:

Finde u € (C1((0,7)) N C°([0,T])) x (C?(2) N C°(2)), sodass

au(m,t) — Au(z,t) = f(x,t) in Q x (0,77,
u(z,t) =0 auf 002 x (0,7], (Randbedingung) (1.3)
u(z,0) = up(z) in Q x {0}. (Anfangsbedingung)

Die Funktion u : 2 x [0, T] — R beschreibt die Temperaturverteilung im Gebiet 2 abhéin-
gig von der Zeit t und wird klassische Losung des Anfangs-Randwertproblems genannt,
falls u die Wéarmeleitungsgleichung mit zugehérigen Anfangs- und Randbedingungen
erfiillt. Die Funktion f : Q x [0,7] — R kann als duflere Wirmequelle verstanden werden
und ug : Q x {0} — R als die Anfangstemperatur in 2 zum Zeitpunkt ¢ = 0. Um ein
gut gestelltes Problem zu erhalten, miissen zusatzlich Anforderungen an die Daten f, ug
gestellt werden. Die Funktionen f und ug miissen hinreichend glatt sein und zusétzlich
muss die Bedingung ug |go= 0 gelten, die sich durch das Zusammenfithren der Anfangs-
und Randbedingungen fiir u ergibt.



1.2 Sobolev-Rédume und schwache Lésungstheorie
1.2 Sobolev-Raume und schwache Losungstheorie

Die Suche einer klassischen Losung gelingt nicht immer. Man kann nicht erwarten, dass
eine partielle Differentialgleichung eine klassische Losung besitzt, denn im Allgemeinen
sind nicht alle Voraussetzungen gegeben, die an u, f und ug gestellt werden. Dies fiihrt
zur Idee einer schwachen Formulierung des Anfangs-Randwertproblems (1.3), die in
diesem Kapitel hergeleitet werden soll.

Um die schwache Formulierung eines Anfang-Randwertproblems einzufithren, brauchen
wir einige grundlegende Definitionen zu passenden Funktionenrdumen fiir die Losung «
und die Daten ug, f. Dazu gehoren die Lebesgue-Réume, Sobolev-Riéume und den Begriff
der schwachen Ableitung, die im Folgenden beschrieben werden.

Die Lebesgue-Raume bilden die Grundlage fiir die Sobolev-Radume. Fiir unsere Betrach-
tungen spielt der Lebesgue-Raum L?(2) eine besondere Rolle.

Definition 1.2.1 (Lebesgue-Raum L?(Q)). [Forl7, S. 133]
Der Lebesgue-Raum L?() besteht aus allen messbaren Funktionen v fiir die

/ v|? do < oo
Q

gilt. Eine Norm wird definiert durch

ol o= ([l a ) 1/2.

Der Raum ist auerdem ausgestattet mit dem L?-Skalarprodukt

(v,w)r2 ::/Qv(x)w(:c) dz, v,w € L*(Q).

Zusétzlich definieren wir den Raum der Testfunktionen, der die Menge aller unendlich oft
differenzierbaren Funktionen auf 2 mit kompaktem Trager ist.

Definition 1.2.2 (Testfunktionenraum C§°(€2)). [Werll, S. 209]
Sei Q € R? offen. Dann ist der Raum der Testfunktionen definiert durch

C5o(Q) = {gp € C%(Q) | supp(p) C Qist kompakt},
wobei supp(y) := {z | ¢(x) # 0} der Tréger von ¢ ist.
AuBlerdem fiithren wir die schwache Ableitung ein.

Definition 1.2.3 (schwache Ableitung). [Werll, S. 210]
Sei Q € R? offen, v € L?(Q) und a = (ay, as, ..., ag) mit |a| = 3 a; ein Multiindex.
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w € L?(Q) heiflt schwache a-te Ableitung von v, falls fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(€2)

gilt:
| w@g@rde = )7 [ v(@) Dopta) da,

wobei D%p = %.

Nach [Werll, S. 210] ist ein solches w eindeutig bestimmt. Mithilfe der schwachen
Ableitungen kénnen nun Sobolev-Rédume definiert werden. Diese bilden die Grundlage der
schwachen Losungstheorie fiir parabolischen Differentialgleichungen, denn es stellt sich
heraus, dass sich die Sobolev-Rdume als passende Ansatzraume fiir Losung und Daten
eignen. Wir definieren hier die speziellen Sobolev-Raume H¥(12), die aus Aquivalenzklassen
von Funktionen aus L?(Q) bestehen, deren sdmtliche partielle Ableitungen bis zur Ordnung
k im Raum L%(Q) liegen. Dabei kénnen die Aquivalenzklassen so verstanden werden,
dass sich die Mitglieder nur auf einer Lebesgue-Nullmenge unterscheiden.

Definition 1.2.4 (Sobolev-Raum H¥(2)). [Werll, S. 210]
Sei Q € R? ein offen, beschrinktes Lipschitz-Gebiet und k € Ny. Wir definieren den
speziellen Sobolev-Raum:

HE(Q) = {v € L2(Q)| Dy € LX(Q) fiir alle o] < k}

Der Raum H*(Q) ist ein Hilbertraum ausgestattet mit dem Skalarprodukt

Z/D z) D@w(z) d

la| <k

und der induzierten Norm
1/2
[Vl e == (va);{k-

Mo6chte man diese Rdume als Ansatzraume fiir Losung und Daten verwenden, muss
hier iiberlegt werden, wie die Randbedingungen des Anfangs-Randwertproblems (1.3) zu
verstehen sind, da die Funktionen aus H*(2) nur bis auf Lebesgue-Nullmengen eindeutig
definiert sind. Um eine sinnvolle Definition der Randbedingungen zu erhalten, betrachten
wir folgenden Satz:

Satz 1.2.5 (Spursatz). [AU1S, S. 251]
Sei © C R? eine offenes, beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit Rand 9€2. Dann gibt es genau
einen stetigen, linearen Operator (genannt Spur-Operator)

spur : HY(Q) — L%(09Q),
sodass fiir Funktionen v € H(Q) N C(Q) gilt:

spur(v) = v |aq -
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Ein Beweis zur Existenz und Eindeutigkeit des Spuroperators kann in [AU18, S.251-252]
nachgelesen werden. Der Spursatz besagt, dass es eine Erweiterung der Randwerte, durch
stetige Funktionen bis zum Rand, fiir die Funktionen in H'(Q) gibt. Das bedeutet, dass
es in jeder Aquivalenzklasse von Funktionen aus H'(f)) eine stetige Funktion bis zum
Rand gibt. Die Randwerte dieser Funktion sind die Spur und diese kann als Randwerte
fiir die Funktionen der gleichen Aquivalenzklasse verstanden werden.

Wir betrachten nun wieder Problem (1.3), um eine schwache Formulierung herzuleiten.
Es stellt sich heraus, dass die Wahl der Ansatzriume fiir die Lésung u € L?(0,T; H3 (Q))
und die Daten ug € H(Q2) und f € L?(0,T; L*()) zu einem gut gestellten Problem
fithrt.

Der Raum L?(0,T; H}(9)) besteht aus allen Funktionen v : (0,7) — Hg(Q) fiir die gilt,

dass
1/2

T
||UHL2([),T;H3(Q)) = (A Hv(t)H?{&(Q) dt) <0

und wir definieren

Hj(Q) == {ve H(Q) | spur(u) = 0}

als den Raum der Funktionen aus H'(Q), die auf dem Rand von €2 im Sinne der Spur
verschwinden, d.h. den Wert Null annehmen. Es gilt, dass H}(Q) C H'(2) und mithilfe
der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung kann gezeigt werden, dass fiir alle v € H}(Q) eine
Norm definiert wird durch

[0l 2 ) = IVl 20 - (1.4)

Der Raum H{ () kann auch als Abschluss des Testfunktionenraums C§°(Q2) beziiglich
der Norm von H'(Q) definiert werden

HY(©Q) = @) 1m @,

Fiir das Problem (1.3) stellt sich heraus, dass sich H{(Q) als Testfunktionenraum eignet.

Dann wird durch
(Vu,Vw)r2 = / VoVwdz, u,ve HY(Q)
Q

eine symmetrische Bilinearform auf H}(€2) definiert.

Um eine schwache Formulierung des Anfangs-Randwertproblems der Wéarmeleitungs-
gleichung zu erhalten, gehen wir vor wie in [GR92, S. 294-296] beschrieben. Dafiir
multiplizieren wir die Wérmeleitungsgleichung (1.3) mit einer Testfunktion ¢(z) € H}(€)
und erhalten

;U(% te(x) — Alu(z, t)p(r) = fz,t)p(2). (1.5)

Anschlieflend integrieren wir iiber €2 und setzten die Green’sche Formel in (1.5) ein,
wobei %u die Ableitung von u entlang der dufleren Einheitsnormale an 02 darstellt. Wir
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erhalten

/uxt :U)dm+/Vu(x,t)-V<p(x)dx—/a %u(xt ds—/fxt
Q 9]

=0

wobei das Integral iiber 9€) verschwindet. Eine schwache Formulierung kann dann wie
folgt definiert werden:

Gesucht ist u € L2(0,T; HL(2)) mit u(0) = up € HE(Q), sodass

/gtu d:n—{—/Vu -Vo(z dx—/f z)dr Ve € HH(Q), (1.6)
Q

wobei f € L?(0,T; L*(Q)) gegeben ist.

Nach [Eval0, S. 356-358] besitzt das Problem (1.6) eine eindeutige schwache Losung u.



2 Finite-Elemente-Methode fir
elliptische Randwertprobleme

Die Finite-Elemente-Methode (kurz: FEM) hat bei der numerischen Berechnung der
Losung von elliptischen und parabolischen Differentialgleichungen eine grofle Bedeutung.
Das Verfahren ist wegen seiner Flexibilitét fiir eine Vielzahl von technischen und na-
turwissenschaftlichen Problemen einsetzbar, da es auf der schwachen Formulierung der
Differentialgleichung beruht.

In diesem Kapitel wird die Finite-Elemente-Methode fiir elliptische partielle Differen-
tialgleichungen erldutert. Fiir elliptische Probleme hat die am Anfang des Kapitel 1
beschriebene Koeffizientenmatrix A(x) entweder nur positive oder nur negative Eigenwer-
te. Sie besitzt den Eigenwert Null nicht. Ein einfaches Beispiel ist die Poisson-Gleichung,
die wir in diesem Kapitel als Beispiel fiir ein elliptisches Problem betrachten.

Da parabolische Anfangsrandwertprobleme fiir ein festes ¢ € (0,7 in Ortsrichtung ein
stationdres Randwertproblem darstellen, kann die Finite-Elemente-Methode zur Ortsdis-
kretisierung von parabolischen Differentialgleichungen verwendet werden. Dieses Kapitel
bildet damit die Grundlage fiir die Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen,
die im néchsten Kapitel vorgestellt werden.

2.1 Grundlagen

Das Verfahren der finiten Elemente beruht auf einer schwachen Formulierung des Pro-
blems. Dabei ist die Idee, das zu betrachtende Gebiet ) in Teilgebiete zu zerlegen und die
exakte Losung durch stiickweise polynomielle Funktionen aus einem endlich dimensionalen
Ansatzraum beziiglich der Zerlegung zu approximieren. Durch das Einsetzen der Ansatz-
funktionen in die schwache Formulierung entsteht ein lineares Gleichungssystem, welches
gelost werden muss. Dieser Finite-Elemente-Ansatz wird auch Ritz-Galerkin-Verfahren
genannt.

Im Folgenden beschriinken wir uns darauf, dass Q € R?, d < 3, ein beschréinktes Lipschitz-
Gebiet mit polygonalem Rand 0 ist, d.h. 002 aus endlich vielen Hyperebenen besteht.
Die Anwendung der Green’schen Formel zur Erhaltung der schwachen Losung ist hier
wohldefiniert.

Das Poisson-Problem mit homogenen Dirichlet’schen Randbedingungen, das wir in diesem
Kapitel als Beispiel fiir ein elliptisches Problem betrachten, kann wie folgt beschrieben
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werden:

Finde u € C%(Q) N C?(), sodass gilt:

—Au=f in €,

(2.1)
u=0 auf 012,

wobei f € C(9).

Eine schwache Formulierung des Poisson-Problems kann analog zum Kapitel 1.2 her-
geleitet werden. Dafiir multiplizieren wir die Gleichung mit Testfunktionen ¢ € H}(Q),
integrieren {iber €2 und wenden die Green’sche Formel an. Damit erhalten wir die schwache

Formulierung von (2.1):
Finde u € H{(Q), sodass

/Vu-Vgodx:/fgoda: Vo € H3(Q), (2.2)
Q Q

mit f € L?(9).
Die Randwerte sind im Sinne der Spur, nach Satz 1.2.5, zu verstehen. Alle Integrale sind
wohldefiniert. In [Eval0, S. 301] wird unter Anwendung des Satzes von Laz-Milgramm

bewiesen, dass das Randwertproblem (2.2) eine eindeutig bestimmte schwache Losung
u € HE () besitzt.

Wir wollen nun die Finite-Elemente-Methode auf das Problem (2.2) anwenden. Die Idee
ist die schwache Losung u € H} () durch eine Funktion aus einem endlich dimensionalen
Ansatzraum zu approximieren. Dieser Raum beruht auf einer speziellen Triangulierung

7}? von 2, die wir im folgenden definieren:

Definition 2.1.1 (zulissige Triangulierung 7). [Joh16, S. 709]
Eine Zerlegung 7}? = {K1,Ks, ..., Ky} von Q heiit zulissige Triangulierung, wenn
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

i) Q= U?;l K.

ii) Jede Gitterzelle K; € 7}5’ ist abgeschlossen und das Innere K ist nicht leer.

iv) Fir jedes K; € 7}? ist der Rand 0K lipschitz-stetig.

)
iii) Fiir verschiedene Gitterzellen K; und K gilt K; N K; = 0.
)
v)

Der Schnitt von zwei Gitterzellen ist entweder leer oder eine gemeinsame Unter-
mannigfaltigkeit der Dimension m, wobei m € {0,...,d — 1} ist.

In einer Dimension, d.h Q = [a, b] ist ein Intervall, ist eine zulissige Triangulierung 7}?
gegeben durch eine Zerlegung von 2 in Teilintervalle K; = [z;_1, z;] mithilfe eines Gitters

a=20< 21 <To< ... <xp_1<xp=">,

siehe Abbildung 2.1.

10
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Abb. 2.1: Zerlegung eines Gebiets Q) = [a, ] in Teilintervalle.

Ist O C R? ein zweidimensionales Gebiet, kann eine Zerlegung von € mithilfe eines
Gitters aus Dreiecken oder Vierecken erfolgen, siche Abbildung 2.2.

<
N

Abb. 2.2: Zerlegung eines Gebiets ) C R? in Dreiecke.

In drei Dimensionen kann eine Zerlegung in Tetraeder oder Parallelepipede durchgefiihrt
werden.

Beziiglich der Triangulation ’7}? konnen nun stetige Funktionen definiert werden, die auf
jeder Gitterzelle ein Polynom vom Grad k sind. Diese Polynome bilden den sogenannten
Finite-Elemente-Raum P*()) aus stiickweise stetigen Polynomen auf

PF(Q) = {v € C(Q) :v |k, € Py fiir alle K; € 7}}21}

In dieser Arbeit beschréinken wir uns auf stiickweise lineare Funktionen v € P'(€) mit der
zusitzlichen Eigenschaft, dass sie auf dem Rand von 2 verschwinden. Unser Ansatzraum

V1 (€2) (Finite-Elemente-Raum) wird dann definiert durch
Vi(Q) == {v e PU@Q) : v |go= o}.

Eine endliche Basis {¢;}, von V},(Q) bilden die Hiitchenfunktionen (Knotenbasis). Im
eindimensionalen Fall, siche Abbildung 2.3, sind diese definiert durch

T—Ti_1
Ti—Tj—1
Gi(x) = ¢ ZH fiir ¢ € x5, Ti41], (2.3)

Tit1—Ti

0 sonst.

fir x € [ZEifl,l’i],

Fiir die Basisfunktionen gilt, dass

1 fir i =j,
bi(xj) = o
0 fiir ¢ # 7.

11
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Das bedeutet, dass jede Basisfunktion genau an einem Gitterpunkt den Wert 1 annimmt
und an den anderen den Wert 0.

Abb. 2.3: Hutchenfunktionen in R.

Der néchste Schritt ist nun, die Losung u € H(Q) aus (2.2) durch eine diskrete Losung
uy, aus unserem Ansatzraum Vj(Q) zu ersetzen. Mit den FEM-Testfunktionen o, € V;,(€2)
erhalten wie die allgemeine diskretisierte Problem:

Finde u;, € V3, (), sodass
/ Vuy, - Vp dr = / fondx Yon € Vi, (2.4)
Q Q
wobei f € Vj,(Q).

Da {¢}¥, eine endliche Basis von V},(Q2) darstellt, kann jedes u;, € V;,(Q) als Linearkom-
bination von Basisfunktionen mit Koeffizienten uq, ..., uy dargestellt werden

N
up(x) =Y ujg;(x). (2.5)
j=1

Zusétzlich konnen wir in der diskreten Gleichung (2.4) die Testfunktionen ¢, durch die
N Basisfunktionen {¢;} , ersetzten. Die Gleichung ist fiir jede Testfunktion ¢y, € V},(€)
genau dann erfiillt, wenn sie fiir jede Basisfunktion ¢; erfiillt ist, da man jede Testfunktion
als Linearkombination von Basisfunktionen darstellen und die Linearitit der Gleichung
ausnutzen kann. Durch Einsetzen von (2.5) und der Basisfunktionen in (2.4) erhalten
wir N Gleichungen

N
/v > uio; -Vqﬁidx:/fqﬁid:c, i=1,.,N.
o i3 Q

Durch Herausziehen der Summe ergibt sich

N
Zuj/v¢j~v¢idx:/f¢idx, i=1,.,N.
j=1 78 Q

12



2.2 Numerische Berechnung fiir ein elliptisches Problem

Diese Gleichungen sind dquivalent zum linearen Gleichungssystem,
Ku=5 (2.6)
mit
K = (kij)i<ij<n, kij = /qusj -V, dr,
b= (bi)i<i<n, b= /Qf¢i dx,
u = (U;)1<i<N,

wobei u gesucht wird. Durch Lésen von (2.6) erhalten wir die Koeffizienten uy, ..., un.
Das Einsetzten in den Ansatz

N
un(r) =Y ujd;(x),
j=1

ergibt die numerische Approximation uy der analytischen Losung u. Durch die Wahl der
Kontenbasis entsprechen die Koeffizienten wuq, ..., ux gerade den Werten von uj an den
Gitterpunkten z1,...,xy. Ein weiterer Vorteil dieser Basis sind die kleinen Tréager der
Basisfunktionen, sodass wir fiir K eine diinn besetzte Matrix erhalten.

2.2 Numerische Berechnung fiir ein elliptisches Problem

Im folgenden wird eine numerische Berechnung zur Lésung eines konkreten elliptischen
Problems mit der Finiten-Elemente-Methode veranschaulicht. Sei dazu € das sechseckige
Gebiet, das in Abbildung 2.4 dargestellt ist.

(2’ 4)

(2,0)

Abb. 2.4: Gebiet (2.

Wir betrachten folgende elliptische Differentialgleichung

—0.2Au=1 aufQ, (2.7)

13



2 Finite-Elemente-Methode fiir elliptische Randwertprobleme

mit Randbedingungen
9.,
on

u

=0 auf{(zr,y) €9Q:0.50—y=1},

0 auf dem restlichen Rand.

Zur Berechnung einer numerischen Lésung von u, wurde die im Programmcode PARMOON
des WeierstraB-Instituts Berlin implementierte FEM-Routine verwendet. Die Zerlegung

LT !
e e B0
N At At AT ot
7 Ya¥s St A%V )
e e
PR 7 A
R e S e P B RS S R
W Vivs e O N TNy e e AT VA ATATATAVA e Fa By 017G N
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v e SR S s S e
R A I R AR NI
VT e e e N )
EAVAVAVA) s AR 1‘VA‘AVsA‘A
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WAVAVAVAVY 2 FATTATVATiat AN AT AV AN AN
AVAVAVAVANA" A AT AT AV A VAV AV
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R A e e SRR 0K
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fokt T A
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b s e dr el b A
PR 000 OO0 7
SEeRE S
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s s o L T TAT e T e by X
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R pe e
b e
10 T e e 5
R A R s e e
S
R
SRS
R

i

Abb. 2.5: Gitternetze liber Q.

des Gebiet 2 in Teilgebiete erfolgte mithilfe eines Dreiecksgitters in 64 Gitterzellen.
Eine anschlieende Verfeinerung einer Gitterzellen in vier gleich grofie Tochterdreiecke
heifit regulére Verfeinerung. Diese wurde dreimal fiir jede Gitterzelle durchgefiihrt, siehe
Abbildung 2.5.

Als Finite-Elemente-Raum wurden stiickweise lineare Polynome auf dem gewéhlten
Gitter verwendet. Das Losen des entstandenen Gleichungssystem erfolgte mit einem
direkten Loser (Programmbibliothek UMFPACK). Die Abbildung 2.6 veranschaulicht die
numerisch berechnete Losung der Gleichung (2.7) mit zugehorigen Randbedingungen.

2.728e-01

—0.20462

—0.068207

-9.365e-19

Abb. 2.6: Approximierte Lésung u des Problems (2.7) in zwei und drei Dimensionen.
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3 Runge-Kutta Verfahren fiir
Anfangswertprobleme

Runge Kutta Verfahren, nach Carl David Tolmé Runge! und Martin Wilhelm Kutta?,
bilden eine Klasse von Einschrittverfahren zum numerischen Losen von Anfangswert-
problemen. Da die analytische Losung von Anfangswertaufgaben im Allgemeinen nicht
oder nur unter groffem Aufwand angegeben werden kann, entwickelten 1895 Carl Runge
und 1900 Karl Heun?, nach [Bie94, S. 48-49] zufolge, geeignete Formeln zur approxima-
tiven Losung. In seiner Dissertation von 1900 erweiterte und verallgemeinerte Martin
Wilhelm Kutta die Losungsansétze seiner Vorgédnger unter den Gesichtspunkten einfacher
Anwendung und hoherer Genauigkeit. John Butcher schuf in den 1960ern neue Ideen
und entwickelte das Butcher-Tableau als neue Darstellungsform der Verfahren. Durch die
Einfachheit und Genauigkeit der Verfahren haben diese bis heute eine grofie Bedeutung
bei der numerischen Lésung von Anfangswertproblemen.

Dieses Kapitel bildet die Grundlage fiir Kapitel 4, in dem vorgestellt wird, wie Runge-
Kutta Verfahren als Teil der vertikalen Linienmethode und Rothe-Methode fiir paraboli-
sche Differentialgleichungen angewendet werden kénnen. Es wird sich herausstellen, dass
sich diese zur Diskretisierung der Zeit fiir beide Verfahren eignen. Ziel dieses Kapitels ist
deshalb, Runge-Kutta Verfahren fiir Anfangswertprobleme abhéngig von der Zeit t der

Form

u'(t) = F(t, u(t)),

mit Anfangswert
u(to) = uo

einzufiihren.
Fiir die Definition der Runge-Kutta Verfahren wird eine Zerlegung des Zeitintervalls I
durch ein Gitter benotigt.

Definition 3.0.1 (Zerlegung des Zeitintervalls).
Eine Zerlegung von I = [tg,t¢] wird definiert durch ein Gitter

I = {to,t1,....t¢}

!Carl David Tolmé Runge (1856 - 1927)
Martin Wilhelm Kutta (1867 - 1944)
#Karl Heun (1859 - 1929)
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3 Runge-Kutta Verfahren fiir Anfangswertprobleme

mit tp < t; < ... < ty und Schrittweiten 7, = tx41 — tr, wobei das Intervall I in
Teilintervalle zerlegt wird. Wir beschrinken uns dabei auf ein dquidistantes Gitter, d.h.
fiir jeden Zeitschritt gilt 7 = 7 fir k =1,..,¢ — 1.

Die Runge-Kutta Verfahren kénnen dann wie folgt definiert werden.

Definition 3.0.2 (s-stufiges Runge-Kutta Verfahren). [Joh20, S. 117f.]
FEin s-stufiges Runge-Kutta Verfahren wird definiert durch
Upr1 = up +7P(t,u, ), k=1,..,0—1,

ug = u(to),

mit Verfahrensfunktion

(I)(t7 u, 7—) = Z szZ(t7 u, 7_)
i=1

und Inkrementen

S
Ki(t,u,7) =F | ti, + ¢;iT,ug + TZainj(t, u,7) |,
i=1

mit Verfahrenskoeffizienten c¢;, b;, a;; € R fiir 4, j = 1, ..., s. Dabei nennen wir s € N die
Anzahl der Stufen des Verfahrens und die b;,7 = 1, ..., s werden als Gewichte bezeichnet.
Dann stellt u; die approximierte Losung von u im Punkte ¢; dar.

Runge-Kutta Verfahren lassen sich zur Ubersichtlichkeit in einem sogenannten Butcher-
Tableaus darstellen, in welchem die Koeffizienten des Verfahrens dargestellt werden, siche
Abbildung 3.1.

C1 ail ai2 e a1s
C2 a1 a2 CIE azs
Cs | Qs QAs2 ... (Qgg

by by ... by

Abb. 3.1: Butcher-Tableau fiir allgemeine Runge-Kutta Verfahren.

A
Hierfiir kann kurz geschrieben werden —C‘T, wobei ¢, b € R und A € R%%.

Bei Runge-Kutta Verfahren kann zwischen expliziten und impliziten Verfahren unter-
schieden werden. In Kapitel 4 erfolgt die Diskretisierung der Zeit fiir beide Verfahren
zundchst mit allgemeinen expliziten Runge-Kutta Verfahren. Fiir explizite Verfahren
héngt die Berechnung des néchsten Schrittes nur von zuvor berechneten Werten ab. Die
Koeffizientenmatrix A ist eine strikte untere Dreiecksmatrix.
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3 Runge-Kutta Verfahren fiir Anfangswertprobleme

Ein typischen Verhalten bei der numerischen Approximation von parabolischen Diffe-
rentialgleichungen ist das Auftreten steifer Anfangswertprobleme, bzw. steifer Systeme
von Differentialgleichungen. Dieses Verhalten ist auch bei den in Kapitel 4 vorgestellten
Verfahren zu beobachten.

Ein System von linearen Differentialgleichungen

W =Au+f, Ac R

wird steif genannt, wenn alle Eigenwerte A1, ..., A\q der Matrix A einen negativen Realteil

besitzen und der Quotient

max{|Re(\;)|,i=1,..,d}
— 1
min{|Re(N)| i = Lo d}

ist, vgl. [Wall7].

Als Nachteil der expliziten Runge-Kutta Verfahren stellt sich heraus, dass diese fiir steife
Probleme und grofie Schrittweiten 7 instabil sind und dadurch starke Oszillationen bei
der Berechnung der Losung auftreten konnen, vgl. [JL13, S. 353].

Es erweist sich deshalb als geeignet, implizite Runge-Kutta Verfahren zu verwenden. Der
Vorteil dieser Verfahren ist, dass sie sich gut zum Losen steifer Probleme eignen, da sie
auch fiir groe Schrittweiten 7 stabil bleiben.

Der zweiter Ansatz zur Zeitdiskretisierung in Kapitel 4 erfolgt mithilfe spezieller im-
pliziter Runge-Kutta Verfahren, den sogenannten DIRK Verfahren (diagonal implizite
Runge-Kutta Verfahren). Die Koeffizientenmatrix A dieser Verfahren ist in einer unteren
Dreiecksform, sieche Abbildung 3.2.

C1 all 0 e 0

Co a1 a9 e 0

Cs | Qg1 Ag2 ... (Ogg
by by ... by

Abb. 3.2: Butcher-Tableau fir DIRK Verfahren.

DIRK Verfahren konnen fiir steife Probleme eingesetzt werden und haben den Vorteil,
dass wir, durch die spezielle Form der Koeffizientenmatrix A, s unabhédngige Gleichungen
fir die Inkremente K, ..., Ks erhalten. Um das Inkrement K; zu berechnen, werden nur
K;,» = 1..j bendtigt, wobei die K; mit ¢ < j bereits gegeben sind.
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4 Grundlegende numerische Verfahren
fir parabolische Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden die vertikale Linienmethode und die Rothe-Methode als zwei
grundlegende numerische Verfahren zur Losung parabolischer Anfangs-Randwertprobleme
vorgestellt und Ideen entwickelt, wie darin Runge-Kutta Verfahren angewendet wer-
den konnen. Als Beispiel fiir ein parabolisches Problem betrachten wir das Anfangs-
Randwertproblems der Warmeleitungsgleichung (1.3), welches in Kapitel 1.1 eingefiihrt
wurde. Im Gegensatz zu elliptischen Problemen héangt die Warmeleitungsgleichung von
Ort und Zeit ab. Fiir die numerische Berechnung einer Lésung muss deshalb sowohl der
Ort als auch die Zeit diskretisiert werden. Fiir beide Verfahren kann zur Ortsdiskre-
tisierung die in Kapitel 2 vorgestellte Finite-Elemente-Methode verwendet werden. In
Zeitrichtung betrachten wir ein Anfangswertproblem, auf welches iiblicherweise Runge-
Kutta Verfahren erster oder zweiter Ordnung, wie das explizite Euler Verfahren, das
implizite Fuler Verfahren oder das Crank-Nicolson Verfahren angewendet werden. In
dieser Arbeit betrachten wir, wie allgemeine explizite Runge-Kutta Verfahren und DIRK
Verfahren zur Berechnung einer diskreten Lésung verwendet werden kénnen.

4.1 Die vertikale Linienmethode

Die Idee der vertikalen Linienmethode ist, zu-

néchst eine Semidiskretisierung des Orts vor- t
zunehmen. Als Ortsdiskretisierungsverfahren T+ , , ,
konnen beispielsweise die Finite-Differenzen-
Methode, Finite-Volumen-Methode oder die
Finite-Elemente-Methode verwendet werden. '
In dieser Arbeit beschranken wir uns auf . . : . .
die im Kapitel 2 vorgestellte Methode der !
finiten Elemente. Durch die Diskretisierung . . . . .

im Ort erhalten wir ,entlang von vertika- 0 , , N , —
len Linien“, siche Abbildung 4.1, ein System A
gewohnlicher Anfangswertprobleme mit zeit- Abb. 4.1: Visualisierung der vertikalen
abhéngigen Koeffizienten. Eine Diskretisie- Linienmethode.

rung beziiglich der Zeit kann anschlielend
mit Runge-Kutta Verfahren durchgefiihrt werden.
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4.1.1 Diskretisierung des Orts

4.1.1 Diskretisierung des Orts

Sei im folgenden €2 ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit polygonalem Rand und 7}?
eine zuliissige Triangulierung von Q. Sei auBerdem V},(Q) unser in Kapitel 2 definierter
Finite-Elemente-Raum aus stiickweise linearen Polynomen, die auf dem Rand von 2
verschwinden und {¢;})¥, eine Basis von V},(Q).

Ausgehend von der schwachen Formulierung der Warmeleitungsgleichung (1.6) formulieren
wir das allgemeine im Orts diskretisierte Problem:

Finde uy(t) € V,(Q) mit up,(0) = ugp, € Vi,(Q), sodass

0
| @@ de+ [ Vut)- Venw)do = [ fOpu@)ds Ven € Vi te 0.T)
(4.1)
wobei g, eine Approximation von wug in V3 (Q) ist.

Dabei kann

N
un(t) =Y u;(t)e; (@) (4.2)
j=1

als Linearkombination der Basisvektoren {¢;}), mit zeitabhingigen Koeffizienten
ui(t),...,un(t) dargestellt werden. Mithilfe der Darstellung (4.2) erhalten wir fir die
Gleichung (4.1)

P N
/875 > uit)gs(@) | enlx dac—ir/ Zuj )6;(x) | - Vn(w) da

Q =
= [ ftyon@)de Vi € Vst e 0.7)

Anschliefende Umformungen und das Ersetzen der Testfunktionen durch Basisfunktionen
{¢:i}X |, wie in Kapitel 2 beschrieben, ergeben

N P N
> gt [ e (i + 30 [ i) Voutayda = [ rie)on(eyia

firi=1,..,N.
Als Approximation der Anfangsbedingung ug(x) kann beispielsweise die Interpolierende
uon € V() beziiglich der Triangulierung ’7}? gewahlt werden, dargestellt durch

N
uoh =y tojd;(), (4.3)
i=1

mit Koeflizienten ugpj,7 =1,..., N.
Zusammen erhalten wir ein System gewohnlicher Differentialgleichungen in Matrixform
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4 Grundlegende numerische Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

mit Anfangsbedingung

(4.4)

wobei
M = (mij)1<ij<n, mij:/¢j¢idxa
Q
K = (kij)i<ij<n, Fkij Z/V¢j'v¢z’ dx,
Q

F(t) = (fii<i<n, fi= /Qf(t) ¢idz,

u(t) = (ui(t)1<j<n,

u’ = (uoz‘)lgz‘gN-

Die Matrix M wird Massenmatrix und die Matrix K Steifigkeitsmatrix genannt. Um im
folgenden die im Kapitel 3 eingefithrten Runge-Kutta Verfahren auf das Differentialglei-

chungssystem anwenden zu kénnen, méchten wir dieses in der Form
W'(t) = F(t,u(t), u(0)=u’

schreiben, wobei F(t, u(t)) = M~1(—Ku(t) + f(t)) ist. Dafiir muss gezeigt werden, dass
die Matrix M eine Inverse M ! besitzt, was insbesondere dann gegeben ist, wenn M
symmetrisch und positiv definit ist. Die Symmetrie folgt direkt aus der Definition von M,
da sich das Integral iiber 2 unter Vertauschung der Basisfunktionen nicht &ndert. Fiir
Vi, € L?(Q) mit Basisfunktionen {¢;}¥, definiert u” Mu gerade das in (1.2.1) gegebene
L?-Skalarprodukt und damit gilt, dass

N N N
uTMu = Z uiM,'juj = Z’U,j¢j,zui¢i = (uh,uh)Lz
i,7=1 J=1 =1 2
= ||Uh||%2 >0 fir u, € Vh\{()}.

Es folgt die positive Definitheit von M und die Existenz einer Inversen M ~!. AuBerdem
ist zu erwihnen, dass K auch eine inverse Matrix besitzt, wobei die Symmetrie auch hier

sofort aus der Definition von K gegeben ist und es gilt, dass u’ Ku = (Vuy, Vup) 2 (LY
||uh||§{3 > 0 fiir alle uy, € V,\{0} ist.
4.1.2 Diskretisierung der Zeit
Wir betrachten unser Problem
u'(t) = M~ (~Ku(t) + f(t)), te(0,T], (45)

u(0) = u’
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4.1.2 Diskretisierung der Zeit

Dabei handelt es sich bei diesem Differentialgleichungssystem, um ein steifes Anfangs-
wertproblem, was ein typisches Phanomen bei der Diskretisierung von parabolischen
Differentialgleichungen darstellt. Dies héngt damit zusammen, dass die Eigenwerte der
Matrix —M ~'K einen negativen Realteil besitzen und sehr in der Gréfe variieren, wenn
die Dimension von —M ~'K grof ist. Das bedeutet, dass der in Kapitel 3 definierte Quo-
tient ¢ > 1 ist. Zur Berechnung des minimalen und maximalen Eigenwerts der Matrix
—M~'K und des Steifigkeitsquotienten ¢ in Abhéingigkeit der Ortsgitterzellenanzahl
N =22 bis N = 2'° wurde ein Matlab-Code implementiert. Dieser ist in Anhang A zu
finden. Wir erhalten damit folgenden Zusammenhang:

Anz Gitterzellen min Eigenwert max Eigenwert Quotient g
4 -157.97 -4.4876 35.202

8 -714.25 -6.3687 112.15

16 -3003 -7.818 384.12

32 -12210 -8.7488 1395.6

64 -49069 -9.2823 5286.3

128 -1.9652e+05 -9.5687 20538

256 -7.8634e+05 -9.7173 80922

512 -3.1456e+06 -9.793 3.2121e+05

1024 -1.2583e+07 -9.8312 1.2799e+06

Abb. 4.2: Steifigkeitsquotiont der Matrix —M ~1 K in Abhangigkeit der Ortsgitterzellenanzahl N.

Es ist zu beobachten, dass mit jeder Verfeinerung des Ortsgitters h — % der Quotient ¢
etwa um den Faktor 4 wichst und damit zunehmend steifere Systeme entstehen.
Aufgrund der Steifheit des Systems (4.5) muss hier auf die Stabilitdt des angewendeten
Runge-Kutta Verfahrens geachtet werden. Mochte man an dieser Stelle explizite Ver-
fahren einsetzten, miissen fiir Ortsgitterweiten h — 0 extrem kleine Zeitschrittweiten
verwendet werden, um stabile Berechnungen durchfiithren zu kénnen. In [Joh87, S. 156]
wird beschrieben, dass beispielsweise fiir das explizite Euler Verfahren Zeitschrittweiten
7 € O(h?) gewihlt werden miissen.

Dennoch wollen wir an dieser Stelle zundchst Ideen entwickeln, wie allgemeine explizite
Runge-Kutta Verfahren beziiglich der Zeit fiir Problem (4.5) aussehen konnen. Dafiir zerle-
gen wir das Zeitintervall I = [0, 7] mithilfe eines dquidistanten Gitters I, = {to,t1, ..., ts}
nach Definition (3.0.1). Ausgehend von der vorgegebenen Anfangsiterierten u® entwickeln
wir mit gegebenen Verfahrensparametern A, b, ¢ eine Verfahrensvorschrift, um fiir jeden
Zeitpunkt t1, ..., ty eine diskrete Losung wuy zu erhalten. Die Funktion wuy stellt dann eine
Approximation von u zum Zeitpunkt ¢; dar. Wir schreiben auflerdem im folgenden fy, ..
fir f zum Zeitpunkt g,

Explizite Runge-Kutta Verfahren

Um eine Verfahrensvorschrift fiir allgemeine explizite Runge-Kutta Verfahren zu entwi-
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4 Grundlegende numerische Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

ckeln, berechnen wir zunéchst die Inkremente K (¢, u,7), ..., Ks(t, w, 7), nach Definition
(3.0.2):

Kl (ta u, T) = F(tkauk)
=M (=Kug + fy),

Ky (t,u,7) = F () + cot, up + Tan K1 (t,u, 7))
=Mt (—K (uk + Tasn K4 (t, u, 7')) +fk+527-) )

K3 (ta u, 7_) =F (tk‘ ‘3T, up + 7 (a31K1 (ta IU‘?T) + a32K2 (ty u, 7—)))
=M (K (up + raz1 K1 (t, u, 7) + Tas2 Ko (6,4, 7)) + Frpesr) »

s—1
K, (t,u,7)=F tk—l—cST,uk—l—TZaSjKj (t,u,T)
j=1

s—1
= -1 —K Ug +7-Za3jKj (tvuvT) +fk+cs7'
7j=1

Mit den Inkrementen K1, .., K und den Gewichten b1, ..., b konnen wir nun das allge-

meine explizite Runge-Kutta Verfahren aufstellen:

s
Up+1 = U +sziKi(taUa 7’)
i=1

s 1—1
:’u,k—f—TZbiM_l -K uk+7'Zainj(t,u,7') +fk+ci7
i=1 j=1

s i—1
== MY b | K | we+ 7Y ag Ky (6w, T) | + Frper || F =0, 01
i=1 j=1

Uy = ’LLO.

(4.6)
Fiir jeden Zeitschritt ¢q, ..., t; erhalten wir damit ein System mit diinn besetzter Massen-
matrix M. Die rechte Seite kann dabei explizit berechnet werden.
Zum Losen des Gleichungssystems kann eine direkte oder iterative Methode gewihlt
werden. Als direktes Losungsverfahren eignet sich eine LU-Faktorisierung der Matrix
M = LR in zwei schwach besetzte Dreiecksmatrizen. Diese Zerlegung muss nur einmal
am Anfang der Berechnung durchgefithrt werden. In den einzelnen Zeitschritten miissen
anschlieffend nur noch die schwach besetzte Dreiecksprobleme Ly = b und Ru = y geldst
werden, wobei b die rechte Seite und u die Losung beschreibt. Als iterative Methode kann

das Konjugierte Gradientenverfahren verwendet werden. Es ldsst sich zeigen, dass die
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4.1.2 Diskretisierung der Zeit

Kondition der Systemmatrix M durch drei beschréankt ist. Eine schnelle Konvergenz des
CG-Verfahrens ist damit gewéhrleistet. Durch das Einsetzten eines Vorkonditionierers
wie beispielsweise das (gedampfte) Jacobi-Verfahren oder SSOR kann die Konvergenz
des Verfahrens nochmals beschleunigt werden.

DIRK Verfahren

Um sehr kleine Zeitschritte bei der Berechnung einer diskreten Losung zu vermeiden,
sollte fiir die Zeitdiskretisierung ein implizites Runge-Kutta Verfahren gewihlt werden,
da diese Verfahren bei relativ grofler Schrittweite immer noch stabil sind.

Dafiir definieren wir nun DIRK Verfahren. Auch hier berechnen wir zunéchst die Inkre-
mente und nutzen dabei die Linearitdt der rechten Seite F' aus:

K1 (t,’u,T) :F(tk,uk+7a11K1 (t, U,T))
=M (—Kuk —Tta1 K K4 (t,u,T)+,fk)
=(M+71a1K)  (—Kup +f3,)

K, (t, u,T) =F (tk + T, up + T (a21K1 (t, ’u,,T) + a9 K9 (t, ’u,,T)))
= M7 (=K (up, + ran K1 (t,4,7)) — TanK K (t,u,7) + fiicyr)
= (M + TCLQQK)_l (—K ('U:k + 1a11 Ky (t, u, T)) +fk:+cz‘r) ’

K3 (t,u,7) = F (ty + c37, up + 7 (a31 K1 (¢, u,7) + az2 Ko (t, w, 7)) + azs K3 (¢, u, 7))
=M (=K (up + ras1 K1 (t,u,7) + Tas: Ko (t,u, 7)) — ass K Ks (t,u, 7) + Frtesr)
= (M + 7_0‘33K)_1 (_K (Uk- + Ta11 K (t> u, 7—) + Taz Ko (ta U,T)) +.fk:+037') )

K;(t,u,7)=F tk—i-csruk—FTZas] (t,u,T)
7j=1

Ve - uy, + TZas] (t,u,7) | —75ss KK (t,u,T) + frteor

= (M +7a,,K)' | - Uy, +TZaSJ (t,u, 7) | + frocr

Fiir die allgemeinen DIRK Verfahren ergibt sich

Uppr = up+7 Y biKi(tu,T), k=0,.0-1,
i=1 (4.7)

ug = uO,
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4 Grundlegende numerische Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

wobei wir fiir jedes Inkrement K; (t,u,7),7 = 1,...,s, das lineare Gleichungssystem
i—1
K;(t,u,7) = (M +7ai;K)" | =K | up + TZainj (t,u,7) | + Frveir
j=1

erhalten. Die Systemmatrizen M + 7a; K sind diinn besetzt. Im Fall, dass die Diago-
nalelemente a;;,7 = 1,..., N, der Systemmatrix alle iibereinstimmen, erhalt man Glei-
chungssysteme mit ein und derselben Matrix, genauso wie im expliziten Fall. Sind die
Diagonalelemente a;;,7 = 1, ..., N, nicht gleich, sind unter Anwendung einer LU-Zerlegung
im ersten Zeitschritt einmalig s Faktorisierungen zu berechnen, die in den néichsten Schrit-
ten verwendet werden konnen. Bei der Durchfiihrung vieler Zeitschritte 7, sind die Kosten
allerdings unerheblich. Stark ansteigende Kosten fiir direkte Losungsverfahren entstehen
erst, wenn die Zeitschritte 7 nicht mehr konstant sind, da die Systemmatrizen M + Ta;; K
sich dann in jedem Iterationsschritt unterscheiden kénnen. In diesem Fall sollten iterative
Verfahren zum Losen der Gleichungssysteme bevorzugt werden. Fiir kleine Zeitschritte
7 die Matrix M + Ta,; K dicht an M, sodass wir fiir iterative Verfahren keinen groflen
Unterschied zum expliziten Fall erwarten.

4.2 Die Rothe-Methode (horizontale Linienmethode)

Das Rothe-Verfahren entwickelt und benannt

nach Erich Rothe! ist das zweite grundlegende t
Verfahren zum Loésen parabolischer Probleme, Tl _______________________
das in dieser Arbeit vorgestellt wird. Bei diesem '

Verfahren wird, im Gegensatz zur vertikalen Li- . i
S T

nienmethode, zunéchst in Zeitrichtung und an-

schlieffend in Ortsrichtung diskretisiert. L e R EEEE R R

In verschiedener Literatur wird innerhalb der P
Rothe-Methode eine Naherung der Losung durch

die sogenannte Rothe-Funktion beschrieben. Da- 0 z
bei wird in [GR92, S. 331] das Rothe-Verfahren Abb. 4.3: Visualisierung der
mit der Diskretisierung mittels des impliziten Rothe-Methode.

Euler-Verfahrens beziiglich des semidiskretisier-

ten Problems, erzeugt durch die Methode der finiten Elemente hinsichtlich der rdumlichen
Veranderlichen, verglichen.

In dieser Arbeit wollen wir uns von diesem Ansatz loslosen und stattdessen untersuchen,
wie allgemeine explizite Runge-Kutta Verfahren sowie DIRK Verfahren fiir die Diskretisie-
rung der Zeit eingesetzt werden kénnen. Durch die Zeitdiskretisierung erhalten wir entlang
von horizontalen Linien, siehe Abbildung 4.3, fiir jeden Zeitschritt ¢1, ..., ¢, ein elliptisches
Randwertproblem, weshalb das Verfahren auch horizontale Linienmethode genannt wird.
Die elliptischen Probleme koénnen anschlieend mit dem Finite-Elemente-Verfahren gelost

"Erich Rothe (1895 - 1988)
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4.2.1 Rothe-Verfahren mit expliziten Runge-Kutta Verfahren fiir die Zeitdiskretisierung

werden.

Im folgenden wird das Rothe-Verfahren zuerst mit expliziten Runge-Kutta Verfahren
und anschliefend mit DIRK Verfahren fiir die Zeitdiskretisierung am Beispiel der Wir-
meleitungsgleichung (1.3) beschrieben.

4.2.1 Rothe-Verfahren mit expliziten Runge-Kutta Verfahren fiir die
Zeitdiskretisierung

Wir betrachten die klassische Warmeleitungsgleichung mit Anfangs- und Randbedingung
(1.3), welche in Kapitel 1.1 eingefithrt wurde. Unsere Ausgangsidee ist, das Problem
zunéchst als gewohnliches Anfangswertproblem beziiglich der Zeit zu betrachten. Dafiir

formen wir die Warmeleitungsgleichung zu

%u(m,t) = Au(z,t) + f(z,t) = F(t,u) (4.8)
um und erhalten damit die in Kapitel 3 gegebene Ausgangsform u/(t) = F(t,u), auf die
Runge-Kutta Verfahren angewendet werden konnen. Auch hier sollte auf die Stabilitét des
angewendeten Runge-Kutta Verfahrens geachtet werden, da es sich auch bei Gleichung
(4.8) um eine steife Gleichung handelt. Dieses Verhalten héngt moglicherweise mit den
Eigenschaften des Laplace-Operators zusammen. Darauf soll allerdings an dieser Stelle
nicht weiter eingegangen werden.

Um im folgenden Schritt Runge-Kutta Verfahren aufzustellen, zerlegen wir das Intervall
I = [0,T] nach Definition (3.0.1) und betrachte unser Problem an den endlich vielen
Zeitpunkten t1, ..., t;. Wir definieren u*(z) als Approximation von u(z,t) zum Zeitpunkt ¢,
in z € Q. Die Funktion f**%7(x) beschreibt f(z,t) zum Zeitpunkt t4,,. Die Funktionen
uF(x) und fF+47(2) innerhalb der Runge-Kutta Verfahren fiir die Rothe-Methode sind
immer noch stetige Funktionen im Ort. Die im Ort stetige Anfangsbedingung ug(x) aus
Problem (1.3) definiert den Anfangswert u"(z) fiir das Verfahren.

Zur Beschreibung der expliziten Runge-Kutta Verfahren wird wieder eine Darstellung
der Inkremente K (t,u,7), ..., Ks(t,u, ) bendtigt, die wir im folgenden aufstellen:

Ky (t,u,7) = F (g, up)
= Auf(z) + fH(2),

Ky (t,u,7) = F (tg + cot,ug(z) + 1a21 K1 (t,u, 7))
=A (uk(x) + 7—(121[(1 (ta U, T)) + fk+C2T(x)7

Ks (t,u,7) = F (ti, + c37, u(x) + 7 (a31 K1 (t,u, 7) + aso Ko (t,u, 7)))
= A (w(@) + Tagi K (tu,7) + Tasks (b)) + 197 (@),
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4 Grundlegende numerische Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

Ks (t,u,7) = F | tg + csT, up(x —I-TZasj (t,u, )

=A | uF(z +7’ZCL5J (t,u,7) | + fFHeT(2).

Mit diesem Ergebnis und den gegebenen Gewichten by, ..., by kénnen wir die allgemeinen
expliziten Runge-Kutta Verfahren definieren:

uF L (2) = wp(z) + 7 Z bi K (t,u, 7)
i=1

° 4.9
ac)—i—TZbi A —i—TZa” (tyu,7) | + fFrem (@) |, (4.9)
i=1

u’(z) = uo(2),

wobei in jedem Zeitschritt die Randbedingung u**! = 0 gelten soll. In den einzelnen Zeit-
schritten erhalten wir somit stetige Randwertprobleme, die nun hinsichtlich des Orts, mit
der iiblichen Finite-Elemente-Methode geldst werden. Dazu stellen wir zundchst die schwa-
che Formulierung fiir die Verfahrensgleichung auf. Wir wihlen «**1(z), u*(z), K; (t,u,7)
und fFHeT(z) € HY(2), multiplizieren (4.9) mit Testfunktionen ¢(x) € HZ(Q), integrie-
ren iiber {2 und wenden die Green’sche Formel an. Damit erhalten wir

/uk+1(m)gpdx:/uk(x)wdx—TZbi /V —i—TZa” (t,u,7) | - Vedx
0 0 pt 0

—/ka"'cﬂ(x)godx] Vo € Hi(Q).

Die Null-Randbedingungen sind im Sinne der Spur, nach Satz 1.2.5, zu verstehen. Sei
nun 7} eine zulissige Triangulierung von Q. Sei V},(Q) unser Finite-Elemente-Raum aus
stlickweise linearen Funktionen, die auf dem Rand von €2 verschwinden. Die allgemeine
diskretisierte Verfahrensgleichung lautet dann

s i—1
/ k+1¢hdgp—/uﬁaphdx—72bi[/v uZ—G—TZainjh (t,u,7) | - Vo do
0 Q P 0 =

/ k+c” x] Yo, € V.

Ist {¢;}}¥, eine Basis von V},(Q) kénnen wir die gesuchte Lésung ufl“ als Linearkombi-
nation der Basisfunktionen schreiben

kl k+1
h Z“lﬂ?ﬁl
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4.2.1 Rothe-Verfahren mit expliziten Runge-Kutta Verfahren fiir die Zeitdiskretisierung

Auch die Losung im alten Zeitschritt uﬁ und die Inkremente Kip, (t,u,7), ..., Kgp (t,u,7)
stellen wir mithilfe der Basisfunktionen dar. Zusétzlich ersetzten wir die Finite-Elemente-

Testfunktionen aus V,(€2) durch die Basisfunktionen und erhalten

N N s N
k+1 md _ k md _ bl k
[ (3o o= [ (S uter)omae o3 fr5(Souto
i—1 N
+7Y ai (Z k{@)) Vo da —/ f,’j+0"¢mdx].
j=1 =1 Q

Umformungen ergeben

N N s N
k41 _ k _ . k
lzlul /memdx—lz;ul/ﬂﬁ%dx TizlszlZ;ul
i—1 N ) fre, d
k7 Vo - Vo, dr — G da |
+T;aj<lz; l))/ﬂ d1 - Ve da /th é x]

fir m =1,..., N. Mit
M = (M) 1<mi<N, Mt = / G1om dx,
Q
K = (kmi)i<mi<n,  kmi = /den -V dr,

T = (f)1<menys  fm = /Qf;’erm b dz,

K = (k)i<i<w,

k+1

w = (u 1<,

u" = (u))1<i<n-

erhalten wir die dquivalente Gleichung in Matrixform
s i—1
MuMtt = Mub =73 b | K [ uh +7) aghk! | - frer
i=1 j=1

s i—1
=Mub =M (7Y b [MV K | uf+7) a k| — T
i=1 j=1

Multiplizieren mit M ~! ergibt
i—1

s
ukﬂ = ’U,k — T E bz‘ ]\471 K uk + 7 E aijkj — karCiT
1=1 Jj=1
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4 Grundlegende numerische Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

i—1
= b — Zb K uh+7) agkl | — e
j=1
Insgesamt erhalten wir fiir Problem (1.3) das numerische Losungsverfahren,

i—1
uk+1 :u — Zb K uk—}—TZaUkj —fk+ci7 ,kZO,...,E—l,

uo = U,

(4.10)
wobei fiir die Anfangsiterierte ug die Interpolierenden von ug(x) in V3, (Q) gewiihlt werden
kann.

Es féllt auf, dass das erhaltende Verfahren dquivalent zum mit der vertikalen Linienme-
thode erhaltenden expliziten Verfahren (4.6) ist. Die Lésung des Problems (4.10) erfolgt
demnach analog zum expliziten Fall der vertikalen Linienmethode.

4.2.2 Rothe-Verfahren mit DIRK Verfahren fiir die Zeitdiskretisierung

Auch fiir die Variante des Rothe-Verfahrens mit DIRK Verfahren zur Zeitdiskretisierung
ist Gleichung (4.8) unser Ausgangspunkt. Wir wéihlen eine Zerlegung des Zeitintervalls
I = [0,7] und verwenden die Definitionen der Approximationen von w und f wie im
expliziten Fall.

Fiir die Definition der Inkremente K (t,u,7),..., Ks(t,u,7) nutzen wir die Linearitit des
Laplace-Operators aus:

K, (ta U,T) =F (tk,Uk(l’) + Ta Ky (t,U,T))
= Auk(l') + T(lllAKl (t,U,T) + fk(w)
& Ky (tu, 1) — TallAK, (t,u,7) = AuF(z) + f5(x),

Ky (t,u,7) = F (tg, + cot, u(x) + 1a1 K1 (t,u, 7)) + Tap K (t,u, 1)
=A (uk(ﬂz) + Ta K1 (t, u, 7')) + TagAK (t,u,T)
+ [T ()
& Ko (t,u,7) — TanAKs (t,u,7) = A (uk(x) + Tas K (t,u, T)) + fhreT (),

K (tyu,7) = F | tg + cs7,up(x —i—TZaS] (t,u,T)

= —I—TZCLS] (t,u,7) | +TassAKs (t,u, 1)

+ fEOT (a)
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4.2.2 Rothe-Verfahren mit DIRK Verfahren fiir die Zeitdiskretisierung

s—1
& K, (tu,7) — Tase AK, (tu, 7) = AuF(2) + 7 Z as;AK; (t,u, 7) 4 AT (2).
j=1

Damit ergibt sich fiir die allgemeinen DIRK Verfahren

uF () = up(z) + TZbiKi(t,u, ), k=0,..,0—1,
i=1 (4.11)

u’(2) = uo(),

wobei uFT! = 0 auf 99 gelten soll und die Anfangsiterierte u"(z) durch die im Ort stetige
Anfangsbedingung ug(x) gegeben ist. Die Inkremente sind durch

i—1

K; (ta u, T) — Ta;AK; (tv u, T) = Auk(l') +7 Z aijAKj (tv U, T) + fk+CiT(x)a i=1,..,s,
j=1

(4.12)

definiert, wobei auch fiir diese die Randbedingung K;(t,u,7) = 0 auf 09 gilt, um ein gut
gestelltes Problem zu erhalten. Fiir den impliziten Fall erfordert damit jeder Zeitschritt
das Losen von s stationdren elliptischen Differentialgleichung fiir die Inkremente mit der
iiblichen Finite-Elemente-Methode.

Wir stellen zunéchst die schwache Formulierung fiir (4.12) auf, indem wir u*(z), K; (t,u, 7)
und fE6T(x) aus HE(Q) wihlen, mit Testfunktionen ¢(z) € H}(2) multiplizieren, iiber
Q) integrieren und die Green’sche Formel anwenden. Es ergibt sich damit

/ K; (t,u,7) pdr + T(IM/ VK;(t,u,7) - Vedz
Q Q

i—1

:—/V uk(x)+72ainj (t,u,T) -chdx+/fk+ci7(a:)<pdx,
Q Q

Jj=1

fiir alle p € H}(£2). Die Randbedingung K;(t,u,7) = 0 fiir die Inkremente ist dabei im
Sinne der Spur zu verstehen. Wir fithren den Finite-Elemente-Raum V() analog zum
expliziten Fall ein und iiberfihren die schwache Form der Inkremente in die allgemeine

im Ort diskretisierte Form

/ K, (t,u, ) op dx + Tay / VK (t,u,7) - Vpp dx
Q Q

i—1

= —/QV uﬁ—FTZainjh (t,u,T) -Vgphd:c+/gf,]f+cﬂg0hdx,
j=1

fiir alle ¢, € V3. Auch hier stellen wir die Funktionen aus V}(Q) als Linearkombina-
tion der Basisfunktionen dar, ersetzten die Finite-Elemente-Testfunktionen durch die

Basisfunktionen {¢; fil und erhalten die N Gleichungen fiir das i-te Inkrement
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4 Grundlegende numerische Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

N

N
/Q (; k‘?cbz) bm d:c+mu/QV <; kfdn) Vo dz
N i—1 N ‘
:_/ v(Zu%ﬁrZalj <Zkg¢l> ) .V¢mdx+/ FEreT g, de,
o \i5 =1 \i=1 ¢

fir m =1,..., N. Umformungen ergeben

N

N
Zk;’/ (ﬁl(ﬁmda;—l—TaiiZkf/ V- Vo, dr
=1 79 =1 /9
N i—1 N )
=D uw+7d ay <Zk{> /v¢l-v¢mdx+/f,’f+c”¢mdx,
=1 j=1 =1 Q Q

fir m =1, ..., N. Die Gleichungen sind dquivalent zum linearen Gleichungssystem
(M+Ta,-,-K) k'=-K uk—l—TZaijJ +fk+ci7
j=1

und damit zu

i—1
kii:(M—l-TCLiiK)_l K Uk+TZaijkj+fk+ciT ’
j=1
mit
M = (mml)lgm,lSN, Ml = / G1Pm dz,
Q

K = (kmi)i<mi<n,  kmi = /QV¢1 -V, dr,

AT = (f)i<men,  fm = /Qf;’fﬂ” Om dz,

K = (k)1<i<n,

Mit diesen Ergebnissen kann nun uZH berechnet werden. Dafiir betrachten wir die Ver-
fahrensgleichung (4.11). Auch hier kénnen die schwache Formulierung und die allgemeine
diskretisierte Form eingefiihrt werden. Innerhalb der Runge-Kutta Verfahren suchen wir

dann fir den k + 1-ten Zeitschritt eine diskrete Losung uffl € Vi (Q), sodass

S
/Qu’;ﬁl(phdx:/Quﬁgohd:n+7'2bi/QKmhdx Yon € V.
i=1
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4.2.2 Rothe-Verfahren mit DIRK Verfahren fiir die Zeitdiskretisierung

Mit dem Ansatz

N N
urtt = Zuk+1¢, uf = uign,  Kip (tu,7) =Y kg
=1 =1

und dem Ersetzen der FEM-Testfunktionen durch die N Basisfunktionen ergibt sich

N N s N
k+1 md — k+1 md b’L k?l md 7
I h R XV R

fir m =1, ..., N, was aquivalent ist zu

N

k+1/¢l¢ d:z:— ul/¢l¢mdm+72b (Zkf/ggblqﬁmdﬂc),

fir m =1, ..., N. Mit

M = (M) i<mi<N, M = / G1Pm dx,
Q
K = (kmi)i<mi<n,  kmi = /QV¢1 -V, d,

fk+CiT = (fm)lﬁmﬁNy fm = /fo’erCiT ¢m d:L',

K = (k)1<i<n,

k+1

w T = (u 1<,

ub = (u))1<i<n

erhalten wir

MuFtt = MuF —{—M(TZka)

=1

Durch Multiplikation mit M ~' ergibt sich

S
+— uk—I—TZbiki
i=1

zur Berechnung der Losung uﬁ“. Die Randbedingung ulfLH = 0 ist durch die Definition
der Inkremente wohldefiniert. Auch fiir die Rothe-Methode mit DIRK Verfahren zur
Zeitdiskretisierung ergibt sich das gleiche Verfahren wie bei der vertikalen Linienmethode

k+1 _ Kk 7 _
U =u"+7 bk', k=0,..,¢-—1,
2 1y
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4 Grundlegende numerische Verfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

wobei in einem Zeitschritt fiir jedes Inkremente das Gleichungssystem

i—1
k:i = (M—FT(LiiK)_l -K 'U,k—|—7'zaijkj+fk+c“—
j=1

gelost werden muss. Die Berechnungen erfolgt auch hier analog zum impliziten Fall bei
der vertikalen Linienmethode.

4.3 Vergleich der vertikalen Linienmethode und der
Rothe-Methode

Die vertikale Linienmethode und das Rothe-Verfahren unterscheiden sich im Wesentlichen
in der Reihenfolge der Diskretisierung von Ort und Zeit.

Innerhalb der vertikalen Linienmethode entsteht, ausgehend von der schwachen Formu-
lierung des Problems durch die Diskretisierung des Orts mithilfe der iiblichen Finiten-
Elemente-Methode, ein System gewohnlicher Anfangswertprobleme beziiglich der Zeit.
Dabei erhalten wir durch die einmalige Ortsdiskretisierung zu Beginn des Verfahrens
ein festes Ortsgitter fiir alle Zeitschritte des anschlieBend durchgefiihrten Runge-Kutta
Verfahrens. Wir konnten beobachten, dass es sich bei dem gewthnlichen Differentialglei-
chungssystem um ein steifes Anfangswertproblem handelt, weshalb auf die Stabilitit des
angewendeten Runge-Kutta Verfahrens geachtet werden muss. Innerhalb der Runge-Kutta
Verfahren treten vektorielle Funktionen auf. Fiir die Berechnung des nichsten Schritts
muss im expliziten Fall ein System mit Massenmatrix gelost werden. Im impliziten
Fall miissen zunédchst Gleichungssysteme fiir die Inkremente gelost werden, wobei die
Ergebnisse anschliefend zur Berechnung des néchsten Zeitschritts verwendet werden. In
unseren Betrachtungen haben wir fiir die Zeitdiskretisierung eine feste Schrittweite 7
gewahlt. Innerhalb der vertikalen Linienmethode ist allerdings eine Zeitschrittadaption
moglich, wodurch der Rechenaufwand verringert werden kann. Dazu kénnen beispielsweise
eingebettete Verfahren verwendet werden.

Bei der Rothe-Methode betrachten wir die klassische Warmeleitungsgleichung als ge-
wohnliches Anfangswertproblem beziiglich der Zeit. Fiir die Runge-Kutta Verfahren
haben wir in der Arbeit ein Zeitgitter mit fester Schrittweite 7 gewdhlt. Das Wéhlen
eines ungleichméfigen Gitters und das Steuern der Zeitschrittweite ist auch hier mog-
lich. Innerhalb der Runge-Kutta Verfahren treten im Ort stetige Funktionen auf. Fiir
den expliziten Fall werden innerhalb der Runge-Kutta Verfahren zunéchst nur stetige
Funktionen addiert. Durch die anschliefende Ortsdiskretisierung erhalten wir dasselbe
Problem, wie bei der vertikalen Linienmethode, wobei ein System mit Massenmatrix
gelost werden muss. Im impliziten Fall entstehen innerhalb der Runge-Kutta Verfahren fiir
die Inkremente stetige elliptische Randwertprobleme. Diese konnen dann mit dem Finite-
Elemente-Verfahren hinsichtlich der rdumlichen Variablen gelost werden. Wir erhalten
damit auch hier dasselbe Problem wie beim impliziten Fall der vertikalen Linienmethode.
In unserem Betrachtungen haben wir innerhalb des Rothe-Verfahrens in jedem Zeitschritt
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4.3 Vergleich der vertikalen Linienmethode und der Rothe-Methode

dasselbe Ortsgitter gewéhlt. Es gibt Herangehensweisen, um in jedem Zeitschritt das
Ortsgitter neu anzupassen, wodurch eine gewisse Flexibilitdt in Ortsrichtung entsteht.

Fiir die in der Arbeit betrachtete Wérmeleitungsgleichung erhalten wir durch die Wahl
eines festen Orts-Zeit-Gitter fir die vertikale Linienmethode und die Rothe-Methode

schlussendlich dasselbe Problem.
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5 Numerische Berechnungen fiir ein
parabolisches Problem

Wir betrachten in diesem Kapitel als Beispiel fir ein parabolisches Problem die eindi-
mensionale Warmeleitungsgleichung

9 t)—ai( t)=1 auf Q=(0,1)xI=(0,1]
ot T g2t = 8 A= o

mit Randbedingung
u(0,t) =u(1,t) =0

und Anfangsbedingung
u(z,0) = sin(rz).

Es ist zu bemerken, dass das Problem ein Spezialfall der in der Arbeit betrachteten
Wiarmeleitungsgleichung (1.3) ist. Die Berechnung der Losung u kann demnach fiir die
vertikale Linienmethode und die Rothe-Methode auf die gleiche Weise erfolgen, wie wir
in Kapitel 4.3 festgestellt haben.

Zur numerischen Berechnung der Losung v wurde ein MATLAB-Code implementiert.
Dieser ist im Anhang B zu finden. Die Zerlegung von 2 erfolgte durch dquidistante
Gitter mit verschiedenen Ortsgitterweiten h. Als Finite-Elemente-Ansatzraum wurden
stiickweise lineare Polynome gewéhlt. Die Berechnung der Eintrdge der Massenmatrix,
Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite kann im Anhang C nachvollzogen werden. Inner-
halb des Programms wurden die diinn besetzten Matrizen M und K im sparse-Format
gespeichert. Im Code wurden als Beispiele fiir explizite Verfahren das vierstufige klassische
Runge-Kutta Verfahren und als Beispiel fiir ein DIRK Verfahren das dreistufige DIRK
Verfahren nach Crouzeix, vgl. [Ale77, S. 1008], zur Zeitdiskretisierung mit unterschiedli-
chen Zeitschrittweiten 7, abhédngig von der Ortsgitterweite h, gewéhlt. Das Losen der
linearen Gleichungssysteme erfolgte mittels LR-Zerlegung. Die durch das Programm
erzeugten Losungen mit dem klassischen Runge-Kutta Verfahren zur Zeitdiskretisierung
unter Angabe der Orts- und Zeitgitterweite, sind im folgenden in Abbildung 5.1 zu
erkennen. Die numerisch berechneten Losungen mithilfe des DIRK Verfahrens zur Zeit-
diskretisierung werden in Abbildung 5.2 dargestellt.
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5 Numerische Berechnungen fiir ein parabolisches Problem

o

02 0.4
t

d) h =55, 7=0.1h% e) h =55, 7=02h7%

Abb. 5.1: Numerisch berechnete Lésungen mit dem klassischen Runge-Kutta Verfahren.
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5 Numerische Berechnungen fiir ein parabolisches Problem

0.6

t 1 1 0.8
X

c)h:2i5,7'=h. d)hzz%,T:h.

Abb. 5.2: Numerisch berechnete Losungen mit einem DIRK Verfahren nach Crouzeix.

1
22
und Zeitschrittweite 7 = 0.1h? zu erkennen. Durch das noch sehr grobe Ortsgitter sind

In Abbildung 5.1a ist die numerisch berechnete Losung mit Ortsschrittweiten h =

starke Kanten in Ortsrichtung sichtbar. Auch in Zeitrichtung sind etwas feinere Kanten
zu erkennen.

In Abbildung 5.1b erhalten wir mit A = 2—& und 7 = 0.1h? eine deutlich verbesserte
Approximation. In Zeitrichtung erscheint die numerisch berechnete Losung glatt.

Fir Ortsgitterweite h = 2% und 7 = 0.1h2 erhalten wir eine gute Approximation der
Losung u, die in Abbildung 5.1c dargestellt ist. Die Losung erscheint iiberwiegend glatt.
Die Anfangsbedingung ug = sin(7z) und die Nullrandbedingung sind gut zu erkennen.
Durch die positive rechte Seite f = 1 entsteht eine Woélbung nach oben. Es ist zu
bemerken, dass sich die Losung u iiber die Zeit immer weniger verdndert und sich letztlich
an den stationaren Zustand annédhert. Die Losung des stationdren Problems ist gegeben
durch wuge(x) = @ Fiir ¢ = 1 ist unsere numerisch berechnete Losung eine gute
Approximation von gtqt.

In Abbildung 5.1c¢ rechts und Abbildung 5.1d ist besonders gut das typische Verhalten
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5 Numerische Berechnungen fiir ein parabolisches Problem

der Losung eines steifen Problems zu erkennen. Die Losung hat am Anfang der Zeit in
einem kleinen Zeitabschnitt ¢ € [0,0.2] eine starke Anderung der Werte und verlduft
sonst sehr flach. Es ist zu bemerken, dass sich das klassisches Runge-Kutta Verfahren fiir
Problem (5) mit 7 = 0.1h? € O(h?) stabil verhélt.

In Abbildung 5.1e sind starke Oszillationen der berechneten Losung in Gréflenordnung
10393 sichtbar. Aufgrund der Steifheit unseres Problems ist das klassische Runge-Kutta
Verfahren fiir 7 = 0.2h% und insbesondere fiir 7 = h nicht stabil.

Interessant ist das Verhalten des DIRK Verfahrens fiir Zeitschrittweite 7 = h, siehe
Abbildung 5.2. Aufgrund der Stabilitidt beziiglich steifer Probleme sind die Berechnungen
mit implizite Verfahren auch fiir grofe Schrittweiten 7 € O(h) stabil.

In Abbildung 5.2a, Abbildung 5.2b und Abbildung 5.2¢ ist, durch die zur Ortsschritt-
weite asymptotisch dquivalenten Zeitschrittweite, noch gut das Zeitgitter zu erkennen.
Fiir immer kleiner werdende Orts-Zeit-Gitter erscheint die Losung glatt, siehe Abbil-
dung 5.2d. Durch die Vermeidung extrem kleiner Zeitschrittweiten, kann es sogar zu
einer Verringerung des Rechenaufwands kommen.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde anhand der Warmeleitungsgleichung erste Ideen ent-
wickelt, wie allgemeine Runge-Kutta Verfahren innerhalb der vertikalen Linienmethode
und des Rothe-Verfahrens, zweier grundlegender Verfahren fiir parabolische Differen-
tialgleichungen, angewendet werden kénnen. Innerhalb der Verfahren wurde zur Orts-
diskretisierung die Finite-Elemente-Methode verwendet. Statt zur Zeitdiskretisierug die
iiblichen Runge-Kutta Verfahren erster und zweiter Ordnung einzusetzen, wurden in
dieser Arbeit iiberlegt, wie allgemeine explizite Runge-Kutta Verfahren und DIRK Ver-
fahren angewendet werden konnen. In beiden Verfahren ist die Anwendung Runge-Kutta
Verfahren hoherer Ordnung méoglich. Dabei sollte auf die Stabilitdt des angewendeten
Runge-Kutta Verfahrens geachtet werden. Da innerhalb der Diskretisierung parabolischer
Differentialgleichungen oft steife Probleme entstehen, sollten implizite Verfahren bevor-
zugt werden. Innerhalb unserer Betrachtungen hat sich fiir die Warmeleitungsgleichung
unter Anwendung desselben Raum-Zeit-Gitters fiir die vertikale Linienmethode als auch
fiir die Rothe-Methode herausgestellt, dass beide Verfahren zusammenfallen und wir am
Ende jeweils flir den expliziten als auch impliziten Fall das gleiche Problem erhalten.

An dieser Stelle ist zu bemerken, dass es sich bei der in der Arbeit betrachteten War-
meleitungsgleichung um eines der einfachsten parabolischen Probleme zweiter Ordnung
handelt. Die im Zusammenhang damit gewonnenen Erkenntnisse lassen sich damit mogli-
cherweise nur bedingt auf komplexere Probleme iibertragen. So stellt sich weiterfithrend
die Frage, wie allgemeine explizite Runge-Kutta Verfahren, DIRK Verfahren oder auch
allgemeine implizite Verfahren und damit die resultierende vertikale Linienmethode und
Rothe-Methode fiir komplexere Differentialgleichungen aussehen kénnten. Zudem kénnte
es von Interesse sein, die in der Arbeit beschriebenen Verfahren fiir komplizierte Orts-
gitter zu betrachten oder auch Ortsgitteranpassungen einzubinden, da im Allgemeinen
beispielsweise innerhalb der Rothe-Methode fiir jeden Zeitschritt ein anderes Ortsgitter
gewdhlt werden kann. Da in unseren Betrachtungen nun auch Runge-Kutta Verfahren
hoherer Ordnung zum Einsatz kommen, konnte aulerdem die Entwicklung eingebette-
ter Verfahren zur Zeitschrittweitenadaption innerhalb der Verfahren fiir parabolische

Probleme von Interesse sein.
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Anhang A

Code 1: Programmcode zu Kapitel 4 Abbildung 4.2
76767676 76 76 %6 % % % %6 %5 76 16 16 76 76 76 76 76 70 70 70 76 %6 %6 %6 76 6 16 16 16 16 76 76 76 7o 70 70 70 70 96 %6 76 76 76 76 6 16 16 76 76 76 76 70 70 70 70 70 96 76 26 76 76 76 76 6 76 76 76 76 76 70 76
%
% Berechnung der maximalen und minimalen Eigenwerte der Matrix - MA(-1)K
% mit Ortsgittterzellenanzahl, bzw. Matrixdimension N = 272 bis 270
% und des zugehdrigen Steifigkeitsquotienten
%
7676767676 76 % % %6 7 %6 %5 16 16 76 76 76 76 76 76 70 70 70 76 % %6 76 6 6 16 16 16 16 76 76 76 76 70 70 70 70 96 %6 76 26 26 76 6 16 16 76 76 76 76 7o 70 70 70 70 96 76 76 76 76 76 6 6 76 76 76 76 76 70 76

function eigenvalues()
for i=2:10

%Anzahl der Gitterzellen
N = 2/7i;

%0rtsgitterweite
h = 1/N;

%Massenmatrix
M = (h/6) x (diag(4 % ones(1,N+1)) + diag(ones(1,N),1) + diag(ones(1,
N),-1));

%Steifigkeitsmatrix
K = (1/h) % (diag(2 * ones(1,N+1)) + diag(-1 xones(1,N),1) + diag(-1
* ones(1,N),-1));

%Matrix

MinvK = — M\K;

%Eigenwerte
v = eig(MinvK);
eig_min = min(v);

eig_max = max(v);
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39

40

41

42

43

44

45

%Quotient

quo = max(abs(eig_max),abs(eig_min))/min(abs(eig_max),abs(eig_min));

%Ergebnis speichern

erg(i-1,:) = [N; eig_min; eig_max; quo];

end

%Ergebnis-Tabelle

T = array2table(erg, 'VariableNames', {'Anz_Gitterzellen', 'min_Eigenwert'

, 'max_Eigenwert', 'Quotient q'});
disp(T);

end
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Angang B

Code 2: Programmcode zu Kapitel 5.
1 BRBBERBHLK%BH%%%%%%% %% %% %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % % % % % % % % % %6 %6 % % % % %6 % % % % %6 % % % %

3 % Numerische Berechnung der Ldsung von Problem:

5 % du/dt - dM2u/dx"2 = 1, 0<x<l, O<t<=1,
6 % u(@,t) =u(1,t) =0, u(x,0) = sin(pix*x)

8 7676767767676 767070 76 %6 % % % % % 16 16 16 16 16 76 16 1o 7o Jo 7o 7o 70 96 %6 %6 76 %6 1o 1o 16 16 76 16 76 7o 7o 7o 7o 90 % %6 %6 76 6 16 1o 1o 16 16 16 Jo 1o Jo 7o 7o 76 % % %

10 function parabExample()

11

12 %Anzahl der Ortsgitterzellen
13 N = 274;

14

15 %0rtsgitterweite

16 h = 1/N;

17

18 %0rtsgitterpunkte
19 X = 0:h:1;

20

21 %Massenmatrix

22 M = speye(N+1);

23

24 %Steifigkeitsmatrix
25 K = speye(N+1);

26

27 for i=2:N

28 M(i,i) = (2xh)/3;
29 K(i,i) = 2/h;
30 end

31

32 for i=2:N-1

33 M(i+1,i) = h/6;
34 M(i,i+1) = h/6;
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38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

K(i+1,1)
K(i,i+1)

-1/h;
-1/h;

end

%rechte Seite
f = @(t) [@; hxones(N-1,1);0];

%leitschritt
tau = h;

%leitgitter
t = 0:tau:1;

%Anzahl der Zeitschritte
1 = 1/tau;

%diskretisierte Anfangsbedingung

u_@ = sin(pix*x)";

%die Matrix U speichert die Werte der Lésung u flr das Orts-Zeit-
Gitter [0,1]x[0,1]

U = zeros(N+1,N+1);

U(1,:) = u_o;

%sAnfangsiterierte
u_k = u_0;

%explizites -RungeKutta Verfahren:

%Ver fahrens-Parameter des

%klassischen Runge-Kutta Verfahrens

s = 4;

[0,0,0,0; ©0.5,0,0,0;, @, 0.5, 0,0, 0,0,1,0];
[0, 0.5, 0.5, 1];

[1/6, 1/3, 1/3, 1/6];

A
c
b

%einmalige Zerlegung der Matrix M
[L,R] = Tu(M);

for k=2:(1+1) %Schleife Uber die Zeitschritte
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T

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

sum_ki = zeros(N+1,1);

inner_sum = zeros(N+1,1);

k_i = zeros(N+1,1);

for i = 1:s %Schleifen Uber die Stufen

for j =1:1i41
inner_sum

end

%aulBere Summe

sum_ki = sum_ki + b(i)* (K % (u_k + tau * inner_sum)

end

%

innere Summe

inner_sum + A(i,j) * k_i;

%Gleichungssystem mit M

y = L\sum_ki;
z = R\y;

%3chritt fur die Losung

u_k = u_k - tau x z;

U(k,:) = u_k;
end

%#DIRK-Ver fahren:

%Ver fahrens-Parameter des

%dreistufigen DIRK Verfahrens von Crouzeix
2xcos(pi/18)/sqrt(3);

a
= 3;

s
A
c
b

[(1+a)/2,0,0;-a/2,(1+a)/2,0;1+a,-(1+2xa),(1+a)/2];
[(1+a)/2,1/2,(1-a)/2];
[1/(6%ar2),1-1/(3xa"2) ,1/(6xa’2)];

for k=2:(1+1)% Schleife Uber die Zeitstufen

sum_ki = zeros(N+1,1);

inner_sum = zeros(N+1,1);

k_i = zeros(N+1,1);

%erster Schritt,

%aller Matrizen (M + tauxa_iixK), i=1,..

dabei wird einmalig die LR-Zerlegung
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120 if(k == 2)

121

122 %Matrix S speichert die LR-Zerlegungen

123 S = sparse([]);

124

125 for i = 1:s

126

127 [L,R] = 1u(M + tauxA(i,i)*K);

128 S=1[S; L, R];

129

130 end

131 end

132

133 for i = 1:s %Schleifen Uber die Stufen

134

135 for j = 1:i-1 %innere Summe

136 inner_sum = inner_sum + A(i,j) * k_i;

137 end

138

139 %Gleichungssystem mit (M + tauxa_iixK) = Lx*R

140 y = S((i-1)*(N+1)+1:i*%(N+1),1:N+1)\(-K % (u_k + tau x inner_sum)
+ £(c(i)));

141 k_i = S((i-1)*(N+1)+1:1i%x(N+1),N+2:2x(N+1))\y;

142

143 %Summe der K_i zusammen mit den Gewichten

144 sum_ki = sum_ki + b(i)*k_i;

145 end

146

147 %Schritt fur die Ldésung

148 u_k = u_k + tau x sum_ki;

149 U(k,:) = u_k;

150 end

151

152

153 %Plot

154 [X,Y] = meshgrid(x,t);

155 surf(X,Y,U, 'LineStyle', 'none');

156 xlabel('x")

157 ylabel('t")

158 zlabel('u")

159

160 end
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Anhang C

Hier erfolgt die Berechnung der Eintrige der Massenmatrix M, der Steifigkeitsmatrix K
und der rechten Seite f zum Beispiel (5).

Fir die i-te Zeile der Massenmatrix ergibt sich:

1 T o 2 Tit1 . )2
/ ¢i¢idx:/ 7(33 }?1) dx+/ (xZHhQ ?) dzx
0 Ti—1 X;

du dz

(substituiere: v = x — x;—1 = T 1, z=zp1—2= i —1)
1 h ) 1 /0 )
= — u”du — — z%dz
h? Jo h? Jh
1, 1",
= — udu+ — z%dz
h? J, h? J,
1 mh+1 H
R?2 13, h*[3],
1
- m(hg + h3)
_ 2
=3
1 T L o
/ Gi—1¢i dx :/ (s a:)(a; Zi-1) dx
0 Ti—1 h
1 [ 1, 1 ) r‘
== |-+ - (zi +xi—1) 27 — T
h? 3 2 o

1 /1 1 1 1
= ﬁ (61‘7’3 — 5.’1312.’171'7]_ + §$i$%_1 — 61:7’3_1)

1
= Gﬁ(% - $i—1)3

)

| >

1

h

/ Gir10idxr = 6
0

1
0
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Fiir die i-te Zeile der Steifigkeitsmatrix ergibt sich:

! Tl vkt (] 1
Lol d :/ —d / S _Z
/0 @;0; dx - % T + 5 N N dx
1 Ti+1
[
Ti—1
1

= ﬁ(%‘ﬂ — 1)
2

=

1 , , X; 1
. . dr = ——d
/0 ¢1—1¢z L /Zi_1 h2 x

! / / 1
S de — ——
/0 Gip19; dx o

1
/(;S;gb;-dxzo fiur i —j] > 2.
0

Fiir den i-ten Eintrag der rechten Seite ergibt sich:

1 x; o Tit1l . _
Tr— Ti_1 Tit+1 — X
¢mz/ m+/ e S 7
/0 ' v, B2 ., h2

1,5 T 1 o7 T4
= o [x — Qxi_l:p] o + o7 [2$i+1x —x ]xiﬂ
1
= o ((mZ - 1‘¢_1)2 + (zig1 — sz)Q)
hh
202
= h.
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