Klausur zur Mathematik fiir Geowissenschaftler 11, 14.07.2014

Musterlosung (Aktualisiert 21.07.2014)

Aufgabe 1

Finden Sie die Extremwerte der Funktion
f:R?2 SR, f(z,y) =2 + 2% — 22y — 10z,

und diskutieren Sie, ob es sich um lokale Maximal- oder Minimalwerte handelt.

Losung,.
Der Gradient von f lautet:

gradf(z,y) = (fo, fy) = (33:2 — 2y — 10,4y — 2x)

und fiir die Extremwerte suchen wir die Punkte (x,y) wo gradf(z,y) = (0,0).
Also:
322 -2y —10=0

gradf(z,y) = (0,0) < (322 — 2y — 10,4y — 2x) = (0,0) <
4y —2x =0

Aus der zweite Gleichung folgt y = §. Nach Einsetzen in der erste Gleichung
folgt:
327 —2(5) —10=0 3% 2 -10=0

Diese Gleichung hat die Losungen:

14+ /14120 {3:1:2
Tig= —"" =

6

Davon bekommen wir die zwei Kandidaten fiir die Extremwerte:

5 5
P = (a1) 20, Pa = (e = (52 )

x

Yy=3

Die Hessesche Matrix von f lautet:
fmm fxy ) < 6x -2 )
H .CC, = _=
fz,y) ( oo Fon 9 4
Und fir die zwei Punkte P; und Ps:
12 =2 —-10 -2
sy - (15 7 )= (75 7).

Daraus folgt dass P; ein Minimum ist (¢ > 0, A > 0) und P» weder Minimum
noch Maximum ist (A < 0).
Der Graph von f(z,y) ist im Bild [I| gezeichnet.



Figure 1: Die Funktion f(z,y).

Aufgabe 2
(i) Losen Sie das Differentialgleichungssystem
2 =2x—y
y =z +3y (1)

z(0)=1, y(0)=1

(Hinweis: Wandeln sie das Differentialgleichungssystem in eine einzige Differ-
entialgleichung zweiter Ordnung um und losen Sie dann diese)

(ii) Skizzieren Sie anschliessend die Funktionen x(t) fur ¢ > 0.
Loésung. Aus folgt:
=) =0Qv—y) =22 -y =22 — (x+3y) =22" — 2 — 3y

und da
y=2x—1'
(aus 1), bekommt man folgende Gleichung 2. Ordnung:
=21 —x—-32x—2')=2a" -5 +7x =0. (2)

Um die zu l6sen, suchen wir eine Losung mit der Ansatz z(t) = eM. Ein
passende A 16st dann die Gleichung

AN —BA+T

d.h.

542528
5 =

Dann lautet die allgemeine Losung von ([2)

x(t) = es! <acos <§t> + bsin <§t>>

2

5.3
ALz = 3 ¥ %



Um a und b zu bestimmen, brauchen wir die Anfangsbedienungen.
Aus haben wir:

Die Ableitung von z(t) lautet:

2 (t) = ge%t (a Cos <\é§t> + bsin (?t))—i—e

Also, nach Einsetzen, bekommt man zwei Gleichung fiir ¢ und b:

ot

z0)=1=a=1

a:’(O):1:>§ V3

—b=1
2473
Also: ) . 5
a=1,b=-"—(1-2)=-" =3
7(-3)-7
Dann ist die Losung:

x(t) = e3! <cos (?t) + V3 sin (?t))
V3 V3 ?
y(t) =2z(t) — 2/(t) = e3! <cos <2t) — V/3sin <2t>>

Figure 2: Skizze von z(t).

¢ (—a\/g sin <\/§t> + bﬁ cos
2 2 2

[

2

2))



Aufgabe 3
(i) Finden Sie die Inverse der Matrix

1 -1 1
A= 1 0o o],
2 1 0

und priifen Sie unter Anwendung der Matrixmultiplikation nach, dass gilt
A-A1 :Eg,Afl'A:Eg.
(ii) Losen Sie das anschliessend das LGS

1
Ax = -1
3

Losungen. (i) Die Inverse

Uil U122 V13
-1
A7 = | va1 v22 23

V31 V32 V33

Da A- A~! = E3, konnen die Koeffizienten durch einen Eliminationsverfahren
bestimmen werden:

1 -1 1 (100
1 0 0[]0 10
-2 1 00 01
(wo links stehen die Koeffizienten von A und rechts die Einheitsmatrixkoef-

fizienten).

Durch Umformen, muss man die linke Seite zu einer Dreieckmatrix schaffen.
Es ist immer praktisch von unten anzufangen, d.h. zuerst versuchen, die dritte
Zeile zu ”eliminieren” (mithilfe den ersten und zweiten), dann die zweite mithilfe
der erste (und die dritte nicht mehr anfassen).

Schritt 1: IIT = IIT + I (III. Zeile durch III. + I. ersetzen)

1 -1 1 1 00
1 0O 0|0 10
-1 0 1 1 01
Schritt 2: IIT = III + II
1 -1 111 00
1 0 0|0 10
0O 0 11|11 1
Schritt 3: II =11 -1
1 -1 1 1 0 0
O 1 —-11]-110
0 1 1 1 1




Jetzt kann die letzte Darstellung als 3 LGS gesehen werden, fiir die 3 Spal-
tenvektoren

vi = (v11,v21,v31), V2 = (v12, V22, V32), V3 = (13, V23, U33)

Fir vq:
1 -1 1 1
0o 1 -1 —1
0 0 1 1
d.h.
v =1,
v — w31 = —1 = w91 =0
vi] —v21 tuzr =1= v =0
Fiir vo:
1 -1 1 0
0o 1 -1 1
0 1 1
d.h.
v = 1,
2}22—032:1:>1)22:2
Vg — V29 + V39 = 0= vio =1
Fiir vs:
1 -1 1 0
0o 1 -1 0
0 0 1 1
d.h.
vz =1,
vog — 33 =0= w3 =1
vz — U3t vz =1=v13=0
Also:
01 0
Al=[0 21
1 1 1
und die Probe liefert:
1 -1 1 01 0 1 0 0
1 0 O 0 2 1 = 010
-2 1 0 1 11 0 0 1
(ii) Um das System
1
Ax = -1
3



zu 16sen, multipliziern wir links und rechts mit A=

1 010 1
At Ax=A"1| -1 |=x=[021]-[ -1 |=(113).
E3 3 111 3
Aufgabe 4
Sei die Funktion
x e¥
f(xvyvz)zi_i
yz T

gegeben. Bestimmen Sie den Gradient von f, die Hessesche Matrix und den
Laplace Operator von f.

Losung.
Beachte folgende Ableitungsregeln:

d d d
%fg: (da:f>g+f<da:g>

d
@) — ¢ ()ef @)
L fi(x)e

Wir berechen zuerst alle benotigte partielel Ableitungen

fo= o <$—ew>:1+eyz

T or \yz = yz | a?
0 (xr ¥ x zeY?
=g \0: %)=
Yy \yz T Y2z T
PR (A NN
oz \yz  x ) oy T
g (1 eV eY?
= — —_ _— = —27
fao ox (yz * x2) a3
f 0 1+eyz B 1+zeyz
ooy \yzx 22 ) w2z a2
o (1 ¥ 1 yeY?
b () et
fya: = fa:y
PO I D
YW dy y2z x ) T3z T
f f 0 x ze¥*\  x yze¥®
Y= 9y Y2z x ) 222 T
fz:t = fa:z
fzy = fyz
po O (m ety x oyt
=02\ g2 x yz3 x



Also:

1 e¥* x zeY? x yeY?
gradf = | — 20 2, T2
yz T Y2z x Yz x
vz 1 zeY? 1 ye¥*
—2%5 —n T s T e
Hf — 1 ’ zeY% 2LZ zzfzyz é!z yz:gyz
f= T Y2z + x2 ¥z oz Y222 x
1 yeV? z yzeY? z y2e¥?
T y2? + 2 Y222 x yz3 x
yz 2,Y2 2 .yz
€ X z7e X y-e
Af=foot iyt foe= 255 420 — 20 40 T VO
x Y3z x Yz x

22 (1 1 e¥* (2 9 9
= — 7+7 i 7—|—y + z
Yz \yY z T \Z

Aufgabe 5

Eine Kugel vom Radius R = 0.5 cm bewege sich in einer Fliissigkeit. Es werden
die Dichte der Kugel p = 1.3 £ 0.07 g/cm?® und die Viskositit der Fliissigkeit
n=0.340.1 g2/(s-cm) gemessen. Der Reibungskoeffizient ergibt sich aus der
Formel

9n
2R?p "
Berechnen sie mit Hilfe der Differentialrechnung den Fehler bei der Berechnung
des Reibungskoeffizienten. Welcher von beiden Messfehlern hat den stérkeren
Einfluss?

fy:

Losung. Beachte: R (Radius) ist ein Parameter der Funktion, aber es hat
kein Fehler. Deswegen braucht man nur den angegebenen Wert (R = 0.5)
einzusetzen.

Aus der linearen Approximation von ~y(p,n)

o) =@M+ 5 (o= +5l =

folgt die Fehlerapproximation:

_ dvy vy
_ < |9 ap+ |4 A
1v(psm) 'V(pm)l_‘ap) p+‘an‘ U
Dann aus P 9 P 9
v 9N o7 _
dp 2R2p%"  On  2R%p’
folgen:
oy ’ 9.0.3 Oy ‘ 9 ‘
— =|-————=|~3.19, — =|—-——| = 13.84
. 21 32 ? . 2
dp), | 2-05213 on, | 205213

und der Fehler ist:

Iv(p,m) —v(p,m)| <3.19-0.07+13.84-0.1 =0.22+ 1.38 = 1.6
p—Anteil n—Anteil

Der Fehler in n (Viskositédt) hat den stdrkeren Einfluss, weil der wird mit ein
hoeren Faktor (13.84, 4 mal grosser als 3.19) multipliziert.



