
Was ist eine Funktion?  
Die Entwicklung des Funktionsbegriffs seit Leibniz
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„Neben dem Zahlbegriff ist der Begriff 
einer Funktion der wichtigste in der 
Mathematik.“

Vorlesung „Functionentheorie“, 1893

David Hilbert (1862-1943)
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„Neben dem Zahlbegriff ist der Begriff 
einer Funktion der wichtigste in der 
Mathematik.“

Vorlesung „Functionentheorie“, 1893

David Hilbert (1862-1943)

„Niemand kann erklären, was eine 
Funktion ist.“ (1928)

„ … but this is what really matters in 
mathematics.“ (1948)

Philosophie der Mathematik und 
Naturwissenschaften, 1928, und 
amerikanische Ausgabe 1948

Hermann Weyl (1885-1955),      
Schüler von Hilbert
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Mit den rechtseindeutigen [hier 
zweistelligen] Relationen  R  auf 
einer Menge  M  ist das gegeben, 
was in der Mathematik als 

Abbildung oder Funktion

      bezeichnet wird. 

      Rechtseindeutigkeit:                
Für alle  x, y, z  aus  M  gilt          
(x, y) ϵ R  und  (x, z) ϵ R → y = z .

Eine mengentheoretische Definitionen einer 
Funktion

.

●



5

Encyclopædia Britannica         
                              1. Auflage, 1771, Band 2
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Der Große Zedler

Der Eintrag Function lineæ in Zedlers 
64bändigem „Universal Lexicon“ 
nebst 4 Zusatzbänden steht im          
Bd. 9, S. 1185f. bzw. Sp. 2308f.,        
Halle und Leipzig 1735.

Der Große Zedler war das umfangreichste 
Wörterbuch der Frühen Neuzeit mit fast 
290 000 Einträgen auf ca. 68 000 Seiten; 
es erschien 1732-1750, 1755.
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René Descartes (1596-1650)
Algebra und Geometrie

Verbindung von Algebra und 
Geometrie (später analytische 
Geometrie genannt) 

G(x, y) = 0

                      ↓              ↓

              Algebra        Geometrie

algebr. Gleichung    (algebr.) Kurve

x, y  Unbestimmte     punktweise 
im Sinn d. Algebra,     Konstruktion    
keine Variablen     einer Kurve
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La Géométrie, 1637
Seite mit Abbildung, die die
Descartesschen Koordinaten-
linien zeigt, und Abbildungen
neuer Zeicheninstrumente
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Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716)

„De linea ex lineis … “, Acta erudit. 1692

● G(x, y) = 0 x, y  Variable (!)  
G  algebraische oder transzendente 
Gleichung 

● Funktionskonzept hat noch einen 
geometrischen Hintergrund, es 
schreibt einem Kurvenpunkt C  
eine geometrische Größe wie die 
Tangente (TC), die Subnormale 
(BP) oder den Krümmungsradius  
zu. (In Fig. 144 bezeichnet C auch  
die Kurve.)

● Begriffe Abszisse AB, Ordinate BC 
(für Descartessche Applikate)
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 Johann Bernoulli 
(1667-1748) 

*

Von der Geometrie zur Algebra

In Briefen an G. W. Leibniz 
sprach auch Joh. Bernoulli von 
Funktionen; im Brief  vom       
2. 9. 1694 bezeichnet er die 
Summanden seiner „Taylor- 
entwicklung“ von  ∫n dz  als 
Funktionen von konstanten u.  
unbestimmten Größen; ebenso 
bei der Mitteilung des Brachis- 
tochronenproblems, Juni 1696. 
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Jakob Bernoulli (1654-1705)
Der „analytische“ Funktionsbegriff 

Die isoperimetrischen Probleme (1696),
zunächst der einfache Fall des Problems der Dido

Mittelalterliche Stadtansicht von Köln
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Isoperimetrische Probleme
Das allgemeine isoperime-
trische Problem:

Der Umfang BFNPB ist von 
gegebener Länge. Maximie- 
re die Fläche  BPNZB, wobei 
PZ  von  PF abhängt (PZ  ist 
eine Funktion von  PF, z.B.   

PZ = PFn   oder =  n√PF).   
Die Kurve  BH  ist beliebig:    
     PZ = GH =  f:(PF) . 

B. Taylor in den Phil. Transactions: 
345 (1715), S. 347, London:

Figur von Jakob Bernoulli (oben) 
und Johann Bernoulli (unten)
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        Joh. Bernoullis Definition          
einer Funktion (1696, gedr.1718)

Man nennt hier eine zusammengesetzte Quantität, die sich in irgendeiner Weise aus 
einer variablen Größe und aus Konstanten ergibt, eine Funktion  einer variablen 
Größe. 
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Leonhard Euler ist einer der 
bedeutendsten Mathematiker 
schlechthin; er beeinflusste 
die Analysis des 18. Jahr- 
hunderts maßgeblich und galt 
bereits seinen Zeitgenossen 
als die 

personifizierte Analysis, 
die analysis incarnate. Euler 
ist Vertreter der algebraischen 
Analysis, aber auch ein sehr 
pragmatischer Mathematiker.

Leonhard Euler
(1707-1783)

Algebraische Analysis
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Der analytische Funktionsbegriff 
 

Konzept Leonhard Eulers 
für eine Vorlesung über 
Differentialrechnung in St. 
Petersburg, etwa 1727/30.  
Euler, Anfang 20, folgt hier 
(§ 1) grundsätzlich seinem 
Lehrer Johann Bernoulli, 
aber im Rechenausdruck 
erweitert er bereits die zu- 
lässigen Operationen, z.B. 
durch den Logarithmus (im 
zweiten Beispiel) und führt 
mehrere Variable ein. 
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Algebraische Analysis (I)
Leonhard Euler

Eine Funktion einer veränderlichen Zahlgröße 
ist ein analytischer Ausdruck (expressio 
analytica), der auf irgendeine Weise 
(quomodocumque) aus der veränderlichen 
Zahlgröße und aus eigentlichen Zahlen oder 
aus konstanten Zahlgrößen zusammengesetzt 
ist.       („Introductio“, 1748; Kap. 1, § 4)            
     

Einführung des Zeichens  f(x) in den 
St. Petersburger Commentarii 1740.

Einleitung in die Analysis des Unendlichen, 
1748  (geschr. Vor 1745 in Berlin)
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Kapitel 4, Von der Darstellung der Funktionen durch unendliche Reihen
Alsdann dürfte es zweifellos sein, dass sich jede Funktion von  z  in einen ins Unendli- 
che fortlaufenden Ausdruck  Azα + Bzβ + Czγ …verwandeln läßt, in welchem die Expo- 
nenten  α, β, ... irgendwelche Zahlen bedeuten [also auch Puiseux- und Laurentreihen].

Algebraische Analysis (II)
Leonhard Euler
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Algebraische Analysis (III)
Leonhard Euler

Themen der 
„Introductio“, Bd. 1,1748

Funktionen dominieren; 
endliche algebraische 
Ausdrücke werden ins 
Unendliche erweitert, z.B. 
Polynom → unendl. Reihe 
Produkt→ unendl. Produkt 
Bruch→unendl. Kettenbruch
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Algebraische Analysis (III)
Leonhard Euler

Themen der 
„Introductio“, Bd. 1,1748

Funktionsdefinition in 
den „Institutiones“, 1755

Funktionen dominieren; 
endliche algebraische 
Ausdrücke werden ins 
Unendliche erweitert, z.B. 
Polynom → unendl. Reihe 
Produkt→ unendl. Produkt 
Bruch→unendl. Kettenbruch

Sind nun Größen voneinander so 
abhängig, daß keine eine Verän- 
derung erfahren kann, ohne eine 
Veränderung der anderen zu be- 
wirken, so nennt man diejenige, 
deren Veränderung man betrach- 
tet, eine Funktion der anderen. 
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 Der Wechsel von variablen Größen zur 
Funktion in einem halben Jahrhundert

Inhaltsverzeichnisse von
G. l'Hospitals „Analyse des infiniment petits“ (1696),
L. Euler „Introductio in analysin infinitorum“ (1748);



21

Algebraische Analysis (IV)
Die Tragweite der Potenzreihen

Das Frontispiz zeigt allegorische Figuren (Musen), die rechnen. Die Ansicht öffnet sich 
nach hinten durch ein Portal, das die Überschrift „Analyse des infiniment-petits“ trägt 
und eine idyllische Landschaft zeigt: das durch die Analysis verhießene promised land. 
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Schwingungsgleichung
Spezialfall: schwingende Saite

Lineare pDgl. 2. Ordnung vom                
hyperbolischen Typ

● u(t, x)  Auslenkung                                                     
am Ort  x  zur Zeit  t,  Saitenlänge L

utt(t, x) = c2 uxx(t, x)   

Randbedingungen u(t, 0) = u(t, L) = 0

Anfangsauslenkung   u(0, x) = f(x)          Jean d'Alembert   
       (periodisch)                                              (1717-1783)     
                                        

● u(t, x) = F(x + ct) + G(x – ct)  F, G  bel. aus C2,c=const  

Lösung von d'Alembert, 1747; ähnlich Euler, 1748;                     

spezielle Lösungen aus trigonometrischen Funktionen.
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Trigonometrische Reihen (I)
Das Problem der schwingenden Saite (1747 f.)

Das Problem wurde insbesondere von 
J. d'Alembert (als Mathematiker) und 
D. Bernoulli (als Physiker) behandelt; 
der pragmatische L. Euler kann dabei 
als ein mathematischer  Physiker (neue 
Disziplin!) angesehen werden. 
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Trigonometrische Reihen (II)
Daniel Bernoulli (1700-1782)

D. Bernoulli setzte eine beliebige  
Schwingung aus Eigenschwing- 
ungen („Obertönen“) zusammen  
(Superpositionen),                 
Berliner Mémoires 1753. 
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Was ist eine beliebige Funktion?
 Preisschrift von Antoine Arbogast (1759-1803),     

„Mémoire über die Natur willkürlicher Funktionen, die sich 
als Lösungen von partiellen Dgln. ergeben“

Preisaufgabe der St. Petersburger Akademie 
über willkürlicher Funktionen, 1787
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Lineare pDgl. 2. Ordnung vom parabolischen Typ                                  
 u(t, x)  Temperaturverteilung am Ort  x  zur Zeit  t

ut(t, x) – uxx(t, x) = 0

● Randtemperatur   u(t, 0) = u(t, L) = 0,   t ≥ 0,

● Anfangstemperatur  u(0, x) = f(x).

Periodische Lösungen:

● u(t, x) = ∑∞bk e
-kkt sin(kx)      mit    f(x) = u(0, x) = ∑∞bk sin(kx)  

● Gegenüber der Wellengleichung, bei der die „Vorgänge“ 
(Schwingungen) geometrisch sichtbar sind, ist die („algebra- 
ische“) Wärmeleitung abstrakter, da deren genaue Wahrneh- 
mung auf Messungen beruht. Kurzzeitige Temperaturän- 
derungen können im Modell als Sprünge idealisiert werden.

●

Wärmeleitungsgleichung
Spezialfall: wärmeleitender Stab der Länge L



27

Fourieranalysis (I)
'

f(x) = a0 /2 + a1 cos(x) + a2 cos(2x) + a3 cos(3x) +...+ b1 sin(x) + b2 sin(2x) +  b3sin(3x) 
+b4 cos (4x) + ... 

                Jean Baptist                      
                Fourier (1768- 1830)

               Unten: Kap. III, Sektion VI 
               Entwicklung einer willkür-  
               lichen Funktion in eine       
               trigonometrische Reihe
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Théorie de la chaleur (1822)
Definition einer allgemeinen Funktion

Zeile 1 Zeile 2 Zeile 3 Zeile 4
0

2

4

6

8

10

12

Spalte 1

Spalte 2

Spalte 3

„Im allgemeinen stellt die Funktion  fx  
[= f(x)] eine Folge von Werten oder 
Ordinaten dar, wobei jeder  bzw. jede 
von ihnen willkürlich ist.“   (S. 552)

27
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Fourieranalysis (II)

Beim Aufstellen einer 
Fourierreihe für eine Funktion 
gibt es 3 Probleme:                      
i)   Finden der Koeffizienten,   
ii)  die Konvergenzfrage,         
iii) die Darstellungsfrage.

Euler löste bereits Problem i) 
mittels der Orthogonalität tri- 
gonometrischer Funktionen.
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Über die Natur stetiger Funktionen

Brief von Karl Weierstraß 
an Hermann Amandus 
Schwarz (19. 4. 1879) über 
die Entdeckung einer steti- 
gen Funktion (Fourierrei-     
he!), die nirgends differen- 
zierbar ist.

Karl Weierstraß
(1815-1897)
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Darstellung willkürlicher Funktionen
Zwei Beiträge von Karl Weierstraß, 1885, verfaßt allerdings erst nach seinem 

Approximationssatz von 1885!  Davor hatte er auch die Definitionen  einer 
Funktion von Bernoulli-Euler als verfehlt angesehen, so noch in der Vorlesung 

über analytische Funktionen 1878 (Mitschrift Hurwitz).
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Trigonometrische Reihen
 

Die berühmte Arbeit  „Über die Darstellbarkeit einer Function“ 
(Habilschrift 1854, gedruckt 1867) von Bernhard Riemann (1826-1866).
Rechts unten die Formel für die Fourierkoeffizienten und Bemerkungen 
über Fouriers allgemeines Funktionskonzept. In dieser Arbeit wird das 
Riemannsche Integral (nötig für  Koeffizientenberechnung!) eingeführt!
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Vertreter der Analysis im 19. Jh.

 Paul du Bois-Reymond (1831-1889)     
 (links)

                         

                    Hermann Amandus Schwarz 
                  (1823-1921)  (rechts)

Peter Gustav Lejeune Dirichlet 
(1805-1859) (links)

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) (rechts)
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Zwei Marksteine

Richard Dedekind, 1831-1916

Anstelle von Zahlen Abbildung von 
Mengen auf Mengen (Systeme oder  
Ensembles bei Dedekind) 1888 in:
„Was sind und was sollen die Zahlen?“, 
Problem einer geeigneten Topologie
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Zwei Marksteine

Satz von Carleson (vorgetragen
auf dem ICM 1966 in Moskau):
Wenn f(x) aus L2 ist, dann konvergiert die
Fourierreihe von  f(x)  f.ü. punktweise. 

Richard Dedekind, 1831-1916 Lennart Carleson, geb. 1928

Anstelle von Zahlen Abbildung von 
Mengen auf Mengen (Systeme oder  
Ensembles bei Dedekind) 1888 in:
„Was sind und was sollen die Zahlen?“, 
Problem einer geeigneten Topologie
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Angelus Silesius (1624-1677)
l

„Cherubinischer Wandersmann oder Geist-
Reiche Sinn- und Schluß-Reime“ (21675)
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 Rück- und Ausblick
● Thema des Vortrags genauer: Funktionen von reellen 

Variablen, im allg. von einer reellen Variablen

● Was wäre zu ergänzen?

Mehrdimensionale und komplexe Funktionen,                      
zahlentheoretische Funktionen,                     
Maßfunktionen,                                                  
stochastische Funktionen,                                     
funktionalanalytische Versionen (schwache Lösungen,     
     Distributionen, Diracsche δ-Funktionen)                          
und vieles andere mehr.

Zahlbereiche

● Einschlägigen Arbeiten vieler Mathematiker wurden nicht 
erwähnt, z.B. James Gregory (1637-1675).
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Gauß über Funktionen
( im Hinblick darauf, daß das Wesen einer Funktion ihr Bestimmtsein ist; 

in einem Brief an Bessel vom 21. 11. 1811)

Carl Friedrich Gauß       
(1777-1855)

Man sollte überhaupt nie 
vergessen, dass die Funktionen, 
wie alle mathematischen 
Begriffszusammensetzungen 
[Konstruktionen], nur unsere 
eigenen Geschöpfe sind, und 
dass, wo die Definition von der 
man ausging aufhört einen Sinn 
zu haben, man eigentlich nicht 
fragen soll was ist? sondern was 
convenirt [passend ist]? anzu- 
nehmen, damit ich immer con- 
sequent bleiben kann.
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