Was ist eine Funktion?

Die Entwicklung des Funktionsbegriffs seit Leibniz
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,,Neben dem Zahlbegriff ist der Begriff
einer Funktion der wichtigste in der
Mathematik.*

Vorlesung ,,Functionentheorie, 1893

David Hilbert (1862-1943)



,,Neben dem Zahlbegriff ist der Begriff
einer Funktion der wichtigste in der
Mathematik.

Vorlesung ,,Functionentheorie, 1893

David Hilbert (1862-1943)

,,Niemand kann erklaren, was eine
Funktion 1st.* (1928)

,, ... but this is what really matters in
mathematics.* (1948)

Philosophie der Mathematik und
Naturwissenschaften, 1928, und
amerikanische Ausgabe 1948

Hermann Weyl (1885-1955),
Schiiler von Hilbert




Eine mengentheoretische Definitionen einer
Funktion

Mit den rechtseindeutigen [hier
zweistelligen] Relationen R auf
einer Menge M ist das gegeben,
was in der Mathematik als

Abbildung oder Funktion

bezeichnet wird.

Rechtseindeutigkeit:

Fiir alle x, y,z aus M gilt
(x,y)€eR und (x,z)eR—>y=z.
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fFUNCHAI;, ‘the capitai of the Madeira iflands, fubjet

to Portugal: W. long. 16°, N. lat. 32° 33'.

FUNCTION, the ac of fullilling the duties of any em-

ployment.

Funcrion, being alfo applied to the acions of the bo-

dy, is by phyficians divided into vital, animal, and na-
tural. The vital fun&ions are thofe neceflary to life,
and without which the individual cannot {ubfift; as
the motion of the heart, lungs, &¢. The natural func-
tions are fuch as it cannot fubfift any confiderable time
without them, as the digeftion of the aliment, and its
converfion into blood. Under animal funions are in-
cluded the fenfes of touching, tafting, &¢. memory,
judgment, and vcluntary motion, without any, or all
of which an animal may live, but not very com-
fortably.

The animal fun&ions perform the motion of the
body by the acion of the mufcles, and this action con-
filts chiefly in the fhortening the flefhy fibres, which is
called contra&ion, the principal agents of which are
the arteries and nerves diftributed in the flethy fibres.

In fhort, all parts of the body have their own func-
tions, or actions peculiar to themfelves, Life confifts
in the exercife of thefe fun&ions, and health in the
free and ready exercife of them.

FUND, in commerce, fignifies the ftocks of the great

trading and monied companies. See SToCKs.
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Der Grofse Zedler war das umfangreichste
Worterbuch der Frithen Neuzeit mit fast
290 000 Eintragen auf ca. 68 000 Seiten;
es erschien 1732-1750, 1755.
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Rene Descartes (1596-1650)

Algebra und Geometrie

Verbindung von Algebra und
Geometrie (spater analytische
Geometrie genannt)

G(x,y) =0
! !
Algebra Geometrie

algebr. Gleichung  (algebr.) Kurve

x,y Unbestimmte  punktweise
im Sinn d. Algebra, Konstruktion
keine Variablen einer Kurve




La Geometrie, 1637 e

Seite mit Abbildung, die die
Descartesschen Koordinaten-
linien zeigt, und Abbildungen
neuer Zeicheninstrumente

Ls GeoMeTRIE LIvVRE SECOND. 337

Apréscelaie fais K1 efgale & parallele aB A, en forre
quellecouppede B Clapartie BK efgale A m, 1 caufe
quil y a icy + m; & ie l'aurois adiouftée entirantcete
ligne I K delautre cofté, s'ily auoit eu--m; &ienel'ans
rois pointdutouttirce, fi la quantite m euftefte aulle,
Puisietireauffy1 L, en forte que laligne I KeftaK L,
comme Zeftan. ceft adire que IK eftantx, KL efe

%_x. Et par mefme moyenie connois aufly Ia proportien
qui

quieftentreKL, &1L, que ie pofe comme entren & a:
fibienque K L eftant '—;x,t Left %x; Et ie fais que le
point K foit entre L & C, a caufe qu'il y aicy = -:' %
au lieu que i'aurois mis LentreX & C,fi Peufle en—+ 3::.-
& ien'eufle point tirécere ligne IL,° x euft eft¢nulle.

Orcclafait,ﬂnememﬁeplwglaﬁgm LC, que
cestermes, LC ¥ mm= o o d'olievoy
que s'ils eftoient nuls, ce point C fe tronueroit en 13 ;-
gnedroite I L;& ques'ils eftoient tels que laracine s'en
pufttirer,c’efta direquen»&-;iﬁ # eftant marqués
d'vamefime figne +-ou--, 5o faft efgald 4 p m, oubien
que les termesmm &o 7,08 0% &£ #x fuffent nuls, ce
point C fe trougerpit en vae autre ligne droite qui ne fe-
roit pas plus malayfée a trommer qu’ I L. Mais lorfque
celan’eft pas, cepoint C eft toufiours enl'unedes trois

fe&ions coniques, ou en va cercle , dont I'vn des dia-
metres eftenlaligne IL,&laligne L Ceftl'vne de cel-

les quig'appliquent par ordre ce diamerre;
traire L Ceft parallele au diametre,, auquel celle qui ft
enlaligne I L eft appliquée parordre. A fgavoi. file ter.




Gottfried Wilhelm Leibniz

(1646-1716)

,De linea ex lineis ... “, Acta erudit. 1692

A NS
| N\
B _
. \
| / ('1.\

e G(x,y)=0 x,y Variable (!)

G algebraische oder transzendente
Gleichung

Funktionskonzept hat noch einen
geometrischen Hintergrund, es
schreibt einem Kurvenpunkt C
eine geometrische Grofle wie die
Tangente (7C), die Subnormale
(BP) oder den Krimmungsradius
zu. (In Fig. 144 bezeichnet C auch
die Kurve.)

Begriffe Abszisse AB, Ordinate BC
(fur Descartessche Applikate) 9



Johann Bernoull
(1667-1748)

Von der Geometrie zur Algebra

In Briefen an G. W. Leibniz
sprach auch Joh. Bernoulli von
Funktionen; im Brief vom

2. 9. 1694 bezeichnet er die
Summanden seiner ,, Taylor-
entwicklung® von [n dz als
Funktionen von konstanten u.
unbestimmten Groflen; ebenso
bei1 der Mitteilung des Brachis-
tochronenproblems, Juni 1696.

L Vuh papian an pin prrReid Cn oy, 0oL el paSidunun
L/m &Aeivéfk A u./wm, %) pﬁ@fb y/3 A/%%,Lﬁ‘q ,{a ﬂ'
g ot b bt e o viiiad 3 pndon

K.



Jakob Bernoulli (1654-1705)

Der ,analytische” Funktionsbegriff

Die isoperimetrischen Probleme (1696),
zunachst der einfache Fall des Problems der Dido




Isoperimetrische Probleme

Fg.VII-

B \ - s N

F\_j

Figur von Jakob Bernoulli (oben)
und Johann Bernoulli (unten)

Das allgemeine isoperime-
trische Problem:

Der Umfang BFNPB 1st von
gegebener Lange. Maximie-
re die Flache BPNZB, wobei
PZ von PF abhingt (PZ 1st
eine Funktion von PF z.B.
PZ = PF" oder = "\PF).
Die Kurve BH ist beliebig:
PZ=GH = f:(PF) .

B. Taylor in den Phil. Transactions:

. L.fhewhoy the Method of Fluxions is:to he.
applied to the Quadyaturc of all forts of Curves. - In
the following Propofition | givea general Solution of the;
Problem of the Jfoperimeier, which has been treated of-
by the two famous Mathematical Brothers the Bermoulli's, 12



Joh. Bernoullis Definition

einer Funktion (1696, gedr.1718)
REMARQUES

SUR CE QU'ON A DONNE JUSQUICI DE
SOLUTIONS DES PROBLEMES SUR LES ISOPERIMETRES;

Avec une nowvelle méthode courte ¢ facile de les refoudre [ans
caleul | laguele 5'érend aufi & dautres Problémes qui ont
raport 4 ceux-la.

_Par Mr. Jean BERNouLLI, Profeffeur & Bile.

DEFINITION

On appelle ici Fonction d'une grandeur variable, une quan-
titt compofée de quelque maniére que ce foit de cette gran-
deur variable & de conftantes,

Man nennt hier eine zusammengesetzte Quantitit, die sich in irgendeiner Weise aus

einer variablen Grofle und aus Konstanten ergibt, eine Funktion einer variablen
Grole. 13



Leonhard Euler
(1707-1783)

Algebraische Analysis

Leonhard Euler 1st einer der
bedeutendsten Mathematiker
schlechthin; er beeinflusste
die Analysis des 18. Jahr-
hunderts mal3geblich und galt
bereits seinen Zeitgenossen
als die

personifizierte Analysis,
die analysis incarnate. Euler
1st Vertreter der algebraischen
Analysis, aber auch ein sehr
pragmatischer Mathematiker.




Der analytische Funktionsbegriff
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Konzept Leonhard Eulers
fur eme Vorlesung tliber
Differentialrechnung in St.
Petersburg, etwa 1727/30.
Euler, Anfang 20, folgt hier
(§ 1) grundsatzlich seinem
Lehrer Johann Bernoull,
aber 1m Rechenausdruck
erweitert er bereits die zu-
lassigen Operationen, z.B.
durch den Logarithmus (1m
zweiten Beispiel) und flihrt

mehrere Variable ein.
15



Algebraische Analysis ()

Leonhard Euler

x2da

§. 7. Fit antem dx—= integrabile fi multipli-

. . . X o} .

catur per I, integrale enim erit ——-¢, defignante ¢
quantitatem conftantem quamcunque ab ¢ non penden-
tem.  Quocirca, i f( 7--¢) denotet functionem quam-
: cunque

Einfiihrung des Zeichens f{x) in den
St. Petersburger Commentarii 1740.

INTRODUCTIO
IN ANALTSEN

INFINITORU

AUCTORE

LEONHARDO EULERO,

. 3 .
Profeffore Regio BEROLINENSI, €) Academie I~
perialis Scientiarum PETROPOLITANE
Socio.

TOMUS PRI M US

4. Fundlie quantitatic varidbilc , of expreffin anilytics quomo-
i g s g 1 :

dacumgue compafita ¢x ild quantisare variabili ¢ mimeri fei guar-

litatibu conflaniibws. \ .

Eine Funktion einer verdnderlichen Zahlgrofse
ist ein analytischer Ausdruck (expressio
analytica), der auf irgendeine Weise
(quomodocumaque) aus der verdnderlichen
Zahlgrofie und aus eigentlichen Zahlen oder Rl

% -

aus konstanten Zahlgrofsen zusammengesetzt Einleitung in die Analysis des Unendlichen,
ist.  (,Introductio”, 1748; Kap. 1, § 4) 1748 (geschr. Vor 1745 in Berlin)

LAUSANNA, :

Apud MARCUM-MICHAELEM BOUSQUET & Socios.

16



Algebraische Analysis (ll)

Leonhard Euler
N‘TRQDUCTIO

IN ANJLETSIN

ENII\IITORUM
1748

PER SERIES INFINITAS

; num vero per hum[nodx terminorumn fe- Cap V.
riem infinitam exhiberi poffit , fi quis dubitet, hoc dubium —
per ipfam evolutionem CUJufque Fun&ionis tolletur.

A+Ba+t Ca* + D&’ + &c

)

Az + BQG+ Ce 4 D 4 &c.

Kapitel 4, Von der Darstellung der Funktionen durch unendliche Reihen

Alsdann diirfte es zweifellos sein, dass sich jede Funktion von z in einen ins Unendli-
che fortlaufenden Ausdruck Az + Bz’ + CZ' ...verwandeln lif3t, in welchem die Expo-
nenten a, p, ... irgendwelche Zahlen bedeuten [also auch Puiseux- und Laurentreihen].



Algebraische Analysis (l1)

Leonhard Euler

Themen der
JIntroductio®, Bd. 1,1748
~ INTRODUCTIO :

I N

ANALYSIN INFINITORUM
LIBER PRIMUS,
Continens

Explicationem de Funétionibus quantitatum va.
riabilium ; earum refolutione in Fa&ores, at-
que evolutione per Series infinitas : una cum
doctrina de Logarithmis, Arcubus circularibus,

- corumque Sinubus & Tangentibus; pluribuft
que aliis rebus, quibus Analyfis infinitorum non
mediocriter adjuvatar,

Funktionen dominieren;
endliche algebraische
Ausdriicke werden 1ns
Unendliche erweitert, z.B.
Polynom — unendl. Reihe
Produkt— unendl. Produkt
Bruch—unendl. Kettenbruch

18



Algebraische Analysis (l1)

Leonhard Euler

Themen der Funktionsdefinition in
JIntroductio®, Bd. 1,1748 den ,Institutiones”, 1755
INTRODUCTIO . ( .:INSTITUTIONES :

L . CALCULL; _
: : DIFFERENTIALIS
ANALYSIN INFINITORUM, '
LIBER PRIMUSQ’I . fﬁsi
Continens

. Quae autem quantitates hoc
modo ab aliis péﬂdem, vt his mutatis etigm ipfae mu-
tationes. [utbeant ; eae harum funiones appellari [olent ;
qua;e denoininatio lar{ﬁme ‘patet ,''atque ommes modos

. ool .
quibus vna quantitas per alizs determinari poteft, in. [¢

Explicationem de Funétionibus quantitatum va.
riabilium ; earum refolutione 1n Fa&ores, at-
que evolutione per Series infinitas : una cum

doctrina de J;ogamhmxs, Arcubps cxrcular{bus, cinpleGinar, G igitgr- B duatet gassit sk
CDrUlT]que Slﬁu.bus & Tangcntlbus5 P]uﬂbuf- - lem , ommes qaanrinzr::, guae vtcunque ab x pendent, ﬁu
quc allls I éb&ia qt_ll_bus Anal)’ﬁs mﬁmtof om non per eam determinantur, eius funiones vocautur ;

mediocricer adjuvacar.

Sind nun Groflen voneinander so
abhangig, dal} keine eine Veran-

derung erfahren kann, ohne eine

Unendliche erweitert, z.B. Veranderung der anderen zu be-

Polynom — unendl. Reihe wirken, so nennt man diejenige,
Produkt— unendl. Produkt deren Veranderung man betrach-

Bruch—unendl. Kettenbruch tet, eine Funktion der anderen.

Funktionen dominieren;
endliche algebraische
Ausdriicke werden ins

19



Der Wechsel von variablen GroRen zur
Funktion in einem halben Jahrhundert

Inhaltsverzeichnisse von
G. I'Hospitals ,Analyse des infiniment petits” (1696),
L. Euler ,Introductio in analysm infinitorum”™ (1748);
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SECTION.I.OU Pon donne les Regles du calcul des
Dmﬁ’rence:, pag.1.
Secr. II. Ufage du caleul des di ﬂerence: ponr trou-
ver les Tangentes de rtoutes fortes de
lignes courbes 1.
Sect.IIL Ufage du calcul des dzﬂ}wnce& pour trou-
ver les le grandes ¢g° les moindres
4PP117”€€5, on [e redmfenr les queftions
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Algebraische Analysis (1V)

Die Tragwelte der Potenzreihen
'~ INTRODUETIO

IN ANALYSIN
INFINITORUDM
AUCTORE

LEONHARDO EULERO,

Profiffore Regio BEROLINENSI, ¢5 Academia Im-
perialis Scientiarum PETROPOLITANE
Socio.

TOMUS PRIMUS

LAUSANNAHSA,

Apud MARcUM-MIcHAELEM BousQueT & Socios.
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Das Frontispiz zeigt allegorische Figuren (Musen), die rechnen. Die Ansicht 6ffnet sich
nach hinten durch ein Portal, das die Uberschrift ,,Analyse des infiniment-petits* tragt
und eine idyllische Landschaft zeigt: das durch die Analysis verhieBene promised land.



Schwingungsgleichung
Spezialfall: schwingende Saite

Lineare pDgl. 2. Ordnung vom
hyperbolischen Typ

u(t, x) Auslenkung K
am Ort x zur Zeit t, Saitenldnge LE

u(t, x) =c? u,(t x)

Randbedingungen u(t, 0) = u(t, L) =0

Anfangsauslenkung u(0, x) = f(x) Jean d'Alembert
(periodisch) (1717-1783)

u(t, x) = F(x + ct) + G(x—ct) F, G bel. aus C?,c=const
Losung von d'Alembert, 1747; ahnlich Euler, 1748;
spezielle Losungen aus trigonometrischen Funktionen.



Trigonometrische Reihen ()
Das Problem der schwingenden Saite (1747 f.)
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Uoique taut ce que Mrs. Zaylor, Bermuﬂ: i, &
quelques autres, ont dit & découvert jusqu’i pre-
fent au fujer du mouyement vibratoire des cordes,
femble avoir épuif€ la matiere, il b4 refte néanmoins

une double lxm:t:mon. qui la reftreint selleinent; qu’a peine y 2-¢-il

aucun cas, on 'on puiffe déterminer le veritable mouvement d'une
corde en vibration. Car d'abord, ils ont fuppofé qué les cordes ten-
dués faifoienc feulement des vxbrmons quafi infinrmenc petites, en
forte que dans ce mouvement, la corde, foit qu'elic aic une ficuation
droxce, ou courbe , peut pourtant étre cenfée conferver rovjours la
méme longueur. L’autre limitation confifte, en cequ'ils ont fuppofe
toutes les vibracions reguhc.res prétendant que dans chaque vibra-
tion la corde entiére, & tout i la fois, s’erend direétement, & cher-
chant hors de cette ficuation fa figure courbe, qu'ils ont trouve ére
une trochoide prolonrrce i Pinfini.

1I. A'laverité la premiere limitation, par laquelle les vibrations
de la corde font regardées comme infiniment petites, quoique réelle-

ment elles confervent teujours une raifon finie & Ja longueurde ka
Ly corde,

L. 8
e e o
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Das Problem wurde insbesondere von

J. d'Alembert (als Mathematiker) und

D. Bernoulli (als Physiker) behandelt;

der pragmatische L. Euler kann dabei

als ein mathematischer Physiker (neue 23
Disziplin!) angesehen werden.



Trigonometrische Reihen (ll)
Daniel Bernoulli (1700-1782)
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« ey D. Bernoulll setzte eine beliebige
(AS) 2 . . .
| Schwingung aus Eigenschwing-
\%

ungen (,,Obertonen®) zusammen
(Superpositionen),
Berliner Mémoires 1753.
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Was ist eine beliebige Funktion?

Preisschrift von Antoine Arbogast (1759-1803),

JMémoire uber die Natur willkurlicher Funktionen, die sich
als Losungen von partiellen Dgin. ergeben”

M EMOTIRE
fur la nature des Fonétions arbitraires qui entrent dans
les Intégrales des équations aux différenticlles
partielles.

HISTOLRE s

NOYAACTA

ACADEMIAE SCIENTIARVM
IMPERIALIS

: PETROPOLITANAE/,V

TOMVS V. e
&

conduit & des équations différenticlles 4 trois & plufieurs va-
riables: ce qui arrive méme bien fouvent, non feulement lors-
quon traite. des fujets de la méchanique fublime , mais fut-
tout dans la Théorie des mouvemens des fluides: de forte
quon ne fauroit foltenir rigoureufement quun pareil Problé-
me ait été réfolu, avant quon nait fixé exa&ement la natu-
re des fon&ions arbitraires,  L’Académie invite donc tous les

G

es de décider: (4) =
Si les fonctions arbitrairés, auxquelles on parvient par lin-
J ) g

tégration des. equations @ trois ou. plufieurs variables, repréfentent

M. EULER au contraire eut l'idée bardie de n’aflujettir

PRAECEDIT HISTORIA EIVSDEM ACADEMIAE
AD ANNVM MDCCLXXXVIL

PETROPOLI 5
TYPIS ACADEMIAE SCIENTIARVM MDCCLXXXIX,

des courbes ou furfaces quelconques, foit algébriques ou transcendantes,
foit: méchaniques, discontinues, ou. produites par un-mouvement volon-
taire de -la main; ou fi ces fonilions renferment feulement des cour-
bes continues repréfentées par une €quation algébrique. ou trans-
cendante? ;

Le terme du concours fut fixé jusquau 1 Juin 1489, &
enfuite prolongé jusquau 1 Septembre de la méme année.

Madame la Princefle de Dafchkaw prit dés le commen-
cenment de cette année un congé de fix mois pour aller pas-
fer une partic de Iété fur. fes terres prés de Moscou: elle
partit le 5 Février & revint le gr Aoit. Les affaires acadé-
miques furent en . attendant adminiftrées felon les inftru&ions
que Madame Ia Princeffc avoit données avant fon départ au,
Secrétaire de Conférences ainfi qud la Chancellerie, dont elle
requt chaque fémaine des rapports qui la mirent au fait de
tout ce qui s¢étoit paflé pendant fon abfence dans les divers
départemens de ’Académie.

Sa Majefté Ilmpératrice ordonna de faire équiper
quatre frégattes pour un voyage de long cours; le Collége
de I'Amirauté ayant, pour cet effet, befoin de gens habiles.
qui fouffent determiner, avec une exaditude fuffifante, les lon-
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Preisaufgabe der St. Petersburger Akademie
tiber willkiirlicher Funktionen, 1787

ces courbes 4 aucune loi, & il a ait le pren.ier, quelles pou-
voient érre quelconques, irréguliéres & discontinues, ceft-i=-
dire, ou formées de Paffemblage de plufieurs portions de cour-
bes différentes, ou tracées par le mouvement libre de la main
qui (e meut fans loi dans leipace. Cette difference de fenti-
mens douna lieu & plufieurs écrits qu’on trouve repandus dans
les Mémoires de Berlin & de Pétersbourg, ainfi que daus les
Opufcules de M DALEMBERT. Ce fut principalement a

‘PPéquation des cordes vibrantes que l'on appliqua les raifonne-

mens qui devoient décider la queftion.

-} ;
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Warmeleitungsgleichung

Spezialfall: warmeleitender Stab der Lange L

Lineare pDgl. 2. Ordnung vom parabolischen Typ
u(t, x) Temperaturverteilung am Ort x zur Zeit ¢

ult, x)—u,(t, x)=0

Randtemperatur u(¢, 0)=u(¢, L)=0, t>0,

Anfangstemperatur u(0, x) = f(x).

Periodische Losungen:

u(t, x) =Y b, e sin(kx) mit fix) = u(0, x) = Y b, sin(kx)

Gegenuber der Wellengleichung, bei der die ,Vorgange”
(Schwingungen) geometrisch sichtbar sind, ist die (,,algebra-
ische”) Warmeleitung abstrakter, da deren genaue Wahrneh-
mung auf Messungen beruht. Kurzzeitige Temperaturan-
derungen konnen im Modell als Sprunge idealisiert werden. 5



Fourieranalysis (1)

Jf(x) = ag /12 + a; cos(x) + a; cos(2x) + a3 cos(3x) +...+ by sin(x) + b, sin(2x) + b,SIiN(3x)
+b, cos (4x) + ...

THEORIE

ANALYTIQUE

DE LA CHALEUR,

Pazx M. FOURIER.

A PARIS,
CHEZ FIRMIN DIDOT, PERE ET FILS,

LIBRAIRES ‘POUR LES MATHEMATIQUES, L'ARCHITECTURE HYDRAULIQUE
ET LA MARINE, RUE JACOB, N° 24.

Jean Baptist
Fourier (1768- 1830)

Unten: Kap. lll, Sektion VI
Entwicklung einer willkur-
¢ lichen Funktion in eine
® trigonometrische Reihe

SECTION VI.

Deéveloppement d’une forection arbitraire en sdéries trigonomertriques.

ArT. 207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 214.

210. On obtient ce développement en déterminant les valeurs des coéf-
ficients inconnus dans les équations suivantes dont le nombre
est infini,

A—a—+ 2 64+ 3 ¢4+ 4 £ + etc.
B—a—+4-2%6,43cH+ 4°d 4 etc.
C—a4+-23°8+4+3%c4 454 + etec.
D—a4272437c 4+ 4°d 4+ etc.
etc. etc.
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Théorie de la chaleur (1822)

Definition einer allgemeinen Funktion

552 THEORIE DE LA CHALEUR.

autres ordonnées seraient supposées nulles, en sorte que la
courbe n'aurait de forme tracée qu'au-dessus de lintervalle
de x==a A x=24, et se confondrait avec 'axe des « dans
toutes les autres partics de son cours.

La méme démonstration fait connaitre que l'on ne consi-
dere point ici des valeurs infinies de x, mais des valeurs ac-
tuelles et déterminées.

Oun pourrait aussi examiner d’apres les mémes principes
les cas ot la fonction fi deviendrait infinie, pour des valeurs
singulieres de & comprises entre des limites données; mais
cela ne se rapporte point & 'objet principal que nous avons
en vue, qui est d'introduire dans les intégrales les fouctions
arbitraires; il est impossible quaucune question naturelle
conduise & supposer que la fonction fir devientinfinie, lors-
quon donne & x une valeur singuliére comprise entre des
limites données.

En général, la foriction £ représente une suite de valeurs
ou ordonndes dont chacune est arbitraire. L'abscisse  pou-
vant recevoir une infinité de valeurs, il y a un pareil nombre
d'ordonnées fx. Toutes ont des valeurs numériques ac-
tuelles, ou positives,, ou négatives , ou nulles. On ne suppose
point que ces ordonnées soient assujetties a une loi com-
mune; elles se succedent d’'une maniére quelconque, et cha-
cune d'elles est dounée comme le serait une seule quantite.

11 peut résulter de la nature méme de la question, et
de Paualyse qui s'y applique, que le passage d'une ordonnée
2 la suivante doive s'opérer d'une maniere continue. Mais il
s'agit alors de conditions spéciales, et P'équation générale (B),
considérée en elle-méme, estindépendante de ces conditions.
Elle s'applique rigoureusement aux fonctions discontinues.

,.Im allgemeinen stellt die Funktion fx
[= fix)] eine Folge von Werten oder
Ordinaten dar, wobei jeder bzw. jede

von ihnen.willkiirlich ist.”  (S. 552)

Theome do bz Chelower. 7Ll
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Fourieranalysis (Il)

peemmen T X 4 ey
DISQVISITIO VLTERIOR
SYVPER SERIEBYVS

SECVNDVM MVLTIPLA CVIVSDAM ANGYLI PRO-
GREDIENTIBVS,

Aullore
L EFLERGO

Conventui exhib. die 26 Maii 1777.

£ =
Contemplabor hic denuo eiusmodi funfiones cuiuspiam
anguli @, quas in feries, quarum termini cofinus an-
gulorum multiplorum ipfius @ continent, evolveie liceat:
Scilicet fi @ denotet talem fun@ionem anguli ¢, quae per
evolutionem huiusmodi feriei oriatur:
® = A + Beof. -+ Ccol. 2 @+ Dcof, + Egof. 4+ P+ ete,

manifeftum eft talem refolutionem femper fuccedere, quan-
do eadem funflio ¢ per folutionem communem in talem fe-
riem converti poteft:

D = a—+ 3 col.Q =+ y cof. P+ 3 col. @*+ ¢ cof. &*+ etc.
propterea quod omnes poteftates cofinuum in cofinus multi-
plorum eiusdem anguli refolvi poffunt, id quod in potefta-
tibus finuum non fuccedit, quoniam tantum poteftates pa-
res in cofinus multiplorum refolvuntur, poteftates vero im-

pares ad finus multiplorum perducuntur. Quia vero omnes
finus

——— T sm—

@—=A-+Bcol P4+ Ccol.2P~+Dcol 50
~+ Ecof. 4  + etc.
tum fingulae quantitates A, B, C, D, E, etc. per fequen-
tes formulas integrales determinantur, fiquidem in fingu-
lis integratio a termino ¢ == o, usque ad terminum Q==
(ej;ctcndatur, denotante = femiperipheriam circuli cuius ra-
us =— 1.

1. A=Xfdad.

2 B=2[® 3 Pcol P.
5 C=2fDoPcol 2 0.
4 D=2fPoPcol 3.
5: E=27®oPcol 4.

ete, etc.

ubl notetur primum coéfficientem effe I dum fequentes
omnes funt 2.

Beim Aufstellen einer
Fourierreihe fiir eine Funktion
gibt es 3 Probleme:

1) Finden der Koeffizienten,
11) die Konvergenzfrage,

111) die Darstellungsfrage.

Euler 10ste bereits Problem 1)
mittels der Orthogonalitat tri-

gonometrischer Funktionen. *°



Uber die Natur stetiger Funktionen

Karl Weierstral}
(1815-1897)

Brief von Karl Weierstral3
an Hermann Amandus
Schwarz (19. 4. 1879) liber
die Entdeckung einer steti-
gen Funktion (Fourierrei-
he!), die nirgends differen-
zierbar 1st.
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Darstellung willkurlicher Funktionen

Zwei Beitrage von Karl Weierstraly, 1885, verfaldt allerdings erst nach seinem
Approximationssatz von 1885! Davor hatte er auch die Definitionen einer
Funktion von Bernoulli-Euler als verfehlt angesehen, so noch in der Vorlesung
uber analytische Funktionen 1878 (Mitschrift Hurwitz).
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Trigonometrische Reihen

Die beriihmte Arbeit ,Uber die Darstellbarkeit einer Function®
(Habilschrift 1854, gedruckt 1867) von Bernhard Riemann (1826-1866).
Rechts unten die Formel fur die Fourierkoeffizienten und Bemerkungen
uber Fouriers allgemeines Funktionskonzept. In dieser Arbeit wird das
Riemannsche Integral (no6tig fur Koeffizientenberechnung!) eingefuhrt!
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Vertreter der Analysis im 19. Jh.

Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859) (links)

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) (rechts)

Paul du Bois-Reymond (1831-1889)
(links)

Hermann Amandus Schwarz
(1823-1921) (rechts)
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Zwel Marksteine

Richard Dedekind, 1831-1916

Anstelle von Zahlen Abbildung von
Mengen auf Mengen (Systeme oder
Ensembles bei Dedekind) 1888 in:
,Was sind und was sollen die Zahlen?*,
Problem einer geeigneten Topologie
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Zwel Marksteine

Richard Dedekind, 1831-1916 Lennart Carleson, geb. 1928
Anstelle von Zahlen Abbildung von Satz von Carleson (vorgetragen
Mengen auf Mengen (Systeme oder auf dem ICM 1966 in Moskau):
Ensembles bei Dedekind) 1888 in: Wenn f(x) aus L? ist, dann konvergiert die
,Was sind und was sollen die Zahlen?“, Fourierreihe von f(x) f.U. punktweise. 35

Problem einer geeigneten Topologie



Angelus Silesius (1624-1677)

,Cherubinischer Wandersmann oder Geist-
Reiche Sinn- und Schluf3-Reime” (*1675)

B R B S T
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Ruck- und Ausblick

 Thema des Vortrags genauer: Funktionen von reellen
Variablen, im allg. von einer reellen Variablen

 Was ware zu erganzen?

Mehrdimensionale und komplexe Funktionen,

zahlentheoretische Funktionen,

Mal¥funktionen,

stochastische Funktionen,

funktionalanalytische Versionen (schwache Losungen,
Distributionen, Diracsche 6-Funktionen)

und vieles andere mehr.

Zahlbereiche

* Einschlagigen Arbeiten vieler Mathematiker wurden nicht
erwahnt, z.B. James Gregory (1637-1675).
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Gauld uber Funktionen

( im Hinblick darauf, dal} das Wesen einer Funktion ihr Bestimmtsein ist;
in einem Brief an Bessel vom 21. 11. 1811)

Carl Friedrich Gau
(1777-1855)

Man sollte liberhaupt nie
vergessen, dass die Funktionen,
wie alle mathematischen
Begriffszusammensetzungen
[Konstruktionen], nur unsere
eigenen Geschopfe sind, und
dass, wo die Definition von der
man ausging aufhort einen Sinn
zu haben, man eigentlich nicht
fragen soll was 1st? sondern was
convenirt [passend 1st]? anzu-
nehmen, damit ich immer con-
sequent bleiben kann.
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