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1.	Strenge	Begründung	der	
Infinitesimalgeometrie	
(Integra;onstheorie)	

•  Morris	Kline	1972,	384:	
•  Leibniz‘s	work...was	so	incomplete	and	
fragmentary	that	it	was	barely	intelligible.	Neither	
Newton	nor	Leibniz	clearly	understood	nor	
rigorously	defined	his	fundamental	concepts.	



Morris	Kline	1972,	387	

•  Newton	and	Leibniz	relied	upon...the	
fecundity	of	the	methods	to	push	ahead	
without	rigor.	

•  Und	heute?	(November	2016)	



De	quadratura	arithme;ca	circuli,	
ellipseos	et	hyperbolae,	1675/76		



De	quadratura	etc.	(1993;	2016)					
Theorem	6	

•  Hujus	proposi;onis	lec;o	omik	potest,	si	quis	in	
demonstranda	prop.	7.	summum	rigorem	non	desideret.	Ac	
sa;us	erit	eam	praeteriri	ab	ini;o,	reque	tota	intellecta	tum	
demum	legi,	ne	ejus	scrupulositas	fa;gatam	immature	
mentem	a	reliquis,	longe	amoenioribus,	absterreat.	Hoc	
unum	enim	tantum	conficit	duo	spa;a,	quorum	unum	in	
alterum	desinit	si	in	infinitum	inscribendo	progrediare;	
e;am	numero	inscrip;onum	manente	finito	tantum,	ad	
differen;am	assignata	quavis	minorem	sibi	appropinquare.	
Quod	plerumque	e;am	illi	sumere	pro	confesso	solent,	qui	
severas	demonstra;ones	afferre	profitentur.	



Beweis	zu	Satz	6	



Beweis	von	Satz	6	

•  1.	Par;;on	des	Integra;onsintervalls	
•  2.	Abschätzung	der	Differenz	zwischen	einem	
elementaren	Rechteck	e.r.	und	einer	
gemischtlinigen	Figur	

•  3.	Beweis	durch	Reduk;on	
•  4.	Abschätzung	über	alle	solche	Rechtecke	
und	gemischtlinigen	Figuren	fi	



Beweisfortsetzung	

•  5.	Summe	C	der	Flächen	aller	c.r.	
•  6.	Abschätzung	der	Differenz	zwischen	der	
Summe	M	der		Flächen	aller	gemischtlinigen	
Figuren	und	der	Summe	E	der	Flächen	aller	
elementaren	Rechtecke	

•  7.	Reduk;on	der	Abschätzungsgröße	1L3D.hm	

•  8.	Reduk;on	der	Differenz	aus	Schrio	6	



Bewiesene	Methode	

•  Adeoque	methodus	indivisibilium,	quae	per	
summas	linearum	invenit	areas	spa;orum,	pro	
demonstrata	haberi	potest.	



Scholium	
•  Hac	proposi;one	supersedissem	lubens,	cum	nihil		sit	
magis	alienum	ab	ingenio	meo	quam	scrupulosae	
quorundam	minu;ae	in	quibus	plus	ostenta;onis	est	quam	
fructus,	nam	et	tempus	quibusdam	velut	caeremoniis	
consumunt,	et	plus	laboris	quam	ingenii	habent,	et	
inventorum	originem	caeca	nocte	involvunt,	quae	mihi	
plerumque	ipsis	inven;s	videtur	praestan;or.	Quoniam	
tamen	non	nego	interesse	Geometriae	ut	ipsae	methodi	ac	
principia	inventorum	tum	vero	theoremata	quaedam	
praestan;ora	severe	demonstrata	habeantur,	recep;s	
opinionibus	aliquid	dandum	esse	putavi.		



Mémoire	de	Mr.	G.	G.	Leibniz	
touchant	son	sen;ment	sur	le	calcul	

différen;el	1701	

•  Car	au	lieu	de	l‘infini	ou	de	l‘infiniment	pe;t,	
on	prend	des	quan;tés	aussi	grandes	et	aussi	
pe;tes	qu‘il	faut	pour	que	l‘erreur	soit	
moindre	que	l‘erreur	donnée,	de	sorte	qu‘on	
ne	diffère	du	s;le	d‘Archimède	que	dans	les	
expressions,	qui	sont	plus	directes	dans	notre	
méthode	et	plus	conformes	à	l‘art	d‘inventer.	



2.	Der	Erfinder	der	Differen;al-	und	
Integralrechnung	

•  Grundlegende	Einsichten	1673/74:	
•  Wohl	definierter	Begriff	von	unendlich	klein	
•  Charakteris;sches	Dreieck:	(Pascal‘s	Traité	des	sinus	
du	quart	de	cercle)	dx:dy:ds=y:(r-x):r	

•  Transmuta;onssatz:	Integraltransforma;on	
•  ∫ydx=1/2(xy+∫zdx),	z=y-x(dy/dx)	
•  (par;elle	Integra;on)	
•  Quadratur	des	Kreises:	π/4=1-	1/3	+	1/5	±	



Rolle	der	arithme;schen	Quadratur	
des	Kreises	

•  Prinzip	der	Linearisierung:	
•  Sen;ent	autem	(sc.	lectores)	quantus	inveniendi	
campus	pateat,	ubi	hoc	unum	recte	perceperint,	
figuram	curvilineam	omnem	nihil	aliud	quam	
polygonum	laterum	numero	infinitorum,	
magnitudine	infinite	parvorum	esse.	

•  (Für	den	Kreis:	Viète,	Galilei)	
•  Konvergenzkriterium	für	alternierende	Reihen	(mit	
Beweis)	(Brief	an	Johann	Bernoulli)	



Geburtstag	des	Calculus	
•  5	Hss.	vom	25.	Oktober	bis	zum	11.	November	
1675	

•  Geburtstag	des	Integralzeichens							für	Summen	
•  am	29.	Oktober	
•  Geburtstag	des	Zeichens	d	für	Differenzen	am	11.	
November	

•  Symbole	stehen	für	Opera;onen:	Suche	nach	
Opera;onsregeln	(Analogie	zwischen	
Summenkalkül	(Quadraturen)	und	
Differenzenkalkül	(Tangenten))	

∫



Das	Integralzeichen	wird	geboren	



Differen;ale	

•  Differen;al	einer	Variablen	x	ist	die	unendlich	
kleine	Differenz	zwischen	2	aufeinander	
folgenden	Werten	von	x	

•  Regeln:	da=0,	d(u+v)=du+dv,	d(uv)=udv+vdu	
•  usf.	
•  1.	Veröffentlichung:	Okt.	1684	„Neue	Methode	
für	Maxima	und	Minima	wie	auch	für	
Tangenten...“	

•  Hauptsatz	folgt	aus	der	Beziehung	zwischen	
Summenfolgen	und	Differenzenfolgen	



Anwendungen	

•  Spezielle	Kurven	(o}	durch	
Differen;algleichungen	definiert):	

•  Keoenlinie	1686	
•  Brachistochrone	(Zykloide)	1697:	Ursprung	
des	Varia;onskalküls	

•  Enveloppen,	Trajektorien,	Kaus;ken,	
Isochronen	usf.		



3.	Seine	Konzep;on	einer	allgemeinen	
Kombinatorik	und	seine	Beiträge	dazu	

•  		Algebra											Zahlentheorie						Versicherungs-	
•  																																																											rechnung	
linear		nichtlinear			Par;;onen	
Deter-		endl.Gl.	
nanten							unendl.Gl.	
													symm.	F.	



3.1	Determinanten	

•  Systeme	linearer,	inhomogener	Gleichungen	
•  Resultanten	zweier	Polynome	
•  Elimina;on	einer	gemeinsamen	Variablen	aus	
algebraischen	Gleichungen	





Allgemeine	Zeichenregel	(Januar	1684)		

•  Terme,	die	durch	eine	ungerade	Anzahl	von	
Transposi;onen	des	linken	oder	rechten	Index	
auseinander	hervorgehen,	haben	
verschiedene	Vorzeichen;	im	Falle	einer	
geraden	Anzahl	haben	sie	das	gleiche	
Vorzeichen	

•  Cramer	(1750!)	verwandte	Inversionen	der	
Indizes	



Allgemeine	Sätze	

•  Vertauschung	von	Zeilen	und	Spalten	
•  														=-											,														=															
•  Vertauscht	man	zwei	Zeilen	(Spalten),	so	
ändert	die	Determinante	ihr	Vorzeichen.	
Bringt	man	die	Zeilen	1,	2,	...,n	(Spalten)	von	A	
in	die	Folge	k1,	k2,	...,	kn,	so	wird	die	
Determinante	mit	dem	Vorzeichen	dieser	
Permuta;on	mul;pliziert.	

2.1.3 1.2.3 3.1.2 1.2.3



Allgemeine	Sätze	

•  Laplacescher		Entwicklungssatz:	Die	Gleichung		
•  																						=	0	kann	auf	folgende	4	Weisen	
geschrieben	werden.	

•  0.1.2.43-0.1.3.42+0.2.3.41-1.2.3.40=0	
•  0.1.2.33-0.1.3.32+0.2.3.31-1.2.3.30=0			
•  0.1.2.23-0.1.3.22+0.2.3.21-1.2.3.20=0		
•  0.1.2.13-0.1.3.12+0.2.3.11-1.2.3.10=0			
•  Keine	Adjunkten,	nur	Unterdeterminanten	
n-1ter	Ordnung																																	

0.1.2.3



Eliminationstheorie 



Elimina;onstheorie	
•  Berechnung	der	Resultante	zweier	Polynome	
•  Vorwegnahme	von	
•  Sylvesters	dialy;scher	Methode	(1840):	1679/81	
•  Eulers	(1748)	und	Bézouts	Methode	(1764):	
Verwendung	von	Hilfspolynomen	1683/84	

•  Kannte	die	Dimensions-	und	
Homogenitätseigenscha}en	der	Resultante:	
1692/93	



3.2	Symmetrische	Funk;onen	

•  Tafeln	für	die	Anzahl	von	Termen	in	einer	
symmetrischen	Funk;on	

•  Mul;plika;onstafeln	
•  Hauptsatz	der	Theorie	der	sym.	Funk;onen	
•  Girards	Formel	(Potenzsummen)	
•  Reduk;on	mul;former	symmetrischer	
Funk;onen	auf	Potenzsummen	



Symmetrisches	Polynom	lhmrns...	
•  p=	h+r+s...	Grad	des	Polynoms,	k	Zahl	der	
Variablen	l,	m,	n,...eines	einzelnen	Terms,	v	Zahl	
der	zugelassenen	Variablen,	d	Zahl	der	paarweise	
verschiedenen	Exponenten	

•  l4m4n3o			oder		l3m2no	
•  k=	4=	2+1+1	=	2.1	+	1.2	=	2r2+1r1	
•  Betrachte	die	verschiedenen	Exponenten	
•  Suche	die	Häufigkeit	ihres	Au}retens	
•  Beschreibe	den	Typ	der	Wiederholung	durch	eine	
Par;;on	



Fortsetzung 
•  (2) Typ des darstellenden Terms 
    Beispiel: l3m3n2o2p, k=5, v=6 
•  1.     = 6 
•  2. lmnop - l3m3nop 
•          = 10, 6.10=60 Terme des Typs l3m3nop 
•  3. l3m3nop - l3m3n2o2p 
•          = 3, 60.3 = 180 Terme 
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De resolutione aequationis quinti 
gradus  um 1677-1679  



3.3 Finanz- und 
Versicherungsmathematik 



Berechnung	des	Barwertes	
•  x	Barwert,	p	geliehene	Summe,	a	Zahl	der	Jahre,	
•  v	=									,	i	gesetzlicher	Zinssatz:	

•  x	=	p																									,	x<p,	p-x	interusurium	

•  Rückzahlung	von	Schulden	
•  Teilzahlungen	bei	Auk;onen	
•  Versicherungen	-	Pensionen	
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Kauf	einer	Leibrente	
•  Eine	gewisse	sichere	und	mathema;sche	
Schätzung	der	Wahrscheinlichkeit	(certa	quaedam	
et	mathema;ca	probabilita;s	aes;ma;o)	

				x		Kaufpreis,	p	gewünschter	Rentenbetrag	
	
				
	
a	Laufzeit	in	Jahren,	v=									,	i	gesetzl.,	jährl.	Zinssatz	

x = 1− v
v+1
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Leibnizens	Versicherungstheorie	

•  1.	Eine	einfache	und	originelle	Modellierung	
der	Lebenserwartung	von	Individuen	und	
Gesellscha}en	

•  2.	Grundlage	einer	strengen	
Sterblichkeitsanalyse	mit	Hilfe	der	
Wahrscheinlichkeitstheorie	



Leibnizens	mathema;sches	Modell	der	
Sterblichkeit	

•  1.	Alle	Menschen	sind	gleich	lebenstauglich.	
•  2.	Jedes	Alter	ist	gleich	todesanfällig.	
•  3.	Die	Grenze	des	menschlichen	Lebens	sind	
80	(70,	81)	Jahre.	



Zwei	Defini;onen	

•  1.	Die	Lebensdauer	einer	Gesellscha}	ist	die	
obere	Grenze	der	individuellen	Lebensdauern	
ihrer	Mitglieder:	eine	Gesellscha}	überlebt	bis	
zum	Tod	ihres	letzten	Mitgliedes.	

•  2.	Die	wahrscheinliche	Lebensdauer	einer	
Gesellscha}	von	n	beliebigen	Personen	ist	das	
arithme;sche	Mioel	der	Lebensdauern	von	n-
tupeln.	



Beispiel	
•  1.	Sei	a	(75)	dasselbe	Alter	einer	Gruppe	von	n	(6)	
Personen.	

•  2.	Alle	n	Personen	haben	verschiedene	
Lebenserwartungen.	

•  3.	Sei	t=80	Jahre	die	maximale	Lebenserwartung.	
•  4.	Vier	Schrioe:	
•  4.1.	Kombina;onen	(Gesellscha}en)	
•  4.2.	Lebenserwartungen	der	Gesellscha}en	
•  4.3.	Die	Gesamtzahl	der	Lebenserwartungen	
•  4.4.	Wahrscheinliche	Lebenserwartung	



Leibniz	2000,	Nr.	II,	14	(S.	508)	



4. Erfindung der ersten 4-Spezies-
Rechenmaschine, Dyadik 



Leibniz	an	Herzog	Johann	Friedrich	in	
Hannover	1671	(II,1,160)	

•  In	Mathema;cis	und	Mechanicis	habe	ich	
vermioels	ar;s	combinatoriae	einige	Dinge	
gefunden	die	in	praxi	vitae	von	nicht	geringer	
importanz	zu	achten,	und	erstlich	in	
Arithme;cis	eine	Maschine,	so	ich	eine	
Lebendige	Rechenbanck	nenne,	dieweil	
dadurch	zu	wege	gebracht	wird,	daß	alle	
Zahlen	sich	selbst	rechnen,	addiren	
subtrahiren	mul;pliciren	dividieren.	



Leibniz	über	Rechenmaschinen	

•  Es	ist	unwürdig,	die	Zeit	bedeutender	
Menschen	mit	der	Sklaverei	von	Rechenarbeit	
zu	verschwenden,	weil	auch	die	einfachste	
Person	zuverlässig	das	Ergebnis	mit	Hilfe	einer	
solchen	Maschine	niederschreiben	kann.	



Drei	Mechanismen	

•  Eingabewerk:	Opera;on	der	Eingabe	einer	
Zahl	

•  Resultatwerk:	Opera;on	der	
Rechnungsausführung	(Antreiben	der	
Zählräder)	

•  Betrag-Schaltwerk	(Übertragungswerk):	
zwischen	diesen	beiden	Werken	



Betrag-Schaltwerk	

•  Völlig	neues	Maschinenelement:		
•  Getrieberad,	dessen	effek;ve	Anzahl	von	Zähnen	
zwischen	0	und	9	variiert	werden	konnte	

•  1.	Sogenanntes	Sprossenrad:	die	Zähne	werden	
in	einer	Ebene	am	Radumfang	herausgeschoben	

•  2.	Sogenannte	Staffelwalze:	Zylinder,	der	auf	
einem	Teil	seines	Umfangs	9	Zahnrippen	mit	
verschieden	gestaffelter	Länge	trägt	



 Staffelwalzen, Zugspindel zur 
Verschiebung des Schlittens 



Dyadik	als	Symbol	der	Schöpfung	



Epilog	

•  Leibnizens	Lebensmaxime	(Oktober	1673)	

•  Malo	enim	bis	agere	idem,	quam	semel	nihil.	


