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Ziele dieses Vortrags

speziell:

B Eigenschaften der Binomialverteilung
B ihre Konvergenz gegen die Normalverteilung (Satz von MOIVRE-LAPLACE)
B lllustration: GALTONbrett

B Anwendungsaufgaben
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M [lllustration: GALTONbrett

B Anwendungsaufgaben

allgemeiner und universeller:

B Summen von unabh&ngigen Zufallsgré3en
B Abweichungen vom Erwartungswert (Gesetz der Grof3en Zahlen)
B Konvergenz gegen Normalverteilung (Zentraler Grenzwertsatz)

B Anwendungsaufgaben
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Binomialverteilung

Verteilung auf {0, ..., n}. Parameter: n € N, p € (0, 1).

Biny (k) = P(X = k) = <Z>pk(1 —p)" k. ke{o,...,n}

B Verteilung der Anzahl der Erfolge in einer Serie von 1 Gluckspielen mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p

B Verteilung der Summe von n unabhéngigen BERNOULLI-verteilten Zufallsgréf3en
B eine der wenigen expliziten Verteilungen einer n-fachen unabhéngigen Summe
B Erwartungswert E(X) = 37 kBing » (k) = np.

Beweis mit Rechnung oder mit obiger Interpretation.
B Varianz V(X) = Y7_, k*Biny,» (k) — (np)® = np(1 — p). Beweis dito.
B Falls X; ~ Biny », und X2 ~ Biny ,, unabhangig sind,

soist X1 + X2 ~ Bing n, 4n,-
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Verhalten fir grol3e n

(Es wird NICHT der PoissoN’sche Grenzwertsatz behandelt, wo np ~ « vorausgesetzt wird.)

Wie verhélt sich X ~ Biny, ,, firn — oo?

B Natirlich ist X ~ E(X) = np, aber wie groR ist die Ordnung a,, der Abweichung der
GréRe X von E(X) (die Fluktuation)?
B Schwaches Gesetz der GroRen Zahlen: Fiur € > 0 gilt (TscHEBYSCHEFF-Ungleichung!)
2
CE(X-EX)P) _mpl-p) _C

- (ne)? - (ne)? ~n 0

P(|X — E(X)| > en)
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Verhalten fir grol3e n

(Es wird NICHT der PoissoN’sche Grenzwertsatz behandelt, wo np ~ « vorausgesetzt wird.)

Wie verhélt sich X ~ Biny, ,, firn — oo?

B Natirlich ist X ~ E(X) = np, aber wie groR ist die Ordnung a,, der Abweichung der
GréRe X von E(X) (die Fluktuation)?
B Schwaches Gesetz der GroRen Zahlen: Fiur € > 0 gilt (TscHEBYSCHEFF-Ungleichung!)

E(X -EX)P) _npl—p) _C
= (ne)? T (me)2  n -0

P(|X — E(X)| > en)

Also muss a, < n sein.
B Antwort: a,, ist so groB, dass die Varianz von -~ (X — E(X)) von endlicher
GroRenordnung ist, sagen wir: = 1.

H Wegen V(ﬁ(){ —-E(X))) = éV(x) = énp(l —p)ista, = y/np(1 —p).
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Also muss a, < n sein.
B Antwort: a,, ist so groB, dass die Varianz von -~ (X — E(X)) von endlicher
GroRenordnung ist, sagen wir: = 1.

H Wegen V(ﬁ(){ —-E(X))) = éV(x) = énp(l —p)ista, = y/np(1 —p).

X —np )
=—>  Vermutung: ———————  konvergiert.

np(1 —p)
Die Limes-Zufallsgrof3e sollte Erwartungswert Null und Varianz Eins haben.

Aber was sollte sie sein? Und was soll “konvergiert” heiRen?
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Relevante Ubungsaufgaben
(mit den Ublichen Voraussetzungen: Unabhéngigkeit, exakte Verteilung etc.)

Wenn man einen fairen Wirfel 1200 Mal wirft, wie grof3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass
dabei zwischen 190 und 200 Sechsen fallen?
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Relevante Ubungsaufgaben
(mit den Ublichen Voraussetzungen: Unabhéngigkeit, exakte Verteilung etc.)

Wirfeln

Wenn man einen fairen Wirfel 1200 Mal wirft, wie grof3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass
dabei zwischen 190 und 200 Sechsen fallen?

Wahlprognose

Bei einer Wahl erhélt Kandidat A einen unbekannten Anteil p der Stimmen. Um den Wert von
p zu ermitteln, werten wir die ersten n Wahlzettel aus (bzw. befragen wir n zuféllig gewéhite
Wabhler). Wie groR sollte n sein, damit die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums von mehr als einem
Prozent nicht gréRer als 0,05 ist?
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Relevante Ubungsaufgaben

(mit den Ublichen Voraussetzungen: Unabhéngigkeit, exakte Verteilung etc.)

Wenn man einen fairen Wirfel 1200 Mal wirft, wie grof3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass
dabei zwischen 190 und 200 Sechsen fallen?

Wahlprognose

Bei einer Wahl erhélt Kandidat A einen unbekannten Anteil p der Stimmen. Um den Wert von
p zu ermitteln, werten wir die ersten n Wahlzettel aus (bzw. befragen wir n zuféllig gewéhite
Wabhler). Wie groR sollte n sein, damit die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums von mehr als einem
Prozent nicht gréRer als 0,05 ist?

Beide Aufgaben kdnnen praktisch approximativ gelést werden mit Hilfe des folgenden Satzes
und einer Tabelle fur die Werte der Verteilungsfunktion der Normalverteilung,

1 t 1.2
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Die Normalapproximation der Binomialverteilung

Satz von MOIVRE-LAPLACE

Wenn X ~ Bin,, , ist, so konvergiert % gegen die Standard-Normalverteilung A .
np(l—p

Das heiR3t, fiir alle a < b gilt

i X —np = a = — ®(a) = PeTz o
T}er;op(agmgb>—P(Ne[,b])—<I>(b) ®(a) /amd.

Beweis: Stirling-Formel n! ~ (Z) vV 27n, Taylor-Approximation log(l + 5) ~eE— %52 und
Exponentialsatz (1 4+ £)™ — e und etwas Rechnung.
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Wenn X ~ Bin,, , ist, so konvergiert % gegen die Standard-Normalverteilung A .
np(l—p

Das heiR3t, fiir alle a < b gilt

i X —np = a = — ®(a) = PeTz o
JLI&P(agmgb)—P(Ne[,b])—<1>(b) ®(a) /amd.

Beweis: Stirling-Formel n! ~ (Z) vV 27n, Taylor-Approximation log(l + 5) ~eE— %52 und
Exponentialsatz (1 4+ £)™ — e und etwas Rechnung.

Aber warum die Normalverteilung?

Im Satz von MOIVRE-LAPLACE sieht man es nicht, aber der Grenzwert ist universell:

Er hangt nicht von der Binomialverteilung ab!

Wir sind einem der wichtigsten Prinzipien der Wahrscheinlichkeitstheorie auf der Spur!
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Visualisierung mit dem Galtonbrett

B N Kugeln fallen durch ein regelméaRiges
Muster von Hindernissen. Jedes Mal werden
“links” und “rechts” mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit unabhangig gewahit.

B Die Schritte sind also gleichverteilt auf
{—1, 1} (standardisiert).

B Die Summe Y der Abweichungen vom
Startort zeigt sich unten im Ort der Kugel
nach ihrem Lauf. Esist Y = 2X — n mit
X ~ Binn’% und n = 6.

B Nach dem Satz von MOIVRE-LAPLACE ist
Y =2(X - 2) = 2(y/niN) = VoN.

B Die Glockenkurve zeigt sich im Histogramm
von /N unabhangigen Wiederholungen.

Aber wie wurde MoIVRE-LAPLACE wirklich ange-
wendet? Auf N oder auf n = 6?

L
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Experimentelle Erfahrung am Histogramm

Das Histogramm von vielen unabh&ngigen Wiederholungen einer beliebigen Zufallsgrée
approximiert die Dichte der Standardnormalverteilung:

Satz von MoOIVRE-LAPLACE fiir Histogramme

Wenn Y1, Ya, ..., Y eine Folge von N unabhéngigen, identisch verteilten Zahlen ist, so ist
fiir jedes a < b die Anzahl der k mit Y, € [a, b] ungefahr Np plus \/Np(1 — p) Mal eine
standardnormalverteilte ZufallsgroRe, wobei p = P(Y1 € [a, b]).

(Zum Beweis wendet man den Satz von MOIVRE-LAPLACE an auf die IndikatorgroRen
ll{yke[a’b]}, denn ihre Summe ist die obige Anzahl.)
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Experimentelle Erfahrung am Histogramm

Das Histogramm von vielen unabh&ngigen Wiederholungen einer beliebigen Zufallsgrée
approximiert die Dichte der Standardnormalverteilung:

Satz von MoOIVRE-LAPLACE fiir Histogramme

Wenn Y1, Ya, ..., Y eine Folge von N unabhéngigen, identisch verteilten Zahlen ist, so ist
fiir jedes a < b die Anzahl der k mit Y, € [a, b] ungefahr Np plus \/Np(1 — p) Mal eine
standardnormalverteilte ZufallsgroRe, wobei p = P(Y1 € [a, b]).

(Zum Beweis wendet man den Satz von MOIVRE-LAPLACE an auf die IndikatorgroRen
ll{yke[a’b]}, denn ihre Summe ist die obige Anzahl.)

Ist das das Prinzip hinter dem GALTONbrett?

Nein, nicht ganz, wir verwenden nur das Gesetz der Grol3en Zahlen:

Wende den obigen Satz fir i = —3, —2,...,3anaufp; = P(Y =) = BinGé (20) — 3,
dann sammeln sich in der i-ten Box etwa Np; Kugeln. Die p; approximieren die Dichte von
\/EJ\/' nach dem Satz von MoIVRE-LAPLACE flr n = 6.

Man muss /N mit n = 6 geschickt koppeln!
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Universalitat: Warum die Normalverteilung?

Welche Verteilung mit Erwartungswert Null und Varianz Eins hat die Eigenschaft, dass fur
unabhangige Realisationen X1, ..., X, gilt

=y
— X hat die selbe Verteilung wie X717
Vin i=1

Antwort (unter technischen Voraussetzungen): nur die Standardnormalverteilung A/ Denn nur
sie hat die Eigenschaft: Falls X1, Xo ~ A unabhangig sind, so ist X1 + X2 ~ /2N
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Universalitat: Warum die Normalverteilung?

Welche Verteilung mit Erwartungswert Null und Varianz Eins hat die Eigenschaft, dass fur
unabhangige Realisationen X1, ..., X, gilt

Ly
— X hat die selbe Verteilung wie X717
Vin i=1

Antwort (unter technischen Voraussetzungen): nur die Standardnormalverteilung A/ Denn nur
sie hat die Eigenschaft: Falls X1, Xo ~ A unabhangig sind, so ist X1 + X2 ~ /2N

Zentraler Grenzwertsatz

Seien X1, ..., X, unabhangige, identisch verteilte ZufallsgréRen mit Erwartungswert Null
und Varianz Eins, dann konvergiert n~/2(X; + - - - + X,,) in Verteilung gegen AV, das
heiR3t, fiir jedes a < b gilt

Jm #( EZIX € la.b]) = () 9(a) = —= [ Ce b dn.

Universelle Aussage: Die unabhéngige Uberlagerung von n standardisierten Fehlern ist
ungeféhr normalverteilt mit Varianz n.

Der Zentrale Grenzwertsatz ist eine der fundamentalsten Aussagen der W'Theorie!
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Zum Beweis

Mit charakteristischen Funktionen:

Wenn fiir jedes ¢ € R gilt: lim,, s o E(el*?7) = E(e'*™V), dann konvergiert Z,, gegen .

Man rechnet mit Hilfe der Unabhé&ngigkeit und einer Taylor-Approximation:

E(e it(Xq+- +Xn)/\/_ ]E(H tXi/ﬁ)

E(eitxi/ﬁ)

Il
::]:

1
E(eitxl/\/ﬁ))"

7

it
1+ —=E(X -
+\/ﬁ( 1)+

2
=(1-5,)"
2n

2 .
und dies konvergiert nach dem Exponentialsatz gegen e /2 = E(e‘tN).

U
I/~ /]~
N =
/~
—
~
N——
N
=
—~
%
~—
N——
3
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Beispiel

Eine Aufgabe zum ZGWS, die nicht mit dem Satz von MOIVRE-LAPLACE geldst werden kann:

Rundungsfehler

Eine Bank tauscht hundert Millionen Geldbetrage von DM in Euro gemaR der Regel
1 Euro = 1.95583 DM um. Das Euro-Ergebnis wird auf ganze Cent gerundet.

(Beispiel: 50 DM = 25.56459406 Euro ~ 25.56 Euro).
Wie ist der Gesamt-Rundungsfehler verteilt?

Innerhalb welcher Schranken bleiben die Rundungsfehler mit einer Wahrscheinlichkeit von 99
Prozent?
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Eine Aufgabe zum ZGWS, die nicht mit dem Satz von MOIVRE-LAPLACE geldst werden kann:

Rundungsfehler

Eine Bank tauscht hundert Millionen Geldbetrage von DM in Euro gemaR der Regel

1 Euro = 1.95583 DM um. Das Euro-Ergebnis wird auf ganze Cent gerundet.

(Beispiel: 50 DM = 25.56459406 Euro ~ 25.56 Euro).

Wie ist der Gesamt-Rundungsfehler verteilt?

Innerhalb welcher Schranken bleiben die Rundungsfehler mit einer Wahrscheinlichkeit von 99
Prozent?

Hinweise zur Lésung: Annahmen: (1) Jeder einzelne Rundungsfehler (in Euro) ist eine auf
[—0.005, 0.005] gleichverteilte ZufallsgroRe, und (2) die 10® Fehler sind unabhéngig.

Dann ist der Gesamtrundungsfehler (in Euro) gleich R = X1 + - - - 4+ X8, wobei

X1, ..., X108 unabhangige, auf [—0.005, 0.005] gleichverteilte ZufallsgréRen sind. Sie
haben den Erwartungswert Null und die Varianz %0.0052 = % 10~*. Nach dem ZGWS gilt
R~ V105451072V = 18N

Die Zusatzfrage st man approximativ mit Tabellen der Werte der Verteilungsfunktion ®; eine
Schranke ist etwa 74 Euro.
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