
Weierstraß-Institut
für Angewandte Analysis und Stochastik

im Forschungsverbund Berlin e.V.

Preprint ISSN 0946 – 8633

Tortuosity and objective relative acceleration in

the theory of porous materials

Krzysztof Wilmanski

submitted: 22nd April 2004

Weierstrass Institute
for Applied Analysis
and Stochastics
Mohrenstr. 39
10117 Berlin
Germany
E-Mail: wilmansk@wias-berlin.de

No. 922

Berlin 2004

W I A S

2000 Mathematics Subject Classification. 80A17, 74A20, 74F10, 74J10.

Key words and phrases. Thermodynamics, Biot’s model, poroelastic materials, acoustic waves.



Edited by
Weierstraß-Institut für Angewandte Analysis und Stochastik (WIAS)
Mohrenstraße 39
10117 Berlin
Germany

Fax: + 49 30 2044975
E-Mail: preprint@wias-berlin.de
World Wide Web: http://www.wias-berlin.de/



��������

��� ��� �� 	��
 ���
 �
 	������� �� 
��� 	�� ���
	���	��� �� �� �����	��� ����	���

��������	��� ��� � 	�����������	 ���	��� ��� ����� 	��	 �	
 ���������	��� �� 	��

�����	�� 
����� �������
 ����	����� 	���
 �� ���	��� 
	��

�
 ��� �� 	�� �������

���
 ��� �� ��	�����	�� �
 �� �������� �� 	��	��
�	� �� 	�� 	����� �� 
�	���	��

�������
	�� ��	�����
 ��� � ������	��� �� 	��	��
�	� ��	� ���	��	���
 �� 	�� 
���	��

������ �� � ��
�
����� ����� �� ��
����	���� ��� ���������	��� �� 
��� � ����� �����


 ��	!
 ����	���
 �
�� �� ��������
	��
�

�� �����
	��	� �
 ���� 	��	 ��
��	
 ��� 	�� �������	��� �� ����
	�� ����
 ��


�	���	�� �������
	�� ����� ��� �����	�	����� 
������ ���  ��	!
 ����� ��� ��� 	��


����� ���	��� ����� �� ����� ��	� 	�� 	��	��
�	� ��� 	��  ��	!
 �������� ��	����

���	��� 
	��

�
 ��� ������	��� "	 �
 ��
� ������	�� 	��	 	�� �������� ���
	��	 ��

 ��	!
 ����� ��	����� �� ����
 �� 	�� #�

���� ����	��� ��� �� 	�� ����� �
 �	

����
 	� ���� 
���� ��$������
 �� 	�� 
���� �� �������	��� �� 	�� %&����� ��� 
����

��� ����� ����������
 ����� ���	�����	
 	�� ��	� ��� 
���
�

� �������	�
��

� ���������	 
��
���� �
 ��� ������ ��	�� �
 �������
����� 
����� ��������� �� ������	
�� ��������� �
 ������ ���������� � ������������ �
 ��� �������� ������������� ������
��������� 	��������� ���� � ��	�� �� � ������ �������� 
���� �
 ��
������ ���� ��� 
��������

��� ����� �� �! "

��
�

���

��
# �� ���	 �� ��$!�� 	�� ��$� ���	 �$�

�
�� � ��

�
����

�
���

��
� ���

��

�
	��"

��
�

���

��
# 
��

�
���	 �$� ���	 �� �� � �

�
�� � ��

�
$ ���

�
���

��
� ���

��

�
	

�����

���

��
# ��� ���	��	

��

��
# 	���� 	 � %#

��
�
� ��

��
�

� �� �� � �

��
	 �!"

��	 �� 	������ ��� ��������
���� ��������&���� ��
�����
�� ������ �
 ��� ��������'
��� �����' �� ��' �� ��� ������ 	����� ������ 	�
���������(" �
 ��� ��������' � �� ���
������ 	����� �
 ��� ��
� ��	 ���� �� ������	 �� ��� 
�	������ �
 ��
� 	������' �'
�� ��� �������� �!"�� �

�
�
	 ��
�

��� �������� ������� ���� 	�������� ��������	 �� ��� ���� ����
	�������� ���

�
	 ���
�

�� ��� 
�������� ���

��
�

# ��� ��" �
��
�
	 ��

�
# ���

��
�
	 �)"

�



����� �� �� ��� ������� 
�������� ��	�� ��� ��	���	��
	 ����	
�
�� �
 ���� ���
������'
���� �� � �� �� ��� ���
��� ��������� *�� �������� 
��������� ��	 ��	 
	 �	 �	 ��� ���
���������

*�� ���������� �� ������ ��	�� �� 
�� 
��� ����� ������ �� �������� �� ��� ��������
��	 ���� ������� � ��� �
 ���
������ *�� ����� �������� 
��������� ����� �� ��� 
������
�� ���� ���+ ��� �������������� 
�� ��� 
���������� �
 � �������
����� ��,����� -������
�� ���� ��������� ��� �� ����� ��	� �
 ��� ����� ���+ ������ � # �� $ �� ' ��	 ��� .��	

������ ������ �� ������	 ������ �� ��� 
��� 
������� 
� /����� �� # ���
��

0�� ���� ������ ��� �������� 
��������� ��� �����	���	' 
�� ��������' �� ��� 
��������
��� �) 

� %# �� $
!

)
�� $ ��

�

$ !�	 � %# ��	 �1"

� %#
�

��

�
�$ ��

�


�
	 � %#

��
�



��
�

�

2� ��� ����� ���	 �� ��� ����	��	 ��
������ ���+ �� ������ ��������� �
 
����� ���������
�1 ��� 
�������� 
��� �
 ��� ��� ��" �� ���	

�
���

��
$ ���

���

���
# 	���	

� # �� $ �� 	 �� # ���
�	
��

��
# ��

�
���

��
� ���

��

�
	

� # �� �� ��� $ !��� � ����	

���
���

��
$ ��

���

���
# � ���	 
� �

��	 �3"


 # �
�
�� �� �� $ �

�
	

���� ��� 
�������� ��������� ����� 
���������

� # ��
�

$ ��
�
	 ��� # ���

�
	 �� #

�

��
�

�
��
�
� ���

�
	 �4"

�� # �� $ 
��
�

$ !�	 � # ��	 �� #
�

��

�
�$ 
��

�

�
	

�

� #
�

��
�

�

5���� ������� ��� �
 
��������� �� ���	 �� �����	 �3 ' ����� ��� # ���	 ���
�

# ��	 �
�
�

# ��'
����

��� �� ������ �� ��� ��� ��"� *�� 
�������� ��� 	��������� ��� ������������ �
 ���
�������� ������������ �� ������� ������	 �� ��� �������
�� �
 ��� 
����� ��������� 0��
�,��
��' �� ��� ���+� �4 ' �6 ��� 
�������� �

��,����� �������� ������� ���� 
��������'
��� 
������� ��' ��	 ��� ���������� 
�������� � � ��	�"' �� 
��
���	

��� # ��
�

��� �" 	 � #
�

!

�
�

��
$ �

�
� �6"

7� �� ���� �� ���� ���� ��� ��	�� ��" �� �����8������� *��� ����� ���� ��� ������ �

��� ��
������ 
���� �� � ����������� ������ �� ���� 	�
��	��� ������ �
 ��������"

��# � ��"� $ 	 ��" 	 �� # ���	 �9"

!



����	� ������������ ������������� �� ����� ��������� 
�������� 
��� ��� 
������� �
 ���
�������� ������������� *���� ������������� �

��� �		��������� �� ��� ����� ������
����'
:�������' ;���� ��	 ������������� ������������� ����� ��� �������������� 
�� ��� ���������
��������� �� ����������� 
����� ����� 7�5��� ��� �9 "�

*��� ��������� �
 ��8�������� �� � ��������� 
������ ������� ��������� �
 
��������

������� ���� ���� 	�
��	 �� � ������ ��
������% �� ������ �������� 	�<����� ���������
��' ���' � ���������� ��
������' ��	 �� � ������ ��
������ �� � ���������� *��� 
������
��� ���� �����������	 �� ��� 
�
�� �= �

*�� �������� ������ �
 ��� ����	 �������� ���� 	�>����� �� �������� ���� ��� ������
8�������� 
������ 
��� ��� �������?����� �
 ���� ��8������ ��������� ���������� 7
 ����
��� ��� ���� ��� ����	 ���� �� 	������� 
����� ��������� �� ������ ��������� ������ ��
�������� ��
������ ������� ��	 � ���� 	�
��	��� ������ �
 ��
������ ����	 ������� ������
�� �		����� �
 ��������� ������������ ����� ��	 �������� ������������� 
��� ��� ��������
������������� @� ����������� ���� ��
���� �
 ���� �������� �� ��� 
������ ���+�

7� ��� ��,� ������� �� �����	��� ��� ������ �
 �� ��8������ �������� ������������� @�

����� ���� ��� ���� ���� �� A� A��� �� �� ��B ��� ���� �����	���	 � 
������ �
 ���
���
����� �
 ������� �� � .��	� 7� �������� �� ���� ���+' �� �

�� � ���������� 	�����
����
����� ��� ��� "� *��� �� ���� ���� ��	��	 � ��������� 
���������� �������
����� ��	��
����	� ��� ������ ��	�� �� �������?������

7� ��� ����	 ������� �� 
����	� ���� ������	�������� ��������� �� ���� ���� �
��������� ��8������ ��	�� ���� � ������������ �
 �������� ������������� �� ������	�����
������ �	�������� �
 �� �		 ���� ��������� ������������� �� 
������ �������� ��	 �� ���

��� ������� *��� ��.��� �� ��� ���
���� ������ ��� �,������� �
 .���������� �
 ���
��������������� +������ ������ �����	 �� ��� ������������� �
 �������� �� ��� ��
���
��������� ���������� ������� *�� �,������� �
 ���� .���������� �� � ������ �
 ����������
�
 
����� ��������� ��� ���� ��	�����	 �� 2� :����� ��! � *���� �,��� ���� �����
�� ��
	����� ��� ������ ��	�� ���� ��� ������������ �
 �������� ������������ �� ����� �
 &�����
����� 
�����
�� ����	 �� ��� .��������� +������ ������� �� ��� ���� ����������� 
�����
��
	��� ��� ���	 
�� 	����
����� ������� ��� 	����
����� ������� .��������� ��	 	�<����� ��
��������	 
�� �� � 
���	��
�������� ��	 � 
���	������������� 
�����
��� *��� 	��� ���
���� �� �� ��� ����� ��� �
 ���	���� ������������ 
��������� 0�� ���� ������ �� ���� ������
�� ��� �������������� ������	������� �� ��� �����	���������

0�� ���
�������� �� ���� �� ��� 
����� ������� ��� ���	������ 
�� 
��
������� �

�������� ����� ���
����������" ��	' �� ��� C
�� �������' 	�<������� �� ��� �������� �
 ���+
������������� ����� �� 
����� ��������� ������ ��� ������ ������ ��	�� ��	 � ���
���
C�	 ��	�� ���� ��������	 D���
�� ��,���� ��	��D" ����� ��� ���
���� ������� ��������
������������� �� ��
� ����

��� �� ������� �� 
������ ���� ��� ���+ �
 �������� ������������� �� ��� ��	�� 	���
��� ���� ���� ��� ��.����� �
 ���������� �� ��������	� :��������' ��� 
����������� �

��� �������� 	�������	 �� ��� 
�������� � �� ��� �������� �������� �� ��.����� �
 ���
���
������ �
 ��� 
����� ��������� ��	 ���� �����	�� �� ��.����� �
 �����������

)



� ����	�
�� �����
�� �		������
��

@� �����	�� � �������
����� ��������� ���������� �
 � ����	 �+������ ��	 �
 � .��	� *��
������ �
 ��� �+������ �� ������	 �� �� 	�������	 �� ��� 
�������� ����� ������������
	�<���������� 
�������

� # 
� ��	 �" 	 � � �	 � � � 	 �="

����� � 	������ ��� ��
������ ���C�������� �
 ��� �+������ ��	 � �� ��� ���� ���������
*�� ��������' ������������ ��	 ��� 	�
�������� ���	���� �
 ��� �+������ ��� 	�C��	 �� ���
���������

 �� %#
�
�

��
	 !�� %#

� �

��
	 "� %# E��	 
�� ��B"

:��������' ��� ����� "� # � ������
��	� �� ��� ��
������ ���C�������� 
��' ���' � # �� ��
����� 
� ��	 ��" # ��

*�� ������ �
 ��� .��	 �� 	�������	 �� ��� �����
�������� �
 ��� ;������� ��������
C��	 �� # �� ��	 �" 	�C��	 �� ��� �
��� �
 ������� ���C��������� 
� ��	 �" �
 ��� �+�������
@� ����

�� # ��
�

� ��	 �" 	 �

�
#%  �� ��	 �" � ���"

*�� ������������ �
 ��� .��	 �� ���� ����� ��

!�� #
� ��

��
$  �� �E��	  �� 	  �� %# "���

�
 �� �  ��

�
	 ��!"

�����  �� �� ��� ��������	 ���������� �������� �
 ��� .��	 ���� ���
��� �� ��� �+�������
@� 
�����	 �� 	�������� ��� �����
�������� ����� 
�� ��� ����� ���������� �
���C�	

�� ��� �������� �9"� *�� ��������� ��B" ��	 ��� ���� 	�<����������� �
 ��� �������� �9" ����	
��� 
�������� ���������� �� ��� ��� ��
������ ������

"�� # �"�	  ��� # � �� $ #�� $ #		 !��� # ��� $ ! #� �
�

$ $�� $ $		 ��)"

����� ��� 	�� 	������ ��� ���� 	����������
@� ������ ���� ��� �����
�������� ���� 
�� ��� �������� C��	 �
 ��� .��	 ���
�����

��� ��� ���� 
��� �� �� 	��� 
�� ��� �+������

 ��� # � �� $ #�� $ #	� ��1"

:�����������

 ��� �  ��� # �
�
 �� �  ��

�
	  ��� #  �� � ��3"

������� ����� ��������� �� ���	 �� ��� ��� ������ 	����� ��� �����
�������� �
 ���
������������ �
 ��� .��	� @� ������ ����	������

!��� #
�

��

�
� �� $ #�� $ #	

�
$  �� �E��	

�
� �� $ #�� $ #	

�
# ��4"

# �!�� $ ! #� �
�

$ $�� $ $		

1



����� ��� 	�C������ �
 ��� ���������� �������� ��� ���� ���	�
A�� �� ��� 
������� �
 ������������� 	�
��	��� ������ �� ��� ������ �
 ��� 
���� ��

��� ���� ����������  ��	  �� ��	 ������������� !��	 !�� ��� �����8������� :�����������' �����
	�<������ �� ���� �����8������� @� ����

!��� � !��� # �
�
!�� � !��

�
$ ! #�

�
 �� �  ��

�
� ��6"

0�� ���� ������ ��� 	�<������ �
 ������������� ������ �� ���	 �� � ������������ �������� ��
� ������������ �
 ��� ��������
�� ��	�� �
 � �������
����� �������

7� ��� 
�
�� ��B � �����	 ��� ���� 
��
���	 �� �������� ����� 	�>������� �� ���
;������� 	�����
���� �
 ���
�������� @� ����� ��� � ������� ��� �� ��� ���������� 	��
����
����� 7
 �� ��+� ��� ���	���� �
 ��� �����
�������� ��������� 
�� ���������� �� ������

E��	  ��� # �E��	  �� $ #�"
� 	 #� # E��	

�
 ��� �� ��

�
"���	

E��	  ��� # �E��	  �� $ #�"
� 	 #� # E��	

�
 ��� �� ��

�
"���� ��9"

:�����������' �� ��� �����

! #�
�
 �� �  ��

�
# �!� �" #�

�
 �� �  ��

�
$ � #�

�
 �� �  ��

�
#

# �!� �" E��	
�
 ��� �� ��

�
 �� $ �E��	

�
 ��� �� ��

�
 �� 	 ��="

����� � �� ����������
5����������� �
 ���� �������� �� ��6" ����	�

!��� � !��� � �!� �"  �� �E��	  ��� � � �� �E��	  ��� # �!B"

# �
�
!�� � !�� � �!� �"  �� �E��	  �� � � �� �E��	  ��

�
�

7� ����� ���� ��� ��������

�	 %#
�

��

�
 �� �  ��

�
$  �� �E��	  �� � �!� �"  �� �E��	  �� � � �� �E��	  �� �

� �

��

�
 �� �  ��

�
� ��� �"  �� �E��	  �� � � �� �E��	  ��	 �!�"

�� ��8������' ����

��	 # ��	� �!!"

@� ���� ���� �������� �� ����	�
�� �����
�� �		������
��� �� �� ��8������ �������� ��
��� �� �����
�����	 ���� ��� ��� �
 ������������ ���������� 2��������' ����� �,���� � �����
�
 ���� ������������� �
���C�	 �� ��� ������������ ���>����� ��

7� �� ���� �� ��� ���� � ������ �������� ������ %� �� �� ������
�� �������� ����	
������� � ���� ��

��
�	 
 ��

��




�

�
 �� �  ��

�
�� �������	 �� ��� ��������� ��" �
 ��� ������

��	��� *�� �
�� �������� �� �
 ��� �����	 ��� �
 ������	������� �	���� ���� ��
� �

������������ �� � 
���� ��������� ��	��� @� �		���� ��� ��,� ������� �� ���� 
�������

3



& �����������
	�� ���
��
�
�
��

� ��������� 
���������� �������
����� ��	�� �������� ��� 
���������� �
 C��	 ���������

�� ��� 
�������� C��	�

� %#
�
�� 	  ��	  �� 	"�	 �	 �

�

�� ��	 �" � � � � 	 �!)"

����� �� �� ��� 
������ ���� 	������ �
 ��� .��	 
�� ���� ������ �� ��� ��
������ ����
C�������� �
 ��� �+������' ���� �� ��� ������� ���C�������� �� �� ����� �� ��� ��������
��� # ������	 �� %# 	��"�� � �� ��� �������� ���
������� �
 ��� ��	��� ������ 
��
���� ���
������' ��	 � �� ��� ������� 
�������� 2���� ������� ���� ��� ���� �������
�� ��
����

*�� 
������ ���� 	������ �
 ��� �+������ �� ��� ��
������ ���C��������' ��' 	��� ���
�

��� ����� ��� C��	� ������� �� �� �������� �� � ����������� �������� ������� ����
�,������ ������� ���
�������

*���� C��	� ��� ������	 �� 
��C� ��� 
�������� ��� �
 ������� ��������� ����� ���% ��1 "

�� %#
���

��
$ A��

�
��  ��

�
# B	 �!1"

'� %# ��
� ��

��
�A��(� � %� # B	 �!3"

'� %# ��
�
� ��

��
$  �� �E��	  ��

�
�A��(� $ %� # B	 �!4"

� %#
���

��
$ A��)�(� �E��	  �� �(� �E��	  �� �

�
"��%�

�
�  �� # B	 �!6"

� %# �� $ �� 	

" %#
�"�

��
�E��	  �� # B	 �!9"

� %#
�F�

��
$ A��*� G� # B	 F� %# �� �
	 �!="

����� (�	(� 	����� ��� C��� H�����I������< 
������ ������ �������' %� �� ��� ��������
������' � �� ��� �
���C� �������� ������ 
�� ���� ���� �
 ��� ��,����' ) �� ��� ���� .�,
������' �
 	�������� ��� ��������	 ����������� 
�������' * �� ��� 
������� .�,' ��	 G� �� ���

������� �������

*�� 
������� ������� �������� �!=" ����	� ��� ��	�� ����������� �����	 ��� 
���� �

������ ��	�� 	�� �� ��� ������������ �
 ����,����� ������ G�� 7� ��� ���� �����	���	 ����
����� ��� ��3 ��	 �����?�	 �� �������� 
�
���� 0�� ��������' ��� �

���������� �� ���
������ �
 �������� ��� ���� 	�������	 �� /� I������� ����� ��4 "�

7� ��	�� �� ������ C��	 ��������� 
��� ��� ����� ������� ��������� �� ���� �� �
���
�
������������ ��������� 
�� ����� ����������' ���


 %#
�
(�	(� 	 %�	 �	)	 �
	*	 G�

�
	 �)B"

4



���� �� 
�������� �
 ������������ ���������� 7� ���� ���+ ��� ��� �
 ������������ ���������
�� ������ �� 
������

� %#
	
�� 	"�	  �� 	F�	 �	+	�	



	 + %# E��	�� �)�"

2��� ��� 
�������


 # 
 ��" 	 �)!"

�� �����' �� ������ � �����	 ������ �
 	�<�������� ��������� 
�� C��	� � �
7� ��� ���� ����� ������� ���) ' ��1 " ���� ��� �,������� �
 ���
���� ������� 
������

�������� �������� � ������������ 	�
��	���� �� ���� ���	����� �
 C��	�� �������� ��� ����

��
����	 
�� ��� ��	�� ���� � 	�
��	���� �� ��� 
������� ���	����� 7� ��� ����� ����
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 � 	�
��	����
�� ��� �������� ������������� 5������������� ��� �������� �� ���� ���
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