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Zusammenfassung. Zur mathematischen Beschreibung eines Halbleiterinjektions-
lasers wird ein System partieller Differentialgleichungen vorgeschlagen, das aus
den Maxwellschen Gleichungen und der Ladungstrigerbilanz in der aktiven Zone
besteht. Es zeigt sich, dafl man fiir dieses System ein verniinftig gestelltes Rand-
Anfangswertproblem formulieren kann.

Summary. A semiconductor injection laser is described by basic equations which
consist of the Maxwell equations and charge carrier conservation law in the active
zone. It is shown that the corresponding initial boundary value problem for this
system is well posed.

Pesrome. [ln1a MaTeMaTHUYECKOTO OMUCAHUA IOJNYIPOBOIHUKO-
BOTO MHBLEKNUOHHOTO Jlazepa MCOONB30BAETCA CHCTEMa ypaB-
HEHUI C YaCTUYHBEIMY IPON3BOAHLIMYM KOTOPas COCTOUT U3 ypaB-
Hemuii MakcBenna u 6aiaHCH 3apALOB B akTuUBHOIN 30He. [lo-
Ka3bLIBAETCA YTO HAYallbHO—KPAEBasa 3aaua [JIAd BTOH CUCTEMEL
KOPPEKTHA.
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1. EINLEITUNG, FRAGESTELLUNG

Wir betrachten ein beschrinktes einfach zusammenhédngendes raumliches Gebiet
2, in dem sich ein halbleitendes Material befindet. 2 habe den Rand S und werde
aufgefait als Vereinigung von Teilgebieten £y, Q,, Q3 (siche Skizze).

2y
Q3 |] Q3
2,

Der Rand von Q; werde mit I'y = I'; ~ I';3 bezeichnet, wobei I'i; zum Rand von
Q, und I';3 zum Rand von {23 gehdrt. Einzelne Punkte sollen uns dabei nicht inter-
essieren, weil wir Integralbeziehungen benutzen und Beziehungen nur fast {iberall
erfiillt zu sein brauchen. I'; bezeichne den Rand von 23, soweit {23 an {2, stoBt.
Es wird ein skalares Feld N und zwei Vektorfelder E und H gesucht; N sei auf Q,
definiert, E und H auf (2. Es sollen die Grundgleichungen

ON 1
E%?— —rot H 4 (0 — g(N))E = J, | (2)
H .
u?a—;—I-rotE:O, divpH =0 (3)

gelten. g(N), J,7,D,e,0 und p seien als Funktionen bzw. Konstanten gegeben. g
sei nicht negativ, monoton wachsend und beschrankt, es existiere ein N; > 0, so daf
g(N) fur N < N, verschwindet. g sei lipschitzstetig. € und o konnen ortsabhéngig
sein, insbesondere diirfen sie in 4, {2;, Q3 verschiedene positive Werte haben. In-
teressant wére auch der Fall, dafl € in ; von N abhéngt; dieser Fall soll aber hier
nicht betrachtet werden. Die obere Grenze go von g(N) soll gréfer als o sein. Da in
unmagnetischen Halbleitern p gewo6hnlich sehr wenig von der Permeabilitdt 1 des
Vakuums verschieden ist (vgl. [1], Seite 539), soll durchweg p = 1 gesetzt werden.
Im iibrigen hingen die eingehenden Konstanten (auch 7 und D) von der atomaren
Struktur des Halbleitermaterials ab; darauf gehen wir nicht ein und verweisen auf
die einschligige physikalische Literatur. Die Stromdichte J héngt letzten Endes
von der elektrischen Potentialverteilung ab; dazu benétigt man weitere Gleichun-
gen, die hier nicht betrachtet werden sollen. Wir stellen uns auf den Standpunkt,
J sei bekannt oder iiber J lassen sich plausible Annahmen machen (vgl. [5], [6]).
2, und 3 seien ladungsfrei, dort gelte also

diveE = 0. | (4)

Zur Zeit t = 0 sollen N, E und H bekannte Anfangswertverteilungen Ny, Eo und
H, haben. Auf dem gesamten Rand I'; von §; sei die Randbedingung
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ON

on
zu erfiillen, dabei soll die Normale n lings I'; in das &uflere von §; zeigen. Da
die Stoffkonstanten, insbesondere £ und o in Q; und Q3 unterschiedliche Werte
haben, sind E und H auf den Réndern der Teilgebiete den fiir die Maxwellschen
Gleichungen iiblichen Ubergangsbedingungen zu unterwerfen

=0 | (5)

Ev(-l)h‘u = E$2)|Fm Hr(;l)lr'ur = Hr(;Z)IFu) H-;(-1)|F12 = H,£2)|1"12;‘ (6)
Eil)lf'la = ES-S)IFn! H1(11)l1‘13 = Hr(;s)ll"ls: Hq('l)‘!r'u = H£3)|F1a; (7)
E®r, = E®n,, HOr, = AP0, B, = HPr,. (8)

Dabei bezeichnet der obere Index (z) an der Feldgréfie das Gebiet §;, aus dem man
sich dem betreffenden Randstiick ndhert; n und 7 bezeichnen die Normal- und Tan-
gentialkomponente des betreffenden Feldes. Auf dem Rande S von  sind F und
H an das elektrische und magnetische Feld auflerhalb von 2 anzuschlieflen. Dabei
ist davon auszugehen, dafi Teile von S (Kontakte) aus ideal leitendem Material
bestehen, andere Teile von S relativ starke Felder (einfallendes und ausgestrahl-
tes Licht) tragen und auf den Rest von S ein moghcherwe1se vernachlidssigbares
Hmtergrundfeld trifft.

Die in einer dufleren Umgebung von () definierten Vektorfelder E und H und der
Rand S von () seien so beschaffen, daf sich & und H auf einen Randstreifen Qs C 0
der Dicke § > 0 so fortsetzen lassen, daf8 dort (3) und (4) gelten, die Beziehungen

E|s = E,|s, His=Hals, H:ls=Hls (9)

bestehen, auf dem Restgebiet 0—(s die fortgesetzten Felder E und H verschwinden
und E,H € Wy (QT) sind. Auf Grenzen zwischen den ();, die in Qs liegen, seien
die in der Form (9) geschriebenen Beziehungen (8) erfiillt. Sind nun E und H die

als Lésungen von (1) - (3) gesuchten Felder, die auBerhalb von Q in E und H
iibergeben, dann setzen wir

E=E+B H=H+H (10)
und schreiben (2) und (3) in der Form

~
~

P Tt (o—gNNE =T 28 it T = (o —g(N)E, (1)

ot ot
OH .= OH . - . =
aied = — i =0. 12
S + 10t K 5 rot B, divpH =0 (12)
Aus (1) wird dann
ON =
5 = I —N + DAN — g(N)|E|. (13)



Die fiir % und H anstelle von E und H geschriebenen Beziehungen (6), (7), (8)
bezeichnen wir mit (14), (15), (16) und an die Stelle von (4) kommt

diveE = 0. (17)

Physikalisch geht es bei der aufgeworfenen mathematischen Fragestellung um fol-
gendes. Wenn elektromagnetische Wellen, z.B. Licht, auf einen materiellen Kérper
treffen, werden sie erfahrungsgemaf teilweise oder vollstindig absorbiert und teil-
weise hindurchgelassen. Dies trifft allgemein fiir alle Kérper auch fiir Halbleiter
zu. Unter speziellen Voraussetzungen (Laser) wird Licht beim Durchgang durch
Materie verstdrkt. Derartige Voraussetzungen lassen sich u.a. auch bei Halblei-
tern realisieren. In der Bandertheorie der Halbleiterkristalle wird gezeigt, daB eine
Verstarkung des Lichts (fiir einen bestimmten Wellenldngenbereich) daran gekniipft
ist, daB eine sogenannte Besetzungsinversion vorliegt, dal es sich um ein aktives
Medium handelt. Notwendig dazu ist, daB fiir jedes Paar von Zustinden Ej (aus
dem Valenzband) und Ejy (aus dem Leitungsband)

Fn—-Fp>E)‘i—E,\=hV

gilt, wobei F,, und F, die Quasi-Fermi-Niveaus von Elektronen und Lochern be-
zeichnen, v die Frequenz des einfallenden Lichts und h die Plancksche Konstante
ist. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn

F,—F,>E,

mit E, als Breite der verbotenen Zone ist; man sagt Elektronen— und Lécher-
gas miissen entartet sein. Eine derartige Entartung kann in einem Teilgebiet des
Halbleitermaterials erreicht werden, wenn man durch einen elektrischen Strom La-
dungstrager (z.B. Elektronen) zufiihrt und so eine héhere Ladungstrigerkonzentra-
tion als in der Umgebung herstellt. Dabei entsteht das Problem, der natiirlichen
Tendenz der Konzentration sich u.a. infolge von Diffusion auszugleichen, entge-
genzuwirken. Um dies zu erreichen, kann man einerseits fiir stindigen Nachschub
sorgen und andererseits versuchen, den AbfluB zu verhindern. Dem stindigen star-
ken Zustrom von Ladungstridgern sind insofern Grenzen gesetzt als ein elektrischer
Strom durch die Joulesche Warme zur Temperaturerhhung beitrdgt: dies ist aus
Griinden, die nicht weiter erdrtert werden sollen, unerwiinscht. Die Verhinderung
des Abflusses sucht man zu erreichen, indem man das Gebiet mit Besetzungsinver-
sion in eine Umgebung einbettet, die fiir die Ladungstriger weniger aufnahmefahig
ist. Man spricht in diesem Fall von einer Heterostruktur des Halbleiters, z.B. wird
GaAs eingebettet in eine Umgebung von GaAlAs. Mit dem Gebrauch von Hete-
rostrukturen wird noch ein weiteres Ziel verfolgt. Man mochte erreichen, daf3 die
elektromagnetische Energie moglichst konzentriert in das Gebiet der Besetzungsin-
version gelangt und danach verstarkt den Halbleiter wieder verldfit. Dazu ist eine
ortsabhéngige Verteilung des Brechungsindex und damit der Dielektrizitatskon-
stanten ¢ geeignet. In engem Zusammenhang mit der materiellen Struktur des Ge-
bietes (2 stehen die Grundgleichungen. (2) und (3) sind die Maxwellschen Gleichun-
gen der Elektrodynamik. Aus der elektromagnetischen Theorie des Lichtes wei3
man, daB in (2) der Summand ¢ E im Falle o > 0 fiir die Absorption verantwortlich
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ist. Soll diese aufgehoben oder in Verstarkung verwandelt werden, so mu8} die elek-
trische Feldstirke E mit einem nichtpositiven bzw. negativen Faktor multipliziert
werden. Dazu wird die als gain bezeichnete Funktion g(N) eingefiihrt, die oberhalb
eines Schwellwertes N = N; der Ladungstridgerkonzentration die durch o beschrie-
benen Verluste kompensiert und bei weiterem Anwachsen von N in Verstirkung
verwandelt. Durch die Beschrianktheitsforderung an g(N) wird ausgedriickt, da8
die Intensitat des Lichtes bei Erhohung der Ladungsstrigerkonzentration nicht un-
- begrenzt wichst. In der Bilanzgleichung (1) fir die Ladungstrigerkonzentration
N beschreibt |J| die Quellen, —2N die spontane Emission von Licht, DAN die
Ladungstragerd1ffus1on und —g(N )|E| die stimulierte Lichtemission. D1e Randbe-
dingung ¥ = 0 verhindert den AbfluB der Ladungstriger.

Wenn es uns gehngt nachzuweisen, dafl das Rand-Anfangswertproblem (11) - (17)
fir N, E, H mit By = Ey — Ey, Hy= H,— H verniinftig gestellt ist, d.h. un-
ter geeigneten analytischen Voraussetzungen eine eindeutig bestimmte Lésung be-
sitzt, so setzen wir uns damit in die Lage, unter Verwendung von (10) N, E und
H und daraus abgeleitete GréBen wie z.B. die Joulesche Wérme im Innern des
Halbleiter-Lasers zu bestimmen. Der Fortschritt gegeniiber bisherigen mathema-
tischen Modellierungen derartiger Laser diirfte darin bestehen, daB man an die
StoffgréBen keine Bedingungen stellen mu8, die den Ubergang von den Maxwell-
schen Gleichungen zur Wellengleichung rechtfertigen und erst recht nicht solche,
die deren Separation in einen transversalen und einen longitudinalen Anteil gestat-
ten. Neuere Entwicklungen in der Halbleiterlasertechnik, insbesondere in bezug
auf die réumlichen Abmessungen lassen dies wiinschenswert erscheinen (vgl. [2]).
SchlieBlich ist das Modell ausbaufdhig: { kann auch in mehr als drei Teilbereiche
zerlegt werden und man kann Einfliisse beriicksichtigen, denen die Koeffizienten
im einzelnen unterliegen. Man kann versuchen (1) - (3) mit den Grundgleichungen
des Ladungstrigertransports zu verknupfen dann wire die Stromdichte J keine
gegebene Grofle mehr.

2. LOSUNGSBEGRIFF, NAHERUNGSLOSUNG

Unter einer Lésung des Rand-Anfangswertproblems (11) — (17) verstehen wir ein
skalares Feld N und zwei Vektorfelder E, H, falls N € W;(Q%), Q%) = & x
[0,T); E,H € W(Qr), Qr = Q x [0, T] den Integralrelationen

//(—-@ + D grad N grad ® + qus + (V) )ETJ‘ & —|J| @) do dt = 0,(18)

~

T : : _
//(6——-—\111 Hrot Uy + (0 — g(N))E'\Ill —
00 _ (19)
JU + (W + (0 - g(N))E)\Ill) dz dt = 0,
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—~—

T 0H. =
f / (,LW% + Erot Uy + V\IJ2> dz dt = 0 (20)
0

mit W = aa——rotH V = 2 frot F fiir alle @ € WPO(QW), ¥y € M (QT) T, €
M. (Qr) gentigen. Dabei smd M +(Qr) und M,(Qr) Unterrdume von L%(Qr), die
den Ubergangsbedingungen an den Zwischenrindern Rechnung tragen. Um klar zu
machen wie M,(Q7) und M,(Qr) aussehen, gehen wir von den bekannten Zerle-
gungen

13(0) = (D) @ 6(R), L*(Q) =I(2)e ()

aus. Dabei ist G(Q) der Unterraum aller u = grad p, ¢ € W(2) und I(Q) die Ab-
schlieBung der Menge I (Q) aller beliebig oft differenzierbaren quellenfrelen Felder

mit kompaktem Tréger; (Q) besteht aus allen u = gradp,¢ € W2 () und in
I(Q) bilden die stetig differenzierbaren quellenfreien Felder mit auf dem Rand ver-
schwindender Tangentialkomponente eine dichte Menge. Es seien {2* ein beschrank-
tes Gebiet, ] und Q7 Teilgebiete von * und I'* der gemeinsame Rand von 2] und
93, dh. Q*=Q7 U I“ U Q3. Es gelte divp!P = 01in Qf, ¥F € W(), ¢ = 1,2
und

* — * > X
vir |P* = lI’z-rlr“ y il = ”2\1,211.]1" .

Wird
U* = {\Ill - U gesetzt, so bezeichne H(Q)
, ¢} in
den Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(v, @*)H(n‘) (w1, )

Mit H 7(Q*) bezeichnen wir den Unterraum von H(Q*), dessen Elemente eine auf
dem Rande von Q* verschwindende Normalkomponente haben, wahrend fiir die Ele-

(1) 1)

+ (93, w;)n; .

mente von H -(Q*) die Tangentialkomponente auf dem Rande von Q* verschwindet.
Ist Q% = Q* x [0,T],Q%" = Q! x [0,T],i = 1,2, dann seien Hn(Q%) baw. H.(Q%)

die Teilrdume von L?(Q7%), deren Elemente

U = {‘Ill Tn o erste Ortsableitungen in L2 (Qg)*) ,0=1,2
¥, in ‘

besitzen und fiir fast alle ¢ € [0,T] zu I(){,,(Q*) bzw. ;IT(Q") gehdren. Mit M, (Q7)
bzw. M, (Q%) bezeichnen wir die Teilrdume von L?(Q%), deren Projektionen auf

}(Q}) bzw. J(Q%) zu I?I,,(Q}) bzw. I}r(Q}) gehéren. Diese Definitionen mégen
sinngemaf auf ) angewendet werden; dann haben wir es mit mehr als zwei Teilge-
bieten zu tun (vgl. [4]).

Es gilt der Satz: Das Rand-Anfangswertproblem (11) — (17) ist im Sinne der
gegebenen Definition 15sbar.



Zum Beweis ermitteln wir eine Folge von Naherungen; {iber Beschrinktheitsaussa-
gen kommen wir zu einer konvergenten Teilfolge. Von den Grenzfunktionen dieser
Teilfolge ist zu zeigen, daB sie das Problem lésen. Zur Konstruktion von Nahe-
rungslésungen verwenden wir das Galerkin-Verfahren. Es sei {¢x};., ein Ortho-
normalsystem in L?(§;). Bezeichnet M,(Q) die Teilmenge von L*(Q2) deren Projek-

tion auf }(Q) in I?In(Q) liegt und M, () die Teilmenge von L?(2) deren Projektion
auf I(Q) in H,(Q) liegt, so seien {yr}ro; bzw. {wi} e, Orthonormalsysteme in
M, (Q) bzw. M,(Q); d.h. es gelte

/e(m)¢k(m)¢l(w) dz = b, fu wr wy dz = 8iy.

Q a
Die Naherungen setzen wir in der Form
Nu(z,t) = Y ck(t)pr(z), En(z,t) =Y ex(@Wn(z), Hn(z,t) =Y ha(t)wr(z)
k=1 k=1 k=1

an, wobei die Funktionen

c(t) = (Na, 1), ek(t)_—.(eﬁn,zpk), hk_(t)=(fﬁn,wk), k=1,...,n

aus den Bedingungen

ON, 1
/( 57 Pk + D grad N, grad ¢, + ;N,,(pk

™ (21)
+ g(No) | En| ox — IJI%) dz =0,

0F, = =
[ (c%tn — Burot e+ (o — ) Bt — s
n | (22)
+|{W+(oc— g(N,J)E") ¢k) dz =0,
/(,u,agnwk + En rot wg + Vwk) de =0 (23)
a
mit
0E - 0H _
W=Ea—rotH, V—p,—a-—t—-i-rotE
und : _
o) = (M), o) = (Bote), i) = (uTon) (29

k=1,...,n zu bestimmen sind.



Die Bedingungen (21), (22), (23) stellen ein System gewdhnlicher Differentialglei-
chungen dar, das sich wie folgt schreiben 148t

iC% =-D iaqu(t)
. =1 (25)
- ;ck(t) — felar(t), ... sen(B);ea(), ..., en(t)) + r(t),
dek(t) i
5 = ;‘Blkhl(t) — Fi(ei(t), ..., ca(t);ea(t), ..., en(?)) (26)
= Gi(cr(t), -, ea(t)) + su(t) — wa(t),
dhgt(t) = _Y et —w(t), k=1,...,n. (27)
=1

Dabei ist

E,

)(Pk))

qe = (gra'd cpl,grad ‘Pk):fk(cl) cevyCnj€1,... ;en) = (g(Nn)

rk(t) = (|J| 1‘10k)a:31k = (leIOt 'lpk))Fk(Cl: cer3C13€1,. .. ;en)

= ((o - st DB,

Galer, ) cn) = ((a - g(Nn))E,m),sk(t) = (Jyhe), ua(t) = (W, ),

e = (Y1, ot wi ), vk(t) = (V, wi)- |
Das Differentialgleichungssystem (25), (26), (27) mit den Anfangswertbedingungen
(24) ist fiir beliebiges ¢ € [0, T] eindeutig 1sbar. Um dies einzusehen, reicht es wegen
der analytischen Eigenschaften der rechten Seite aus nachzuweisen, da§ N,,, E, und

H, endliche Normen haben. Fiir diesen Nachweis multiplizieren wir (21) mit cg(t),
(22) mit ex(t) und (23) mit hg(¢) und summieren iiber k jeweils von 1 bis n. Wir
erhalten

N, 1 =
/(a—Nﬂ + D grad N, grad N,, + =N? + g(N,,) |En| N, — |J| N,,) dz =0,
ot T
a (28)
5 = = = =2 =
/ (s aaEt" Ep— Hurot B+ (0 — g(NJ)E, — JEn
a (29)
+ (W +(o— g(Nn))E')E,,) dz =0,
/(pagnﬁn + En rot ﬁ,, + Vﬁn) dz = 0. : (30)
bt



Sei

¢3(t) = || Nallg,

n

=~ |2

=~ 2 )
Hlln a , Ba(t) = |lgrad Nn“nl )
dann ergibt die Addition von (28), (29) und (30)

5 200 + DR + @ult) = 0. (31)
Dabei ist

Qn(t) = n/ (}Ni - |ij,.) dz

1
= = =2 =
4 (—Hn rot B + (0 — g(Na) B — I F
0

+ (W — (o — g(Nn))E') Eﬂ) dz

+ / (E’n rot ﬁﬂ + Vﬁn) dz.
|

Da fiir beliebiges u € M,(£2), v € Mn(Q) gilt

/'vrotu dz =/urotv dz

0 Q
(vgl. [4], Seite 185), ist

/~§nrot E’n dz + /E‘nrot ﬁn dz = 0.
] 0

Es gelten folgende Abschitzungen

fotn.

fIJIN da| <

171

~

) |Bu| N E.

1
< Z
_290(

< 2 (W1 + NI,

2
; nNnufh) ,
M

< (g

J[CREEAA

n/ JE, do

1 -
<5 (W1 +[|E]f).



= 12\
)
<L Al

< 3t =) (18]} +

)

1 1
(o4 DR+ —[INallg, < 5000 + 1) [ Nal?

1
<5 (Iwia+

n/ WE, dz

/(cr - g(N,.,)l-'f'E’,1 dz Er.

Q

)

= 1 =
[VH.do| <5 (||V||§, + HHn
0

Dann folgt aus (31)

ld
2 dt
-~ 2 1: 2 (32)
Baf| +5|[F| +2
a 2

(3 1
+ (5(90—-0)-*-590-1-1) l
mit M2 = | + 5 (IWIIG + [1VI1).
Mit einer geeignet wahlbaren Konstanten K ergibt sich aus (32)

1d 2 2 1 2> 2 2
é‘;l-zcn-l-DRn‘l';HNﬂ”ﬂl SKCn-}—M :

Nach Integration tiber ¢ folgt daraus mit einer weiteren Konstanten C
¢
C3(t)+ D / R dt < C [¢3(0) + M?] . (33)
0
Wegen
-~ 2
Vila(z,0)|

VeFa(z,0) ; +]

3(0) = 1Na(a, O3, +|

= kf, ck(0)er|| + \/Eki ex(0)¥k|| + l \/EZn: hie(0)uwi
=1 +1 k=1
< 1Mol + |[VER| + || vaTo|

besitzt die linke Seite von (33) eine von n unabhdngige Schranke; d.h. die N ihe-

rungslésungen N, E, und H, haben fiir beliebiges ¢ € [0, T] endliche Normen.
Es ergibt sich, daB die Folge der Naherungslésungen eine Teilfolge besitzt, die in
L? schwach konvergiert. Dies trifft auch fiir die Folge der ersten Ortsableitungen
von N,(z,t) zu. Wegen der schwachen Vollstindigkeit des Raumes existieren Grenz-
funktionen, die wir mit N(z, t), E(:c, t) und E(:z:, t) bezeichnen. Es bleibt zu zeigen,
daf sie eine Losung unseres Rand—Anfangswertproblems liefern.

pe(t), ge(t), Tk(t) seien beliebige Funktionen aus W, (0,T), die den Bedingungen
pr(T) = q(T) = r(T) = 0 geniigen. Wenn wir (21) mit px(t), (22) mit qi(t) und
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(23) mit r¢(t) multiplizieren, iber k jeweils von 1 bis n summieren und anschlieBend
von 0 bis T iber ¢ integrieren, erhalten wir

//( 5(;5 + Dgrad N, grad o + = N " - |J|¢"I> dz di
0
B / Na(z,0)¢™(=,0) do = 0, (34)
0
T o _
/ / ( Q_‘Ii_ _Horot U™ 4 (0 — g(N,)) B0 — JO™
5 (35)

+ (W +(o— g(N,J)E') w"') de di — /EE',,(:I:,O)\I'"'(:I:,O) dz =0,

T n ~ ~
//( aT g L E.rotT” +VT")d:ndt
0

(36)
- pr,, (z,0)T™ (2,0) do = 0
0

mit
="gpk<t>sok<w>,w zqk (tpela), T zrk (we(e).  (37)

In (34), (35), (36) gehen wir bei festgehaltenem ¢™, U™ T™ in den Niherungslo-

sungen Nn,E,,,H zur Grenze N, E H iiber, indem wir n die oben erwahnte
Teilfolge durchlaufen lassen; dieser Grenzuberga.ng 188t sich bei allen Raum-Zeit—
Integralen unter dem Integralzeichen vollziehen. In den reinen Ra.umintegra.len kann

man ebenfalls unter dem Integral zur Grenze {ibergehen, weil Nn(z,0), En(z,0),

n(:z: 0) fiir n — oo stark gegen die Anfangswerte No(z), Eo(:z:) Ho(z) konver-
gieren. Die Menge der Funktionen ¢™, ™, T™, die in der Form (37) darstellbar
sind, liegt dicht in der Menge der Funktionen die bei t = T verschwinden und zu
W (@), W3 (Qr) N M(Qr), W3 (@) N Mo(Qr) gehbren.

Daher darf in (34) (35), (36) an Stelle von ¢™,¥™,T™ ein beliebiges Element
$,¥,T aus den genannten Mengen stehen. Um zu zeigen, dafl die Grenzfunktio-

nen N, E H unter der Voraussetzung Ny € W3(Q), Eve M -(€2), H, € M, (Q)

den Beziehungen (18), (19), (20) geniigen, beweisen wir zunichst, da8 N, wW,H
quadratisch integrable Zeitableitungen haben. Dazu wéhlen wir in den Fundamen-
talsystemen {¢r}, {4k}, {ws} die ersten Funktionen in der Form

-~

No Eo _ H,

LTy TATIE Y= T = ="
R AN
a a
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Die Anfangsbedingungen (24) lauten dann

ai(0) = [INoll,  ex(0) = ||VEEs

, ha(0) = ||VAHe
ck(O) = 0, ek(O) = 0, hk(O) = 0,

k=23,...
und es gilt

Na(2,0) = No(z), En(2,0) = Eo(a), Ha(s,0) = Ho(z).
(21), (22), (23) lassen sich fir ¢t = 0 in der Form

6N,, 1 =
5 Pk dz = / [DANO - :,_-No — g(No) |Eo| + ]J|] @k dz, (38)
0 =0 q,
B = =
/saat"¢k dz = /[rot Ho— (0 —g(No))Eo+J
Q 1t=0 0 (39)
- (Wo +(o— Q(NO))EO)]% dz,
/,uagnwk dz| = / [—- rot Eo —_ Vo] wy dz (40)
0 t=0 Q
mit
0H - oF -
Vo=1¢p 5 +ro Et=0, Wo=¢ T roth=0

schreiben. Mulipliziert man (38) mit %
ergibt sich

und summiert iiber k& von 1 bis n, so
t=0

6Nn L dck

o do HaNn 2
oyl gl _
ot o dt t=0 ot 0, lt=0
1 . O,
/ [DANO — “No — g(No) | Bo| + [JI] do
T ot |,_,
01 -
und daraus
etz Ol < O (IWollgay + B, + 100 )- a0

Verfahrt man entsprechend bei (39) und (40), so ergibt sich

| <(
0

~

\/EE'nt(m’ 0)

Mn(0)

H, Eq

‘|

Il + ([Wolla + |IE°”“)’ 42)
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E,

i uta,0) < c(l 4 ||voun).

M.(R)

Also besitzen Ny(z,0), l:*f',,t(m, 0) und Hp(z,0) von n unabhingig Schranken. Dar-
aus folgt, da8 auch

3 2

oF., of,
HIVear || T IVE

ON,
ot

Qg—"l) Qr Qr

unabhéngig von n beschrénkt sind (vgl. [4], Lemma 2). Man darf daher in (21),
(22), (23) die Niherungsausdriicke Ny, E,,, H, durch die Grenzfunktionen N, E, H
ersetzen. Damit ist gezeigt, daBl diese im Sinne unserer Definition eine Ldsung
des Rand-Anfangswertproblems liefern. Uber weitergehende Differenzierbarkeits-
eigenschaften der Losung gilt der folgende Satz. Wenn die Rénder in Q zweimal
stetig differenzierbar sind, die Anfangswertverteilungen den Bedingungen Ny €
W2(), Eo € M.(Q), Hy € M,(Q) geniigen, J € W (Q) gilt und E, H entspre-
chende Eigenschaften haben, so kénnen wir zeigen, daB N {iber Qg} ) quadratisch

integrable zweite Ortsableitungen besitzt und Ee M,-(QT),ﬁ € M,(Qr) sind. Es
gilt dann eine a priori Abschitzung der Form

2 2
<

Ma(Qr)

n Hﬁ

T
NI, dt+”E
0/ IV B2y von

B, (43)

|

(LT

M.() Mo(Q)

N
+IVllG + 1Wolla +117115) ) |

Zum Beweis dieser Behauptungen setzen wir in (19) ¥y(z,t) = f(t)¥i(z), f €
L*(0,T), dann folgt fiir fast alle t € [0,T:

/{e%—f + (o — g(N))E ~J+W+(o- g(N))E‘}¢1 d
2 (44)

= /ﬁrotgbl dz.
1]

Der Ausdruck w unter dem linken Integral in der geschweiften Klammer ist fiir fast

alle ¢ iiber  quadratisch summierbar, fiir beliebiges ¥, € é’(Q) folgt daher aus
(44), daB fiir alle ¢ € [0, T] gilt w € J(Q). Folglich 148t sich dieses w in der Form

w=rot H;, H; € Ic-ifn(Q)
darstellen und es gilt H; € H(Qr) (vgl. [4], S. 201). Wegen

/Hl rot vy, dz =/ﬁrot'z/11 dz
a b

12



Ergibt sich dan H H, + grad ¢, ¢ E W3(Q) fiir fast alle ¢t. Ahnlich ergibt sich
E = Ey + grad 3, B, € H,-(Q) S WI(Q) fir fast alle . Die Aussage iiber N

erhilt man aus den entsprechenden Satzen {iber elliptische Differentialoperatoren

(vgl. z.B. [6], S. 220 f) und es folgt (43).

3. EINZIGKEITSSATZ

Es gilt der Satz: Unter den gleichen Voraussetzungen wie im letzten Satz hat
das Rand-Anfangswertproblem (11) — (17) im Sinne der Definition héchstens eine
Lésung.

Beweis. Fir zwei Losungen Nl,El,H 1 und NZ,EZ,H 2 ist_ ihre Dlﬁerenz N' =

Ny~ Ny € WiQP), B = By~ By € Wp'(Q), B = Hy — Hy € W*(@r)
und gentigt den Integraloperatoren (11), (12), (13) fir J = 0,V = 0,W = 0; die

Anfangswerte N'|—o, E"|t=o und H' |t=0 verschwinden.
Nun setzen wir fiir ¢, ¥4, ¥, in (18), (19), (20)

s [V mrieloE oo B sirte[oh] o _ [H firte(o,n)
0 firtel[hT]’ 0 fiarte[h,T) ° |0 firte[h,T]

und haben dann

! .
/ / [6N N'+ Dgrad N' grad N' + N’2 +
oM _ (45)

(9(Ny) — g(Na)) | B N'+g(N2)(}i31 - |&, )N’] dz dt =0

O/h r[ [56‘5' B — H'rot B + {(a — (N )E' — (g(IVy) - g(Ng))E'z}E -

—(g(Ny) — g(Ng))EE'] dz dt = 0,

h a ’~ -~
/ / [ H + B rot H’} dz dt = 0. (47)
onN

Wir addieren (45), (46), (47) und berticksichtigen, daf8 sich die Glieder —H'rot E'

13



und B’ rot H' gegenseitig aufheben. Das liefert

1 2 1
> IV, I, + 5 ||VEE

sl

+D/||gradN’||n dt

)} isdt

- / {(a - g(NI))E’2 — (9(N) — g(N)) Bu ' — (g( ) — g(Nz))EE'} dz dt.

E1 Eq| - Ez

/ / {2+ 500 - o)

N’ +9(N2)(

Die mit S(h) bezeichnete rechte Seite von (48) 148t sich wie folgt abschitzen

h ' .
1 = 1 = 112
51 < {2171, + 2ani0 B | 10, + S (B 1002
J .
= -~ = |12
Q| (l Bl + HE”n>l B } dt.
1] 0

Wenn der fiir E’l und E’g giiltigen a priori Abschatzungen folgt damit aus (48) ein
Ungleichung der Form

IN'(z, B)llq,

<o {HN'@,t)n?h Z}dt, o

die fur beheblges h € [0,T] richtig ist. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, da8

N’ E’ H firt=0 verschwmden ergibt sich aus (49) die behauptete Einzigkeits-
aussage.
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