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Summary

Starting from a microscopic model of the solid a macroscopic nonlinear partial dif-
ferential equation describes the space charge evolution process in dependence of the
energetic distribution of the localized states, electric field strenght a.s.o. Using defi-
nite boundary and initial conditions the transport equation can be solved numerically
and allows the calculation of important observabeles. A very useful observable both
from the scientific and technological point of view is the surface potential and his ki-
netic. Therefore, the surface potential kinetics is discussed thoroughly in dependence
on material parameters, film thickness, and surface charge. Furthermore, it could be
calculated the space charge evolution process, the conductivity, transit time, and the
concentration of localized states. The interpretation and the numerical solution of the
presented transport equation give a new insight in fundamental problems of charge

carrier transport in disordered materials



1. EINFUHRUNG

Obwohl bereits seit lingerer Zeit polymere Festkérper in der Elektronik und Elek-
trotechnik.eingesetzt werden, gibt es noch eine Reihe wichtiger und grundlegender
ﬁngeléster Probleme des Ladungstransportprozesses in polymeren Festkdrpern und
ungeldste Fragestellungen in den Struktureigenschaftsbeziehungen. Dies gilt auch fiir
die vielfaltigen Anwendungen der polymeren Festkérpér als Ladungsspeichersysteme
- (Polymerelektrete). Fir diesen Anwendungsbereich spielt besonders das Oberflichen-
: potential und seine Stabilitdt (Oberﬂé.chenpdtentialkinetik) die entscheidende Rolle.
Die Oberflichenpotentialkinetik ist dariiber hinaus ein wertvolles ‘Wérkzeug fir die

" quantitative Beschreibung und das Verstindnis der Ladungstransportprozesse.

- In der vorliegenden Arbeit werden makroskopische Grundgleichungen zur Beschrei-
bung der elektrischen Gleichstromeigenschaﬁen eines von uns entwickelten Hopping-
modells fiir eine spezielle Klasse von Sprungintensititen angegeben. Daraus ergibt
sich insbesondere eine quantitative Beschreibung der Raumladungsdynamik und der
resultierenden Oberflichenpotentialkinetik als direkt berechenbare Grofle und deren

Vergleichsmoglichkeiten mit den experimentellen Messungen.

Eine Basis der mathematischen Behandlung des Ladungstransportprozesses in unge-
~ordneten Festkdrpern ist die Theorie der Ausschlufiprozesse. Auf der Grundlage dieser
Theorie gelingt bei Vorliegen bestimmter mikroskopischer Bedingungen eine quantita-
tive Beschreibung der makroskopischen Raumladungsevolution. Hieraus kénnen ana-
lytische Losungen fiir die Leitfahigkeit in Abhé'.ngigkeit von der Ladungstrégerkon-
zentration und fiir die Raumladungskinetik und das Oberflichenpotential abgeleitet
~ werden. Die verschiedenen experimentellen Mefverfahren kénnen durch unterschied-
 liche Anfangs— und Randbedingungen beschrieben werden. Aus physikalischer Sicht
- gibt es eine Reihe von Anwendungen fiir unser Modell. In Spez1alfallen kénnen analy-
-tlsche Loésungen angegeben werden, in der Regel sind Jedoch aufwend1ge numerische !
'.Rechnungen durchzufithren. Besonders 1nteressante Anwendungen resultieren aus der
; Oberflichenpotentialkinetik an diinnen organischen Strukturen. Deshalb konzentrie-
ren wir uns in der mathematischen Behandlung auf den eindimensionalen Fall. Diese
Behandlung beinhaltet sowohl Anwendungen auf dern Gebiet der Elektrete, der Elek-

~ trofotografie und der diinnen isolierenden Schichten. Alle diese Anwendungen konnen



schematisch durch eine experimentelle Anordnung, wie sie in Abb. 4 dargestellt ist,
wiedergegeben werden. Eine Diinnschichtprobe der Dicke L ist zwischen der geerdeten
Riickelektrode und der Frontelektrode angeordnet. Wir betrachten den u.a. fiir die
Elektrofotografie wichtigen Fall, daB die Frontelektrode eine virtuelle Elektrode ist,
auf der Ladungstriger aufgebracht sind und diese in das Volumen injiziert werden.
Grundsatzlich wird das Material durch die Konzentration und die energetische Ver-
teilung der lokalisierten Zustdnde und seine Dielektrizitdtskonstante beschrieben. Aus
Griinden der Vereinfachung konzentrieren wir uns in dieser Arbeit auf die Diskussion
der physikalisch besonders relevanten Verhéltnisse einer Gaufischen Energieverteilung
der lokalisierten Zusténde, es kdnnen jedoch prinzipiell auch andere Verteilungen ein-

bezogen werden.

Auf der Grundlage unseres Modells - einschlieBlich der Versuchsanordnung - kénnen
die Dynamik des Ladungsdichteprofils im Volumen und die Oberflichenpotentialki-
netik simuliert und numerisch berechnet werden. Fiir den in einigen wichtigen An-
wendungen vorliegenden Kleinsignalfall sind dariiberhinaus geschlossene Ldsungen als
Niherung erzielt worden. Eine besondere Rolle kommt der logarithmischen Ableitung
des Oberflichenpotentials nach der Zeit zu. Es stellte sich heraus, daf§ sie Informa-
tionen tber Leitfdhigkeit, die “Transitzeit” und sogar iiber die Konzentration der
lokalisierten Zustédnde und die Standardabweichung der Gauflschen Energiezustands-
dichte enthilt. Schlieflich wird bewiesen, daf sich nach einer Anfangsphase eine solche
rdumlich konstante Ladungsdichte im Volumen einstellt, die einen maximalen Strom
gewdhrleistet. Dies bedeutet, das System nimmt den Zustand maximaler Leitfahigkeit

an.

2. MODELLIERUNG DES LADUNGSTRANSPORTS

~ In diesém Abschnitt wird das mathematische Modell vorgestellt, das wir zur Modellie-
rung des Ladungstransportes in Festkorpern verwendet haben. Es sind zwei Aufgaben
zu 16sen. Einmal ist es die mathematische Beschreibung der mikroskopischen Verhalt-
nisse, d.h. die Modellierung der kollektiven Elektronenbewegung im mikroskopischen
Bereich. Zum zweiten ist es erforderlich, Aussagen iiber makroskopische Gréflen, wie

die Ladungstriagerdichte, zu erhalten. Dies geschieht mittels eines makroskopischen
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Grenziiberganges, dessen Resultat eine Evolutionsgleichung fiir die Ladungstriager-

konzentration n(z,t) ist.

2.1. Das mikroskopische Modell. Der reale defektbehaftete Festkorper wird fiir
die Behandlung der elektronischen Transportprozesse durch lokalisierte Energiezustiande
(lokalisierte Niveaus, Traps) beschrieben und quantitativ durch die energetische Zu-
standsdichte w(q) der statistisch rdumlich homogen verteilten lokalisierten Zustinde

mit der makroskopischen Konzentration N charakterisiert.

Dann ist die Wahrscheinlichkeit P, daf} sich ein Energiezustand mit dem Energieni-

veau ¢ in der rdumlichen Position z befindet durch
P =w(q)N dqg dz

gegeben. Allerdings ist mit N und w die statistische Verteilung der Gesamtheit der
lokalisierten Energiezustinde keineswegs bestimmt. Die mikroskopische Verteilung
der rdumlichen Position der Energiezustdnde kann bei gleicher Konzentration N sehr
unterschiedlich sein und schliellich zu ganz unterschiedlichen Leitfahigkeiten fithren.

Wir erwdhnen hier zwel wichtige Spezialfélle.

Im Gitterfall liegen die lokalisierten Energiezustinde auf einem regelmaBigen dreidi-

mensionalen Gitter. Der Abstand zweier benachbarter Gitterpunkte betragt N~=1/3,

Ein anderer wichtiger Fall ist die vollstindig ungeoi‘dnete raumliche Verteilung der
lokalisierten Niveaus mit gleicher Konzentration N, die durch eine homogene Pois-
sonverteilung mit der Intensitdt N gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeit pg, dafl genau
k(k > 0) lokalisierten Niveaus in einem Gebiet A anzutreffen sind, betrigt

_ (AN
ko

Liegen in A genau k lokalisierte Niveaus, so sind ihre rdumlichen Positionen un-

abhéngig und identisch nach der Gleichverteilung verteilt.

Geht man davon aus, dafl fiir vorgegebene rdumliche Positionen die Energienive-
aus unabhingig mit identischen Verteilungsdichten w(q) verteilt sind, dann ist bei
gegebener Verteilung der rdumlichen Positionen die gesamte statistische Verteilung

(rdumlich und energetisch) der lokalisierten Energiezustinde vollstindig bestimmt.
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Die Bewegung der Elektronen erfolge nur auf der Menge S der lokalisierten Zustande,
wobei die “Flugzeit” im Verhaltnis zur Verweilzeit in einem lokalisierten Zustand
klein ist. Desweiteren seien Spriinge zu einem besetzten Zustand ausgeschlossen (Aus-
schlu8prinzip). Wir nehmen weiter an, dal Spriinge zu niederen Energieniveaus fa-
vorisiert sind. Alle diese Forderungen sind physikalisch plausibel und lassen viele
Méglichkeiten offen, mathematische Modelle zu entwickeln oder vorhandene Modelle

auf ihre Tauglichkeit fiir die Modellierung des Ladungstransportes zu priifen.

Die von uns erzielten Ergebnisse bestdrken unsere Meinung, dafl Ausschlulprozesse
eine geeignete Basis fiir die mikroskopische Behandlung und phénomenologische Be-
schreibung des Ladungstransportes in ungeordneten Festkoérpern sind. Andere Méglich-
keiten und Zugénge (z.B. Perkolationstheorie) sind etwa in [BB] untersucht und be-
schrieben worden. Da Ausschlufiprozesse die Grundlage unserer Betrachtungen sind,
wollen wir sie hier in knapper Form beschreiben. Fiir eine ausfithrlichere und strenge

Darstellung verweisen wir auf [L].

Ausschlufiprozesse sind Markovsche Prozesse, die die zeitliche Entwicklung eines wech-
selwirkenden Partikelsystems auf einer vorgegebenen Menge S von diskreten Zustanden
beschreiben. Die Wechselwirkung besteht darin, da jeder Zustand S nur durch héch-
stens ein Partikel besetzt werden kann Die Partikel bewegen sich durch Spriinge auf

der Zustandsmenge S. Dies entspricht physikalisch dem Hoppingmodell.

Wenn ein Partikel den Zustand a besetzt hat, springt es von a in einen Zustand b
aus S mit einer Sprungintensitit w(a, b), falls der Zustand b nicht besetzt ist. Die
Wahrscheinlichkeit p, daB der Sprung eines Partikels, das sich zur Zeit ¢t im Zustand
a befindet, zu einem unbesetzten Zustand b in dem Zeitintervall (¢,¢ + dt) erfolgt,

betragt
p = w(a, b)dt.

Hierbei ist noch zusétzlich vorausgesetzt, daB die Sprungintensitdt w(a,b) nur von
a und b, nicht jedoch von der Teilchenkonfiguration selbst abhadngt. Nach dieser
Beschreibung der Prozefidynamik ist somit eine AusschlufiprozeB festgelegt durch
die Wahl des Satzes von Zustinden S (Zustandsraum) und der Ubergangsintensitét
w(a,b) fiir alle @ und b aus S. Man spricht von einem Ausschlufiproze8 in einem zufalli-

gen Medium, wenn der Zustandsraum S ein zufilliger-Satz von Zustidnden ist. Ein
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AusschluBprozeB in einem zufélligen Medium ist somit festgelegt durch das Vertei-
lungsgestz von S und die Sprungintensititen w(a, b) fiir alle realisierbaren Zustinde
a und b. Wir betrachten ausschliellich zuféllige Zustandsrdume S und heben hervor,
daﬁ eine konkrete Realisierung von S zeitlich unverédndert bleibt., d.h. wir schliefen
Alterungsprozesse des Materials aus. Der Ausschluﬁpro%eﬁ selbst kann z.B. durch
(ne) = (ne(a))aes (fiir eine Realisierung von S) dargestellt werden, wobei 7:(a) den
Wert 1 bzw. 0 animmt, wenn der Zustand a aus zum Zeitpunkt ¢ besetzt bzw. vakant

1st.

Im folgenden legen wir den Zustandsraum S und die Sprungintensititen fiir unser
‘Modell fest. Der Zustandsraum S wird von der Menge der lokalisierten Niveaus im
Festkorper gebildet. Jeder Zustand a = (z,q) hat zwei Komponenten, die dreidimen-
sionale Ortskomponente z und die Energickomponente g der lokalisierten Niveaus.
Wir setzen voraus, dafl die Ortskoordinaten geméaB einem rdumlich homogenen ergo-
dischen PunktprozeB mit dem Verteilungsgesetz @ (mit der Intensitdt N) verteilt sind
und daf fiir vorgegebene raumliche Positionen die Energiekomponenten unabhingig
mit der Verteilungsdichte w(q) verteilt sind. Damit ist der fillige Zustandsraum S
durch @ und w festgelegt.

Die Sprungintensititen w(a, b) fiir ein Zustandspaar a = (z,u) und b = (y, ¢) werden

durch den Produktansatz

w(a, b) = ywr(z, y)we(u, )

definiert. Die rdumliche Sprungintensitat w,(z,y) wird unter Beriicksichtigung der

Wirkung eines dufleren Feldes durch den Ansatz

€

woy)=em (ol -yl 4 smlol@) ) (21)

festgelegt. Fiir die energetische Sprungintensitat we(u, q) ist folgender Ansatz gewahlt:

i g) = o0 (-5l - o+ 521 (22)

Hierbei bedeuten:



k die Boltzmannkbnstante,

- e die Elementarladung,

T die absolute Temperatur,

@ das elektrostatische Potential und
a,B,7 Materialparameter des Festkorpers.
Der Parameter « liegt in der Gréfenordnung zwischen r und 1007, wenn r den mitt-
leren Abstand zwischen zwei Zustdnden bezeichnet. In einem realen ungeordneten
Festkérper liegt 7 in der Gré8enordnung von 10~"m bis 10~1%m. Das bedeutet, daf
der Sprungbereich makroskopisch infinitesimal klein ist, wahrend er aus mikrosko-
pischer Sicht ein Gebiet iiberdeckt, in dem sich viele lokalisierte Zustdnde befinden.

Aufgrund der obigen Festlegung von o kann auferdem die Differenz des elektrostati-

schen Potentials ¢(z) — ¢(y) durch die Néherung

p(z) — oly) = f(w ~y) F(z)

ersetzt werden, wobei F'(z) das elektrische Feld ist und - das Skalarprodukt bedeutet.
Daraus folgt, daf8 die Sprungintensitdt w, in Richtung des elektrischen Feldes am
grofiten ist, wobei die Asymmetrie sehr schwach ist. Sie ist von der Gréflenordnung

= .

Grundsétzlich gibt es auch andere mégliche Modelle zur Beschreibung der Sprungin-

tensitdten we(a,b), z.B.

(u,9) : =
We U, q) =
exp(u —q)/kT) u<gq

Fiir die folgenden Betrachtungen zum statistischen Gleichgewichts des speziellen Aus-
schlu8prozesses (7;) kénnen wir die raumlichen Koordinaten wegen der nur schwachen

Asymmetrie von w, unberiicksichtigt lassen.

Zunichst sieht man, daB fiir die gewahlten Sprungintensititen we in (2.2) die Funktion
m(u) = exp (—%)
der Gleichung
7(w)we(u,v) = 7(v)we(v,u) - - (23)
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geniigt. Wenn die Beziehung (2.3) erfiillt ist, gibt es eine sehr einfache einparametrige
Familie von Gleichgewichtverteilungen fiir die besetzten Energiezustﬁnde. Dies ist ein
bekanntes Ergebnis aus der Théorie der'Ausschlqurozesse. Die Gleichgewichtsvertei-
lungen sind dadurch charakterisiert, dafl die Energieniveaus unabhéngig voneinander

mit der Besetzungsra’ce’

flu) =

ar(u)
1+ ar(u)

besetzt sind, wobei @ mit 0 < a < oo ein freier Parameter ist. Ersetzen wir den

(2.4)

Parameter a durch exp(—(/kT), dann nimmt die Besetzungsrate f(u) die Gestalt
_exp (%)
f(u’) - ¢—u

1 + exXp (ﬁ)

an. Wir erhalten so eine Besetzungsrate, die in der Thermodynamik als Fermi-Wahr-

(2.5)

scheinlichkeit bekannt ist, wenn wir ¢ als chemisches Potential auffassen. Wir nennen
deshalb die eben beschriebenen Gleichgewichte thermodynamische Gleichgewichte ei-
nes AusschluBprozesses. Die Wahl dieser Bezeichnung wird noch dadurch bestarkt,

dafBl diese Gleichgewichte zwei charakteristische Eigenschaften besitzen:

1. Der sich in einem thermodynamischen Gleichgewicht befindende
Ausschlufiproze8 ist zeitlich reversibel (vgl. [L]) und
2. Thermodynamische Gleichgewichte eines AusschluBprozesses sind
detaillierte Gleichgewichte.
Die letzte Aussage bedeutet: Fiir jedes Paar (u,v) von Energieniveaus verschwindet
der Nettostrom zwischen v und v. Um dies zu zeigen, vergleichen wir den Strom 7,

von ¥ nach v mit dem Strom j,, von v nach u.

ju,u = f(u)(]- - f(’v))we(u?v)

aw(u)we(u,v)
(14 am(uw)(1 + an(v)

und

Juw = f)(1 = f(u))we(v,u)

am(v)we(v,u)

(1 + ar(v)(1l + ar(u)
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Auf Grund von (2.3) sind beide Stréme gleich.

Wir erwdhnen noch, dafl das chemische Potential ¢ gemaB (2.5) die Besetzungsrate
eines Energieniveaus festlegt. Bei vorgegebener Verteilungsdichte w(q) der Energieni-

veaus erhdlt man durch Integra.tion die mittlere Besetzungsrate A

h= / Hexp )))dq (2.6)

exp

Auf Grund der Ergodizitdt des Verteilungsgesetzes @ der rdumlichen Position der

lokalisierten Niveaus ergibt sich die makroskopische Ladungstragerdichte n aus

n=h-N (2.7)

2.2. Zum makroskopischen Grenziibergang. Von groflem Interesse ist die Frage,
unter welchen Bedingungen es méglich ist, makroskopische Bewegungsgleichungen
zZu gevﬁnnen. Der Ubergang zur makroskopischen Beschreibung kann mathematisch
streng formuliert werden und wird als makroskopischer Limes bezeichnet. Die Pro-
blematik ist aulerordentlich diffizil und Gegenstand einer Reihe von Publikationen in
den letzten zehn Jahren fiir verschiedene wechselwirkende Partikelsysteme (nicht nur
fiir AusschluBprozesse). Eine Darstellung der Ergebnisse findet man in [Sp]. Im fol-
genden soll hier vereinfacht erklart werden, weshalb man makroskopische Gleichungen

erwarten kann.

Es wird ein Parameter ¢ < 0 eingefiihrt, der das Verhéltnis zwischen mikroskopischen
und makroskopischen rdumlichen Distanzen angibt und im Grenzwert gegen Null
strebt. In unserem Fall kann man sich als mikroskopische Langeneinheit die mittlere
rdumliche Distanz (= 1072m) zwischen zwei lokalisierten Zustinden vorstellen, also
£ ist etwa 107°. Einer makroskopischenn Langeneinheit 1 entspricht eine mikrosko-
pische Liange 10*°. Der Unterschied zwischen mikroskopischer und makroskopischer
Welt driickt sich auch in den verschiedenen Zeitskalen aus. In unserem Fall ist dieses

Verhaltnis €2, was wir hier nicht naher begriinden wollen.

Eine zentrale Stelle nimmt der Begriff des lokalen Gleichgewichts ein. In der Um-
gebung eines jeden makroskopischen Ortes z stellt sich zu jedem makroskopischen
Zeitpunkt ein thermodynamisches Gleichgewicht (2.5) der sich bewegenden Partikel

ein.
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Eine makroskopische Umgebung ist in der mikroskopischen Welt “fast” ein gesam-
ter Raum und enthalt sehr viele lokalisierte Zustinde. In der mikroskopischen Welt
um den Ort z verdndert sich zwar die Partikelkonfiguration durch Fluktuationen im
thermodynamischen Gleichgewicht, die makroskopische Partikelkonzentration n(z,t)
bleibt jedoch gemessen in mikroskopischen Zeiteinheiten konstant. Eine geeignete
Charakterisierung des thermodynamischen Gleichgewichts in einer Umgebuﬁg des
Ortes z zum Zeitpunkt ¢ ist durch das chemische Potential {(z,t) gegeben. Die Um-
gebungen fiir benachbarte makroskopische Orte z sind in stindiger Wechselwirkung
und der Ubergang ist flieend. Dies kommt auch in der Stetig’keit des chemischen
Potential bzgl. z zum Ausdruck. Die lokalen Gleichgewichte &ndern sich nur in “un-
endlich” langer mikroskopischer Zeit (¢7%) aber in endlicher makroskopischer Zeit
durch die Addition von Einfliissen (Konzentratio‘nsgeféiﬂe und Potentialgefille), die
in der mikroskopischen Welt nur sehr schwach und sehr langsam wirken. Wichtig ist,
daB die genau dosierte schwache Asymmetrie der raumlichen Sprungintensitat (2.1)
zur Folge hat, dafl die Wirkung von Konzentrationsgefille und Pbtentialgeféﬂe von
gleicher GréBenordnung ist. Die Verhéltnisse sind mathematisch duflerst subtil. Unter
ganz bestimmten Bedingungen an die Sprungintensititen ist das Ergebnis des makro-
skopischen Limes eine makroskopische Evolutionsgleichung, die die zeitliche Anderung
des chemischen Potentials {(z,t) in jedem Ort = beschreibt und somit die Anderungen
der lokalen Gleichgewichte in makroskopischen Zeitspannen widergibt. Aufgrund von
(2.6) und (2.7) wird natiirlich damit auch die zeitliche Anderung der Dichte n(z, t)
beschrieben. Fiir Ausschlufiprozesse ohne Energiekomponente mit gitterférmigem Zu-
standsraum S liegen fiir eine weitere Klasse von Sprungintensitaten Ergebnisse vor.
Hierfiir kénnen die makroskopischen Bewegungsgleichungen explizit angegeben wer-
den (in Abhédngigkeit von den mikroskopischen Sprungintensitaten). Wir verweisen
hier auf die ausfiihrliche Zusammenfassung in [Sp]. Die Giiltigkeit eines makroskopi-
schen Grenziiberganges fiir Ausschlufiprozesse in einem zufilligen Medium mit einer

Energiekomponente sind noch weitgehend ungeklart.

Unter gewissen Voraussetzungen an die Parameter in (2.1) und (2.2) ist in [P]® eine

makroskopische Ladungstransportgleichung tiber ein Gesetz der grofen Zahlen herge-

! Anmerkung: Die Autoren und E. Platen haben lingere Zeit gemeinsam an der Modellierung von

Ladungstransportprozessen gearbeitet.
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leitet worden. Eine wesentliche Voraussetzung besteht darin, dafl beim Grenziibergang
der Parameter a so gewahlt wird, dafl die Reichweite der Spriinge mikroskopisch grof
wird. Dies hat vereinfacht gesprochen zur Folge, dafl eine Mittelung iiber die zufalli-
gen Ortskoordinaten der lokalisierten zusténde stattfindet und von der Struktur des
zufélligen Mediums nur die Konzentration N und die Energiezustandsdichte w(g) in
die makroskopische Gleichung eingeht. Wir erwéhnen noch, daf in [P] das Potential

¢ auch noch von der Zeit ¢ abhdngen kann.

Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, in welcher Weise der makroskopische La-
dungstransport von der Energiezustandsdichte w(q) abhingt. Fiir den allgemeinen
Fall gibt es begriindete Vermutungen sowohl {iber die Existenz eines makroskopischen
Limes als auch iiber seine qualitative Natur. Auch darauf werden wir im néchsten Ab-

schnitt eingehen.
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2.3. Die Ladungstransportgleichung. Die Grundlage fiir unsere weiteren Unter-
suchungen ist die untenstehende Ladungstransportgleichung (2.8)/. Sie ist das Ergebnis
eines makroskopischen Grenziibeganges, wie er in [P| durchgefiihrt wurde. Ausgangs-
punkt war die Annahme, da8 sich die Ladungstrdger gemaf einer H. oppingdyna,"rnik auf
lokalisierten Zustidnden bewegen. Makroskopisch schlégt‘ sich dies nieder in einer Fvo-
lutionsgleichung fir die Ladungsdichte. Das Ausschluprinzip ist die Ursache dafiir,
daf die partielle Differentialgleichung (2.8) nicht linear ist. Wir sehen auch, daf die

Energiezustandsdichte w(q) wesentlich in die makroskopische Gleichung eingeht.

Die Gleichung hat die folgende Form:

695;;,t) = kN%dw </_°:° fl¢—q9)(1 - f(¢ - q))wz(q)grad(c + etp)dq) (2.8)

wobei

ist.

Hier ist « eine Konstante (unabhdngig von z und t). N bezeichnet die rdumliche
Konzentration der lokalisierten Zustdnde und w(q) die Energiezustandsdichte. {(z, t)

ist umkehrbar eindeutig mit der mittleren Besetzungsrate h(z,t) durch die Gleichung

- /~oo exp kT w(q)

-dg - 2.9
oo 1+exp ) (29)

verbunden und ist damit als chemisches Potential interpretierbar. Die Ladungsdichte

o(z,t) steht aufgrund von
o(z,t) =en(z,t)=¢€ h(z,t)N
und (2.8) in eindeutiger Beziehung zum chemischen Potential {(z,t). Das bedeutet,
in der rechten Seite von (2.9) geht iber ( die Ladungsdichte g ein.
Vergleicht man (2.8) mit der Kontinuitatsgleichung
, 9o

5t = —dw 7,

dann kann
5a,6) = —xN? [ (¢~ a)(1~ F(C ~ a))o(a) grad(¢ +ep)dg  (210)
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als Stromdichte interpretiert werden. Damit bekommt man die Leitfihigkeit o(h) als

Funktion der mittleren Besetzungsrate A

o(h) = exN® [~ f(C— o)1= (¢~ )P(a)dg. (2.11)

Wir werden nun noch beriicksichtigen, dafl das Potential ¢(z,t) durch die Ladungs-
dichte erzeugt wird und deshalb der Poissongleichung

div(e€o grad ga(m,t)) = —o(z,t) (2.12)

geniigt. Offen bleibt die Frage, wie der makroskopische Limes in Abschnitt 2.2 vollzo-
gen werden kann, wenn die makroskopische Poissongleichung (2.12)mit angekoppelt
ist. Wir gehen im weiteren von der Hypothese aus, dal das moglich ist und daf die-
selbe makroskopische Gleichung (2.8) das Ergebnis des makroskopischen Limes ist,
d.h. wir nehmen das gekoppelte System (2.8) und (2.12) von partiellen Differential-
gleichungen als Grundlage fiir die Untertsuchung der Oberflichenpotentialkinetik. Die
notwendigen Randbedingungen an Grenzflichen ergeben sich aus (2.8) und (2.12) mit
Hilfe des GaufBschen Integralsatzes. Das Gleichgewicht an einer Grénzﬂéiche zwischen

den Regionen I und II wird durch die Gleichungen

. Do,
CY = 2.13
jrv=—a (2.13)
und
0 0
Eufoa—solz = 61160—('0!11 T 0s (2.14)
v Ov :

beschrieben Hier bezeichnet v den dufleren Normalvektor, ey und ;5 sind die entspre-
chenden Deelktrizitatskonstanten der durch die Grenzfliche getrennten Materialen

und p, bezeichnet die Oberflichenladung an der Grenzfliche.

Zunachst sollen einige relevante physikalische Gréfien ndher betrachtet werden. Dazu
wird die explizite Darstellung (2.10) der Stromdichte genutzt. Zunédchst gewinnt man

den Feldstrom
JF = —0 grad ¢ (2.15)
und den Diffusionsstrom
. o
jp = —= grad (, | (2.16)
- .
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wobei ¢ die Leitfahigkeit aus (2.8) ist. Aus der Beziehung o = eun erhalt man die
Ladungstragerbeweglichkeit p

oo exp((¢—q)/kT)w*(q) 4
NIz Otel(c-a)/RT))? " %0

b=k = (0% (2.17)
=00 1texp((g—¢)/kT)
Den Diffusionskoeffizienten D gewinnt man aus der Beziehung
jp = —eD gradn
und (2.16).
Es ergibt sich ,
R\l e £=9),,2
p="N. (‘9_) e el )‘;’_(9) dg, (2.18)
e a¢ —oo (1 + exp(%7))?

mit A
oh _ 1 /°° ezp($7)w(a)
0 kT J-(1+ exp(gk-'z—fl))2 '

Wenn keine Ladungstrager vorhanden sind, muf die Leitfahigkeit verschwinden. Man

sieht in (2.11), daB o(h) — 0 fir A — 0 (d.h. ( = —oo) gilt. In der Tatsache, da8

die Leitfédhigkeit auch verschwindet, wenn die mittlere Besetzungsrate gleich 1 wird
(d.h. { — +400), schlagt sich das Ausschluiprinzip nieder. Deshalb wird auch die
Ladungstragerbeweglichkeit p(h) gleich 0 fiir A = 1.

Andererseits ndhert sich die Beweglichkeit p fiir kleine Besetzungsraten A einem po-

sitiven Grenzwert p*:
pt = Iliirrcl) pu(h) = kN /m w?(q)dg. (2.19)
Fir den Grenzwert
D* = ;1,1_5% D(h)

bekommt man

D* = EnN /oo w?(q)dg. (2.20)
€ —o0 )
Ein Vergleich von (2.19) mit (2.20) fihrt zu dem Resultat
D _H (2.21)
p* €

Dies ist die bekannte Nernst-Einstein-Relation.
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Das heiBt, unser gewdhltes mikroskopische Modell spiegel diese fundamentale Bezie-
hung in der makroskopischen Gleichung richtig wider. Damit kénnen wir p* bzw. D*
als die Boltzmann-Approximation fiir die Beweglichkeit interpretieren.

Wir bemerken weiter, kda.ﬁ unter der Boltzmann-Appriximation (kleine Ladungstriger-
konzentration) die Ladungstrigertransportgleichung (2.8) ndherungsweise in die fol-

gende lineare partielle Differentialgleiéhung ibergeht

% = dw (D* grad p + p* grad ). (2.22)

Somit wird fiir den Grenzfall b — 0 die Gbliche Gleichung fiir die Raumladungsevo-

lution erhalten.

Kehren wir nun zu unserer Gleichung fiir die Raumladungsevolution (2.8) zurtick.
Fiir alle weiteren Untersuchungen konzentrieren wir uns auf eine GauBsche Energie-

zustandsdichte w(q) der lokalisierten Niveaus, d.h.

w(q) = \/21—7” ezp (_(qz—szm)>’

wobei m der Mittelwert und s die Staﬁdardabweichung ist. Die folgenden Abbildungen

illustrieren die Abhingigkeit von der mittleren Besetzungsrate h fiir die Leitfahigkeit,
die Laduﬁgstrége‘rbeweglichkeit und den Diffusionskoeffizienten fiir unterschiedliche
Standardabweichungen s = (s; = 0,05eV,s, = 0,1eV,s3 = 0,2eV) und einen Mit-
telwert m = 0,5eV. Die Skalierung der Ordinaten ist jeweils in relativen Einheiten

gegeben.

12— | T T 1
1.0 |- .
8=0.05
0.8 -
< 06} i
5 |
0.4 |- ' -
0.2 b 5=0.1 \
0.0 = T ) s=02 ; h

00 02 04 06 08 1.0
Abbildung 1
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u(h)

Abbildung 2

D(h)

0 L [ ! ! h
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Abbildung 3

AbschlieBend weisen wir darauf hin, da auf der Grundlage unseres Modelles folgende
allgemeine makroskopische Evolutionsgleichung naheliegend ist

% = div (e o(#) grad (¢ + ep), (2.23)
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mit
o(z,t) =N - h(z,t) e

und

- /°° w(q)dg
= -
—oo 1+ exp (L7)
Die Bezeichnungen haben die gleichen Bedeutungen wie bisher. Es gibt gute Griinde
anzunehmen, daf ein makroskopischer Grenziibergang durchgefiihrt werden kann und

das Ergebnis die obige Gleichung mit einer nichtnegativen Leitfahigkeit o(h) ist, die

nur fir A = 0 und A = 1 verschwindet.

Ebenfalls ist auch hier die Nernst-Einstein-Relation unabhéngig von der Form von
o(h) giiltig. Im allgemeinen Fall wird o von dem Verteilungsgesetz @ der értlichen
Positionen der lokalisierten Niveaus abhingen und nicht nur von der Intensitiat N von

@, wie es in unserer Gleichung (2.8) der Fall ist.

Es wird in Abschnitt 3 gezeigt, daf einige Ergebnisse auch generell fiir Ladungstrans-
portprozesse gemaf (2.23) giltig sind. |

3. RAUMLADUNGSEVOLUTION UND OBERFLACHENPOTENTIAL

3.1. Experimentelle Bedingungen. Mit der in Abschnitt 2.3 beschriebenen Trans-
portgleichung haben wir die Méglichkeit der quantitativen Beschreibung des Ladungs-
transportes und aller aus dem Evolutionsprozefl der Ladungstriger folgenden Obser-
vablen einschlieflich ihres Vergleichs mit experimentellen Mefigréfen realer Festkorper.
Der zugrundegelegte Transportprozef ist auf die Beschreibung ungeordneter hochoh-
miger Festkorper zugeschnitten, wie sie besonders organische und polymere Festkérper
reprasentieren. Die ungeordneten hochohmigen organischen R estkérper werden in ei-
ner ganzen Palette von Anwendungen genutzt, die in zwei grofere Klassen aufgeteilt

werden konnen: Isolationswerkstoffe und Elektrete.

Beispiele fiir wichtige Anwendungsfelder sind Dinnschichtisolationen, Passivierungs-
schichten und dieelektrische Schichten in der Mikroelektronik und Elektronik. Elek-
trete haben ebenfalls bereits groftechnische Anwendungen in der Elektrofotografie
und in der Elektronik insbesondere als Mikrofone und Sensoren gefunden (G M K B
D]. ’
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Unter geschickter Formulierung der Anfangs- und Randbedingungen kénnen dabei
mit unserem Transportniodel-l Einsichten in praktisch alle diese Anwendungsfalle ge-
geben und damit auch Hinweise fiir eine Optiﬁierung der Prozesse gefundén werden.
Uﬁsere theoretischen Uberlegungen lassen sich mit experimentellen Messungen direkt
vergleichen. Die experimentelle Anordnung, die sowohl die Isolationsprozeése als auch

die Elektreteigenschaften zu erfassen gestattet, ist in Abb. 4 dargéstellt.

Frontelektrode E, ///({///@//Zé///é//@//@/%

©
©
Probe © ©
P Raumladung

©

Rickelektrode E, ///6)/?/%?;7@//@//@/%%/@//

ps Oberfldchenladung

Bildladung

Abbildung 4

Fiir die meisten Elektretanwendungen werden diinne Schichten ungeordneter hoch-
ohmiger Festkérper verwendet, deren Schichtdicke L im Verhéltnis zur Breite und
Lange der Probe sehr gering ist (L < 100um), so daf8 aus phinomenologischer Sicht
eine eindimensionale Behandlung des Problems aﬁsreichend ist. Die Probe selbst wird
duch die Konzentration N der lokalisierten Niveaus und deren energetische Verteilung

und durch die Dielektrizititskonstante beschrieben.

Den die Proben begrenzenden Elektroden E; und E, kann eine Potentialdifferenz
aufgeprigt werden. Im folgenden konzentrieren wir uns jedoch auf die vielfiltigen
Elektretanwendungen, bei denen die Elektrode E; als eine virtuelle Elektrode zu

betrachten ist, wobei durch die aufgeprigte Oberflichenladung eine leicht mefibare
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Potentialdifferenz (Oberflichenpotential) zwischen den Elektroden ausgebildet wird.

Wir gehen davon aus, daf} die sich auf der virtuellen Elektrode FE; befindenden
Oberflichenladungstriger in das Volumen injiziert werden, wobei sich in der un-
mittelbaren Néhe der virtuellen Elektrode eine hohe mittlere Besetzungsrate iiber
einen ldngeren Zeitraum einstellt. Die nach verschiedenen Verfahren a,ufgebra,chtén
Oberflachenladungen sind fiir nahezu alle Elektretanwendungen sehr grofi. Die dar-
aus resultierenden groflen Oberflichenpotentiale (GréBenordnung kV) erlauben eine
Vernachléssigung des Diffusionsstromes. Auch die zu Beginn des Prozesses im Volu-
men vorha,ndenen‘ Raumladungen p sind zwar in der Regel nicht zu vernachldssigen,
aber relativ gering. Wird die elektrische Feldstirke im Inneren der Probe dominierend
durch das duflere elektrische Feld bestimmt, so spricht man vom Kleinsignalfall. Die
von inneren Raumladungen herrithrenden Felder sind in diesem Fall vernachléssigbar.
Diese Verhéltnisse sind fiir die verschiedensten Elektretanwendungen (insbesondere
auch in der Elektrofotografie) gegeben und werden fiir die im folgenden behandelte
Oberflichenpotentialkinetik zugrundegelegt.

Beziiglich der rdumlichen und energetischen Verteilung der lokalisierten Niveaus sind
in der Literatur kaum Angaben zu finden. In unserem Modell ist die Kenntnis der
réumlichen Konzentration N der energetischen Niveaus ausreichend. Die energeti-
sche Verteilung der lokalisierten Niveaus ist sehr substanzspezifisch. Experimentelle

Untersuchungen legen GaufBsche Verteilungen nahe (vgl. [S]).

Im folgenden Abschnitt konzentrieren wir und auf grundlegende Aussagen, die sich

aus der Oberflichenpotentialkinetik ergeben.

3.2. Oberflaichenpotentialkinetik. Die im Abschnitt 3.1. begriindete eindimen-
sionale Vereinfachung fiihrt unter Beriicksichtiung der experimentellen Bedingungen

(virtuelle Elektrode fiir z = 0 und Riickelektrode z = L) zu folgendem System von
partiellen Differentialgleichungen, abgeleitet aus (2.8), (2.12), (2.13) und (2.14).

oo X (-9 UJZ
Oh _ kIO / =xp () (Q)qu_a—(uega) (t>0,0 <z < L)(3.1)
ot | eBa:» —o0 (l-l—exp (%)) Oz
ee—a—zio—:— | (o =ehN,t>0,0<z< L) - (3.2)
06372 g . g Y = ¥y ‘
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: d
0.0=-2e) (20 (33)
Jp .
ceoy = —o.(t) (t>0) (3.4)
GemaéB unserer Aufgabenstellung kénnen wir davon ausgehén, dafl

1. eine hohe Oberﬂéchehladung 0, zu einer zeitlich kon-

~ stanten hohen Besetzungsrate h an der Frontelektrode

- fithrt
R(0,t) =1 (t >0), 4 (3.5)

2. die Besetzungsrate an der Riickelektrode gleich 0 gesetzt

ist

R(L,t) =0 (¢ > 0) | (3.6)

und schliefllich
3. die Raumladungsdichte p(z,0) konstant gesetzt ist

o(z,0) = eno = ehoN (0 <z < L). (3.7)
Damit bestimmen (3.1) bis (3.7) vollstindig die Ladungstrigerdynamik in unserer
konkreten Versuchsanordnung.
Der Gegenstand unserer weiteren Untersuchungen ist das Oberflichenpotential, ge-
geben durch die Potentialdifferenz
Vi = 0(0,t)—¢(L,t), wobei
o(L,t) = 0 gesetzt wurde.

Dieses Oberflichenpotential V; wird durch die OBerﬁéchenladungsdichte 0s(t) und die
Raumladungsdichte p(z,t) erzeugt und {iber die Poissongleichung (3.2) erhélt man

_ 0s(t)L

€€

17 + -6—1% /0 *(L = 2)o(s, )da (3.8)

Der fiir Applikationen in der Regel vorliegende Kleinsignalfall driickt sich dadurch

aus, daB die Oberflichenladung gegeniiber der Raumladung dominiert.
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Das Oberflichenpotential und seine Kinetik kann relativ einfach experimentell gemes-
sen werden. Wir werden sehen, dafl aus dem zeitlichen Verlauf des Oberflichenpoten-
tial V; eine Reihe wichtiger Informationen iiber die Probe gewonnen werden, die wie

im folgenden diskutieren werden.

Berechnet man die logarithmische Ableitung 8log V;/0t des Oberflichenpotentials V;,
'so erhilt man aus (3.1), (3.3) und (3.8)

oV 1 L

— = d .

5 < ), J(@t)dz (3.9)
Fir anwenderrelevante Bedingungen (z.B. in der Elektrofotografie ) ist die Spannung
Vo sehr groB. Unter dieser Voraussetzung kann der Diffusionsstrom vernachldssigt
werden. Wir erhalten somit vereinfacht

L
= [ oan 22!

€€g Jo T

dz (3.10)
Dariiberhinaus vereinfachen wir weiter, indem wir ndherungsweise fiir einen Anfangs-

zeitraum

Op(z,t = E setzen
oz L )

Fir den im folgenden betrachteten Kleinsignalfall ist diese Naherung gerechtfertigt.
Dann gilt:

OlogVy 1 (L
— e, _Z./o o(z,t)dz (3.11)

Dre logarithmische Ablestung des Oberflichenpotentials Vi beschreibt die uber die Schichi-
dicke gemittelte elektrische Leitfihigkeit. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist die Ladungsdichte
und folglich auch die Leitfdhigkeit rdumlich konstant. Es gilt also

dlog V;
ot

|t=0 = do, (312)

— €€p

wobei oo die Leitfihigkeit fiir die Besetzungsrate ho aus (3.7) ist. Fiir den weite-

ren Verlauf (¢ > 0) der logarithmischen Ableitung dlog V;/0t ergibt sich folgendes
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typisches Bild:
' dlogV/dt

ol | .

O/ €&,

Abbildung 5

Charakteristisch fiir den Kurvenverlauf in Abb. 5 ist der lineare Verlauf bis zu einem
Zeitpunkt 7. Danach ndhert sich die Kurve dem Wert fiir die maximale Leitfahigkeit
Omax (Omax = maxo(h)). In unserem Fall, fiir GauBsche Zustandsdichten w(g), ist dies

die Leitfdhigkeit fiir die Besetzungsrate h = 0, 5.

Eine ebenfalls typische Entwicklung zeigt das Profil der Besetzungsrate h(z, t) inner-
halb der diinnen Séhicht. Die von uns erzielten numerischen Resultate zur Berechnung

von h(z,t) als Losung des Systems (3.1) bis (3.7) zeigen folgendes Bild.

h
1.0

h(x<) - h(x,7,)

--------------

0.5

Abbildung 6

Das Profil h{z,t) breitet sich wie eine ”Welle” mit konstanter Geschwindigkeit aus.
Im Zeitpunkt 7o hat sie die Schichtdicke L durchlaufen. Nach 7, nahert sich h(z,t)

einem konstanten Wert h = 0.5. Dies ist diejenige Besetzungsrate h, die zu einer
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maximalen Leitfahigkeit ¢ = oy, fiihrt. In der stationiren Phase flieBt also ein
maximal méglicher Strom. Die Giiltigkeit dieses Extremalprinzips fiir den Strom wird
im Abschnitt (3.3) gezeigt. Da die Leitfahigkeit o und auch die Beweglichkeit p von
der Besetzungsrate h abhingig sind, kann man von einer einzigen Transitzeit 7 fiir
die Schichtdicke L bei einer angelegten Spannung V; nicht sprechen. Bezeichnet man

mit h* die durch o(h*) = Omax definierte Besetzungsrate, dann erhilt man mit

* Omax

die Beweglichkeit fiir A = h*.

Fiir die Transitzeit 7* bei dieser Besetzungsrate gilt

LZ
T = ,
p*Vo
und mit (3.13) A
L%eNh*
= 3.14
amax% ’ ( )
Der Zeitpunkt 7o liegt bei genfigend kleinem ho vor 7*
C T < T*, » (315)
was im Abschnitt 3.3 gezeigt wird.
Setzt man fiir 0., den Wert aus Abb. 5 ein
0log V;
Omax — —€€p 8t lt:ooy
dann gewinnt man aus (3.14) und (3.15) die Abschitzung
. . Olog V; €€
n* = Nh* > — af “JeoVoro—r5- (3.16)

aus der Oberflichenkinetik bekommt man mit (3.16) ein Information iiber die opti-
male Ladungstrigerdichte n*. Wenn h* bekannt ist, wie in unserem Fall A* = 0.5,
sogar iber die Konzentration der lokalisierten Niveaus. Wie numerische Rechnungen
zeigen, kann die rechte Seite von (3.16) als Naherung fiir n* = NA* verwendet werden.
Das Ablesen der ”"Transitzeit” 7o aus der Oberflichenpotentialkinetik in Abb. 5 ist
zwar nicht exakt moglich, aber Rechnungen fiir unterschiedliche Standardabweichun-
gen s der Gauflschen Dichte w(q) ergaben in den gerechneten Beispielen eine recht

deutliche quadratische Abhéngigkeit der ” Transitzeit” 7o von s:
To 7~ 32
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Eine detailliertere Diskussion der numerischen Lésung ist in einer spiteren Arbeit

vorgesehen.

3.3. Losung der Anfangswertaufgabe. In diesem Abschnitt wird gezeigt, daf
nach einer rigorosen Vereinfachung die Lésung A(z,t) exakt angegeben und als Nahe-
‘rung fiir unsere Problemstellung genutzt werden kann. Mit dieser Vereinfachung kann
auch der lineare Verlauf der logarithmischen Ableitung nach der Zeit erklart werden.
Auflerdem wird nachgewiesen, daf} sich in der stationdren Phase generell eine optimale

Leitfdhigkeit einstellt.

Die Vereinfachung besteht darin, daf§ der Diffusionsstrom vernachlassigt wird und die
Anfangs- und Randwertaufgabe (AR) (3.1) bis (3.7) als reine Anfangswertaufgabe

(A) ohne Poissongleichung formuliert wird.

Voraussetzung fiir die Vereinfachung ist ein hohes Anfangspotential V5. Dann &ndert
sich das Oberflichenpotential V; in einer fiir uns ausreichenden Anfangsphase nur

wenig relativ zu V,. Denn wegen (3.11) und (3.14) hat
(Vo — W)/ Vo

die GréfBenordnung const. t/7*Vy. Wir konnen somit Jp(z,t)/0z (in der zeitlichen
Anfangsphase) ndherungsweise konstant gleich V5/L setzen. Damit braucht auch die

Poissongleichung nicht mehr beriicksichtigt werden.

Eine geeignete Zeittransformation fithrt (3.1) tber in eine Gleichung vom Typ

Oh _ da(h) 0 oh
mit den Rand- und Anfangsbedingungen
h(0,t) =1 (t>0), (3.18)
h(L,t) =0 (t >0), (3.19)
h(z,0) =0 (0<z< ). (3.20)

o(h) und D(h) sind stetig differenzierbare nichtnegative Funktionen, definiert auf
dem Intervall [0,1] mit ¢(0) = ¢(1) = 0 und D(h) > d > 0.

Wir zeigen zunéichst:
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Der stationare Strom j., wird fiir € — 0 maximal:

Joo "Zg Omex = TAX a(h) (3.21)

Um dies zu sehen, beachte man, daf§ die stationdre Lésung hA(z) = h(z, c0) der Auf-
gabe (AR) (3.17) bis (3.20) die Lésung der gewdhnlichen Differentialgleichung

Joo = o(h) - 6D(h)g‘g (3.22)

mit A(0) =1 und A(L) = 0 ist.

Aufgrund der Randbedingungen ist h(z) streng monoton fallend. Die Berechnung der
Umkehrfunktion z(h) der Funktion h(z) ergibt

1 D(h)dh |
Y O <h< (3.
a(h)=¢ [ -y (0<h<1), (3.23)
wobei joo durch die Gleichung A
1 D(h)dh -

bestimmt ist.

Die Differenz joo — Omax = 8 is positiv. Da (3.23) fiir alle € > 0 erfillt ist, muB § — 0
eintreten, d.h. (3.21) ist gezeigt. ‘

Wir betrachten nun folgende Anfangswertaufgabe (A):

Oh do(h)
= >0, — 2
5 5 (t>0,—c0<z<+00) (3.25)
mit den Anfangswerten
1 z<0
h(z,0) =
0 z>0

Wir setzen voraus, daf8 o(h) eine stetige differenzierbare nicht negative konkave Funk-
tion auf [0, 1] mit ¢(0) = o(1) = 1 ist. Eine Lésung von (A) gewinnt man auf folgende
Weise. Durch die Bestimmungsgleichung -

i) (=2 (3.26)

erhilt man eine monoton fallende Funktion u(z) auf [0/(1), ¢’(0)] mit u(0) = Omax

und u(c’(0)) = 0. (3.26 ist eindeutig losbar, weil o(u) eine konkave Funktion ist.
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~ Wir setzen nun
u(z/t)  to'(1) <z < to'(0)
h(z,t)=14 0 z > ta’(0) (3.27)
11 | z < to'(1)

h(z,t)ist eine Lésung der Anfangswertaufgabe (A). Die Losungskurven sind in Abb.7
fiir z > 0 dargestellt. '

a'(0)t

Abbildung 7

Die Fufipunkte der Kurven laufen mit konstanter Geschwindigkeit o’(0). Die sta-
tiondre Losung ist konstant h(z,c0) = h*, wobei
o(h") = Omax (3.28)

gilt. Der Vergleich dieser Lésungen h(z,t) der Anfangswertaufgabe (A) mit numeri-

schen Losungen he(x,t) der Anfangs- und Randwertaufgabe (AR) fiir kleine € zeigte,

daB h(z,t) die Lésung h(z,t) sehr gut in (0, L) approximiert. Dies legt die Vermutung
nahe, da8 k

he(z,t) — h(z,t) - (t>0,0<z <) (3.29)

(3.30)

gilt. Die Vermutung (3.29) l4st sich folgendermaflen einordnen. Es ist bekannt, daB

die Anfangswertaufgabe (A) aufgrund der Nichtlinearitit von o(h) nicht eindeutig
15sbar ist (vgl. [Sm]). die spezielle Losung (3.27) ist dadurch ausgezeichnet, daB sie
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als Grenzwert (3.29) der Lésung von Aufgabe (AR) gewonnen werden kann und die

physikalisch relevante Lésung von (A) ist. Wir berechnen nun das Integral

1t o |
Z/o o(h(z,t))dz (3.31)
fiir die Losung (3.27) und benutzen es als Naherung in(3.11) . Fiir ¢ < L/0’(0) erhalt

man iber eine Kette von Substitionen
1rr h> d
/0 o(h(z,t))dz

1 ro'(0)
= Z/o o(h(z,t))de

= 2 [ e
s/t =2
-1 -/()UI(O?a(u(z))dz
u(z) = u
- % : o(w)o"u)du

= —E— /Oh'(or'(u))zdu.

Fir t > L/o'(0) erhélt man
2 [ ot e = o(h(L, ) + 1 [ (o) 532)

Die rechte Seite konvergiert fiir ¢ — 0o gegen omax(= o(h*)). Die Funktion

% /OL o(h(z,t))dz

verlauft linear beztiglich ¢ bis zur " Transitzeit”
L

, o'(0)

Man beachte, daB in diesem Abschnitt zur Vereinfachung die elektrische Feldstarke in

(3.17) und (3.24) gleich 1 gewahlt wurde. Das heifit fiir die ” Transitzeit” 7o in Abb.6

und (3.15) gilt

. (3.33)

To =

L2
" Voo'(0)
Die Ungleichung (3.15) 7o < 7* ist stets erfiillt wegen ¢/(0) > o(h*)/h* (Konkavitat!).

To

Wir gehen nun zu dem allgemeineren Fall iiber, dafl die Leitfahigkeit o(h) nicht

auf dem gesamten Intervall [0,1] konkav ist, sondern in [0, a;] und [a,, 1] konvex und
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dazwischen in [ay, as) .k,ohka.v ist, fiir 0 < a3 < a3 < 1. Dann tritt folgendes Phdnomen
auf: die relevanten Lésungen der Anfangswertaufgabe (A) haben eine Unstetigkeit
" und das h-Profil lauft #hnlich einer Schockwelle mit konstanter Geschwiﬁdiékeit in
die positive z-Richtung.

o’(h)t
Abbildung 8

Die Besetzungsrate h (die Treppenhohe der Unstetigkeit), liegt zwischen ho und A*
und ist durch-die Gleichung

a

o'(h) = Th) (3.34)
eindeutig bestimmdt.

Die Geschwindigkeit der Treppe betragt o'(h). Bis zum Zeitpunkt 7o = L/o’(h)

verlduft auch hier
1 L
7 /0 o(h(z,t))dz
linear beziglich der Zeit. Es gilt auch hier die Ungleichung (3.15).

Wir bemerken noch, daB im letzten Fall die Losung h(z,t) (z >0)
z/t 0>z >td(h
P OO EERIS0
z > to'(h)
der Anfangswertaufgabe (A) wegen der Unstetigkeit keine Lésung im klassischen Sinn

ist, sondern eine schwache Losung (vgl. [Sm] Kapitel 15).
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