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Abstract

Resumé. Non considérons pour une plaque posée deux problémes
d’optimisation: la minimisation du volume et 1’identification d’un coef-
ficient. Via une transformation récemment introduite par les auteurs,
on obtient les conditions d’optimalité dans une forme qualifiée et leur
analyse entraine les propriétés de boum-boum pour I’épaisseur opti-
male.

1 Introduction
Nous considérons 1’équation:
A(wAy) = f dans Q, (1.1)

y=Ay =0 sur 09, (1.2)

qui donne, en dimension deux, un modéle simplifié pour une plaque posée
(Bendsoe [2, p.91]).

Ici © est un domaine borné dans RY avec une frontiére réguliére 0Q, u €
L>(2) est 1'épaisseur de la plaque, f € LP(Q),p > %, est la charge (fixée)
et y € H2(Q) N HL(Q) est la déformation obtenue comme la solution faible
de (1.1), (1.2).

On étudie deux problémes d’optimisation associés a (1.1), (1.2):

- minimisation du volume (ou du poids):

Min/u(:z:)d:z:; (1.3)

- identification d’un coéfficient correspondant a une déformation désirée
ou observée, yq € L?(Q):

Min% Q/(y — yq)’dz . (1.4)

On impose aussi des contraintes, naturelles dans ce cadre (m, M, sont des
constantes positives):

m<u(z) <M p.p. dans (1.5)

y(z) > —1 p.p. dans Q. (1.6)



On montre, que ’hypothése d’admissibilité est satisfaite si M est "assez
grand”. Si z € W?2?(Q) N H}(Q) N C(Q) note la solution forte de Az = f
dans 2, z = 0 sur 02, alors une transformation directe donne

Ay = z¢ p-p. dans y = 0 sur 092, (1.7)
avec £ = u~3 satisfaisant
M3 <{l(z)<m? p.p. dans Q. (1.8)

C’est un cas particuliers des transformation de "resizing” étudiées dans Sprekels
et Tiba [5]. La fonctionelle (1.3) devient

Min / 073 (2)de (1.9)

et les relations (1.4), (1.6) restent invariantes. On voit que les problémes
d’optimisation (1.3), (1.4) peuvent étre réformulés comme des problémes
de controle distribués associés & ’équation linéaire (1.7) de deuxiéme or-
dre seulement. En particulier, on obtient facilement I'existence d’au moins
une paire optimale [y*, u*]. Dans la section suivante, on discute les conditions
d’optimalité pour un probléme convex de contrdle gouverné par 1’équation
(1.7) et avec les contraintes (1.8), (1.6). On montre que le multiplicateur de
Lagrange est une function r* € L*(2),1 < s < 5, méme si la contrainte
(1.6) donne un ensemble avec intérieur vide en L*(Q),1 < t < oo. Clest
une résultat de régularité démontré par une modification des arguments de
Bergounioux et Tiba [3|. La derniére section est dediée aux propriétés de
boum-boum ou de boum-boum généralisées pour les solutions [y*, u*|, dans
le sense de Troltzsch [6].

2 Les conditions d’optimalité

Soient ¢ : L?(2) — R,v : L?(2) — IR deux fonctionelles continues,
convexes, Gateaux différentiables, bornées inférieurement par une constante.
On considére le probléme de controle

Min{¢(£) + ¢ (y)} (2.1)

avec [y, £] satisfaisant aux conditions (1.6) - (1.8).

La paire [0, 0] vérifie (1.6), (1.7). Alors, si M est "assez grand”, £ = M 3
est une petite perturbation de 0 et la solution de (1.7), notée 7, reste dans
un voisinage de 0 dans la topologie de W?2%(Q),1 < ¢ < oo, et, donc, dans
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la topologie uniforme sur 2. Finalement, [7, £] satisfait toutes les conditions
(1.6) - (1.8). L’existence d’une couple optimale [y*, £*] est connue (pas néces-
sairement unique avec le colt donné par (2.1)).

On introduit:

Uw={Lcl*Q); M?3><{iz)<m > pp Q}, (2.2)

C={yeL’(9); yl&)>-7 pp. 2}. (2-3)

Théoréme 2.1. Si M est assez grand, il y a r* € L*(Q), tel que la paire
[y*, £*] est solution optimale pour le probléme (2.1) si et seulement si

(Ag(er), = 1), (2.4)

o T (Av(y)n—y )LZ(Q)
. 11 N
+(r*, Ap — z2K) Ls(@)xLa(@) > 0, 5 +E =1, ¢> o

Vi € Upg ,Viu € COWH(Q) N Hy (Q) .

(

Remarque. En prennant k = £* ou u = y* on peut reécrire (2.4) sous la
forme de deux inégalités qui correspondent aux notions classiques ”équation
adjointe” et "principe de maximum de Pontryaguine”. Le remplacement de
I’équation adjointe par une inégalité quand des contraintes sont imposées sur
’état a été introduite par Bergounioux et Tiba [3] et permet 1’affaiblissement
des hypothéses de qualification.

Preuve du Théoréme 2.1. On définit le probléme penalisé

. N 1
Mln{¢(£) +¥(y) + §|Z — Lo + %IAy — ZZ|%2(Q)} (2.5)

pour [y, £] dans [H%(Q) N Hy ()] x L*(€) et satisfaisant (1.6), (1.8). La paire
[y*, £*] est admissible pour (2.5) et on note par [y, £| la paire optimale unique
de (2.5), € > 0. On note aussi

re =¢ YAy, — 2L,) € L*(Q) . (2.6)

Evidemment, on a

1 % 1 * *
~le—¢ |%2(n) + 2—E|Aye —z£6|%2(9) <o) +9(y*), Ye>0

Bl + () +

ce qui montre, avec les autres hypothéses, que {£.} est borné en L>°(Q), {e%re}
est borné dans L?(Q2) et, par conséquence, {y.} est borné dans H*(Q)NH; ().
On peut supposer que £, — £ faiblement* en L>°(f2),y. — ¢ faiblement en



H?(Q) et Ay, — 2z, — 0 fortement dans L?(2), sur une sous-suite. Il suit

A,

que [g, ¢] satisfait (1.6) - (1.8) et
B(0) + () + 18~ £ By < H(E) +9(y")

par la faible semicontinuité inférieure de la fonctionelle (2.5). Alors £ =
5§ = y* et £ —> £* fortement dans L*(Q),1 < ¢t < oo (par le théoréme
de Lebesgue), y. — y* fortement dans H?(Q) N H}(2). En faisant des
variations de la forme [y, + i, £+ A&, A € [0,1],& € Uga—Le, i € C—ye, i €
H?(Q2) N H}(2), un calcul direct montre que [y, £] satisfait les conditions

nécessaires d’optimalité:
(Vo) r— Ee)wm + (VoY) n— ye)wm + (2.7)

(e =0k — L) 2y + (T, App — 2K — €r) 2(0) > 0
Vi € Uyg, Y € CN H?(Q) N Hy(Q),

avec 7. donné par (2.6).

On peut négliger le terme er, dans (2.7). Les hypothéses sur ¢, don-
nent que /¢, /¢ sont localement borné dans L?(Q). Alors, la convergence
forte de {£.}, {y.} montre que {7¢(4.)}, {v¥(y.)} sont borné dans L*(£2)
et, donc, Vo (L) — vo(£*), Vi (y.) — v (y*) dans L?(Q) faible, & cause
de la fermeture dans la topologie forte x faible de L?(2) x L?(f2) des opéra-
teurs maximaux monotones /¢, /%. Finalement, I'inégalité (2.7) a pour
conséquence que

(re, Au — zk) > —ct. (2.8)

sik € Uy et p € CN H?(Q) N HL(Q) reste borné dans L%(Q).
On choisit g comme la solution de

Ap=p dansQ, pu=0 sur o0 (2.9)

avec |plra@) < 6. Si d est petit et ¢ > 3 alors la dépendance continue
de p sur p, dans (2.9), donne u(x) > —7 dans Q et, evidemment, u €
CNH?(Q)NH (), en restant dans un ensemble borné de L?(2). Maintenant,
si M est "assez grand”, la solution ujs, de

N
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Apiprr, = p+ zM * dans Q, pm,, = 0 sur 60

satisfait les mémes propriétés. On peut utiliser les paires [taz,,, M ], |p|La() <
d, dans (2.8) et on obtient que {r.} est borné dans L*(2). On note par r* la
limite faible de r., sur une sous-suite, et on peut passer a la limite dans (2.7)
pour obtenir (2.4).



La réciproque est claire: chaque paire admissible [y, £] pour le probléme
original peut étre utilisée dans (2.4) a la place de [u, k], avec Ay — zk = 0,
et 'optimalité de [y*, £*] suit par la définition de la sousdifférentielle.

Remarque. Si Q C R, on peut prendre s = q = 2.

Remarque. Le Théoréme 2.1 donne un résultat d’existence et de régu-
larité pour le multiplicateur de Lagrange sous une hypothése naturelle sur
M, qui dépend seulement des autres données f et 7.

3 Les propriétés de boum-boum

Si ¢(£) = 0,%(y) = 1 Jo(y — ya)?dz, le probléeme (2.1) devient (1.4). Claire-
ment, y* € C(2) et I’ensemble

W={zecQ: y'(z)=—-7} (3.1)

est fermé, tandis que Q \ ©; est ouvert. Soit d € D(Q2\ ©;) et A > 0 tel que
y*(z) > —7 + A sur le compact supp d. Alors on peut choisir y = y* +od (o
"petit”) et Kk = £* dans (2.4) et on a

:*:(y* — Yd, O'd)Lz(Q) + (7‘*, O'Ad)LZ(Q) Z 0
c’est a dire on a I’équation "adjointe”
—Ar* =y*—y; dans D'(Q\ Q). (3.2)

Supposons que y; € L1(R), alors (3.2) donne r* € Wf&(ﬂ \ Q) et r* €
C(©2\ ©1). Soient:

Qe = {zeQ\Q;z(x)r"(z) >0},
Q3 = {ze€Q\Q;z(z)r(z) <0}

qui sont des ouvertes dans et Q4 = (2\ Q) \ (22 U Q3).
Si on prend p = y* et kK = £* dans Q \ Q, alors (2.4) montre

(2r*, " — K)L2(90)xLa(0s) = 0

et, donc, £* = m=3 p.p. Q. De la méme maniére, on a £* = M3 p.p. Qs.
Supposons que f # 0 p.p. Q. Alors ensemble ou z(z) = 0 a mesure
nulle et, si 24 a mesure positive, on obtient r*(z) = 0 p.p. 4. La régularité
maximale de r* dans Q2 \ ©; et (3.2) impliquent y*(z) = yq(z) p.p. dans €y,
Brezis [4, p.195|. Evidemment, (1.7) montre aussi que €; a mesure nulle.

5



Corollaire 3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, si yq € L1(Q) et
f # 0 p.p. dans Q, alors pour la paire optimale [y*,u*| unique du probléme
(1.4) il y a un ensemble de mesure nulle Q* C Q tel que

Q=" U{ze:u(z) =M}U{zeQ:u'(z) =m}U
Uz e Q:y*(z) =—7}U{z € Q:y"(z) = ya(z)}.

Remarque Des résultats de ce type ont été mis en évidence pour la
premiére fois dans le livre de F. Troltzsch [6] sous le nom de propriété de
boum-boum généralisée.

Dans le cas des problémes de minimisation du volume de la plaque, on
prouve la propriété classique de boum-boum pour l'épaisseur optimale.

Nous choisissons ¥(y) = 0 et ¢(f) = — [, ¢(z)dz. Par la transforma-
tion qu’on utilise, £(z) = u3(z), le probléme (2.1) est équivalent avec la
minimisation de

— /u’3(x)dx (1.3")

qui répresent une variante du probléme (1.3) parce que I'application v —
—u~3 est aussi croissante pour u > 0. On définit {; comme dans (3.1) et on
obtient 1’équation "adjointe”

Ar*=0 dans D'(Q\ Q) (3.27)

et, par conséquence, r* € C*(Q\ Q).
Si pu = y*, alors (2.4) donne

(ZT'* + l,f* — K‘,)Ls(ﬂ)qu(Q) >0, Vi € Uy

On introduit les ensembles ouverts Qg, Qg C Q\ © par la condition +(zr* 4+
1)(z) > 0. Comme auparavant, il suit que £* = m=3 p.p. dans Qy et
¢* = M3 p.p. dans Q.

Si I'ensemble 0y = {z € Q\Q : z(z)r*(z)+1 = 0} a une mesure positive,
la régularité maximale permet de dériver directement (Brezis, [4, p.195)]) et
on a
20z — 2|Az)?

*
Ar*t = o

=0 p.p. dans Q4,

c’est a dire zAz > 0 p.p. dans €. Ajoutons 'hypothése que f(z) ne change
pas de signe dans 2. Alors la définition de z et le principe de maximum
montrent que zAz < 0 dans Q et, donc, Q4 a la mesure nulle. Parce que z
est continue, le principe de maximum fort donne z(z) # 0 dans Q et, donc,
Ay* # 0 dans Q par (1.7). Alors, la régularité maximale de y* implique que
(), a aussi la mesure nulle.



On a prouvé le

Corollaire 3.2 Sous les hypothéses du Théoréeme 2.1., si f # 0 p.p. §
et ne change pas de signe dans €1, alors pour chaque épaisseur optimale de
(1.3°), il y a un ensemble de mesure nulle Q* tel que

Q=Q"U{r e Qu'(z) =M}U{z € Qu'(z) =m}.

Remarque Dans l'ouvrage de Arnautu, Langmach, Sprekels et Tiba [1], on
donne des méthodes numériques pour le calcul et I’optimisation des plaques
et on a retrouvé dans les exemples la propriété de boum-boum du Corollaire
3.2.
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