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1. Einfiihrung

Der Anstof}, diesen Vortrag zu halten, ist das Lastverteilungsmodell von KARL VON
TERZAGHI, das er 1936 veroffentlicht hat. Es geht von der Fragestellung aus, in welcher
Weise eine aufgebrachte Last auf die Komponenten eines pordsen Mediums verteilt wird.
Dazu sollten wir zundchst klarstellen, was ein pordser Korper ist. Boden, Gesteine,
Keramik und faserige Stoffe sind Beispiele fiir porose Korper. Diese Stoffe haben alle
die Gemeinsamkeit, dafl es sich um einen ,Feststoff mit Lochern“ handelt. Nun wiirde
man einen hohlen Metallzylinder aber kaum als porosen Korper bezeichnen. D.h. man
muf} die Definition dahingehend erweitern, dafl es sich um einen Korper mit mindestens
einer festen Phase handelt, der zuféllig verteilte Hohlrdume aufweist, die miteinander ver-
bunden sind und von denen wenigstens einige von der einen Seite des Mediums bis zur
anderen verlaufen.

Wir wollen hier einen zweikomponentigen pordsen Kérper betrachten, einen Kérper beste-
hend aus einer festen Phase (Skelett) und einer fliissigen Phase (Fluid). Durch die zweite
Phase wird neben der Porositét eine zweite Eigenschaft des porosen Korpers erfaflt, die
wichtige physikalische Beitrage leistet, namlich die Diffusion.

Abb. 1: Zweikomponentiger poréser Koérper mikroskopisch betrachtet

Die folgenden verschmierten, d.h. makroskopischen Felder beschreiben Prozesse in einem
solchen System, wobei fiir beide Komponenten die Eulersche Darstellungsweise gewahlt
wurde:

e p° — die augenblickliche Massendichte des Skeletts

e pf" — die augenblickliche Massendichte der Fliissigkeit
e v° — die Geschwindigkeit des Skeletts

e v - die Geschwindigkeit der Fliissigkeit und

e n — die Porositit.

Wir setzen hier isotherme Bedingungen voraus, d.h. es sollen keine Temperaturdnderun-
gen eintreten. Auflerdem wird angenommen, dafl die Felder die folgenden Bilanzgleichun-
gen erfiillen:



Partielle Massenbilanzen fiir Skelett (S) und Fluid (F):

o S

%—I—div(pfv )=0

o )
L+ div(pfvF) =0,

Lokale Impulsbilanzen:

Op;v°® c (S S s s F s ShHS
v +div(gyv? @ v —T) =n(v' —v’)+p;b
2
- (2)
(t‘% + div(pf'vF @ v = TF) = —a(vF —v5) + p'b" |

wobei T% und T fiir die partiellen Cauchy’schen Spannungen stehen. Der Term (v — v¥)
stellt die Wechselwirkung zwischen Fliissigkeit und Skelett dar, die durch die relative Be-
wegung (Diffusion) der Komponenten zueinander hervorgerufen wird. pfb® und pf'b?
geben die Schwerkraft der jeweiligen Komponente an. Fiir zweikomponentige Korper mit
einer festen Komponente bendtigt man im Gegensatz zur klassischen Mischungstheorie
noch die

Bilanzgleichung fiir die Porositét:

0 1
8_1; +v®-gradn + 5 div [q)gpts(vF — vs)} =n. (3)

0 "
Hier bezeichnet der Term o die zeitliche Anderung der Porositit. Der Term v° - gradn

entsteht als konvektiver Anteil der materiellen Ableitung von n. Der dritte Term stellt die
Stromung durch einen bestimmten Bereich des Korpers dar. @, ist dabei ein Stromungsko-
effizient. Die Differenz (vF' — v¥) stellt die relative Geschwindigkeit der Komponenten
zueinander dar. Die Quelle 7 wird durch Bewegungen in der Mikroebene verursacht,
d.h. sie steht im Zusammenhang mit Relaxationsprozessen in den Poren (Fiir n&here
Erlduterungen zu diesem Neuen Modell fiir kompressible porose Materialien mit der Bi-
lanzgleichung fir die Porositdt von K. WILMANSKI siehe z.B. [1]).

Fiir singuldre Flachen, also an Stellen, an denen die Feldgréf8en unstetig sind, wie z.B.
an den Rindern der Komponenten, an denen die Funktionen an beiden Seiten endliche
Grenzwerte aufweisen, gehen die obigen Bilanzgleichungen in die folgenden dynamischen
Kompatibilitdtsbedingungen iiber (Fiir die Herleitung siehe [2]):

Vasoo | LFETY ] =0 ()
[oF(c—vF m)] =0,

Impuls Hpt (v m)v ]]+ HT ]]Il: ’ (5)
[[pf(c—vF n)vFH—I-HTFﬂn:O,



oS
Porositat [{@0—;]] =0, (6)
Pt

wobei n den Normalenvektor der singuldren Flache bezeichnet. c¢ ist die Geschwindigkeit
eines Punktes der singuldren Flache. Die doppelten Klammern stellen Spriinge der Grofien

dar:
[.]=0C)"=(.)".

Die ,+“ und ,~ Zeichen beziehen sich auf die Grenzen der jeweiligen Funktionen von der
positiven bzw. negativen Seite der Oberfliche aus gerechnet (siehe Abb. 2).

Die dynamischen Kompatibilitdtsbedingungen beschreiben Spriinge im Gebiet des Skeletts.
Um sie also auf der Grenze des Skeletts beschreiben zu kénnen, miissen wir alle Gréflen
ausdehnen, damit sie auf der positiven (externen) Seite der Grenze definiert sind. Dort
sind sie keine Grenzwerte wie auf der negativen Seite der Grenze, weil sich auflerhalb des
Korpers keine Feststoffpartikel befinden.

Abb. 2: Singulédre Flache

Fiir die Geltung der Gleichungen wird vorausgesetzt, daf} es sich um eine ideale singulére
Fldche handelt, d.h. es gibt weder Massenansammlungen noch Impulsproduktion auf der
Flache.

Zur Vereinfachung wollen wir jetzt annehmen, dafl die Oberfliche des Kontinuums mit
der des Skeletts iibereinstimmt, d.h. die singuldre Flache bewegt sich mit derselben
Geschwindigkeit wie das Skelett

c=v®-n. (7)

Setzt man diese Beziehung fiir die materielle Fliche in die obigen Kompatibilitdtsbe-
dingungen ein, so ist die Massenbilanz fiir das Skelett identisch erfiillt und aus der Im-
pulsbilanz fiir das Skelett ergibt sich die klassische Poisson-Bedingung fiir den partiellen

Spannungstensor
[T9]n=0. (8)

2. Randbedingungen fiir den zweikomponentigen pordsen Korper

Partielle Differentialgleichungen beschreiben eine Klasse von Phidnomenen. Allgemein
haben sie unendlich viele Losungen, von denen jede einem speziellen Fall dieses Phdnomens
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entspricht. Um aus dieser Vielzahl von Losungen diejenige zu bestimmen, die einem
bestimmten Problem entspricht, sind zusétzliche Informationen nétig. Eine Aufgabe wird
vollsténdig spezifiziert durch Angabe

e der Geometrie des Raumes,
e aller physikalischen Koeffizienten und Parameter,
e der Anfangsbedingungen, die den Ausgangszustand des Systems beschreiben und

e der Interaktion des Systems mit der Aulenwelt (Randbedingungen und Volumen-
beitrdge wie z.B. Schwerkrifte).

Wir wollen uns jetzt hier den Randbedingungen zuwenden, den physikalischen Bedingun-
gen an den Grenzen des betrachteten Gebiets (Fiir detailliertere Informationen zu diesem
Thema siehe [6]).

Es gibt zwei Arten von Randbedingungen, ndmlich

e dynamische Randbedingungen und

e kinematische Randbedingungen.

Mit den dynamischen Randbedingungen wird eine Aussage iiber die Verteilung der dufleren
Last auf den Koérper gemacht. Dies soll im folgenden durch das Lastverteilungsmodell nach
VON TERZAGHI motiviert werden. Die kinematischen Randbedingungen geben fiir den
Fall des porésen Korpers Auskunft iiber Geschwindigkeiten an der Grenze und {iber die
Massenausfuhr. Wir wollen in Kap. 4 die Analogie dieser Randbedingungen zu denen in
der Wéarmeleitung aufzeigen.

Betrachten wir wieder den zweikomponentigen Korper. Zur Losung der obigen dynamis-
chen Kompatibilitdtsbedingungen und Bilanzgleichungen, die durch die Anwendung von
Stoffgesetzen materialabhingig werden und dadurch in Feldgleichungen iibergehen, benoti-
gen wir an der Grenze zwei Vektorbedingungen fiir die Impulssidtze und eigentlich eine
skalare Bedingung fiir die Porositit. Fiir unseren Fall wollen wir allerdings voraussetzen,
daf der Koeffizient des Porositatsflusses ®, mit n identisch ist (Fiir Einzelheiten zu dieser
Annahme siehe [1]). Dadurch geht die Porositdtsgleichung in eine Form {iiber, fiir die
wir keine Randbedingungen mehr bendtigen. Auch fiir die Massenbilanzgleichungen sind
keine Randbedingungen nétig, weil sie keinen Stromungsterm enthalten. Es verbleibt also
die Suche nach zwei vektoriellen Randbedingungen fiir die Geschwindigkeiten und einer
skalaren Gleichung fiir die freie Flache. Um diese bestimmen zu kdnnen, ist die wichtige
Frage zu klaren, in welcher Weise die duflere Last t** (wie ,external“) auf das Skelett und
das Fluid verteilt wird.

3. Dynamische Bedingungen

— Durch welche Komponente wird die Last iibernommen?

Die Aufteilung der dufleren Last auf die beiden Komponenten kann nicht a priori vorgenom-
men werden. Sie mufl davon abhéngig sein, in welcher Weise die Last aufgebracht wird.
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Man kann sich z.B. vorstellen, dafl die Last vollstiandig auf das Skelett aufgebracht wird,
wenn wir annehmen, dafl der porése Korper mit einem starren Gitter iiberspannt wird, auf
das die Last iibertragen wird, das aber fiir die Fliissigkeit nahezu vollstindig durchlassig
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Abb. 3: Lastaufbringung auf das Skelett

Die Aufbringung der Last einzig auf die Fliissigkeit ist eigentlich nur véllig kiinstlich
vorstellbar.

Die wahrscheinlichste Moglichkeit ist eine Verteilung auf beide Komponenten entsprechend
der Mikrostruktur der Grenzflache.

Abb. 4: Lastaufbringung auf beide Komponenten

— Lastverteilungsmodell nach VON TERZAGHI

Dieser Fall soll uns nun beschéftigen. Wir stellen uns die Frage, welche der Komponen-
ten dabei die Last iibernimmt. Dies entspricht genau dem Problem, das VON TERZAGHI
(1883 — 1963, von 1929 bis 1938 Professor an der Technischen Hochschule in Wien, Gast-

professuren, Beratungstétigkeiten bei Griindungsproblemen) klaren wollte:

Die Erfahrung hatte ihm gezeigt, da die Setzung von Bauwerken, deren Untergrund
Tonschichten enthélt, auch nach Fertigstellung des Bauwerkes — wenn der Boden nahezu
konstant belastet wird, mit zeitlich abnehmender Geschwindigkeit zunimmt und erst nach
vielen Jahren oder Jahrzehnten zum Stillstand kommt. Die Ursache fiir dieses Phianomen,
namlich die allm&hliche Abnahme des Wassergehaltes der belasteten Tonschichten, die
durch die Steigerung des Druckes auf den Ton bewirkt wird, war schon seit Ende des 19.
Jhdts. unter dem Namen , Konsolidation“ bekannt.

Zunéchst hatten VON TERZAGHI und FROHLICH 1923 gemeinsam eine Differentialgle-
ichung zur Beschreibung dieses Phinomens aufgestellt. Vor allem diese Gleichung hatte zu
heftigen Kontroversen zwischen VON TERZAGHI und seinem Professoren-Kollegen in Wien
FILLUNGER gefiihrt, die im Selbstmord des Herrn FILLUNGER endeten. 1936 belegten
VON TERZAGHI und FROHLICH das Konsolidationsproblem anhand eines grobmechanis-
chen Modells. Das Gedankenexperiment hatte folgenden Aufbau (entnommen aus [3]):
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Abb. 5: Grobmechanisches Modell zur Erlauterung der Zeit
auf die Verdichtungsgeschwindigkeit in Tonschichten:

a) Einkolbenmodell b) Mehrkolbenmodell

Abb. 5a) zeigt ein zylindrisches Gefafl G, in das ein Kolben K mit feinen Bohrungen
eingeschliffen ist, der auf Spiralfedern S ruht, wobei die Federn das Bodenskelett mod-
ellieren und der Raum unterhalb des Kolbens die Bodenporen darstellt. Wenn dieser
Raum leer ist, so erzeugt eine Belastung des Kolbens mit der Flachenlast p; eine rasch
auftretende Zusammendriickung der Federn. Die gesamte Auflast wird also vom Boden
aufgenommen. Wird der Raum unterhalb des Kolbens jedoch mit Wasser gefiillt, so findet
die gleiche Senkung des Kolbens infolge des groflen Widerstandes gegen das Entweichen
des Wassers durch die Bohrungen nur langsam mit zeitlich abnehmender Geschwindigkeit
statt. Die Auflast wird in diesem Fall also zundchst vom Wasser iibernommen und geht
erst langsam auf den Boden iiber. Die Apparatur b) unterscheidet sich von der ersten
dadurch, daf} sie mehrere solcher Kolben enthilt, die durch Federn auf Abstand gehalten
werden. Dies spiegelt die Vorgédnge in der Natur eher wider, weil das Wasser aus den
oberen Zwischenrdumen viel rascher entweichen kann als aus den unteren. Ist also die
Verfestigung des Tones von der durchlissigen Oberfliche zum Innern hin fortgeschritten
und ist das Wasser soweit entwichen, da ein Gleichgewicht zwischen den Kréften im
Skelett und der dufleren Belastung eingetreten ist, so ist auch der im Wasser herrschende
Uberdruck zu Null geworden und die Verfestigung des Tones ist beendet. Natiirlich ist der
Vorgang in der Natur nicht allein von der Durchldssigkeit und der Zusammendriickbarkeit
der Festsubstanz abhéngig, sondern auch von anderen physikalisch-chemischen Faktoren,
diese wurden hier jedoch vernachlassigt.

— Zeitentwicklung der Lastverteilung

Die Ergebnisse aus dem Federtopfmodell nach vON TERZAGHI lassen sich qualitativ in
einem einfachen Diagramm wiedergeben (siehe Abb. 6).

Die gesamte Auflast wird zundchst von der Fliissigkeit getragen und geht langsam mit ab-
nehmender Geschwindigkeit auf das Skelett iiber. Am Ende tragt das Skelett die gesamte
Auflast. Zu jedem Zeitpunkt des Prozesses der Lastverteilung gilt

" +p°=p. (9)
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Abb. 6: Zeitentwicklung der Lastverteilung

Ergebnisse, die bestens mit denen dieses klassischen Modells iibereinstimmen, erhielt W.
KEMPA in [4]. Er entwickelte — basierend auf dem Modell fiir kompressible porése Mate-
rialien mit der Bilanzgleichung fir die Porositdt von K. WILMANSKI (siehe z.B. [1], [5])
— das numerische Simulationsprogramm LFEP, mit dem er das Konsolidationsproblem
untersuchte. Dazu benutzt er die Finite-Elemente-Methode und simuliert den Boden als
eindimensionalen Raum. Dieser ist in Finite Elemente unterteilt, die an ihren Grenzen
durch Knoten verbunden sind.
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Abb. 7: Simulation des Bodens als eindimensionales Finite-Elemente-Modell (aus [4])
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Durch die Wahl der Ansatzfunktionen wird das Modell mit Hilfe des Galerkin-Verfahrens
auf die Elemente iibertragen. Unter anderem liefert das Programm Ergebnisse fiir die
Zeitentwicklung der Lastverteilung zwischen Skelett und Fluid fiir verschiedene Durchlas-
sigkeitsbeiwerte des Bodens:
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Abb. 8: Ergebnisse fiir die Lastverteilung (aus [4])

Der Druck in der Fliissigkeit steigt sofort nach Belastung an und erreicht nach kurzer
Zeit sein Maximum. Danach fillt der Druck in der Fliissigkeit im gleichen Mafle ab,
wie er im Skelett ansteigt. Im Gegensatz zum Modell nach VON TERZAGHI, fiir das das
Diagramm fiir das Skelett zur Zeit ¢ = 0 bei Null beginnt (s. Abb. 6), wird hier sofort
ein kleiner Anteil der Belastung vom Skelett getragen. Dies ist darauf zuriickzufiihren,
dal VON TERZAGHI in seinem Modell die Beschleunigungsterme und die Tragheitskrafte
vernachléssigt hat.

Wie grofl ist der Einflul der Kinematik?

Modelle fiir mehrkomponentige Korper sind eine bessere Anndherung an die Wirklichkeit
als klassische Modelle fiir einkomponentige Kérper. Die Modelle beschreiben aber mit
unterschiedlicher Genauigkeit dieselben Vorgdnge. Dies bedeutet, dafl sowohl fiir die
Masse als auch fiir den Impuls die Summe der beiden Bilanzgleichungen fiir Skelett und
Fluid der klassischen Bilanzgleichung entsprechen mu$.

Masse:
o S
% +div(pfvS) =0 5
+ — % +div(pv) =0, (10)
o F
% +div(pf'vF) =0
Impuls:
O0°vS
'Oétv +div(pv® @ v® — T9) = n(vF —v°) + pfb®
+ == (11)
Op; v . ( F F F F F s F1F
5 +div(p, v @ v’ —=T") = —m(v' —v°) 4+ p;' b

8,0tv
ot

+div(ppv®v —T) = p;b,



Durch den Vergleich der einzelnen Terme ergibt sich:

pe=p] +pf (12)
pev = p;vo + vl (13)
pvev—T=pv@v® —T° + pfvi @ vl — TF | (14)
und
p:b = pPbS + pfF'b . (15)

Daraus folgt fiir den Spannungstensor:

1
T=T+ T+ o (o] + V) @ (o]v + o) (16)
t t
—ppvi @ v’ —pivi @ v’
statiscl;errAnteil kinematis:herAnteil
/,/’//"\‘ /fv
/
v / \
F
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Abb. 9: Geschwindigkeit einer einkomponentig verschmierten materiellen Fliche

Eine einkomponentig verschmierte materielle Flache bewegt sich mit der Geschwindigkeit
v durch den Kérper. Die einzelnen Teilchen haben aber die Geschwindigkeit v° bzw. v
und nicht v. Das bewirkt, daf§ sie durch die relative Bewegung eine gewisse Menge Impuls
transportieren. Dadurch entsteht der kinematische Anteil im Spannungstensor.

— Herleitung der dynamischen Randbedingung

Wir definieren die Ausfuhren der fliissigen sowie der festen Komponente als

F Fi( F+

mf = p"*(c—vF*-n) und m° :=pF(c— v n). (17)



Unter Beriicksichtigung von (7) ergibt sich fiir den Rand

m® =0. (18)

Addition der dynamischen Kompatibilitdtsbedingungen fiir den Impuls liefert damit

—mF HVF]] = HTF + TS]] n. (19)
Dies bedeutet
—m” [v'] = (T + T5")n — (T~ + T )n.. (20)
Mit
t = (T + T )n, (21)
erhalten wir
—mF [vF] =t — (TF~ + T )n. (22)

Unter Beriicksichtigung der sphirischen Struktur des Tensors T*

ergibt sich

—mF [[VF]] =t 4+ pfn—Tn. (24)

Im folgenden wollen wir diese dynamische Randbedingung in den senkrechten und den

tangentialen Anteil von t™* aufspalten. Dazu multiplizieren wir die Gleichung zunéchst
mit n
—mFﬂvF-n]]:te"t-n—f—pF*—TS*-(n@n). (25)
Mit
—m¥ [[VF : n]] =— pr]] : (26)
und
1
[[VF-nH =mF H—Fﬂ , (27)
P
also

erhalten wir!

klein

Damit gilt fiir den senkrechten Anteil von t**

t*<*.n=T5 - (n®n) —pl' . (30)

lwegen Abschitzung von m¥ siehe [7]
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Um den tangentialen Anteil zu bestimmen, definieren wir

t =t — (t** -n)n . (31)

Abb. 10: Aufspaltung der &ufleren Last
Aus (24) ergibt sich
—mP [vI] =t — (T n)_, (32)

——

also gilt fiir den tangentialen Anteil von t°**

£ = (TS n), . (33)

4. Kinematische Bedingungen

Die kinematischen Randbedingungen machen fiir den Fall des porésen Korpers eine Aus-
sage iiber die Geschwindigkeiten der Komponenten. Auch hier ist es wieder sinnvoll, die
normalen und tangentialen Anteile zu betrachten.

Fiir die Geschwindigkeiten tangential zum Rand wird angenommen

v =vF—0. (34)

Um die normale Komponente angeben zu konnen, wollen wir zwei Félle unterscheiden:

1.) Der Rand ist vollig durchlissig fiir die Fliissigkeit.
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Abb. 11: Durchlissiger Rand

Wir hatten schon vorher angenommen, daf3 sich der Rand mit derselben Geschwindigkeit
wie das Skelett bewegt. Fiir die normale Komponente gilt also

vi.-n=c. (35)

Allerdings kénnen wir nicht sagen, mit welcher Geschwindigkeit die Fliissigkeit aus dem
Korper ausflie3t
vi.n=7. (36)

Da wir die Fluidgeschwindigkeit am Rande nicht kennen, miissen wir fiir eine andere
Grofe eine Randbedingung formulieren. Es ist naheliegend, diese Randbedingung fiir den
Massentransport der fliissigen Komponente am freien Rand aufzustellen. Einen derartigen
Ansatz gab RUNESSON in [8] fiir ein Konsolidationsproblem an:

m” =(p,t) =v(p — ps) + Q(¢) , (37)

wobei mit ¢ der Massentransport der flilssigen Komponente am freien Rand bezeichnet
wird. « ist der Materialparameter der Trennfliche, p der Porenwasserdruck und pg ein
Referenzdruck. Die GroBe Q(t) steht fiir den sogenannten DrainagefluB. Weder dessen
physikalische Bedeutung noch der Unterschied zum ersten Glied der rechten Seite wurde
allerdings in der Arbeit geklart. In Anlehnung an [1] und [7] wollen wir diese Randbedin-
gung hier in der Form

F

m” = a(p” —n pa), (38)

angeben. Der Druck auf der Innenseite des Randes wird mit pf—, der atmosphérische
Druck mit p4 bezeichnet. Die Flachenkonstante o soll wiederum die Materialstruktur der
Trennfliche beschreiben, n~ ist die Porositit auf der Innenseite.

Eine andere Moglichkeit bietet der Fall

2.) Der Rand ist undurchlissig.
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Abb. 12: Undurchlassiger Rand

Wenn der Rand des Korpers undurchléssig fiir die Fliissigkeit ist, konnen wir eine Aussage
iiber die relative Geschwindigkeit der Komponenten zueinander an diesem Rand machen.
Da die Fliissigkeit nicht ausflieBen kann, ist also die Ausfuhr (17); gleich Null

m’ = pf~ (v~ =v57).n=0. (39)

Daraus folgt
vi-—vS =0, (40)
wobei das ,,— Zeichen fiir die innere Seite des Korpers steht. D.h., die Fliissigkeit wird

sich genauso schnell bewegen wie das Skelett und die Geschwindigkeitsdifferenz wird sich
zu Null ergeben.

Fiir die normale Komponente erhélt man also

vin=vl-n=c. (41)

Damit ist die normale Geschwindigkeit beider Komponenten gleich der Geschwindigkeit
des Randes.

Auch in diesem Fall findet Glg. (38) Anwendung. Fiir den undurchldssigen Rand ist
namlich die Materialkonstante @ = 0 und wiederum ergibt sich fiir die Ausfuhr

mf=0. (42)

Die obigen Randbedingungen fiir den zweikomponentigen pordsen Korper sollen durch die
Analogie zu bekannten Randbedingungen motiviert werden. Die bekanntesten Randbe-
dingungen dieser Art sind wohl die Randbedingungen fiir Trennscheiben in der Theorie
der Wérmeleitung. Deshalb wollen wir nun die wichtigsten Klassen von Randbedingungen
fiir die Warmeleitung vorstellen.

— Analogie zur Wirmeleitung

Wir gehen von der Energiebilanzgleichung aus:

JUGEY)

1
+div[p<s+§v2>v—Tv+q]:pr+pb-v, (43)
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wobei € die spezifische partielle innere Energie, q den Warmeflu und r die Strahlung
darstellen.

Mit der Annahme, dafl wir einen starren Korper betrachten, also

v=0, p = konst. , (44)
ergibt sich daraus
0
pa—i +divg = pr. (45)

Wir setzen voraus, dafl die Energie eine Funktion der Temperatur ist

e=¢(h), (46)

sowie, dafl das FOURIERsche Gesetz Giiltigkeit besitzt

q=—k(0)grad b , k>0. (47)

k steht hier fiir die Warmeleitfahigkeit des betrachteten Materials. Unter Beriicksichti-
gung der Kettenregel ergibt sich damit aus (45)

Oe 00

”%E — % |grad t9|2 —kdivgrad§ = pr (48)

~0

Oe . . N .
Der Term 20 wird auch spezifische Wirme ¢, genannt. Wir setzen voraus, daf} der

Temperaturgradient klein ist, deshalb kénnen wir das Quadrat des Temperaturgradienten
zu Null setzen. Die rechte Seite der Gleichung bezeichnet die Dichte der Warmequelle.

Mit der Definition des Laplace-Operators

AP :=divgradf , (49)

ergibt sich die parabolische Gleichung

00 K T Oe
T E A= = >0, 50
ot pc, Co | © 00 = (50)

die Differentialgleichung der Warmeleitung.

Zur Losung dieser Differentialgleichung muf}
man ebenfalls Randbedingungen angeben.
Dazu wird der nebenstehende Koérper betra-
chtet.
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Wir stellen die drei wichtigsten Klassen von Randbedingungen vor:

1) Fiir eine gegebene Temperatur 6, (Steuerung) auBerhalb des Korpers (s.g. Wérmereser-
voir) kann man setzen

Olp = 0(x) - (51)

(DIrICHLETsche Randbedingung).

Die Stetigkeit der Temperatur folgt in der klassischen Thermodynamik aus der
Stetigkeit des Warme- und des Entropieflusses auf der singuldren Flache.

2) Aus der Sprungbedingung
[a*]n=0, (52)

folgt die VON NEUMANNsche Randbedingung

q-nfp = Qe(x) . (53)

Hier ist die Auenstromung die gegebene Steuerung. Sie gibt die Warmemenge an,
die pro Flachen- und Zeiteinheit aus der Auflenwelt zugefiihrt wird.

Mit dem FOURIERschen Gesetz (47) konnen wir diese RB auch in der folgenden
Form schreiben

90| _ Qe(x) o0

— = —| =n- do|. . 54
on | Kk on | n- gradfy (54)

3) Als Beispiel betrachten wir eine Glasscheibe der Dicke h,

Glas

Abb. 13: Glasscheibe

die den Ko6rper mit der Randtemperatur 8; und das Warmereservoir mit der Tem-
peratur 6, voneinander trennt.

Wenn die Scheibe diinn ist, so kdnnen wir setzen

0. — 0;
o

Setzen wir diese Beziehung fiir den Wéarmestrom in die VON NEUMANNsche Randbe-
dingung (53) ein, so erhalten wir

(gra‘d Q)Glas ~ (55)
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0. — 0;

—kn - grad @), = ~KGlas 5 (56)

Die Geltung des FOURIERschen Gesetzes wurde hier auch fiir die Scheibe vorausge-

setzt.
Mit

0; = 0|I‘ (57)
ergibt sich daraus o

KGlas KGlas

only " o = )

Definieren wir o, . feaas (59)

=

so entsteht aus (58) die ROBBINsche Randbedingung

00

5| +ablr = ad. (60)

r

Die Grossen dieser Gleichung lassen sich folgendermaflen interpretieren:

n
6. — 0| und eine Stoffgréfe o definiert, denn formen wir (56) um, so ergibt sich

00
Der Warmetransport durch die Flache 8—‘ ist durch die Temperaturunstetigkeit

00

S| = 0.~ 0l0) . (61)

r

Der Parameter a beschreibt die thermischen Eigenschaften der Fliche. Er ist also
kein iiblicher volumetrischer Materialparameter wie z.B. die Warmeleitfahigkeit x
oder die spezifische Warme c,.

Bei dieser Art von Randbedingungen liegt die Analogie zwischen den beiden Problemstel-
lungen Warmeleitung und zweikomponentiger pordser Korper auf der Hand:

‘ Wairmeleitung ‘ zweikomp. por. Korper ‘

Robbin:
00

onl.

a(@.—0)p) | mf =a’™ —npa)

Der Parameter a hat bei der Randbedingung fiir den zweikomponentigen porésen Korper
den gleichen Typ wie oben fiir die Warmeleitung beschrieben. Auch hier handelt es
sich um eine Flachenkonstante, die die Eigenschaften der Trennfliche beschreibt. Beide
Groflen sind vorhanden, weil am Rande des Korpers eine Grenzschicht existiert. Im
Falle der Warmeleitung ist die Isolierungswand dieser Grenzschicht gleichzusetzen, fiir
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den pordsen Korper ist die Grenzschicht der Ubergang vom mehr- zum einkomponentigen
Korper.

5. Beispiel: Quasi-statische Stromung mit axialer Symmetrie

5.1 Problemstellung

Zur Verdeutlichung wollen wir nun das Beispiel eines radial durchflossenen Zylinders aus
pordsem Material betrachten.

Wir benutzen die Felder
{pf,vF,uS,A}. (62)

Hierbei ist u® die Verschiebung des Skeletts, die neue Variable A = n — ng ersetzt die
Porositit n, ngy = konst.

Die Bilanzgleichungen fiir Masse und Impuls lauten wie oben angegeben:

H0°
% +div(pSv®) =0
- Masse (63)
0
% +div(pvF) =0,
o Sy,S
pétv +div(piv® @ v¥ — T%) = n(vF — v¥) 4+ pib®

Impuls (64)
opf'vFt

5 +div(pf'vF @ v — TF) = —n(vF = v5) + pI'b"

Die Bilanzgleichung fiir die Porositdt wird aus thermodynamischen Griinden (siehe [9],
Kap.3) in der folgenden Form angegeben

0A A

— + v .grad A + pdiv (v —v%) = - = . (65)
ot T

Die Relaxationszeit wurde hier mit 7 bezeichnet und ¢ = ®,J°!, wobei J° fiir die

Jacobi-Determinante des Deformationsgradienten fiir das Skelett steht

(dh JS =L~ 1+e5-1).

Wir haben vorausgesetzt, dafl keine Massenquellen existieren. Auflerdem wollen wir eine
explizite Zeitabhdngigkeit ausschliefen. Dadurch werden sdmtliche Zeitableitungen zu
Null. Weiterhin wollen wir annehmen, dafl sich das Skelett nicht mehr bewegt, d.h.
vS =
Mit diesen Annahmen ist die Massenbilanz fiir das Skelett identisch erfiillt. Fiir die
iibrigen Bilanzgleichungen folgt:

div (pfvF) =0 (66)

div TS +avF + pPb% =0 (67)
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div (pFvF @ vF) = divTF —7vF + pf b =

~0

divTH —av? + pFb¥ =0

A
divv = —— = A= —-1pdivv”

T

Wir stellen die Stoffgesetze fiir dieses Beispiel auf:

(68)

(69)

Unter Voraussetzung von Linearitdt kann man fiir den partiellen Spannungstensor das

HooKEsche Gesetz verwenden und findet eine Beziehung zum Verzerrungstensor e

TS = X5(e - 1)1 + 2u%e® + BAL

1
e’ = i(grad u® + grad” u®)

A% und p® sind hier Lamé-Konstanten, 3 ist eine Materialkonstante.

Fiir den CAUCHYschen Spannungstensor fiir das Fluid gilt:
TF = —p" (o)1 — BAL.

Hier ist o der intrinsische Druck in der Fliissigkeit.

Wir kénnen mit Gl. (69), den Porosititsterm aus diesen Stoffgesetzen eliminieren:

TS = M5(e® - 1)1 + 2u°e’ — B(r pdivvi)1,
TV = —p" (o)1 + B(T pdivv)1 .

Damit gehen die Bilanzgleichungen in die folgenden Feldgleichungen iiber:

div (pfvF) =0

(A5 + u¥) grad divu® 4 pSdivgrad u® — 87 pgraddivv? + 7vF 4+ p’b% =0 1

T
divT® = Mgrad(e®-1)+2u°dive’ — 7 pgraddivv?
= M grad {%(div u® + div us)} + 245 div {%(grad u® + gradTus)} -
—B1pgraddivv?
= Agraddivu® + 2u° {%(div grad u® + grad divu® )} -

—B1pgraddivv?
= (A5 +pS)graddivu + p¥divgradu® — 87 pgrad div v’
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dp” +
—JLF grad pf’ + 81 pgraddivv? —av? + pf'bF =0 * (77)
Pt

Die Betrachtung eines Zylinders geschieht am giinstigsten in krummlinigen Koordinaten,
deshalb nehmen wir hier eine Koordinatentransformation vor:

g2 g 1
A\ ! y2 =r
s
zl =rcosyp
z? =rsing
2% = ¢
Abb. 14: Zylinderkoordinaten

g = e cosp+eysing =g, lg1| =1

go = —r(e;sing —eycosp) = r’g? lga| =7 (78)

gs = e3=g’.

Wir setzen hier axiale Symmetrie voraus, d.h. die Vorgidnge im Zylinder sind sowohl vom
Winkel ¢ als auch von der z-Koordinate unabhéngig. Daraus folgt

vl =ofgt, o’ =uSg'. (79)

Weiterhin wollen wir im folgenden die Schwerkréfte vernachléssigen, d.h.
b*=0, b"=0. (80)

Um die Feldgleichungen in Zylinderkoordinaten angeben zu konnen, ist die Umrechnung
einiger Gréflen notwendig.

dvf vF
grad v’ = d—;g1 ®g'+ TTgQ ®g (81)

divTF = —gradp® (pf') + 81 pgraddivv?
dp" dpf
= - —dpF —dZtk e, +87 pgrad divv’
Pt <
grad pf
d F
= —dp—F gradpf + BT pgraddivv?
Pt
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dvf  oF  1d
divv’ = =% + = = ——(rvf 82
v dr + T rdr(rvr) (82)
du’ us
gradu’® = d—rTgl ®g'+ Trgz Rgi=e’ (83)

divu’ = —/ + L = ——(ru)) (84)

Damit ergeben sich fiir die Felder { pf vF ud } die Feldgleichungen in Zylinderkoordinaten

dpf 1d

FEP FZ 7 (ppF) =

d ld S S S F F _

5(?5?(@ +2u8)uf — Borof) | +mf =0, (85)
dp" dpf’ d (1d  r F_

“af dr PP \parTu)) T =0

5.2 Randbedingungen

Bevor wir versuchen wollen, dieses Gleichungssystem zu 16sen, werden wir die Randbedin-
gungen fiir das Beispiel aufstellen. Wir bendétigen fiinf Bedingungen, namlich eine fiir die
Massenbilanz (85);, sowie jeweils zwei Bedingungen fiir die beiden Impulsbilanzen (85),
und (85);. Fiir die Bilanzgleichung fiir die Porositat, die nach A aufgelost worden ist,
wird keine Bedingung mehr bendtigt.

Zunéachst suchen wir fiir den inneren und den dufleren Rand des Korpers dynamische
Randbedingungen der Form
t|p =t . (86)

Dabei setzt sich t aus dem normalen Anteil der Spannungstensoren fiir Skelett und Fluid

zZuSammen
t:= (T +T")n. (87)

Wir formen die bekannten Stoffgesetze mit Glgn. (81) — (84) um und erhalten

TS = M 1)1 +2u°e’ +3A1

du’  u? duy u;
_ A5<d—;+7r>1+2u5<d—;g1®g1+7rgz®g2)+5A1, (88)
TF = —pF(pF)1 - BA1. (89)

Die duflere Belastung ist durch den Druck am Rande gegeben:

text

= “Pext I = —Pext 81 (90)

20



pb/ ’ n=gl

Abb. 15: Auflenlast auf den Zylinder

Durch Einsetzen in (87) ergeben sich die Randbedingungen

flirr =5:

s [du? ; sduy F( F
A o T g+ 2u —Tg1+BAg1—@ (0; )81 —BAg = —Dpeg1 &

dr d
AS%%(W?) +2u° C;—lf - ()| =-m,
r=b
firr=a:
/\S;J(mf)ﬂL?ude—zf—pF(pf) - =Pa

Weitere zwei Randbedingungen erhalten wir, wenn wir die Ausfuhr betrachten.

kennen Glg. (38)

F

m” = a(p”

—npa) .

Hier konnen wir bekannte Groflen einsetzen

" =" (pf)+8A,

1 d(rvf
A:—T(pdiVVF:—T(p— (o) ,
r dr
1 d(rvf
n:n_nE‘i‘nE:A‘f‘nE:_T@_%‘i‘nEa
T
und erhalten
fir r = b:
1 d(rvl) 1 d(rvl)
F_ F(F _ 2 r _ _ = r
™ al@ (pt)\r:b Bro—— . pb<nE Far |
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fiir r = a:

ng —TQ —
E Sor dr

1 d(rvf)
F __ F( . F _ - T
my, —a[p )] _ Bre—

1 d(rvf
o )

DR

Wenn wir beriicksichtigen, dal die Ausfuhr auf der positiven und der negativen Seite des
Randes gleich grof3 ist

mF — prva n = pF+vF+ ‘n, (96)
gilt
PV, = Topy vy (97)
bzw.
plrof| _, = ok (99
und
pfrvf| =aml . (99)

Mit (94) & (98) sowie (95) & (99) sind also zwei weitere Randbedingungen entstanden.
Die fehlende fiinfte Bedingung wird fiir den Sonderfall unseres Beispiels an spéterer Stelle
durch Uberlegungen zur Lastverteilung auf die Komponenten ermittelt. Es stellt sich
heraus, dafl es geniigt, den Sonderfall p, = p; zu behandeln. In diesem Falle treten
keine Diffusionsprozesse zwischen den Komponenten auf. Fiir den allgemeinen Fall ist als
Folgerung aus dem Modell von VON TERZAGHI eine solche Aufteilung der Last auf die
Komponenten jedoch nicht richtig (siehe hierzu: W. KEMPA [4]).

5.3 Nidherungslosung mit Hilfe der Storungsmethode

Wenden wir uns nun der Losung des Gleichungssystems (85) zu. Wir benutzen die
Storungsmethode, um eine Naherungslésung fiir das Problem zu finden.

5.3.1 Entwicklung der Gleichungen

Wir beginnen mit dem Ansatz

pr = Po+€P1+€ZPz+---:ZPn€n
n=0

vf = wvptevi+EUt .. =Y Upe” (100)
n=0

up = ugteu Uyt =Y upe™.
n=0

Der kleine Parameter € wird als Druckdifferenz definiert:

O<e:=|2"Pel e, (101)
Da
Mit n
d
ﬂp =: ¢ = konst (102)
dp; pf=p§
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wobei ¢’ die intrinsische Schallgeschwindigkeit des Fluids darstellt, entsteht unter Beriick-
sichtigung obigen Ansatzes aus Gleichungssystem (85)

d d d
% + 557"(0001 + p1vo) + 5257”(01111 + pov2 + p2vy) +... =0,

dpg Perd |1d T dpr Perd |1d T
- ——(T‘U()) +CF—2U()+€ W—Fa ;5(7"01) +C—Ul +

JrEQ{@—@i lli(rvg)] +iv2}+...:0, (103)

2
cF

d1d 1.5 . s
ar [;57” [()\ + 207 )uo —5§0700H + mup +
d|1d
—I—E{a l;%r |:(>\S+2,U'S)u’1 —/BQDTUI]] +7T’U1} +
d|1d
2 s s _
+e {5 [;57‘ (O + 2u )U2—5S07U2” +7”)2}+---—0-

Als Annahme soll gelten
po(r) = pt = konst . (104)

Wir sind nun in der Lage, die verschiedenen Stufen von € zu betrachten und kénnen durch
z.T. mehrfache Integration die Geschwindigkeiten, Massendichten und Verschiebungen
bestimmen. Hierin sind selbstverstdndlich noch unbekannte Konstanten enthalten.

Nullte Stufe ,g%

A
ari. e = =,
dr r
. T . AO =0
Gl.2: ?'UO =0 — vy = 0’ (105)
. d [1d s s _
U — Co By
T (S +2u5) T 2(AS +2u8)
Erste Stufe ,e'*:
A
ari. e = u=—,
dr r
dpl ™ Al ™
Gl2: 5?7 =0 — P1 = B1 - ?Al Inr , (106)
d [1d A
13:  —{-—r|A+24° i
GL3 dr{rdrr[()\ +u)u1}}+7rr 0 —
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D, n Ch TA; (r1 r)
U = r— rinr — =).
FTr(MS 4+ 2u5) T 205 4+ 2u5)  2(AS 4 2u5) 2
Zweite Stufe g%
d T A
GLL: - {r ((B1 — TpAinn) pm)] 0 —
Ao 7A2 Inr
Vo=t
T Po cf po T
GLo dps Perd |1d wA2 Inr T | A, wA2 Inr 0
2: = || =4+ S| =0 =
dr  c¢F?dr |rdr c¢F?p, T cF2 lrpy  cFPpy T
ﬁ(pTWAlz 1 T | Ay mAL2 9
=By+—%————|—Inr+ ——(Inr , 107
P2 2 (CF2)2,00 2 oF? 0 26F2p0( ) (107)
d [1d ﬁ(pwrfh? Inr Ao 7A2 Inr
Gl3 —_— K —— )\S 2 S - - - - :0 —
dr{rdrr l( 207) e cF2py T T T'P0+CF2,00 r
u Ds ﬁ(pTWAlz Inr C,
9 =

e + _— 7 —
r(AS+2u8) © eFPpg(AS 4 2u5) T 2(A5 +2u5)
T As (r 7") wAL2 (r 5 T 7")
—— | — | zlhr—— )+ ——(z(lnr)"— =Inr4+ - )| .
(AS + 2p5) [po 2 4] 2cF?p, 2( ) 2 4
Einfachheitshalber werden nur diese drei Stufen betrachtet. Vor allem fiir die Bestim-

mung der Integrationskonstanten wiirde die Beriicksichtigung weiterer Stufen n&mlich
einen groflen Rechenaufwand bedeuten.

5.3.2 Entwicklung der Randbedingungen

Auf dieselbe Weise wie die Gleichungen miissen nun auch die Randbedingungen fiir die
verschiedenen Stufen entwickelt werden.

Unter Beriicksichtigung von

P — Pa
Py = Pa+ ——"pa (108)

ergibt sich

RB 1
% 0T (p) — A° (% + %) - 2u° % =P,
el Pl (a) — A (% + %) - 2uS % = 0, (109)
SE2H cFng(a) — )5 (% %) _ —ou’ % = 0.




RB 2

e e o ()| R = o)

RB 3

&% 0=alp(pf) — pans| ,

£ poni(a) = a[¢pl (a)] (111)

HE% pova(a) + pr(a)vi(a) = a [CFZf’g(“) — 7P — 8 )%%m(a)] '
RB 4

% 0=ap"(p]) — pans| ,

S0 pov(b) =« [CFpr(b) — panE] , (112)

20 pov2(b) + p1(B)ui (D) = o [Cﬂpg(b) —7¢(Pa — ﬁ)%%m}?(b)] '

5.3.3 Bestimmung der Integrationskonstanten

In der Stufe % werden nur Terme des Ansatzes beriicksichtigt, in denen weder € noch
eine hohere Potenz von ¢ enthalten ist. Da also alle Terme mit € unberiicksichtigt bleiben
sollen, kann man auch € = 0 schreiben. In diesem Fall ist kein Druckunterschied zwischen
dem Innenrand und dem Auflenrand des Zylinders vorhanden. Es findet deshalb auch
keine Massenausfuhr statt. Die Geschwindigkeit der Fliissigkeit ist also v = 0.

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten betrachten wir die nullte Stufe der ersten
beiden Randbedingungen.

F/ F )\SBO 2,[,1,500 1 ,LI,SBO .
L @(po)—)\erz“S X t2uSa? A5 tous  Po
(113)
M B 2u5Cy 1 B
2. pF(pg) - : o 79 g = Pa -
)\S_i_zp/s )\S+2M5b2 )\S_i_zp/s
Da a # b folgt offensichtlich . Es bleibt also noch iibrig:
A5+ uf
0" () = 35798 25 B0 =P (114)

Fiir diesen Sonderfall ¢ = 0, wie auch fiir Komposite, gelten die Bedenken zur Lastverteilung
auf die Komponenten, die aus dem Gedankenexperiment von VON TERZAGHI folgen,
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nicht, weil keine Diffusionsprozesse zwischen den Komponenten stattfinden. Deshalb iiber-
legen wir uns, wie der Auflendruck auf den porésen Korper wirkt. Da in diesem Fall die
Geschwindigkeit gleich Null ist, wird der Auflendruck entsprechend der Mikrostruktur auf
die Komponenten verteilt werden.

Abb. 16: Auflendruck auf den porésen Korper

Als fiinfte Bedingung bestimmen wir den homogenen Anfangsdruck in der Fliissigkeit als
einen der Anfangsporositit entsprechenden Anteil am Auflendruck

0" (p}) = g pa - (115)

Dies geht zuriick auf die Anfangsbedingung fiir den allgemeinen nichtstationidren Vorgang.
Mit GI. 114 gilt dann fiir den iibrigen Anteil des Drucks

NS+ s
(L=np)pa = —575 5 2MSBO : (116)
Damit ist die Konstante By bestimmt zu
NS+ s
und es ergibt sich fiir die Verschiebung
1—n Pa

Nun wenden wir uns der Bestimmung der Integrationskonstanten in der ersten Stufe ,!*
zu. In dieser Stufe werden diejenigen Terme des Ansatzes beriicksichtigt, in denen € in
einfacher Potenz vorkommt.

Durch Subtraktion der dritten Randbedingung (111); von der vierten Randbedingung
(112), 148t sich die Konstante A; direkt bestimmen:

A = WPaTE . (119)

an(lna —Inb) — (PTO — %J)

du; u du; u
Nach Einsetzen der Ergebnisse fiir —1, — und == + =2 liefert die Subtraktion der ersten

r’or ror
beiden Randbedingungen (110), und (109), die Gleichung

)\S’]'('Al
A5+ us

wAi(lna — Inb) + 2

2Dy /1 1 SwA
(Inb— Ina) + -2 1( ) b

m —i—m(lnb—lna):pa.
(120)
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Damit erfolgt die Bestimmung der Konstante D; zu

s sy_ .S _
D, — Pa(A° +2p°) — p"mAi(lna — Inbd) . (121)

265 (3 — %)

Aus RB 3 folgt

A
B, =2 4 " Ajlna, (122)
aact”  cF
und aus RB 1

NS +2u8 Lo T NSmA,y 245 Dy pSmA, 1
C:7F<B——Al ) Ina — — (l —).

PN s ¢ LT ) S s T T B0 1 8 s LT 2

(123)

Mit derselben Vorgehensweise wie in der ersten Stufe werden die Integrationskonstanten
der zweiten Stufe e bestimmt. Wir erhalten:

b (- 5) +a {80 (e - (nv] + @8- p) 250 (5 - )}

2¢7 py cF2p, \a2 b2
Ar = am ,
1+ —(Inb—Ina)
Po
(124)
A A, A2 (Ina  Inb
222 (b~ Ina) + 5~ [(Ina)® ~ (nb)? +Inb — Ina] — form ( ne n_2>
D, — _ 2P0 4cF* py F2py a b
2 T 1 ,
a2 B
(125)
Ay + B A TA w2 A2 A 1
B2 — 2 . 1411 132 Ina + — 12 (ln a)? + (pa _ ﬁ)goi;? ’ (126)
aca PoC 9 (CFQ) o (CF2) 0o @
1 pSmAy /1 25Dy 2uSBermAi’Ina
C: A+ 2u)B S
2 3+ 58 {( +2u) By + 2p0 ( na)—l— 22 + o0 a2+
S, 2
po A, 9 1]
+———|—(Ina)*+Ina—=|; .
2CF2p0 ( ) 9

(127)

5.4 Ergebnisse

Durch Einsetzen dieser Konstanten in die Gleichungen (105) - (107) erhalten wir die
Massendichten, Geschwindigkeiten und Verschiebungen fiir die verschiedenen Stufen. Das

27



Einsetzen dieser Grofien in den Ansatz (100) liefert dann die gesuchte N&herungslosung
fiir pI', vF und u2. Dazu werden die folgenden Daten benutzt:

B=072-10°5, F=15.102, =023,
T=3.699-10"%s, m=10"2E
A=10.776-10°MPa , p=6.144-10°MPa ,
ng =023, p=023-1028  o=4-10""
pe =102MPa, p,=0.5-102MPa,
a=05m, b=10m.

S
m

Die Losungen sind in den nachstehenden Abbildungen in Abhéngigkeit vom Radius des
Zylinders dargestellt. Um den Einflul der Kopplung zwischen den Komponenten zu
verdeutlichen, wurden in einigen Féllen die Gréflen zum Vergleich sowohl fiir 3 = 0
und 7w = 0 als auch fiir 8 # 0 und © # 0 aufgezeichnet. Es stellte sich heraus, daf} die
Groflenordnung von # kaum Einflul auf das Verhalten hat, wihrend der Einflufl von =«
sehr grof} ist.

L0118
T 1
D 0005 B=0,
i n=0
& < 0.99
1o o
“a o s
2 <
§ Wy wo, 0.98 B0,
-]
g "é‘ nz0
£ e E o
& 5
o
g a0 .5
g E 0.96
2 5
N 1! Z
~ 0.95]
X X ¥ ] 09 i 05 X
0 o lgadius T [mv 0.6 0.7 0.8 09 1
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Abb. 17: Anderung der Massendichte und normierter Druck als Funktionen vom Radius

Da die Massendichte der Fliissigkeit nahezu konstant ist, wurde hier die Abweichung der
Massendichte von der Anfangsmassendichte p'" — pl aufgetragen.

Obwohl die Anderung sehr klein ist, kann man deutlich erkennen, daf die Massendichte
vom Innenrand zum Auflenrand des Zylinders abnimmt.

Der Druck in der Fliissigkeit p” setzt sich aus dem intrinsischen Druck " und einem aus
dem Zusammenwirken der Komponenten entstehenden Anteil zusammen

p" =" (o) + 84, (128)

dabei ist
o (pf) = k" p5 +&"(pf —po) =K"pp - (129)
Hier beschreibt ¥ die Kompressibilitit des Fluids. Damit ist der normierte Druck

gegeben zu
p"  KFp{ +B8A  pf  BA

F
F F . F - F F . F °
0 K™ Py Po K" Po

(130)

s ]
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Unter Beriicksichtigung der Definition der Kompressibilitat

F F
,{F:_LaL:iaL , (131)
VF 9pF — pF opF
wobei VI = pLF das spezifische Volumen der Fliissigkeit bezeichnet, konnen wir ' aus
GL. (130) eliminieren. Es gilt ndmlich
1 F <3PF> F F F <3K3F>
— = P = =P tr0) | 57 =
K/F t 8pf’ ptF:pg‘ t 0 0 8pf’ ptF:pg‘
F _ F F
P — P Op
= p0F<1—|— ! F°)< F) , (132)
Po Opy pF=pF
und mit Gl. (102)
F = pU C fr— K = —pOFCF2 . (133)
Der normierte Druck 148t sich also auch in folgender Weise angeben:
F F
= BAc”. (134)
Do Po

Ebenso wie die Massendichte nimmt auch die Fluidgeschwindigkeit von innen nach auflen
ab.
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Abb. 18: Geschwindigkeit vF als Funktion vom Radius

Dagegen nimmt die Verschiebung des Skeletts nach auflen hin zu.
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Abb. 19: Verschiebung u® und Verzerrung e® als Funktionen vom Radius

6. Schlulbemerkung

Wir erinnern noch einmal an die Aspekte, die ein Problem spezifizieren: Die Definition des
Gebietes durch Vorgabe der Gleichungen fiir die Oberflichen, die Auswahl der benétigten
Felder, die Angabe der partiellen Differentialgleichungen, die von den Feldern in jedem
Punkt des Gebiets erfiillt werden, die Vorgabe der Randbedingungen und die Beschreibung
von Anfangsbedingungen. Wenn man diese Merkmale bestimmt hat, mochte man das
Problem natiirlich 16sen. Dies wird in den meisten Féllen nicht analytisch moglich sein,
sondern erfordert eine Aufbereitung fiir numerische Verfahren. Ublich sind hier z.B. die
Methode der Finiten Differenzen oder die Finite Elemente Methode. Als Beispiel sei an das
Kapitel iiber die dynamischen Bedingungen erinnert, wo gezeigt wurde, wie W. KEMPA
das Konsolidationsproblem mit Hilfe des Verfahrens von Galerkin (also einem Verfahren
der Finite Elemente Methode) simuliert hat. Fiir den speziellen Fall der porésen Korper
sei auch auf die Dissertation von G. KRAUSE [10] verwiesen, die sich eingehend mit der
Anwendung numerischer Verfahren auf diese Medien auseinandersetzt.

Die hier behandelten Randbedingungen wurden fiir den Rand des Skeletts aufgestellt. Es
ist allerdings genauso moglich, dafl das Fluid die freie Fliche darstellt (z.B. Transport
von Verunreinigungen). Dann gilt fiir die Geschwindigkeit der freien Fliche v -n = c.
In diesem Fall haben die Randbedingungen natiirlich eine andere Form.

Um den EinfluB8 der Kopplung zwischen den Komponenten zu verdeutlichen, wurden einige
Ergebnisse des Beispiels sowohl fiir  # 0 und © # 0 als auch fiir 6 = 0 und 7 = 0
dargestellt.

Es soll betont werden, dafl die Randwertaufgabe fiir einen stationiren Vorgang (Beispiel
des radial durchstrémten Zylinders) mit Hilfe einer zusétzlichen Bedingung (siehe (115))
gelost wurde. Dies folgt aus der hier benutzten Definition der Stérung. Fiir die fliis-
sige Komponente kann man den ungestorten Zustand nicht als Nullzustand definieren,
weil solche Zusténde fiir Fliissigkeiten meistens nicht zuléssig sind. Die Bedingung (115)
hangt mit der allgemeinen Anfangsbedingung zusammen, die im untersuchten Fall mit
der nullten Stufe (d.h. € = 0) verbunden ist.
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