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ITERATIVE VERFAHREN FUR LINEARE
GLEICHUNGSSYSTEME MIT SCHWACH BESETZTEN
KOEFFIZIENTENMATRIZEN

Rainer Schlundt

- Abstract. Fir die Losung grofier linearer Gleichungssysteme mit schwach besetzten Ko-
effizientenmatrizen werden das GMRES-Verfahren und die QMR-Methode vorgestellt.
Beide iterativen Verfahren basieren auf Krylov-Unterraum-Methoden. Es werden sowohl
die Gram-Schmidt- als auch die Householder-Orthogonalisierung fiir GMRES betrachtet.
Das QMR-Verfahren wird mit dem look-ahead Lanczos-Algorithmus kombiniert. Ein ein-
facher Vergleich zwischen GMRES und QMR wird angegeben.

Key words. grofle lineare Systeme, iterative Verfahren, Krylov-Unterraum-Methoden,
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1 Einfiihrung

1.1 Ein Uberblick iiber Krylov-Unterriume
Es werden iterative Methoden fiir die Lésung von linearen Gleichungssystemen

Axz=1b (1)

betrachtet, wobei A € R**™ nicht symmetrisch und schwach besetzt ist. Von besonderem
Interesse sind hierbei die Krylov-Unterraum-Methoden. Ausgehend von einem Startwert
zo fir das lineare Gleichungssystem (1) wird mit der Projektionsmethode eine approxi-
mative Lésung z,, aus dem affinen Unterraum zo + K,, der Dimension m gesucht, wobei
die Galerkin-Bedingung



b—Axz, 1L, ’ (2)

erfiillt sein muf.
L,, ist hierbei ein anderer Unterraum der Dimension m. Die Krylov-Unterraum-Methode
ist eine Methode, in der der Unterraum K, der Krylov-Unterraum

Knm(A,10) = span{ro, Aro, Aro, .. ,A™ 1o} (3)

ist, wobei

ro=b— Axzg (4)

das Anfangsresiduum darstellt. Die verschiedenen Versionen von Krylov-Unterraum- Me-
thoden hangen von der Wahl der Unterrdume K, und L,, und von der Art und Weise der
Vorkonditionierung ab. Die hdufigste Wahl von K, und L,, soll die folgende Aufstellung
verdeutlichen:

i
1. L = K = K(A,70) |

Dies ist die Methode der orthogonalen Projektion. Ein Vertreter ist die Methode
von Arnoldi [15]. Falls A symmetrisch und positiv definit ist, erhdlt man das CG-
Verfahren (conjugate gradient). Das CG-Verfahren und die Methode von Arnoldi

sind dann dquivalent. Ist A symmetrisch und indefinit, 1st die Methode von Arnold:
dem SYMMLQ-Algorithmus [14] d4quivalent.

2. Ly = AKpm; K = Kim(A,10)
Mit dieser Wahl von L,, minimiert die approximative Lésung z,, die Residualnorm
|b — Az||; iiber alle Vektoren z,, € zo + K. Der bekannteste Vertreter ist das
GMRES-Verfahren (generalized minimum residual) [16]. Falls A symmetrisch und
positiv definit ist, sind das CR-Verfahren (conjugate residual) und GMRES &quiva-
lent. Ist A symmetrisch und indefinit, sind GMRES und der MINRES-Algorithmus
[14] dquivalent.

3. L= Kn(AT,10); K = Kn(A, 7o)
Fir den symmetrischen Fall reduzieren sich die Methoden dieser Klasse auf die Me-
thoden der ersten Klasse. Fiir den nichtsymmetrischen Fall ist das BCG-Verfahren
(biconjugate gradient) [11], [6] ein guter Vertreter dieser Klasse. Eine effektive Va-
riante dieser Methode ist das CGS-Verfahren (conjugate gradient squared) [17]. Ein
anderer interessanter Vertreter dieser Klasse ist das QMR- Verfahren (quasi-minimal
residual) mit dem look-ahead Lanczos -Algorithmus [8].

4. Lm = Ky = Km(AT A, ATry)
Das CG-Verfahren auf die Normalgleichung

ATAxz=AT b ‘ (5)



angewandt, liefert das CGNR-Verfahren [3]. Die Buchstaben ,NR“ stehen hier fiir
die Minimierung der Residualnorm (residual norm) tiber K,,. Die Konvergenz des
CG-Verfahrens hangt vom Spektrum der Koeflizientenmatrix A ab. Fiir das CGNR-
Verfahren hangt damit die Kovergenzumgebung von ‘

MATA) = {o%|o € o(A)} (6)

ab, d.h. vom Quadrat der Singularwerte von A, wobei A(AT A) die Menge aller Eigen-
werte von AT A darstellt. Im einzelnen wird die Konvergenzumgebung des CGNR-
Verfahrens von der Konditionszahl

o ATA) = (ko A))? o

beherrscht. Da fiir viele Prozesse die Konditionszahl (7) zu groB ist , erweist sich der
Weg iiber-die Normalgleichungen (5) als nicht sinnvoll. In dieser Klasse sind auch
Methoden vorhanden, die mit dem CG-Verfahren die Gleichung

ATAxy=b mit z=AT%y (8)

behandeln. Sie werden CGNE-Verfahren genannt. Die Buchstaben ,NE“ stehen fiir
die Minimierung der Fehlernorm (error norm) tiber K,,,. Wenn man die Galerkin-
Bedingung (2) fiir die Variable y betrachtet, so ist klar, daB K., = Km(AAT, 7o) und
L. = K, gilt. Verwendet man die Beziehung z = AT * y zwischen den Variablen
und y, so gilt K., = K.(ATA, ATro) und L, = A"TK,,.

Fir Spezialfille ist die Lésung der Normalgleichungen (5) bzw. (8) sehr effektiv. So liefern
z.B. die beiden Verfahren CGNR und CGNE fiir unitire Matrizen A die exakte Losung
schon nach einem Schritt, wahrend die Krylov-Unterraum-Methoden sehr langsam kon-
vergieren [13].

1.2 Vorkonditionierung

Ein wichtiger Faktor fir die erfolgreiche Anwendung CG-&hnlicher Methoden ist die
Préakonditionierungstechnik. Ein typisches Beispiel ist die Ersetzung des Originalsystems
(1) durch das dquivalente System

W lAxz =W b (9)

Im klassischen Fall ist die Matrix W ein unvollstdndiger LU-Vorkonditionierer (ILU - in-
complete LU preconditioning) der Form W = LU, wobei L eine untere Dreiecksmatrix
und U eine obere Dreiecksmatrix ist. Die Dreiecksmatrizen L und U haben dieselbe Struk-
tur wie der untere bzw. obere Dreiecksteil der Matrix A. Ist die Matrix A schwach besetzt,



erhilt man die unvollstindige Faktorisierung aus der Standard-LU-Faktorisierung von A,
wobei die wihrend des Generierungsprozesses anfallenden fill-in-Elemente vernachlassigt
werden. Es existieren viele andere Wege, um die unvollstdndige Faktorisierung einer ge-
gebenen Matrix zu definieren. In den meisten Fillen wird irgendeine Form der Diagonal-
dominanz ausgenutzt.

1.3 Das Matrix-Vektor-Produkt

Die Matrix-Vektor-Multiplikation y = A * z ist auf den meisten Computern relativ leicht
und effizient zu implementieren. Einige Speicherungstechniken sollen hier vorgestellt wer-
den.

1. Zeilenweise Speicherung

Die Datenstruktur besteht aus den drei eindimensionalen Feldern AR,JAund IA. In
einem REAL-Feld AR(1:NNZ) werden die Nichtnullelemente von A zeilenweise ab-
gespeichert, d.h. die Elemente einer gegebenen Zeile sind kontinuierlich gespeichert.
In einem INTEGER-Feld JA(1:NNZ) sind die Spaltennummern der Nichtnullele-
mente von A gespeichert. Schliefilich wird noch ein INTEGER-Feld TA(1:N+1) als
Pointerfeld benétigt. In IA sind die Startpositionen der Nichtnullelemente fiir jede
Zeile von A enthalten, wobei IA(N+1)=NNZ+1. Dieses Speicherschema erlaubt es,
die Komponenten des Vektors y als unabhéngige Skalarprodukte zu berechnen.

DO 110 I = 1,N
K1 = TA(I)
K2 = TA(I+1)
Y(I) = DOTPRODUCT(AR(K1:K2) , X(JA(K1:K2)))
110 CONTINUE

Ausgehend vom Standpunkt der Implementation kann die duflere Schleife parallel
abgearbeitet werden. Die indirekte Adressierung im zweiten Vektor des Skalarpro-
dukts muB durch spezielle Hardware-Instruktionen behandelt werden.

2. Spaltenweise Speicherung mit Diagonalbehandlung

Die Datenstruktur besteht aus zwei zweidimensionalen Feldern AC und KA. Die
Nichtnullelemente von A werden in dem REAL-Feld AC(1:N,1:NZ) abgespeichert,
wobei NZ die maximale Anzahl der Nichtnullelemente in einer Zeile von A angibt.
In der ersten Spalte von AC steht die Hauptdiagonale von A. Die Nichtdiagonal-
elemente von A werden zeilenweise und liickenlos in AC gespeichert. In dem INTE-
GER-Feld KA(1:N,1:NZ) werden die Spaltennummern der Elemente von A, die in
AC gespeichert sind, angegeben. Ein Nachteil dieser Speicherung ist das Vorhan-
densein von Nullelementen in AC. Die entsprechenden Indizes von KA werden mit
z,1l < z < n, belegt. Eine sehr effektive Implementation fiir Vektorrechner ist die
folgende Variante:



DO 120 I = 1,N
T = X(I)*AC(I,1)
DO 110 J = 2,NZ
T = T+U(KA(I,J))*AC(I,J)
110 CONTINUE
Y(I) =T
120 CONTINUE

3. Zeilenweise Speicherung mit Vorsortierung und Diagonalbehandlung

Diese Speicherungstechnik stellt eine Modifikation der zweiten dar. Ausgangspunkt
ist die spaltenweise Speicherung. In dem Feld AC werden die Zeilen aufsteigend nach
der Anzahl der Nichtnullelemente pro Zeile sortiert, und man erhilt das Feld AC’.
AC’ hat eine Blockstruktur. Analog wird das Feld KA behandelt. Das Ergebnis ist
in dem Feld KA’ abgespeichert. Hieraus wird eine Datenstruktur aus vier eindimen-
sionalen Feldern ACP, KAP, IAP und JAP aufgebaut. Die Nichtnullelemente in AC’
sind spaltenweise pro Block in dem REAL-Feld ACP(1:NNZ) abgespeichert. Analog
wird KA’ in das INTEGER-Feld KAP(1:NNZ) transformiert. Das INTEGER- Feld
IAP(1:NB+1) enhilt die Startpositionen der einzelnen Blécke, wobei NB die Anzahl
der Blocke angibt und IAP(NB+1)=NNZ+1. Schlieflich sind in dem INTEGER-
Feld JAP(1:NB) die Anzahl der Spalten fiir jeden Block enthalten.

2 Die Methode von Arnoldi und GMRES

In diesemn Abschnitt wird ein Uberblick iiber die Methode von Arnoldi und den GMRES-
Algorithmus gegeben. Es werden sowohl die Gram-Schmidt- als auch die Householder-
Orthogonalisierung betrachtet. Ausgangspunkt ist das lineare Gleichungssystem (1) mit
eventueller Vorkonditionierung (9). Ausgehend vom Startwert zo wird eine approximative
Losung z,, fiir (1) gesucht. Mit ¢ = zo + 2 geht (1) in das dquivalente System

Axz=rg (10)

liber, wobei 7o das Anfangsresiduum (4) darstellt. Sei K,, der Krylov-Unterraum (3),
dann erhdlt man ‘
Ton = Tg + Zm mit Zm € Kp, , (11)

so dafl (b — Az,,)L K., oder dquivalent (ro — Az,,) L K,, fiir die Methode von Arnolds gilt.
Fir das GMRES-Verfahren erhilt man

|6 — Azplla = min Ib— Azl = min  |ro— Azl|> (12)
T € To + Km zE Km '
Gesucht wird eine l,-Orthonormalbasis V,, = {v1,...,vm} von K,,. Fir den Arnoldi-

Proze8 wird V}, durch Gram-Schmidt-Orthogonalisierung erzeugt.



2.1 Die Methode von Arnoldi

Der Algorithmus zur Bestimmung der l,-Orthonormalbasis und zur Erzeugung der appro-
ximativen Losung lautet folgendermaflen:-

1. Bestimmung des Anfangsresiduums o aus zo; ro = b — Az
2. Bestimmung des ersten Basisvektors; v1 = ro/||ro]|2

3. lterationsprozef fir 7 =1,2,...

(a) Bildung von Av;
(b) Bildung von h;j = (Avj,v;) firi=1,...,7
(c) Konstruktion des nichsten Basisvektors:

- J
Ui = Avj — 3 hiju;

=1
(d) hjv1; = |[T54]l2
(e) vjg1 = Vjp1/Pjp1j
(f) p; = [|b— Az;|l2

(g) Entscheidung iiber die Akzeptanz der Naherungslosung:
falls p; < e, dann m = j und goto (4)

4. Bestimmung der Naherungslésung z2 unter Benutzung der m x m-Hessenberg-
Matrix Hp, = (hy;) fir 1 <t <man(j +1,m)und 1 <j < m:

Th =20+ 2z  mit 24 =|rollsVmH;ler und e; =[1,0,...,0/T € R™

Bei der Konstruktion des Basisvektors 9,41 nach (3c) wird iberpriift, ob der neuentstan-
dene Vektor 941 orthogonal zu allen vorhergehenden Vektoren v;,z = 1,...,7 , ist. Falls
dies nicht der Fall ist, wird eine Nachorthogonalisierung durchgefithrt. Fir jedes i, fiir
das das Skalarprodukt 7; = (¥;41,v;) die Ungleichung |n;| > eps * |hy;| erfiillt, werden
die Korrekturen 941 := ¥j4+1 — miv; und hyj 1= h;; — n; vorgenommen. Die Gréfle eps ist
hierbei eine Genauigkeitsschranke.

Einige Bemerkungen zur Bestimmung von p; = ||b — Az;||2:

Aus der Konstruktion der Basisvektoren (3c) folgt

AVm = VmHm + §m+16£, (13)
wobei e,, = [0,...,0,1]T € R™. Diese Relation ist gleichbedeutend mit

AVm = m+1f{m: (14)

wobei Hp, eine (m+1) xm-Hessenberg-Matrix mit Hp, = [In, 0] H, (Streichung der letzten
Zeile) ist. Fiir das Verfahren von Arnolds ist die Bedingung (b — Az,,) L K,, dquivalent zu

VI - AzA) = 0. (15)



Da die Lésung z2 in dem affinen Raum z, + K., liegt, gilt 2 = zo + V,,y fiir beliebiges
y € R™. Das System (15) ist d4quivalent zu

VI AV,y = Vir,. (16)

Mit Hilfe von (13) erhélt man H,, = VI AV,,. Unter Verwendung von r¢ = ||ro||ov1 geht
(16) tber in

Hamny = [[rol|2€1. (17)

Sei y74 die Lésung des linearen Gleichungssystems (17) der Ordnung m. Damit ergibt sich

fiir die Lésung A der Ausdruck z = zo + V,yA.
Zur Bestimmung des Residuumvektors r,, betrachtet man die folgend Abschatzung

rd = b— Az?
b— A(zo + Vimy)
= To— Ame::'

To — (VmHm + 'l_lm+1€?,,)y,ﬁ

A — T, €A
To — VmHmym — Um4+1€Ym
”7'0”2”1 - VmHmyrﬁ - 5m+16117;y:}x
Vn(|Iroll261 — Hmyi) — miremyin

. T, A
= TUmi1Cnlm-

H

Hieraus ergibt sich die Abschitzung
Irmllz = 116 = Azpnllz = Ameimlemym|- (18)

Seien L,, und U, die Faktoren der LU-Zerlegung der Matrix H,, d.h. H,, = L,U,. Die

Matrix L,, hat neben der Hauptdiagonale nur noch eine untere Nebendiagonale mit den

Elementen Ip;,,;,7 = 1,...,m — 1. Sei Upm,,,, das letzte Element der Hauptdiagonale der
Matrix U,,. Mit diesen Elementen erhilt man dann eine Abschiatzung fiir e yA|:
858 = 1ol (T g (19)
j=
Mit (19) geht (18) tber in
Irmllz = [1b = Azp]l2 = ||To||2"Lm+1ml("_ﬁl1 Imj15 )/t | (20)
3=

Aus (20) ist ersichtlich, daB die LU-Zerlegung der Hessenberg-Matrix H,, sowohl zur
Bestimmung des Vektors y7 als auch zur Normabschétzung von b— Az verwendet werden
kann.

2.2 Der GMRES-Algorithmus

Der Iterationsprozef zur Bestimmung der Orthonormalbasis V;, = {vi,...,vm} ist iden-
tisch mit dem Verfahren von Arnoldi. Die Bestimmung der Naherungslésung z im Punkt



4. dndert sich.

Zur Bestimmung der Naherungsldsung zC wird die (m + 1) x m- Hessenberg-Matrix H,p,
mit Hy, = (hy) fiir 1 <1< j+1und 1 <j < m benétigt. Fiir die Normabschitzung des
Residuums gilt: :

16— Azmlla = ||b— A(zo + 2m)ll2

lIro — Azml2

= |llIroll2vr — AVinyml|2
[Vint1(ll7oll2er — Hmym )l

liroll2e1 = Hmym|l2-

Sei y€ die Losung des Minimumproblems

min  ||||roll2e1 — HmYm||2
min oz (1)

Mit y& erhilt man 28 = V,,yC und damit z&€ = zo + 28. Zur Bestimmung der Losung

des Minimumproblems (21) wird die Hessenberg-Matrix H,, durch QR-Faktorisierung zer-
legt. Die Zerlegung wird mittels Givens-Rotationen durchgefiihrt. Sei G € R{F+1)x(k+1)
eine Drehungsmatrix, dann ist Gj; * Gj_y; * --- * Gy; * H; = R; € RUT1XJ eine obere
Dreiecksmatrix, deren letzte Zeile nur Nullelemente enthdlt. Hieraus ergibt sich

QrHny = R, | (22)

mit QT = Gpm * Gm1m * - - - % Gy € RMFDX(mH1) ypg R, € Rim+l)xm
Es gilt dann

[lIrollzer — Hmymlla = [[lIroll2e1 — @mRmymll2
, = |lllroll2Q5e1 — Renmll2-
Mit A
_( Rm
R’" a ( 0...0 )
und

Im = ”TOHZQrIr';el = ( g; ) )

wobei g, € R™ und g € R, ergibt sich y€ zu
Yo = (Bm) " om. (23)
Fir die Abschatzung der Norm des Residuums erhélt man:

ralls = 16— Az ]|z
= lliroll2Q@ner — Rmysllz
L= ||||70||28£+1Q£€1||2
= |gl.



Mit den Nichtdiagonalelementen s;,2 = 1,...,m, in den Drehungsmatrizen G, erhalt
man fiir das Residuum die Abschatzung

IrSll2 = lg] = lIrollz| TT s:l- , (24)
i=1

2.3 Vergleich der Residualnormen von Arnoldi mit GMRES

Ausgangspunkt ist die QR-Zerlegung der Hessenberg-Matrix H,, des Arnoldi-Verfahrens.
Zwischen den Hessenberg-Matrizen H,, und H,,_; besteht die Beziehung

Hp = [Hp1, ) (25)

mit A, = (hlm,...,hmm)T. Mit der QR-Zerlegung von Hp_q in Hpmoy = Qmo1Rm_1,
wobei Qm_1 € R™*™ und R,,_; € R™(™-1) erhilt man fiir (25)
Hm = {Qm—lRm—l)hm]
= Qm—l[Rm—lyQ;l:z—lhm]

= Qm—lR-m;
wobei R,, = [Rm-1,QF _ hm] € R™*™. Aus (17) folgt Qm_lRmy = ||rol|2€1 und damit
Ruy = |[roll2Q%_yer. (26)

Betrachtet man nun die letzte Komponente in (26), so ergibt sich

Prmm = ||Toll2eLQF _se1

m—1
= |rolls| IT sil,
1=1

(27)

wobei f,,.. das letzte Element der Hauptdiagonale von R, ist. Aus (18), (24) und (27)
erhélt man

Irallz = lIrmsllzhmim/ [P |- - (28)

Unter Zuhilfenahme der Definition der Givens-Rotation (siehe [10])

|5m| = Pmiim \/;.fznmm + h3n+1m
erhélt man nach [2] das folgende Resultat.
SATZ 1:

Nach m erfolgreichen Iterationsschritten im Arnoldi-Prozefl und bei nichtsinguldrer Matriz
H, qilt

Irlle = lirll2 % Y1+ (homgim /P ) (29)
fiur die Residualnormabschdtzung beider Verfahren.
Durch algebraische Umformungen erhélt man unter Verwendung von (28) und (29) die
Abschatzung
Irallz = lrall2(1 = s2) ™ (30)
Dieses Resultat zeigt, dafl fiir s,, — 1 die Residualnorm des Arnoldi-Verfahrens unbe-

schrankt wéachst. Fiir den GMRES-Algorithmus kann man nach (24) eine ,Stagnation®
ableiten.



2.4 GMRES mit Householder-Orthogonalisierung

Die Bildung von orthogonalen Vektoren auf der Basis des Gram-Schmidt -Prozesses kann
zu fehlerhaften Ergebnissen fithren, wenn die zu orthogonalisierenden Vektoren nicht
geniigend unabhéngig sind. Ein Ergebnis von [1] soll dies veranschaulichen. Ausgehend
von einer n x m-Matrix S = (s1,...,Sm), deren Spalten orthogonalisiert werden sollen,

erhdlt man nach - dem Gram-Schmidt-Prozef} als Resultat die Matrix @ = (q1,...,qm). In
~ Abhéngigkeit vom Rundungsfehler ¢ und der Konditionszahl k,(S) gilt die Abschitzung

QTQ=I+E mit |E|:=erS),

wobei k5(S) das Verhédltnis vom gréften zum kleinsten Singuldrwert von S widerspie-
gelt. Fir den Gram-Schmidt-Prozesses im Verfahren von Arnoldi bedeutet dies, wenn
k2((v1y <+ -y Um, Avum)) groB ist, liegt Avy, ,fast im Unterraum, der von {vy,...,vn,} aufge-
spannt wird. Eine Alternative hierzu ist die Householder-Orthogonalisierung, welche auch
zuverldssig ist, wenn die zu orthogonalisierenden Vektoren nicht geniigend unabhingig
sind. Eine Householder-Transformation ist von der Form

P=1I-2uu” mit lull2 =1, (31)

wobei I die Einheitsmatrix ist. Es gilt P = PT = P!, Jedes Vielfache w = pu von u mit
¢ € R und p # 0 liefert geméas

wa wTw

P=T-— mit N =
vy 2

(32)

dieselbe Householder-Transformation [10]. Fiir die numerische Praxis ist die Darstellung
(32) wegen der grofleren Freiheit in der Wahl des Vektors w jedoch giinstiger als (31). Um
die Spalten der Matrix S zu orthogonalisieren, werden die Householder-Transformationen
Pi,..., P, so bestimmt, daBl P, ... P,S = R eine obere Dreiecksmatrix ist. Wegen

S = P;... PR liefert die Matrix @, die aus den ersten m Spalten von P; ... P,, besteht,
die gewiinschte Orthogonalisierung. In Abhéngigkeit vom Rundungsfehler € gilt nach [1]
die Abschétzung | v

QTQ=I+E mit |E|;~e.

Zunéchst soll der Algorithmus angegeben werden, der unter Verwendung von Householder-
Transformationen eine Orthonormalbasis des Krylov-Unterraumes K, erzeugt.

1. ein beliebiger Vektor v, mit ||v;]|2 sei gegeben
2. Konstruktion von Pj, so dafl Piv; = e; _
3. Iterationsprozef fir y =1,2,...

(a) Bildung von v; = P; ... Pje;

(b) Konstruktion von Pjii, so daB Pjyq...Pi(v1, Avy,..., Av;) eine obere Drei-
ecksmatrix ist

10



Nach [18] gilt der folgende Satz:

SATZ 2:

Die nach dem obigen Algorithmus gebildete Menge V;H = {vy,...,v;} ist eine Orthonor-
malbasis von Kj(A,vq).

Die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung wird nun durch die Householder-Orthogonalisierung
ersetzt. Dazu wird vy = £ro/||ro||2 verwendet, wobei aufgrund numerischer Aspekte das

- Vorzeichen so gewihlt wird, daB8 die erste Komponente von v, positiv ist.

Mit der oberen Hessenberg-Matrix H,,,

Pm+1 .. .Pl(A'Ul, . .,A’Um) = Hm,

ist das folgende Minimumproblem zu lésen.

min 16— A(zo+2)llz = min |lro— AVHy|,
z € Km(A,ro) : y €ER™ -
= min | x|rollze1 — Hmyll2 .
y €R™ 33)
= min | |rol2QLer — Rmyll2
y €R™

Der vollstandige Algorithmus nach [18] lautet folgendermafen:

1. Bestimmung des Anfangsresiduums ro aus zo; 7o = b — Azg
2. Konstruktion von Py, so da§ P;rg = +||roll2e1 = w
3. Iterationsprozef fiir y = 1,2,...

(a) Bildung von v; = P;... PAP; ... Pje;

(b) Konstruktion von Pjy;:
die ersten j Komponenten des zugehorigen Householder-Vektors sind 0 und die
Komponenten ab Position 5 + 2 von Pjy;v; sind 0

(c) hj = Pip1vj , hj = (hj, ..., hij, hj1j)T

(d) firyj >1: :
Gj-1;...Gjh; =7; , Gy € RUTIXEH)
7 = (Fijy -2 Tis)T

(e) Bestimmung von Gjj:
GjiT5 = Gj;Gjaj. .. Gizhj =15
rj - j-te Spalte der Matrix R, (bzw. R;)
T = (i‘i)o)T
#; - j - te Spalte der Matrix R,, (bzw. R;)
w = ijw = ijGj—lj—l e Glll iljl .S,'|

J
(£) ps = llb = Azjl2 = [wjpa] = lIrolla] [T s
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(g) Entscheidung iiber die Akzeptanz der Naherungslésung:
falls p; < ¢, dann m = j und goto (4)

4. yE sei die Losung des Minimumproblrems (33):
22 = VHEyH — (Pie,, P Pey,..., P ... Pmem)(ygl, . ,ygm)T und z2 = zo + 22

In diesem Algorithmus werden anstelle der Orthonormalbasisvektoren vy, ..., v, die die
Householder-Matrizen Py, ..., P, erzeugenden Householder-Vektoren gespeichert. Jeder
Basisvektor v; = P; ... Pie;,1 = 1,...,m, wird zu dem Zeitpunkt generiert, wo er benutzt
wird. ‘

Es wird jetzt noch eine Variation des vorhergehenden Algorithmus angegeben. Diese Va-
riation beinhaltet eine gewisse Parallelitdt des Verfahrens und basiert auf dem folgenden

Sachverhalt (siehe [18]).

Fiir die Vektoren v, s1,%1,...,8m,tm € R™ kann man die Beziehung

(I+ smtfl) (T4 sltf)v =v+ Zd,-s;

i=1

aufstellen, wobei der Vektor d = (di,...,dn)T € R™ bestimmt ist durch

d]_ = S{’U
k-1 4
dy = stv+ Y disfty , k=2,...,m. (34)
i=1

(34) ist dquivalent zur Losung des Gleichungssystems Ld = STv, wobei S = (s1,...,5m)
und

1 0 0
I —S;tl .1 e 0
—sTty oo —sTtn 1

Mit T = (t1, .. .,%tm) kann man dann

(I+s8mt2)...(I+s1tTw = v+Td
v+ TL5Ty (35)
= (I+TL'STw

schreiben.
Mit Hilfe der Householder-Transformation (32) und den Ersetzungen ¢; = w; und
Sk = —2k = — 2k erhilt man nach (35)
Vi [wiei |
wmwl wywT
= (I —(wy,... ,wm)L;l(quLl, ce lt;l;—mml)T)U’
wobei
1 0
w2Tw1 1
Lm — [waa] -
’ wTw . wT Wyp —
et SRR sy
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Mit sz(wl,.. )undW (w11|’ ’ ’[w
Pn...Piv=(I- WmLm1 WZL)v. Weiterhin gilt

=) ergibt sich (36) zu

Pi...Puv = (Pn...P)Tv
= (I = Wl 'WI)Ty
= (I —WnLl;TWI)v.

Nach Kostruktion sind die Matrizen L; in den Matrizen Lj;;, fir j = 1,...,m — 1 enthal-
ten. Der Punkt 4. des vorhergehenden Algorithmus dndert sich dann wie folgt:

(Plel,...,Pl...Pmem) = ( 1L;TW~1T)ely (I Wer—nTwz)e"‘)

L'TWT)el, o ( — WmL;TW,;";)em)

Il
VY
N TN
~ T~
[

Hiermit erhilt man

3 Das QMR-Verfahren

Es wird das QMR-Verfahren auf der Basis des look-ahead Lanczos-Prozesses nach [8]
beschrieben.

3.1 Der klassische Lanczos-Algorithmus

Die Lanczos-Methode im klassischen Sinne bedeutet die Reduktion einer nichtsymmetri-
schen allgemeinen Matrix A € R™*" auf Tridiagonalform. Der Algorithmus startet mit
Vektoren v; € R™ und w; € R™, wobei v; # 0 und w; # 0. Dann werden Basen {v;} und
{w;} fiir die Krylov-Unterrdume K,(A,v;) bzw. K,(AT,w;) mit der Biorthogonalititsbe-
dingung

1 fur k=3

0 sonst

(wj,ve) = { (37)

konstruiert.

Die beiden Basen werden mit einer 3-Term-Rekursion gebildet. Es werden pro Schritt
wenig Operationen durchgefiihrt und minimaler Speicherplatz benutzt. Der klassische
Lanczos-Algorithmus lautet folgendermafen (siehe [8]):

1. wahle: 171,1171 € R™ mit ‘51,'11)1 ;é 0
setze: vg = wo =0

2. ITterationproze fur j = 1,2,...

(a) berechne: §; = (wj, ;)
falls 6; = 0, dann m = 7 — 1 und stop

13



(b) wahle: B;,v; € R mit Bjv; = §;
setze: v; = ¥;/v; und w; = w;/B;
(c) a;j = (wj, Avj)
U1 = Avj — ojv; — Bvj
Dj1 = ATw; — owj — YW
falls 941 = 0 oder W,y = 0, dann m = 7 und stop

Die spezielle Wahl von «;, 8; und «; sichert die Biorthogonalitat (37). Die Basen {v;} und
{w;} werden zusammengefat zu V;, = {v1,...,vm} bzw. Wi, = {w1,...,wn} . Mit der
Hessenberg-Matrix H,, € R(m+1)xm

o ,62 0 0
T2 oaz ' :
.E[m: (:) - .-. ... 0 b}
B
: Yo On
0 0 Yn+1

und H,, = [I,n,0]H,, (Streichung der letzten Zeile) erhalt man

AVm = VmHm + [0, e ,O,i}m{-l]
ATW,, = WnHI +1[0,...,0,Bmei].

Die Biorthogonalitatsbedingung (37) kann als
WiV, =1In.

geschrieben werden. Fiir symmetrische Matrizen A = AT kann man @, = ¥; mit §; = v,
wéhlen. A

Das Lanczos-Verfahren kann verschiedenartig abbrechen. Ein regulirer Abbruch liegt
vor, wenn Umit; = 0 oder wpy; = 0. In diesem Fall spannen die rechten Lanczos-
Vektoren vy, ..., U, einen A-invarianten Unterraum auf bzw. die linken Lanczos-Vektoren
Wi, ..., Wy, einen AT-invarianten Unterraum. Ein méglicher irreguldrer Abbruch der
Lanczos-Methode ist 6,, = (Wm,Um) = 0, wobei weder ¥, = 0 noch W, = 0. Das bedeu-
tet, daBl die entsprechenden Basisvektoren A™ 'v; baw. (AT)™ *w; nicht konstruierbar
sind. Dies ist kein Problem der Skalierung, sondern die Biorthogonalitatsbedingung (37)
kann nicht erfiillt werden. Es kann sein, da8 (37) fiir eine hohere Potenz (> m) von
A und AT wieder erfiillt ist. Ein Algorithmus, der irgendwie auf ein solches Paar von
Lanczos-Vektoren vorausschaut, wird look-ahead Lanczos-Algorithmus genannt.

3.2 Der look-ahead Lanczos-Algorithmus

Die Grundidee des look-ahead Lanczos-Algorithmus ist die Abschwéchung der Biortho-
gonalitdtsbedingung (37). Fiir jedes m = 1,2,... werden die Vektoren vi,...,v» und
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Wi, ..., Wn durch den look-ahead ProzeB in | = I(m) Blocke unterteilt. Firk=1,...,[—1
seien die k-ten Bldocke der Lanczos-Vektoren durch

k) _ k) _
V( ) = ['Ummvmk+17 s )vmk+1—1] ) W( ) = [wmwwmk‘l'h ce ’wmk+1‘1]

und der [-te (aktuelle) Block durch v
v = (Vs U4ty oy Umgpr-1) WO = (W, Wrnpt1, - - - ) Wrny -1

gegeben, wobel 1 =m; <my; < ... <mi < ... < m <m < myy. Die so konstruierten
Blécke schwéchen die Biorthogonalitatsbedingung (37) zu

sonst

) (k) . .: .
(W(’))TV(")z{é) fir 3=k k=1, (38)

ab, wobei die Matrizen D(*) nichtsingulér sind fiir k = 1,...,1 — 1. Die Matrix D® ist
nichtsinguldr, wenn der [-te Block vollstandig ist, d.h. m = myy; — 1. Die ersten Vektoren

Um, und wm,, eines jeden Blockes werden regulire Vektoren genannt, die anderen innere
Vektoren.
Es wird jetzt die Basisstruktur des look-ahead Lanczos-Algorithmus nach [9] angegeben.

1. wihle: vy, w; € R™ mit ||v1]js = 1 und [|Jwi], = 1
setze: V(1) = v, W) = oy, DO = (W) Ty (),
setze: my; = 1,k =1,v0=0,wo = O,V(O) = O,W(O) =0,00 =14 =1

2. Tterationsprozef fir m =1,2,...
(a) Entscheidung iiber die Konstruktion von vm4; und w4 als regulire oder
innere Vektoren und goto (b) bzw. (c)
(b) Regulérer Schritt:
Grer = Ave — VO(DE)I(WENT Ay,
_ V(k—l)(D(k—1))—1(W(k—l))TAvm
Umpr = ATwn — WE(DE)-T(VENT ATy,
_ W(k—l)(D(k—l))—T(V(k—l))TATwm
setze: mppy =m + 1L, k=k+1,V® =0, Wk =0, goto (d)
(c) Innerer Schritt:

'l_)m—{-l = A’Um - Cmvm - Z—:‘:‘vm—l
_ V(k—l)(D(k—l))—l(W(k—l))TAvm
wm+l - ATwm - mem - z_:wm-l

_ W(k—l)(D(k—l))—T(V(k—l))TATwm

Die Wahl der Rekursionskoeffizienten (,, und 7,, ist nicht sehr wichtig, da der
Algorithmus im allgemeinen sehr kleine Blécke bildet. Wie numerische Beispiele
zeigen (siehe (7], (12]), kann man (, =1 und 7, = 1 wahlen.
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(d) Om+1 = “ﬁm+1”2 ) €m+1 = “ﬁ’m+1“2
falls prny1 = 0 oder €41 = 0, dann stop

VUmtl = Ums1/O0m+1 > Wil = Wms1/Ems1

vk = [V("),vm+1] , wk) = [W(k),wm+1] ’ D) — (W(k))Tv(k)

Schritt (2c) ist eine Blockversion des klassischen Lanczos-Algorithmus. Die inneren Vek-
toren {iberspannen den ,Graben“ zwischen zwei reguliren Vektoren. Die obere Hes-
senberg-Matrix H,, ist hierbei von block-tridiagonaler Gestalt mit Blocken der Grofle
(Mg — mp—1) X (Mg — mg_1) auf der Diagonalen. Mit V,, = [V(),..., V)] und

W = WO, .. . WW)] geht (38) in

W2V, = Dy = diag(D®M, ..., DO)

iiber. D,, ist nichtsinguldr, wenn m = my,;—1. Werden nur regulére Schritte durchgefiihrt,
ist dieser look-ahead Lanczos-Algorithmus mit dem klassischen Lanczos-ProzeB identisch.
Fir die Entscheidung, ob ein regulédrer oder ein innerer Schritt durchgefiihrt wird, ist
es notwendig, daB die Matrix D®*) nichtsingular ist. Hierzu kann man den kleinsten Sin-
. guldrwert am,-n(D(k)) von D) {iberpriifen. Es muf auch noch gesichert sein, daf} sowohl
die rechten Lanczos-Vektoren vy, ..., v, als auch die linken Lanczos-Vektoren wy, ..., wn,
linear unabhingig sind.

3.3 Das QMR-Verfahren

Die grundlegende Idee des QMR-Verfahrens ist die Erzeugung der Matrix V,, mittels
kurzer Rekursionen mit Hilfe des look-ahead Lanczos-Prozesses, wobei dann aber die Mi-
nimierungsbedingung (12) ein wenig abgeschwiacht wird. Auch dieses Verfahren liefert
nicht das ,ideale Krylov-Verfahren“. Es miifite die beiden folgenden Kriterien gleichzeitig
erfiilllen:

1. Die Iterierten erfiillen eine Minimumbedingung (z.B. (12)), und

2. der Arbeits- und Speicheraufwand pro Iteration bleibt anndhernd konstant.

Nach [4], [5] gibt es fiir allgemeine Matrizen A kein CG-ihnliches Verfahren, daB die
beiden Bedingungen gleichzeitig erfiillt. Nur fiir Matrizen der Form

A=e®B+ol), mit B=BT und 4,0€R

kann man solche Verfahren konstruieren.
Der QMR-Algorithmus lautet folgendermafien:

1. Bestimmung des Anfangsresiduums 7y aus zo; 7o = b — Azg
2. Bestimmung der ersten Basisvektoren; v; = ro/||roll2 , w1 = v1

3. Iterationsprozef fir m =1,2,...
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(a) Bestimmung der Matrizen V., Viny1 und Hn rmt dem look-ahead Lanczos-
Algorithmus

(b) Minimierung des Residuums mittels Givens-Rotationen (siehe 2.2 )
Aus 2z, = 2o + Vinym folgt 7 = 70 — AVipym. Mit (14) erhélt man
Tm = v1||70||2 — Vin+1 Hmym und hieraus

7'1:1; = m+1(I|TOHZel - Emym) (39)

Da V,,4+1 nicht unitér ist, wird der Koeffizientenvektor Ym minimiert. Die Grofle
yL sei die Losung des Minimumproblems

llrollzer — Hmykllz =  man  |||rollzer — Hmymll2-
Yym € R™

Der Minimierungsaufwand fiir (39) wiirde sonst fiir die Anzahl der Operationen
O(n -m?) und fiir den Speicherbedarf O(n - m) betragen.

DaB (40) gerechtfertigt ist, zeigt folgende Uberlegung

Es ist

(40)

T = b — Az = Ving1(||rol|261 — Hmm)-

Aus WE_ Vini1 = Dpnys folgt DL WE Vg1 = Imyr und damit
, Dm+1W£+1Vm+l(”'f"0”2el — Hpym) = Dm+1WT+1(b — Azpm).

Somit erhalt man ,

lIroll2e1 — Hmym = Dy Wi 1(b— Azrm). (41)
(41) zeigt, daB das Minimumproblem (40) dquivalent zur Miﬁimierung des Re-
siduums in wechselnden Unterrdumen ist , d.h.

mamn ”Dr—r-z]-.i-IWr’;’;+1(b — Azn)|l2.
Tm € To+ Km(A,10) '

L

(c) Bildung von z% mit Konvergenziiberpriifung (siehe 2.2 )

5’37[7'1 =z9+ me,’_;

Eine Vereinfachung erhilt man dadurch, wenn man eine Matrix P konstruiert, so daf

ATP = P4 | (42)
gilt. P ist eine symmetrische und nichtsinguléﬁre Matrix. Unter Benutzung des Startvektors
wy = “—11,3;"1L”; gilt dann w,, = TPon P fur alle m.

Wny1 = ATwn, — WE(DEN-T(VENT ATy,

_ W(k—1)(D(k—1))—T(V(k—l))TATwm
= {ATPv,, — WE(DE)-T(VENT AT py,,

||Pvm||2 — Wk)(DE-DYT (Y k=0YT AT Py, )
= paplPAv.  — WE(D®)yT(VENTP Ay,

— WE(DE)T(VE-D)TP Ay}
= P IIz{PA’Um = PWODW)T(VO)T Av,

— PW-D(DE-D)-T(VE-1T 4y}
= et
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Hieraus folgt
Wrn 41 Py Pomis

|Bmiillz ([ POmsrllz [|Pomrll2’

Wm+1 =

4 Einige Bemerkungen zu GMRES und QMR

Mit wachsendem m nimmt der Arbeits- und Speicheraufwand des GMRES- Algorithmus
zu. Deshalb ist es sinnvoll, eine maximale Dimension M., des Krylov-Unterraumes
Km(A,ro) vorzugeben. Ist die Konvergenz nach mp,, Iterationsschritten nicht erreicht,
wird die Iterierte z,, als neuer Startwert genommen, d.h. z¢ := ,,. Diese Variante mit
srestart erlaubt es, den Speicheraufwand in Grenzen zu halten. Andererseits kann sich
dadurch die Konvergenz verlangsamen.

Das QMR-Verfahren 16st nach [8] dasselbe Approximationsproblem wie GMRES und hat
auch dasselbe quantitative Konvergenzverhalten, wenn man von der Optimalitdt(GMRES)
zur quasi-optimalen Approximation (QMR )iibergeht.

4.1 Ein einfacher Vergleich

Jetzt soll ein einfacher Vergleich zwischen beiden Algorithmen bzgl.des Rechenaufwandes
gemacht werden. Dazu wird das QMR-Verfahren mit ,restart” betrachtet. Der Vergleich
soll sich nur auf die Anzahl der durchgefiihrten Matrix * Vektor-Operationen und auf die
Anzahl der zu berechnenden Skalarprodukte fiir die Erzeugung der Matrix H,, beziehen.
Auflerdem wird noch vorausgesetzt, dafl der look-ahead Lanczos-Algorithmus nur regulére
Vektoren erzeugt.

Einige Bezeichnungen:

cc(MV) — Anzahl der Matrix * Vektor-Operationen fiir GMRES
cc(SP)  — Anzahl der zu berechnenden Skalarprodukte fir GMRES
co(MV) — Anzahl der Matrix * Vektor-Operationen fir QMR
c@(MTV) — Anzahl der (Matrix)T* Vektor-Operationen fir QMR
co(SP)  — Anzahl der zu berechnenden Skalarprodukte fir QMR

Betrachtet man fiir die Matrix A eine spaltenweise Speicherung mit Diagonalbehandlung
(siehe 1.3 ), so kann eine Matrix * Vektor- bzw. (Matrix)T* Vektor-Operation durch nz
Skalarprodukte abgeschitzt werden.

Hiermit erhélt man folgende Abschatzungen:

GMRES: CG(MV) = Mmag + 1
CG(SP) — mma.z!";maa:'{‘l) + 9

8 - Anzahl der Skalarprodukte fiir die Nachorthogonalisierung,
0 S 9 S gmmaz—zllmma&:

QMR:  c(MV) =mMmes +1
co(MTV) = Mpaz
c@(SP) = 4dmpmaz — 3
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cq(SP) kann man nach [9] noch auf 2m,,,, Skalarprodukte mit gewissem Rekursionsauf-
wand fiir die anderen Skalarprodukte reduzieren. Betrachtet man die Konstruktion re-
guldrer Vektoren nach dem look-ahead Lanczos-Algorithmus, so ergeben sich nach Punkt
3.2 die folgenden Berechnungsvorschriften.

_ _ ST -1 T

U1 = Avm — vpdtwl Avy — v d b wl Ay,

_ _ T —1, T AT -1 T T
Um41 = A Wy — wmdm 'UmA Wm — w‘m—ldm—lvm—lA Wm
dm = wivm

Es ist
wl Avy, = (W, Avm) = vI ATw,,.

Weiterhin folgt nach der obigen Berechnungsvorschrift und nach der Biorthogonalititsbe-
dingung (38)

wl  Av, = (ATw 1) v,
(T + Win—1(dme 105 AT W 1) + Wiz (dt g 0] 3 AT W 1)) v
= (U—’Zz + (dr—nl—lvrz;—lATwm—l )ngl—l + ( ;Ezvﬁ—zATwm—l)Twsl—z)Um

— 5T
= Wp,Um

und

vE ATw, = (Avp_1)Twm
('Dm + Um—l(d;l._1w?n_1Avm—1) + vm—Z(d«,_nl_ZwZ;_zAvm—l))Twm
(’711;; + (dr—n]:-lwri;x-—lAvm-l)Tv;z:x—l + (d;xl-zwi-zAvm—l)Tvrﬁ-z)wm

I

= . UpWn.
Hieraus folgt:
W 1 AV = DV = [ |20V = [[ |2
und A
V1 A W = T wm = [T |20 wm = Ol 2m.

Nun kann man eine einfache Beziehung aufstellen zwischen der maximalen Dimension des

Krylov-Unterraumes und den Kosten fiir GMRES und QMR.
0= cg(MV) + cg(SP) — (cq(MV) + cg(MTV) + co(SP))
Dies ist gleichbedeutend mit

mmaz(mmaa: + ]-)

5 +0 — (nz + 2)Mpaz = 0. (43)
Hieraus erhilt man
V m.ma;c S mma:n S m‘mam (44:)
mit
Moy = N7 + 2 (45)
und
Momaz = 202 + 3. (46)
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Aus den Abschitzungen (44) - (46) kann man schlufifolgern, da8 fiir grofies nz der
Rechenaufwand des QMR-Algorithmus gegeniiber GMRES erheblich ansteigt, weil die
(Matrix)T# Vektor-Operation nicht vernachlissigbar ist.

 Andererseits bietet der QMR-Algorithmus die Méglichkeit, ohne groBen zusédtzlichen Re-
chenaufwand auf Normalgleichungssysteme der Gestalt (5) umzuschalten, so daf3 man hier
verschiedene Krylov-Unterraum-Methoden kombinieren kann.

Die Entscheidung, ob GMRES oder QMR anzuwenden ist, hdngt von der konkreten Pro-
" blemstellung ab.
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